
 হҝােলা ছাϏছাϏীরা έশষ বক্তৃতায় জΜটল সংখҝার বক্তৃতায় Ѿাগত জানাই আমরা ঐেকҝর ম মূল িনেয় আেলাচনা কেরিছ n
এবং তার িভিЫেত আমরা έবশ কেয়কΜট পিরচয় ϕমাণ কেরিছ আসুন এই আেলাচনাΜট চািলেয় যাই
 তাই আমােক একতার ম মূলΜট Ѽরণ করেত িদন এΜট একΜট জΜটল সমীকরণেক সᅀѭকারী সংখҝা এর ঘাত 1 এর n z n 
সমান এবং আমরা έশষ Љােস যা έদিখেয়িছ έসখােন Ѿতϴ জΜটল সংখҝা রেয়েছ যা এই সমীকরণেক সᅀѭ কের যােক n zk 
বলা হয় যা 2 এর еারা έযাগ еারা έদওয়া হয় еারা έথেক িবেয়াগ 1 পয κо k pi cos n i sine 2 nk k pi 0 1 n 
এবং আমরা লϠҝ কেরিছ έয এই έথেক শΝЅ 1 ছাড়া আর িকছΦ ই নয়zk z k 
 তাই আপিন έক এেকর সমান যা এক যা দুই পাই বাই έযাগ সাইন দুই  еারা এখন এর শΝЅ িনন যা k z n i n pi k 
ঐেকҝর অনҝানҝ তম মূল ίতির কের এবং সুিবধার জনҝ আমরা έনােটশন চালু করব যা ъাস n cis theta cos theta 

িহসােব সংϡািয়ত করা হেয়েছ এবং যিদ আমরা এর শΝЅ ςহণ কির ზধু মিরস আইন еারা আমরা  i sin theta k d 
έদখুন έয এই গ িহসােব আেস এবং আসুন আমরা িকছΦ  মоবҝ কির যা আমরা পয κেবϠণ কির k theta is k theta 
তা হল যিদ আমরা িবেবচনা কির পুট আলফােক িহসােব িবেবচনা কির έযΜট হল যিদ আমরা z 1 cis 2 pi by n 
আলফার জনҝ শΝЅ বাড়াই যা আমরা পাই তা হল еারা শΝЅ еারা  উপেরর িনয়েম আমরা έদখেত n cis 2 pi n n 
পাই έয যা ছাড়া আর িকছΦ ই নয় যা এক এবং যিদ আমরা শΝЅ cis two pi cos two pi plus i sin two pi 
আলফা পাওয়ার বাড়াই তেব এΜটেক আলফা পাওয়ার িহসােব পুেরা পাওয়ার এবং উপেরর পয κেবϠণ еারা έলখা kn n k 
έযেত পাের।
  আবার এর জনҝ শূেনҝর έচেয় বড় বা সমান একইভােব ঋণাЮক মােনর জনҝ έকউ পয κেবϠণ করেত পাের  যিদ ks- k 
আমরা আলফা পাওয়ার এবং পাওয়ার িবেবচনা কির তাহেল έনিতবাচক মােনর জনҝ বলুন শূেনҝর έচেয় কম এবং k n k 
έকউ যাচাই করেত পাের έয এΜট আবার আলফা পাওয়ার পাওয়ার এর সমান  আবার একΜটn k 
 তাই সংিϠчকরণ িহসােব িনয়মΜট হল যিদ আমরা এর আলফা পাওয়ার ვিণতকვিল িবেবচনা কির যা হয় এΜট n kn 
সমѷ পূণ κসংখҝার জনҝ একΜট এবং িеতীয় মоবҝ আসুন আমরা এই মূল ইউিনটვিল িলিখ যা আলফা শΝЅ িহসােব k nth 
έলখা έযেত পাের  িদেয় শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক আমােদর ঐেকҝর তম িশকড় যার মােন হল έয এΜট সᅀѭ কেরk k n n
 তাই এΜট έয έকােনা আলফা শΝЅেক সᅀѭ কের শΝЅ এর সমীকরণ έক সᅀѭ কের আমােদর একΜট έদেব যা বেল έযk n z
আলফা পাওয়ার হল বቍপদী শΝЅর মূল িবেয়াগ এর জনҝ একΜট k z n k 
শূনҝ এক έথেক িবেয়াগ এক পয κо আমরা যা জািন তা έযেকান ϕদЫ এেকর জনҝ সব κদা এই বቍপদীর জনҝ মূল যা n n 
সহেজই έদখা যায় έথেক পাওয়ার িবেয়াগ একেক িবেবচনা ক჈ন এΜটেক έথেক শΝЅ িবেয়াগ সহ িবেয়াগ 1 z n z n z 
ვণফল িহসােব ফҝাЄরাইজ করা έযেত পাের 1 ъাস έথেক পাওয়ার িবেয়াগ 2।z n 

 তাই সহজ গণনার মাধҝেম আমরা যাচাই করেত পাির έয বাম িদেকর শΝЅ িবেয়াগ 1 এই দΜুট ফҝাЄেরর ვণফেলর z n 
পিরেϕিϠেত έলখার মেতাই এখন έযেহতΦ  এর সমান একΜট এর জনҝ একΜট মূল  বቍপদী আমরা শяΜট এবং অবিশѭ z 
ვণনীয়কვিল িনণ κয় কেরিছ যা িবেয়াগ 1 িডিς বቍপদী এর জনҝ আলফা έথেক έথেক এক έথেক িবেয়াগ এক n k k n 
এই বቍপদীর মূল হেব যা অনҝ পয κেবϠণ έথেক আমরা বলেত পাির έয আলফা শΝЅ িবেয়াগ 1 ъাস িবেয়াগ 2 k  zn zn 
ъাস ъাস ওয়ােনর মূল হল এর জনҝ এক দুই έথেক িবেয়াগ এক পয κоz k- n 
 তাই এর মােন হল έয আমরা বቍপদী শΝЅ িবেয়াগ 1 ъাস শΝЅ িবেয়াগ 2 ъাস ъাস 1 িলখেত পাির।z n z n z 
  έযমন িবেয়াগ আলফা িবেয়াগ আলফা বগ κেϠϏ এবংz z 
 তাই িবেয়াগ আলফা শΝЅ িবেয়াগ একz n 
 তাই যিদ আিম একΜট সংিϠч Ѿরিলিপ িলিখ আমরা যা έদখেত পাই তা হল έয ফҝাЄর বা বቍপদী শΝЅ িবেয়াগ 1 ъাস n z 
শΝЅ িবেয়াগ 2 এই ъাস পয κо  ъাস 1 এই বቍপদীΜটেক একক শΝЅ এর তম মূল বҝবহার কের ফҝাЄরাইজ করা n z k- n
έযেত পাের 
এবং সমতা সহেজই যুΝЅযЅু কারণ িবেয়াগ এক িডিς বቍপদীেত সব κািধক িবেয়াগ এক মূল থাকেত পাের এবং আমরা n n 
যা পয κেবϠণ কেরিছ তা হল িবেয়াগ 1 মূল আমরা ইিতমেধҝ পয κেবϠণ কেরিছ ঐেকҝর Ѿতϴ ম মূল হল এই n n
বቍপদীვিলর মূল
 তাই এই বቍপদেক এই ফম κΜটেত ফҝাЄরাইজ করা έযেত পাের এই মоেবҝর মাধҝেম আসুন আমরা একΜট সাধারণ সমসҝায় 
চেল যাই একΜট কমা έযখােন এবং বাѷব সংখҝা έযমন এই সমীকরণΜট সᅀѭ কের ъাস পাওয়ার b a b i  t a ib 
2016 একΜট িবেয়াগ এর সমানib 
 তাই আমােদরেক সјাবҝ একΜট কমা বাѷব সংখҝা খুেঁজ έবর করেত বলা হয় যােত এΜট এই সমীকরণΜটেক সᅀѭ কের যা b 
আমরা জািন έয  র দΜুট কােটκিসয়ােন একΜট কমা έদওয়া হেয়েছ একΜট কমা έদওয়া হেয়েছ  বাѷব সংখҝার ვণফল b b 
আমরা একΜট জΜটল সংখҝা ъাস έক Ѿতϴভােব যЅু করেত পাির যার অথ κ হল এই সমীকরণেক সᅀѭ কের οমযЅু a ib 
έজাড়া খুেঁজ পাওয়া যা এই সѕেকκর কারেণ এই সমীকরণেক সᅀѭ কের এমন জΜটল সংখҝা খুেঁজ পাওয়ার সমতΦ লҝ
 তাই έক έযাগ িহসােব িবেবচনা ক჈ন এবং আমরা খুজঁিছ সমѷ জΜটল সংখҝা এর জনҝ যার শΝЅ 2016 আমােদর z ib z 

বার িদেত হেবz 
 তাই যিদ আমরা এই সমীকরণΜটেক সমানভােব সᅀѭ কের সমѷ জΜটল সংখҝার έসেটর জনҝ এই সমীকরণΜট সমাধান কির 
তেব আমরা 
এই সমীকরণΜটেক সᅀѭ কের একΜট কমা যুЅ করেত পািরb 
 তাই আসুন আমরা এই সমীকরণ έথেক এই সমীকরণΜট সমাধান কির পয κেবϠণ হল যিদ আমরা মডΦ লাস ϕেয়াগ কির 
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তাহেল আমরা έদখেত পাΝИ έয 2016-এর মডΦ লাস অবশҝই বােরর মডΦ লােসর সমান হেত হেব যা এর মত যা z mod z 
έবাঝায় হҝাট έমাড έজড বাম িদেক িনেয় আসুনt  
 তাই আমােদর 2016 িবেয়াগ έমাড έজড অবশҝই 0 এর সমান হেত হেব
 তাই আমরা যা যΝুЅ িদΝИ তা হল যিদ একΜট জΜটল সংখҝা এই সমীকরণেক সᅀѭ কের তেব এΜট অবশҝই এই সѕকκΜটেক 
সᅀѭ করেব এΜট έবাঝায় έয έমাড পেণҝর সােথ έমাড έজড পাওয়ার 2015 িবেয়াগ 1 এΜট অবশҝই 0 এর সমান হেত হেব z 
এই সѕকκ έথেক আমরা έদখেত পাΝИ έয হয় έমাড έজডেক অবশҝই শূনҝ হেত হেব বা έমাড έজড পাওয়ার দুই হাজার 
পেনরΜট অবশҝই এেকর সমান হেত হেব
 তাই আমরা সѕকκΜট έমাড έজড শূনҝ র έমাড έজেডর সমান হেব পাওয়ার দুই হাজার পেনর অবশҝই এেকর সমান হেত 
হেব যিদ শূেনҝর সমান হয় এর মােন হল শূনҝmod z z 
 তাই আসুন আমরা িবেবচনা কির যিদ অ শূনҝ হয় তাহেল অবশҝই এক হেত হেব এর έথেক z mod z power 2015 
আমরা উপসংহাের έপৗηেছিছ έয অবশҝই এেকর সমান হেত হেব έকন কারণ যিদ έমাড অҝাট পাওয়ার 2015 এক mod z 
হয় এবং ধ჈ন έমাড έজড এেকর έচেয় কম তাহেল অিবলেї আপনােক বেল έয এেকর έচেয় কম বা এেকর έবিশ আপিন 
অিবলেї έদখেত পােবন έয έমাড έজড পাওয়ার দুই হাজার পেনর এক Μঠক সমান হেত পাের না
 তাই এই যΝুЅ еারা আমরা έদখেত পােরন έয আিম  অবশҝই এক হেত হেব যিদ এর শΝЅ এক হয়mmedialy mod z 
 তাই এই উপসংহার έথেক
 তাই এখন িবেবচনা ক჈ন έমােডর έϠেϏ সমান সমান এক যিদ সমান হয় তাহেল বগ κ আবার এক এবং mod z mod z 
এΜট আমােদর সােথ সােথ বারেক আমরা িলখেত পাির  έমাড বগ κেϠেϏ িহসােব বাের যা বােরর মেতাই z z z z z z 
বারেক িদেয় έদওয়া হেয়েছ এখন এই έϠেϏ আমরা έদখেত পাΝИ έয আমরা একΜট έথেক সমীকরেণ িফের যাই আমােদরz 
জΜটল সংখҝাΜট এই বারেক সᅀѭ করেত হেব এখন আমরা একΜট έϠেϏ যিদ έমাড  এেকর সমান তারপর বারΜট z z z z 
еারা এক ছাড়া আর িকছΦ ই নয়
 তাই এর অথ κ হল έথেক শΝЅ দুই হাজার সেতেরা এক এবং আমরা জািন এই সমীকরেণর সјাবҝ সব সমাধান কী , এΜট z 
ঐেকҝর ম মূল ছাড়া আর িকছΦ ই নয় έযখােন হয়  2017.n n 
 সুতরাং এর মােন হল έয সমীকরণ দΜুট সমীকরণ দুই িহসােব দুই হাজার সЫরΜট Ѿতϴ অ-শূনҝ সমাধান এবং আমরা লϠҝ 
কেরিছ έয আপিন যিদ έক শূেনҝর সমান িবেবচনা কেরন তেব এই সমীকরণΜটও সᅀѭ হয় যার মােন শূেনҝর সমান হল z z 
সমাধান 1 ও একΜট উপসংহার িহসােব সমীকরণ 1 ক  এর Ѿতϴ সমাধান আসুন আমরা ঐেকҝর ম মূেলর জনҝ s 2018 n
একΜট সুрর সѕিЫ έদিখ ঐেকҝর ম মূলΜট িবেবচনা ক჈ন যা টΦ  еারা еারা έদওয়া িহসােব έলখা n cis k pi n zk 
হেয়েছ έযখােন শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক এখন έযাগফল িবেবচনা ক჈ন  শূনҝ έথেক িবেয়াগ 1 পয κо সািমট еারা k n n m 
একতার তম মূল তাহেল আমরা বা 0 িহসােব মান পাব যিদ এর ঘাত ვিণতক হয় যা বেল έয ভাগ কের n n n m n m 
অনҝথায় আমরা έযাগফেলর মান িহসােব পাই  0 আসুন আমরা এই ϕѷাবΜট ϕমাণ কির έযমন আমরা আেগ উেѣখ zk 
কেরিছ আমরা এΜটেক আলফা শΝЅ িহসােব িলখেত পাির έযখােন আলফা বেল 2 еারা এবং শূনҝ έথেক k s pi n k n 
িবেয়াগ এক এখন έযাগফল έক 0 έথেক িবেয়াগ 1 পয κо িবেবচনা ক჈ন  পাওয়ার পাওয়ার যা সমান k n z kzk m k 
শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক আলফা পাওয়ার এবং পাওয়ার еারা ϕিতѸািপত হেয়েছ n zk k m 
এবং এΜট 
0 έথেক িবেয়াগ 1 আলফা পাওয়ার পয κо έযাগফল এর সমান এখন এΜট একΜট িনিদκѭ সংখҝা উΝЬত শΝЅ িদেয় n m k k 
এখন έযাগফল জҝািমিতক έযাগফল ছাড়া আর িকছΦ ই নয় িকভােব সহেজ έযাগফেলর মান খুেঁজ έবর করেত হয় তা জািন 
হয়েতা ზধু একΜট মоবҝ িহসােব আিম ზধু জҝািমিতক έযাগফেলর έযাগফল এর সমান έযাগ করবk 
 তাই আসুন আমরা ზধু জҝািমিতক έযাগফল Ѽরণ কির, আসুন িবেয়াগ 1 পয κо বিল έয আমােদর কােছ এর শΝЅ n a k 
έযাগফেলর মান আেছ একΜট পাওয়ার িবেয়াগ একেক িবেয়াগ এক еারা ভাগ করা হয় έযখােন একΜট অবশҝই এক Μঠক n 
সমান হওয়া উিচত নয়
 তাই আমরা সহেজই έবর করেত পাির έয έযাগফেলর মানΜট িছল
 তাই আমরা এখােন এΜট ϕেয়াগ করেত পাির যার অথ κ হল έযাগফেলর মান এখােন এখােন িѸর মান আলফা পাওয়ার a  m
 তাই আমরা έপেয়িছ আলফা পাওয়ার এর পাওয়ার িবেয়াগ 1 ভাগ কের আলফা পাওয়ার িবেয়াগ এক এখন আমােকm n m 
পরবতλ পѮৃার έযাগফল এর সমান শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক পাওয়ার এর সমান έযাগফল িলখেত িদন  k n z k power m
এর মান আমরা এΜটেক আলফা পাওয়ার পাওয়ার িবেয়াগ এক িহসােব έপেয়িছ যা আলফা শΝЅ еারা িবেয়াগ কের m n m 
একΜট লϠҝ ক჈ন έয আলফা শΝЅ এেকর সমান হেব যিদ еারা িবভাজҝ হয়m m n ok 
 তাই এই সূϏΜট ίবধ যিদ আলফা শΝЅ  সমান না 1 এবং সমতা ঘটেব যখন ভাগ কের m nn m
 তাই যিদ ভাগ না কের যার মােন এর ვিণতক নয় έসেϠেϏ আমরা জািন έয আলফা শΝЅ এক এবং n m m n m 
উপেররΜটর সমান নয়
 তাই অিভবҝΝЅ সমান শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক শΝЅ আমরা έদখেত পাΝИ έয এখােন এই শяΜট k n z k  power m 
আলফা পাওয়ার পাওয়ার িবেয়াগ ওয়ানেক আলফা পাওয়ার িবেয়াগ এক еারা িবভЅ কের এবং লϠҝ ক჈ন έয n m m 
আলফা পাওয়ার এর মান একΜটn 
 তাই এΜট শূনҝ হেয় যায় এবং যখন না হয় তখন এΜট অ-শূনҝ পিরমাণ।n 

ভাগ ক჈ন যার মােন আমরা শূনҝ পাব যিদ ভাগ না কের ধ჈ন ভাগ কের যার মােন έক এর িকছΦ   m n m n m m n 
ვিণতক িদেয় έদওয়া হেয়েছ 
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έসেϠেϏ έযাগফল έথেক িবেয়াগ 1 έথেক শΝЅ এর জনҝ আমােদর শΝЅ বাড়ােত হেব  যা এবং k 0 n z k- m qn 
আমরা ইিতমেধҝ লϠҝ কেরিছ έয ঐেকҝর তম মূল এর শΝЅর ვিণতক সব κদা এক হেবn n 
 তাই এΜটেক আলফা পাওয়ার িহসােব আবার έলখা έযেত পাের k 
এবং এখােন এΜট এবং আমরা সহেজই έদখেত পাΝИ έয এই শяΜট এক এবং আবার যিদ আপিন  kq raise power kq
এটা আবার এক হয় έযাগফেলর মান যিদ হয় এর অিоমn m m  n 
 তাই আমরা আমােদর ϕѷাবΜট ϕমাণ কেরিছ έয আপিন যিদ এককვিলর ম মূেলর শΝЅেক িবেবচনা কেরন এΜটেক n m 
ঐেকҝর সমѷ তম মূল έযাগ ক჈ন তাহেল আপিন মান পােবন যিদ হয় এর ვিণতক অনҝথায় আমরা 0 পাই n n m n-
আসুন έদিখ খুব িবেশষ έϠেϏ মােনর সােথ িবেশষভােব মানেক এক িহসােব িবেবচনা ক჈ন অবশҝই যিদ a  m m n 
এেকর έচেয় বড় হয় তেব এΜট ভাগ কের নাm 
 তাই έথেক শূনҝ έথেক িবেয়াগ 1 শΝЅ έযখােন ধরা হয় 1 িহসােব আমরা পাই  έযাগফেলর মান 0 িহসােব k n z k m n 
এর έচেয় বড়
 তাই এখন িলখুন এই িক তা ছাড়া আর িকছΦ ই নয় ъাস এΜট zkzk cos two k pi by n i sine 2 k pi by n 
0 এর সমান এবং এখন আমরা সহেজই έসই আসল অংশΜট έদখেত পাΝИ  এই জΜটল সংখҝাΜটর 0 এবং জΜটল সংখҝা শূেনҝর
কাџিনক অংশΜট গণনা ক჈ন এই জΜটল সংখҝাΜটর আসল অংশΜট কী যা সমান শূনҝ έথেক িবেয়াগ এক দুই k n cos k 

যা এই জΜটল সংখҝার বাѷব অংশ এবং এΜট শূনҝ এবং কাџিনক অংশ যা еারা এΜট 0 pi by n si  ne 2 k pi n 
যিদ আিম Ѻѭভােব িলিখ এΜট এর জনҝ শূনҝ শূনҝ যা একΜট এবং তারপর অবিশѭ পদ যা আমােদর এখােন আেছ k cos 
তা হল দুই পাই বাই ъাস চার পাই বাই এন এবং Μট পয κо 2 িবেয়াগ 1 еারা এর মান হল িবেয়াগ 1 এবং n n pi n 
আমরা 0 এর সমান এর জনҝ মান ϕিতѸাপেনর সােথ আেরকΜট ΝϏেকাণিমিতক পিরচয় পাই আমরা έদখেত পাই έয k- k 
ϕথম έযাগফেলর মান হল 0 বািক ফҝাЄরვিল আমরা পাই সাইন দুই পাই еারা সাইন চার পাই еারা  এবং έশষ টাম κ n n 
সাইন দুই মাইনাস ওয়ান পাই বাই এর মান হল 0।n n 

 তাই িনিদκѭ έϠেϏ পাওয়ার সমান 1 এর জনҝ আমরা একΜট সুрর ΝϏেকাণিমিতক পিরচয় έপেয়িছ এই ϕѷােবর উপর m 
িভিЫ কের একΜট সাধারণ সমসҝা করা যাক আমরা আলফােক িহসােব িচিҀত কির।cis 2 

еারা একতার তম মূল ছাড়া আর িকছΦ ই নয় এবং একΜট জΜটল সংখҝা িনєিলিখত শতκვিলেক সᅀѭ কের έয  n pi n z 
আপিন একতার তম মূল έথেক পয κо দরূЯ পিরমাপ কেরন n z 
যা সমѷ ঐেকҝর তম মূল έথেক একΜটর έথেক কম বা সমান যিদ এই শতκΜট সᅀѭ কের তাহেল শূনҝn az z mus  t 
 তাই আসুন আমরা িচϏগতভােব έদখার έচѭা কির έয আমরা যা έদখেত পাই তা হল যিদ শূেনҝর সমান আপনার কােছ যা k 
আেছ তা হল একΜট বলুন এক έথেক সব κািধক দরূЯ এেকর έচেয় কম বা সমানz 
 তাই আমরা জািন এই দরূЯΜট কী এই একক  একΜট দরূЯ এখােনও এΜট একক এখন জΜটল সংখҝা এক έথেক 1 এর z  
দরূেЯর মেধҝ রেয়েছ Μঠক আেছ, যার মােন আপিন একΜট έথেক এেকর ίদঘ κҝ কত তা έϊস ক჈ন তারপর আমরা বЫৃΜট পাই 
এখন িভতের έকাথাও আেছ এবং এখন িনন  আেরকΜট বলুন আলফা έযΜট ঐেকҝর ম মূেল রেয়েছ এখন আপিন দরূЯ z n
িনেয় আেরকΜট বЫৃ ίতির ক჈ন আবার একΜট বেৃЫর িভতের রেয়েছ, একইভােব আপিন έদখেত পােИন έয z 
ঐেকҝর ϕিতΜট নম মূেলর সােথ ঐেকҝর έসই নম মূেলর দরূЯ  সব κদা একΜট এর έথেক কম বা সমান যিদ এরকম একΜট 
জΜটল সংখҝা থােক তেব আমরা έদখােত যাΝИ έয এΜট উৎপিЫ ছাড়া িকছΦ ই নয় আসুন আমােদর έদওয়া এই ফলাফলΜট 
ϕমাণ করার έচѭা ক჈ন έয িবেয়াগ আলফা শΝЅ এর έচেয় কম বা সমান  এর সমѷ মােনর জনҝ 1 έথেক  এক z k k 
έথেক িবেয়াগ এক έথেকn 
 তাই এখন আিম এর একΜট মান Μঠক কির যা শূনҝ έথেক িবেয়াগ 1 এর মেধҝ রেয়েছ তারপর আমরা έদখেত পাΝИ έয k n 

িবেয়াগ আলফা পাওয়ার যার বগ κ যা ϕিতΜট ვণেকর আবার ვণফল এবং এই শяΜট কম  একΜটর έচেয় বা সমানmod z k 
আবার এই শяΜট আবার এেকর έথেক কম বা সমান
 তাই পণҝΜট একΜটর έথেক কম বা সমান এΜট έবাঝায় এখন এই বাম িদেক ϕসািরত করার έচѭা ক჈ন এΜট মাইনাস z 
আলফা έকেজড মাইনাস আলফা έক বার তােদর পণҝ কম  এর έচেয় বা সমান এখন বাম িদেক আরও ϕসািরত ক჈ন এΜট 
হল έমাড έজড έѴায়ার এবং অনҝানҝ পদ আলফা έক বার িবেয়াগ έজড বার আলফা পাওয়ার έক ъাস আপিন আলফা z 
έক έѴায়ােরর মডΦ লাস পােবন যা এেকর έচেয় কম বা সমান  ইউিনΜটর ম ჈ট যা একক বেৃЫর উপর অবিѸতn
 তাই যার অথ κ এই আলফা পাওয়ার মােনর মডΦ লাস একΜট এΜট έবাঝায় έয έমাড বগ κ এর έথেক কম বা সমান আিম k z 
অনҝ সব পেদর ডান িদেক িনেয়িছ আপিন এΜট আলফা পাওয়ার έক বার ъাস বার আলফা পাওয়ার έযখােন মান z z k k 
0 έথেক িবেয়াগ 1 পয κо একই অসমতা সᅀѭ হয়n 
 তাই ზধু লϠҝ ক჈ন এর মােন িক আপিন 0 এর সমান έনন আপিন έসই িনিদκѭ জΜটল সংখҝার জনҝ ঐেকҝর ϕথম তম k n
মূল পােবন এই অসমতা সᅀѭ সমান আবার একΜট অসমতা সᅀѭ হয় এর সমান বলুন আপিন আলফা বার এবং k k z 
বারেক আলফােত পিরণত করেবন
 তাই আমরা অসমতা পাই এখন আপিন এই অসমতাვিল έযাগ ক჈ন এর অথ κ হল যিদ আিম এই অসমতার n n n 
έযাগফল বাম িদেক পাই আিম έমাড বগ κেϠেϏর শতκাবলী পাই এΜট তার έথেক কম বা সমান এর έযাগফল 0 έথেক n z k 

িবেয়াগ 1 আলফা পাওয়ার বার িদেয় ვণ করা ъাস এΜট একΜট সাধারণ έযাগফল আমােদর কােছ এখন এΜট থাকেত n z k 
পাের আপনােক ϕѷাবΜট ϕেয়াগ করেত হেব যা আমরা এখন ϕমাণ কেরিছ έয 

ম মূেলর έযাগফল িহসােব  একতা এখন শূনҝ যা Μঠক এখােন έযাগফল এখােন আমরা έক একΜট সাধারণ ვণনীয়ক n z 
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িহসােব িনেϠপ করেত পাির এবং তারপের আপিন ডানিদেক পােবন আমােক িলখেত িদন এΜট 0 έথেক িবেয়াগ পয κо n z 
ვেণর সমΜѭ এর έথেক কম বা সমান  1 আলফা έক বার ъাস বার সমΜѭ সমান 0 έথেক িবেয়াগ 1 আলফা k z k n 
পাওয়ার এবং আমরা জািন έয এই έযাগফলΜট 0 এবং এখােন সংেযাজনΜট সাধারণত έযাগফেলর বাইের έনওয়া έযেত পােরk 
এবং έযাগফল আবার একই রকম যা শূনҝ যার মােন ডান  হােতর িদকΜট শূনҝ হেয় έগেছ এখন έদখুন έয বগ κেϠেϏর z 
মডΦ লাস যা একΜট অ- ঋণাЮক শя যা শূেনҝর έচেয় কম বা সমান এর অথ κ হল έমাড অবশҝই শূনҝ হেত হেব যা শূনҝ z z 
বলার মতই
 তাই আমরা আমােদর পছрসই ফলাফল ϕমাণ কেরিছ έয যিদ সমѷ ম মূল έথেক দরূЯ সহ একΜট জΜটল সংখҝা থােক n
যার দরূЯ একΜটর কম বা সমান হয় তেব জΜটল সংখҝাΜট অবশҝই মূল হেত হেব আসুন আমরা আেরকΜট চমৎকার ফলাফল 
ϕমাণ কির έয আমােদর একΜট িনয়িমত বቍভΦ জ έদওয়া হেয়েছ আসুন কল কির  এΜট িক শীষ κিবр ুিহসােব এΜট p naught 

পয κо িবেয়াগ 1 যা ইউিনট বেৃЫর উপর Ѹাপন করা হেয়েছ Μঠক আেছp 1 pn 
 তাই আমােদরেক িনয়িমত বቍভΦ জ έদওয়া হেয়েছ যা একΜট ইউিনট বেৃЫর উপর Ѹাপন করা হেয়েছ এই ϕদЫ অনুমান n 
সহ আমরা έদখােত যাΝИ έয έথেক এর দরূেЯর সােথ έথেক এর দরূেЯর সােথ d p naught p 1 p naught p 2 
ვন ক჈ন 

έথেক িবেয়াগ 1 পয κо এইভােব পদ আপিন ვণ করেল আপিন মান পােবন έযΜট আকষ κণীয় পিরচয় p naught pn n n 
এবং তাছাড়া এই পিরচয়Μট বҝবহার কের আমরা έবর করেত যাΝИ চমৎকার ΝϏেকাণিমিতক পিরচয় যা বেল έয sine pi 

পয κо িচҀ িবেয়াগ 1 еারা মান έদয় еারা 2 শΝЅ িবেয়াগ 1 এবং by n sine 2 pi by n n n pi n n n 
একইভােব আমােদর আরও একΜট পিরচয় রেয়েছ এখােন পাথ κকҝ আমরা έদখেত পাΝИ έয এখােন আমরা  বলা আেছ pi 
এর িবেজাড় ვিণতকেক 2 еারা ভাগ করার পিরবেতκ এখােন আমােদর পরপর পদ আেছ n pi 2 pi
 তাই আমােদর কােছ িবেয়াগ 1 পয κо আেছ িকᅀ এখােন আমােদর কােছ পাই এর িবেজাড় ვিণতকვিলেক 2 n pi n n 
еারা ভাগ করা হেয়েছ তােদর ვণফল আমােদরেক 1 িদেয় έদয়  2 শΝЅ িবেয়াগ 1 যা খুব আকষ κণীয় পিরচয়, আসুন এই n 
ফলাফলΜট ϕমাণ কির আসুন আমরা έদখেত έচѭা কির έয সমসҝাΜট কী যা আমােদর έদওয়া হেয়েছ আমােদর একΜট িনয়িমত
বቍভΦ জ রেয়েছ যা একΜট ইউিনট বেৃЫ Ѹাপন করা হয় έযমন এবং এবংp naught p one 
 তাই িপএন িবেয়াগ এক আমরা জািন এই শীষ κিবрვুিলেক ঐেকҝর ম মূল িহসােব έবেছ έনওয়া έযেত পাের Μঠক আেছn
 তাই সাধারণতা না হািরেয় আমরা ধের িনেত পাির έয ϕদЫ িনয়িমত বቍভΦ জΜট একক বেৃЫ এমনভােব Ѹাপন করা হেয়েছ n 
έয শীষ κিবрვুিল আমােদর ঐেকҝর ম মূল ছাড়া আর িকছΦ ই নয় এবং আমরা জািন έয যিদ  আপিন শীষ κিবр ুিহসােব ঐেকҝরn

ম মূেল একΜট বቍভΦ জ Ѹাপন কেরন তাহেল এΜট একΜট িনয়িমত বቍভΦ জ এইভােব আমরা ইিতমেধҝ έশষ বক্তৃতায় n
আেলাচনা কেরিছ এখন ϕথম পিরচয় যা আমরা ϕমাণ করিছ 
আপিন έথেক এবং έথেক দরূЯ িবেবচনা ক჈ন έথেক দুই এবং জেুড় অনҝানҝ p naught p one p naught p 
শীষ κিবрვুিলর জনҝ έথেক দরূেЯর জনҝ আমরা িবেবচনা কির এবং এর ვণফলΜট ςহণ কির যা তােদর পণҝ έদয় এΜট p n 
আমােদর έদখােত হেব যিদও জҝািমিতকভােব জΜটল έদখায় িকᅀ একবার আমরা জΜটল সংখҝাვিলর পিরেϕিϠেত িলখেল 
এΜট খুব Ѻѭ হয় এΜট একΜট সহজ পিরচয়।
 সাধারণতা না হািরেয়
 তাই ϕমাণ করার জনҝ আমরা ধের িনই έয এই ვিলেক আলফা পাওয়ার এ Ѹাপন করা হেয়েছ যা একতার তম pks k- k n
মূল হল 0 έথেক িবেয়াগ 1 পয κо।n 
 এখন আমরা έসই পিরচয়Μট Ѽরণ কির যা আমরা  ইিতমেধҝই একΜট মоবҝ িহসােব উেѣখ করা হেয়েছ έযΜট আমােদর 
বቍপদী যিদ আপিন এই পিরচয়Μট Ѽরণ কেরন তাহেল শΝЅ িবেয়াগ 1 έক িবেয়াগ 1 ვিণতক িহসােব ვিণত করা z n z 
έযেত পাের এবং শΝЅ িবেয়াগ 1 έথেক শΝЅ িবেয়াগ দুই এবং এইভােব বቍপদীেক িহসােব ვিণত করা έযেত z n z n z 
পাের িবেয়াগ আলফা পাওয়ার έযখােন আলফা ঐেকҝর তম মূল ছাড়া আর িকছΦ ই নয়k k n
 তাই আমরা লϠҝ কির έয এই বቍপদী মূলვিল έকবল আলফা শΝЅ έযখােন έথেক িবেয়াগ 1 পয κо।k k 1 n 

 তাই আমরা এই পিরচয়Μট Ѽরণ করেত যাΝИ আমােদর যা আেছ তা হল έথেক পাওয়ার িবেয়াগ 1 ъাস έথেক z n z 
পাওয়ার িবেয়াগ দুই ъাস ъাস ওয়ান এΜটর পণҝ িহসােব έলখা হেয়েছ আমরা έদেখিছ এর িশকড় еারা ফҝাЄরাইজড n z 
িহসােব িশকড় এখােন আমরা বা আমােদর Ѿাভািবক Ѿরিলিপ আলফা পাওয়ার বলেত পাির এখন এভােব  সকল pk k 
জΜটল সংখҝার জনҝ আইেডিлΜট সতҝ ზধু 1 এর সমান έবেছ িনন z 
তারপর বাম িদেক আমােদর পদ আেছ আমরা পাই এবং ডানিদেক আমরা এর ვণফল 1 έথেক িবেয়াগ 1 1 n n k n 
িবেয়াগ আলফা পাওয়ার এর কাছাকািছ  পিরচয় যা আমরা ϕমাণ করেত আςহী এখন Νজϡাসা ক჈ন  িনেজ িক এই k 
পিরমাণ 1 িবেয়াগ আলফা শΝЅ হল আমােদর ঐেকҝর ϕথম তম মূল এবং সমান হল একΜট έকাণ সহ যা দুই k 1 n k pi
еারা আমরা এখােন পাব এই έকাণΜট দুই পাই еারা এই এক হল আমরা এখন আলফা ওয়ান িপ ওয়ান িলেখিছ n n p 
আমরা এΜটেক আলফা এবং িপ টΦ  িলেখিছ আমরা আলফা পাওয়ার টΦ  িলেখিছ এখন যিদ আিম পরম মান িনই তেব এΜট নটp 
এর মেধҝ দরূЯ έদয় যা 1 έথেক যা আলফা পাওয়ার pk k
 তাই আমরা έদখেত পাই।
  έয আপিন যিদ এই পিরচেয়র জনҝ পরম মান έনন তেব আমরা আমােদর কাΟϦত পিরচয় পাব যা এই পেণҝর এর k 
পরম মান 1 έথেক িবেয়াগ 1 1 িবেয়াগ আলফা পাওয়ার এবং ডানিদেক একΜট অ-έনিতবাচক সংখҝা পরম মান মডΦ লাসn k 
έদয়  মান এর একই মডΦ লাস έদয় আমােদরেক এর সােথ পণҝ έদেব যার মােন হল এΜট 1 z1 z2- mod z2- mod z1 
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έথেক পয κо এর ვণফেলর সমান, মডΦ লাস ফҝাЄর 1 িবেয়াগ আলফা পাওয়ার যা এর সমান এবং এΜট িপ έথেক n k- k n-
দরূЯ ছাড়া আর িকছΦ ই নয় করার জনҝ এΜট এক পেণҝর সােথ দুই পয κо pk p naught p p naught p vp naught
έথেক িবেয়াগ 1 এর মেধҝ দরূЯ আমরা পাই যা ϕথম পিরচয়Μট ϕমাণ কের এখন আমরা িеতীয় পিরচয়Μট ϕমাণ pn n 
করেত চাই যা সাইন সহ পণҝ еারা সাইন পাই  দুই পাই еারা এবংn n 
 তাই পেণҝর মান হল еারা দুই শΝЅ িবেয়াগ এক এΜট ϕমাণ করার জনҝ আমােদর সহজভােব গণনা করেত হেব 1 n n 
έথেক আলফা পাওয়ার এর দরূЯ কত যা Μঠক আমােদর সাইন পদ έপেত যােИ আসুন আমরা দরূЯ গণনা কির এক k 
িবেয়াগ আলফা পাওয়ার যা এক িবেয়াগ, আসুন আমরা এর বগ κাকার িবেবচনা কির এই এক িবেয়াগ কস টΦ  έক পাই বাই k 
এন মাইনাস আই সাইন 2 έক পাই বাই যার έমাড বগ κ আমরা এΜটেক 1 মাইনাস έকাস টΦ  έক পাই বাই িতনΜট পুেরা বগ κ n n 
িহসােব পাই  বাѷব অংশ বগ κেϠϏ ъাস কাџিনক অংশ বগ κ দুই έক পাই বাই এন বগ κ একবার আমরা এΜটেক ϕসািরত করেল 
আমরা একΜট টাম κ বগ κ পাই এবং আমােদর কােছ একΜট সাইন বগ κ পদ আেছ যা একΜট έদয় এবং আমােদর এখােন cos 
আরও একΜট পদ আেছ
 তাই একসােথ আমরা 2 িবেয়াগ 2 বার পাই  এখন আপিন আরও  আইেডিлΜট বҝবহার ক჈ন έযΜট cos 2 k pi by n 
1 িবেয়াগ কারণ 2 িথটােক 2 সাইন বগ κ িথটা িহসােব έলখা έযেত পাের
 তাই আমরা 
এΜট 2 সাইন বগ κ έক পাই এর 2 ვণ έপেয়িছ এখন লϠҝ ক჈ন এর মান 1 έথেক িবেয়াগ একn kk- n 
 তাই আমরা এক িবেয়াগ আলফা পাওয়ার বগ κেϠϏ িহসােব গণনা করা হেয়েছ চার ვণ সাইন еারা বগ κেϠϏ k k pi n 
সহ έরП 0 έথেক িবেয়াগ 1 1 έথেক িবেয়াগ 1।k n n 
 সুতরাং এΜট έবাঝায় έয έথেক এর মেধҝ দরূЯ সাইেনর মডΦ লােসর দুই ვণ еারা έদওয়া হেয়েছ  এরp naught pk k pi 

έথেক এর έরП 1 έথেক িবেয়াগ 1 পয κо এখন আপিন আვκেমлΜট έদখেত পােИন এখােন যুΝЅΜট n n n 
0 έথেক έথেক পিরবিত κত হয়pi 
 তাই এর মান еারা έথেক িবেয়াগ 1 еারা যা অবশҝই বা এর έথেক কম পাই এর সমান এবং k pi s pi n n pi n 
একইভােব এই আვκেমл 
িচেҀর অধীেন 0 এর έথেক বড় বা সমান মানΜট সব κদা অ ঋণাЮক
 তাই আমরা পাই যা দুই ვণ যা এখন έথেক পয κо দরূЯ ছাড়া িকছΦ ই নয় sine sine k pi by n p naught pk 
পূেব κর ϕমািণত পিরচয় যা έদয় এক যা দΜুট পাপ  еারা ვণফল দুই সাইন দুই পাই еারা এবং p naught p e pi n n 
ვণফল সহ সাইন িবেয়াগ 1 পাই еারা ვণফল n n n
 তাই আমরা সাইন পাই еারা সাইন দুই পাই еারা পয κо সাইন িবেয়াগ 1 পাই এর ვণফল έদখেত পাই еারা n n n n 
আমরা বাই 2 শΝЅ িবেয়াগ 1 পাই যা ϕেয়াজনীয় পিরচয়n n 
 তাই আমরা তৃতীয় পিরচয় ϕমাণ করার জনҝ িеতীয়Μট ϕমাণ কেরিছ আিম έকবল 
আমরা যা িবেবচনা কেরিছ তা ইিДত έদব
 তাই আসুন আমরা έয পিরচেয় িফের যাই έসই পিরচেয় িফের যাই যা আমরা চাই ϕমাণ করার জনҝ আমরা এখােন 2 еারাn 
সাইন পাই পাই পূেব κর পিরচয়Μট আমােদর কােছ еারা সাইন পাই আেছn 
 তাই এই িনিদκѭ শяΜট পাওয়ার জনҝ আমরা দΜুট িনয়িমত বቍভΦ জ িবেবচনা কির এই পিরচয়Μট ϕেয়াগ কির যার মােন n 
আমরা এর সংখҝা দুই Μঠক আেছn n 
 তাই ϕদЫ দুইবার িনই  আপিন এΜটেক একΜট িনয়িমত বቍভΦ জ িহসােব িবেবচনা ক჈ন এবং তারপের এই পিরচয়Μট n 
বҝবহার ক჈ন এবং নূҝনতম মҝািনপুেলশেনর মাধҝেম আমরা তৃতীয় পিরচয়Μট ϕমাণ করেত পাির
 তাই আিম ϕমাণΜট এিড়েয় যাই
 তাই এই বক্তৃতায় আমরা ঐেকҝর ম মূেলর উপর িভিЫ কের έবশ কেয়কΜট ϕѷাব έদেখিছ এবং িকছΦ  সমসҝার সমাধান n
কেরিছ যা আমরা সমাধান কেরিছ।

এর ম মূেল রেয়েছ  পাশাপািশ আমরা চমৎকার ΝϏেকাণিমিতক পিরচয় έদেখিছ যা আমরা ঐেকҝর ম মূল  u- n nity n
বҝবহার কের ϕমাণ করেত সϠম হেয়িছ পরবতλ έলকচাের আমরা এই িবষেয় আরও সমসҝা িনেয় আেলাচনা করব ধনҝবাদ 
আপনােক।
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