
 హ޳࢑ ࡹङ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࡱबࡏ సంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల߯ ఉపߕङ छࣃ ڕలࣃ గతం, ࠭࠲ సంړ ऱషद సంఖङ ల 
ऴ߇వ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  పࡍచయం ڒ , ࠭ࣃۯం߭ऱڡझ  సంఖङ కएࡅ   ऴ߇వ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ڕफࡏڷ ߘߝ 
ऐ۪ޘ ړసం ߕ޼ఏ ,ߘంܼڕ ऱషद సంఖङ  ఇۨऐ న ऴߖޒߦధङ ం ށڷంచడం  ప ऱ࣒  z r cos theta i sin theta 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  అ࠮ ޴ߝలం ߘంݟ ఈ సంړ ऱషद సంఖङ ఉనऒ ڕ ऒߖࡌ޷   r ܼޓ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ 
అߕࣆ ޴ߝऒ  మࡓ ࠾ࡍంݡ ߯ల మధङ  ఉనऒ  ఆࡏठङ సంఖङ ޻అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ݋ం࠱  cos ڴరణంڒ ڕ
࢑࢑ధ ࡱހڝ ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ఆవర फన ఫంࣾࡓ ڕ ߤంࡍߨ ݡయޜ ݭ సంతకం ۯయవచऐ  फ piࡏڷ ऱࢁమ ߖ
फࣃۯ .ߘ
  అం݄ అ޻ ऴߖޒߦధङ ం ࠚ࢑నऒ ఇకए ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ ܼޓ  డ ఆࡏठङ పऱ࣒ ܼޓ ऱ ఈࢁమ ݋ం࠱  ݀ k pi
ఇకए డ ߖڜऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం మࢁऱ ఒక ߄ࣃరణ ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం, ڒబܽद మనం ఒక ࠼ߦంߘ ݋ k 
పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹనऒ ओߩ ړసం ݡ ऱషद సంఖङ  వߤ పऱ࣒  ఐ అߩۮ ߖओ  ڷࡱߕ ܼޓ ణంڝ ޒతరగ ࡍం  ۨవ޳ంڕ
छ޳ లڶऴݟ 45 ޳ࡶ  k pi ߖఅ 2 ࡏࠬ ޴ంۨనߖగమ ࠭࠲ ࠾ࡍంۧ࠭ మߖగమ ࠭࠲ ߖఅ ߯ ࡌ
ంచవ۪ऐݟܔ  అం݄ ఈ ऴపޙङ క అࣾం ߘం࠭࠲ ݟ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ ఈ ࡔఖݟ  ڕऴݟܔ  ޜڶంۨన ऱܿڴ t 360
డవ۪ऐ۫ ݞږ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ޜకݟږ ޜ ݡంࡓ   బܽद మనం k pi okڒ 
भ޳۫ ߖ ݋ం࠼ߦ ࡗమ ݦంచబށగࡍప ࡵగం వࡆసం ߖ޳ ం , అ޴ ఒక ࠳న࣒ అࣾం ߘంࣄۯ ݟన ڝణం i x 

फࣃ۫ మనం ߖఅ ޴ 4 ࠑ న࣒࠳ ࠭.2 pi pi 
  ఇకए డ ڝణం 2 ࠳న࣒ మ࠾ࡍ ఇߤࢗ࣊ ޴ అڝ ޻ణం అࣾం ߘంݟ సవङ  pi pi by 4 pi by four xߘశ޴ 
छ޳ వడంڝࣆޓ ऒߖހڝ ޻అ ࡌ  ऴగࣕంచవ۪ऐ छ޳ ڷࡱߕ ߖ న࣒࠳ ࠭࠲ , फࣃۨࣇ ࡌ రణం మనం piڒ , ࠭
ఉనऒ ओߩ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ۫ࣃफ ऒߖހڝ ړߖఅࣿ ࡏ ओߩటۯ࡯ڜ  వङ ࠭࠲ ݡ క సవङࡔޒ ऒߖހڝ ࡹశ޴   తࡏ࠻ x 
ऒߕफࣆۯ ࠭, అ޴ అపసవङ छ޳త ,޴ఉంܿం ࡹశ޴  ऒߖހڝ ࠭࠲ ࡌ  ڴల ࠪరठంږߘࣃ ۯ࡯ڜ 
ऒߕంܿڕࣆޓ ࠭, ఇߩओ మనం వङ ݡ ऒߕफࢂࢗ ࡹశ޴ కࡔޒ छ޳ 4 ߖ߯ న࣒࠳ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ࠭   b ࡌ
ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ డ మనం ఈ ࡱ࢑ ܼޓవڕ సంబం߅ంۨ ऴ࢐࣋फ మనం ۫࣋࠳ 1 ޴న࣒ మ࠾ࡍ i 
ऴߖޒߦధङ ం సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ ࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇࠑ ݋ࡐ ޴  ప ऱ࣒ r 2 cos 7 pi 4 ߤ࣌  i 7 pi 
छ޳ 4 ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ݞږ ߖఅ ڷࡱߕ ߯ న࣒࠳ ంۨ߅సంబం ړ ܼޓ ࠭࠲ ࡌ , ఇ࣒ڒ ޴ ఆ࠳ ࠆన࣒ ߯ ࠑs 
పऱ࣒ ࡛ࠂ ࡓ  ऱܿ ࣌ߤ ఆ࠳ ࠆన࣒ ߯ ࠑ , ఇࣆ ޴లభంڴ ధృ࢒కࡍంచబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఫంࣾߖ ߤi 4 cos 
फࣃ۫ .ࡏ
  ఒక సࡍ ఫంࣾߤ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  ఉపڵࡆంۨ ࢗంటߝ ఆ ࣌ߤ ఫంࣾࣄࠐ ߖ ߤ ఫంࣾڴ ߤ ఉప࣋ڵࡆफ , ఈ ࡍߖ भషद 
పࠪࡍణం ఒక ࠳న࣒ ړ సࠪనం అߖ మనం ۫ࣃफ బܽद మన వదभ ఉనऒڒ ,࠭ కएࡅ  छ޳ ڷࡱߕ వࡱ࢑  i ࡌ pi 
ओߩఇ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݋ࡐ .޴फంࣆफ వࡏڷ ऱࢁమ ݡ

ధङߖޒߦవ ऴ߇ऴ ߘ ంߩ ڴనࡌవృతం ۯయంݟ ఒక ఏڛక ऴߖޒߦధङ ం   z r cos theta i sin theta 
ऒߕࣆ ߘవࡱ࢑ ܼޓ ࠭࠲ ړߖݞయۯ फࣃۯ తంࠫࡍప ړ ݡంࡓ ݟంߘ  ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ గమߖంۨన޴ pi
ఇߩओ पࡌߪ ݡ ంڒలޔࡏࠪ ࡹనऒ పऱ࣒ ܼޓ ޜ  ఉండవ۪ऐ ޜ ݀   ఏ࠭࠲  ࢑ గత ڒऱ࣒ వࡹ ߤ k k pi 
చࡍऐ ంۨన ࣋ ఫࡱޑ࡯ శబभం ߷ࡏघ घࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ݥ ޴అ ,࡮ घࡏ߷ ంۧ࠭ , ఈߧ۫ ࠭࠲ ߖఅ ࡮  ܼޓ ࣒ڒ ࡮
 ప ऱ࣒  ఐ ܼޓ ߤࣄ ఓవ࡛ ఎ࣒ڒ ߤ ఎܼޓ ߤ పऱ࣒  ఐ ࣌ߤ ఎܼޓ ߤ మߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఉపڵࡆంۨ ۨవࡹࡍ 
ऒߖڜ ࠭࠲ ంۨ߅సంబం ࠭ࢡ۫  ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߩలߘ ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ࠭࠲ ݡ
ఈ ऴ߇వ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ఎ࡮ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ అ࢑ ߝభజన ࡍڷంۨ ࠪ చరऐ फࣃڵࣃనڜ ߘ ࠭, ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ంࡹ 
మనڕ ఒకܽ వదभ ࡓంݡ సంړ ऱషद సంఖङ ऒߕఉ ࡱ యߖ అڕߘం޳ం r one cos theta one plus i sin 

పऱ࣒ ݡంࡓ  ఐ ܼޓ ߤࣄ ݀ అ࢑ ߝభజనߘ మనం theta one z two sr two cos theta  r one cos 
 ప ऱ࣒ ओߩంۨన܊࢑భ ߖ  theta one i sin theta one r two cos theta two i sin theta two ݡ

మనం ڴࡏߝ 
ఉతओ నऒ ం ۯయగల࠭ ࠳ ݀ ܼޓ ࣒ڒన࣒ ఐ ࣌ࡅ ݀ ܼޓ ߤకए  ఈ సంߖڴࡆऒ ओߩంۨన܊࢑భ ڴ ࡛ࠈ   zݡ

ए࣋ ޴నݟంచబڵ࠙ ڴ ࡛ࠈ छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనڕ లࠚం޴ۯ అߖ అర बం అతߘ ࣔరం z mod z t 
ए࣋ ݀ ܼޓ ࣒ڒ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݀ ܼޓ ߤ࣌  छ ࡛, ఇ޴ ఒకܽ ఇࣆफం޴ మߙ ࠾ࡍङ మࡔట࡛ ߙङ మࡔట࡛ ߘ 
గమߖంచం࣋ށڷ ޜ2 ܼޓ ࣒ڒ ߖ 1 ܼޓ ࣒ڒ ,ݟफ ࢐సफవ ࠙గం߯ దృࢳद ߭టदంݟ మ࠾ࡍ ఇతర పదం పऱ࣒  ߤࣄ 
.޴फంࣆవ ޜ2 ܼޓ ߤࣄ 1 ܼޓ
ప 2 ܼޓ న࣒࠳ 1 ܼޓ బܽद మనంڒ 2 ܼޓ న࣒࠳ 1 ܼޓ ࠆఆ ࣒ڒ   ऱ࣒  ఐ ࣌࠳ 1 ܼޓ ߤన࣒ ࡅ 2 ܼޓకए  ࢐సफవ
ऒߖڴ࠙  ߰ం࠭ޑ޶.
ړసం ݡంࡓ ంۨనߖబܽद మనం గమڒ  ऱషद సంఖङ ల ڷణߖࡌڒऒ  న r࠼ం అం݄ మనం అ޳ంڕࣆۯफࡏڷ 
పހࠪࡍలށڷ ߘంۧ࡯  ఒకܽ ࡓంݡ ఆ߯ ࡱހڝ సంऴగࣕంచబݞन ओߩఇ ,࠼  ణం rڝ ۯంߖమనం గమ ݡ
ఏࠫటం݄, మనం ࢑భజన ࣆۯफనऒ ओߩ भ޳ۯ హరణ޳రణ ఉ߄ࣃ మనం ఒక ,޴ంޔݡయబ࢘ࣄޓ ణంڝ ݡ ం z 
ఒకߖߖ޳ ఒకܽ పऱ࣒  మࡓ ࠾ࡍంڴݡ పࡍగށంచంߘߝ ,ݟ i z 
ఈ సంఖङ లڣࡔ ߘగށతం޳۫ ࡹभ ం.
  ఆࡌठ ధङߖޒߦऴ ࡹ ߤऱ߮ ߤ ం వࣕࣆफߕऒ ࠭, మన࠼ߦ ڕం݋ వߤ పऱ࣒  ఐ ఇకए డ ఎకए ऒߖހڝ ޴ఇ ,޴ఉం ݩ  45 
ओߩఇ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ڴࡱڶऴݟ ऒߖހڝ ݡ फనऒࣆۯ ߖంࠢޛ  ओߩ छ޳ ࢑భజన ݡ  ߖ޳ ంۨనߖమనం గమ ࡌ
ङݡࠪ ల࣒ ࠪݡङ ల࣒ ࢑ ߘభ܊ంۧ࡯  ఒకܽ ݋ࡐ ݀ మࡓ ࠾ࡍంࡅ ݡకए ङݡࠪ  ల࣒ ఇߩओ  ఒకܽ z z ݡ
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పऱ࣒ ڷࡱߕ ݀ ݋ࡐ ߤవ ࡹపంࡐ వ߇మనం ऴ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ छ޳   z cos pi i sin pi ڷࡱߕ ࡌ
మࡓ ࠾ࡍంݡࠪ ݡङ ల࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ݀ పऱ࣒  ఐ ࣌ࡓ ߯ ߤం޳ ݡछ ओߩఇ ࡌ ऒߖހڝ మనం ݡ  z cos pi  
పऱ࣒ ࡛ࠂ ߖ߯ న࣒࠳ ࣒ڒ ڕమన ޴బܽद ఇڒ ࡯࠻࢘ࣄޓ  ఐ ࣌࠳ ߤన࣒ ࡛߯ࠂ ߖ ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం 
߰ంޔ޶నऒ ఉనऒ ڶऴݟ న࣒ 45࠳ ޴ కࢗ  द࡛  అࡖ߮ ߘߝ ߖए నऒ ऱܿ࠳  ڴన࣒ సంښతం సవङ  ࡹశ޴ 

అࣾం ߘంڜ ݟలవబޔݡందࣆۨࣇ ߖफంڒ ,޴బܽद ڒࢗद࡛ ݟ 45 ړߖ޵ऴࡱڶ వङ  బܽद xڒ ޴ంޔࢂࢗ ࡹశ޴ కࡔޒ
మࢁऱ మనం ࠭ߘపܽ సऱߖ ݭ࠼ గమߖంۨన ऱܿڴ ఇ޳  ݋ࡐ ޴छ ఇకए ࠾ࡍమ  ࡌ డ అ࠳ ޴న࣒ అޔ࢓ం2.޴ 1
छ޳ ݋ࡐ 1   .2 ࡌ
ఇకए ߘߝ బܽदڒ ݋ࡕ న࣒ ఐ࠳ ߤన࣒ వ࠳ వలంښ ޴޻ం߰ ࡏࠬ బܽदڒ  డ ఒక ࣄం࡛ࠪࡍ ࡽߩए फࣃۯ   బܽदڒ ߘ
మనం గమߖం޴ۯ మనం ࢑భ܊ంۨనߩओ ङݡࠪ ޴అ ݡ ల࣒ ఒకܽ ޳छ छ޳ ݡంࡓ ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ r r 
మ࠾ࡍ మనం గమߖంచవ۪ऐ .

వߤ అం݄ ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘంݟ అ޴ వࡅ ߤకए ङݡࠪ  ల࣒ మࡅ ݀ ࠾ࡍకए ङݡࠪ  ల࣒ మ࠾ࡍ   r z z 
ఒక ఇం߱ ࠭࠲ ऴߦథࠫకం࢑ ڴభజనࣃۯ ޜࡗ܋ ߤߕ ߘफ ࠭ అۮ ߖపओ ओߧత ߘߝ ړߖݞ  z two s ,ߘ࠻߱
ఇ޴ ఎలऱߩओ ओ߮ۮ ݢ ओߩఅ ޴ అర ࠲ऴతࠪ ݡ बవంతంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మ࢐ ࡗङ ఖङ  ఇ࣒ࡍ࠵ݥ ޴ 
घࡏ߷ फనऒࣆ࡯ࢣࡍప ߖ పవ࡛ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ంۨంࡍ࢑సफ ߘ࡮ ओߩ పऱ࣒ ܼޓ ࠆఆ ࣒ڒ ࠭࠲ ݡ  ఐ ߘܼޓ ߤࣄ z n
۫డߕޔࠓऒ ం , ࠳న࣒  ࠳న࣒  ڒబܽद ࠳న࣒ వړ ߤ సࠪనం n 1 2 n 
అం݄ ࣾࠫంచంݟ అం݄ పవ࡛ ࠳న࣒ వߤ అం݄ ޳छ फࣃڵ࠙ ޜܼޓ ࣒ڒ ࡏࠬ ఒకܽ, అం݄ ࡌ ప  ࡏ ऱ࣒  ఐ z z 
झڡం߭ऱڒ ݞږ ߤవ ܼޓ ߤࣄ  సంఖङ ఇకए ,޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴ డ ڝణం ښవలం ߕࣆऒ  అం݄ ࠬڒ ࡏరకం c 
߰ందޔࠓనऒ కएࡅ రకంڒ ޒऴప ࠭࠲ ,సంڝ ߖ޵ ޴ ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ అߦۮ ߖओ एڜఒ ޴బܽद ఇڒ ࡯ కए  ڴܽ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
పऱ࣒ ܼޓ న࣒࠳ 0  ఐ ࣌࠳ 0 ߤన࣒ ܼޓ ࠪऴతڒ ࠲బܽद మనం ࠳న࣒ 1ړ సࠪన࠳న ڝసం ࠳న࣒ ܼޓ పऱ࣒  ఐ n 
సంఖङ ߝఅ ܼޓ న࣒࠳ ߤࣄ ऒߖހڝ ݟంߘ ణంڝ సంڝ 1  छ޳ యడంۯ ࡹޒపదम ޻ఇ ࠾ࡍమ ࡯࠻࢘ࣄޓ   ࡌ
మనం ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ   ఆ పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ఇࠑ 1 ޴ ࣋ए छ ࡛ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇࠑ ޴ వߤ ܿ వߤ z z z z 
పऱ࣒ ܼޓ న࣒࠳ ࠆఆ ࣒ڒ  ఐ ࣌࠳ ߤన࣒ ڴ ࣒ڒ ܼޓ వࣆफంద࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭, ߖ޳ ऴߦథࠫకంڴ అ޻ 
߷ङ క द࡛  ࣋ए छ ࡛ మనڕ ऴߦథࠫకంࣆࡱޘ ڴ  ధన ࡌߪप ంకం ڝసం మనం ߰ం޴న ࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ ݟघ छ޳ ࡮  మనం ࡌ
పऱ࣒ ܼޓ  న࣒࠳ ߖߖ޳  ఐ ࣌࠳ ߤన࣒  ڴ ࣒ڒ ܼޓ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఇండࣾ޳ ߤछ ల 2ږޒऴప ࡌ 2 n 
पࡌߪ ంకం అ࠼నߩओ  ݡ
అܼޓ ޴ పऱ࣒  ఐ ࡅకए పవ۪ऐ۫ ߖఅ ࣒ڒ  .n 

ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ తघߕంۨన ధࡍక࢒ధృ ښܽ క ࡌߪप ంڒలߘ కలపడం ఫ࡯తంڴ ఇߩओ  sine n theta   ݡ
पࡌߪ లږޒऴప ࠭࠲ ంڒల ڝసం ధృ࢒కࡍంۧ࠭ ڒబܽद ఈ ࡓంݟంܽߖ కలపడం ޳छ पࡌߪ ࡌ ంړߖڒ n 
फࣃ۫ ࠭࠲ ߖనద޴ంۮ ࠭, ఆ ࢑ధంڴ సంబంధం కڵ࡯ ఉంܿం޴ అ޴  ప ऱ࣒  cos theta i sin theta 

పऱ࣒ ܼޓ  ޴फంࣆఇ ࣒ڒ  ఐ ࣌ߤ ఎܼޓ ߤ ఇߩओ మనం 1 ప ݡ ऱ࣒  ఐ 3 ݋ࡐ పవ࡛ ఎߤ పऱ࣒  న࣒ ఐ power n n࠳ 1 
एړࡵ ߘవࡱ࢑ సంڝ ߤపవ࡛ ఎ 3 ݋ࡐ ంచమۮ ߖపओ దڕ۪ࡱనऒ  ఒక ߄ࣃరణ ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం మړߖ޵ ࠾ࡍ 
ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం అߖ మనڕࠪ ࣆࡱޘ ڕ అవసర࠭  ࠴దܽ ࠪݡङ ల࣒ ࠪݡङ ల࣒ ࡓ ߖంڴݡ గށంచړߖݞ 
మ࠾ࡍ మనం ړࡵ ߘܼޓ ܼޓए ంۧ࡯ , అ޳ ݡ࠮ ߯ ޴छ ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ߖఅ ࡌ , 
బܽद ఇకएڒ డ ఇࡹ࢑ ߤܼ ޴మం అۮ ߖపओ వ۪ऐ छ޳ ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ   ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ߯ ࡌ
పऱ࣒ ݡ࠮ ړతफం శ࠴ ݡ࠮  फ ޳छ  i sin pi  n i ࡯࠻ۯ సంڝ 3 ݋ࡐ న࣒࠳ మనం 1 ڴ࢑ధం ޻అ ࡌ
ङݡࠪ ऱࢁబܽद మڒ ల࣒ అ2 ޻ మࡏࠬ ࠾ࡍ గమ࣋ߖफ ڝణం వङ క సవङࡔޒ  వలంښ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹశ޴ 
అదभం ۨऴతం ࠪऴతڒ ࠲బܽद అ޴ సంࡆగం ڒబܽद ఇ1 ޴ ప ऱ࣒  i ޓऴ ݋ࡐ ߯ న࣒࠳ ఒక ޴ఇ ࠾ࡍమ 3 ݋ࡐ 
న࣒  ప࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ణంڝ ఈ ޙ࠼అ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  pi pi pi by three pi by three i 
 న࣒ pi by 3࠳ ߤ࣌
घࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ݥ छ޳ ࡮ ణం ఇకएࠪࡍప ۯంߖమనం గమ ޴ߝపవ࡛ అ ࡌ డ అࡓ ޴ంݡ పవ࡛ ڒబܽद n n 
ఆࡏठङ n n cos n pi ߖ ߧ࡯క ޜ3 ߖ బܽद మనంڒ ޴ంޔࢂࢗ ޜరంڒణڷ ߖࡹ࢐దన పవ࡛ ݋ం࠱ i sin n pi
छ޳ 3 ऒߖ࢐సफ࢐ ఆ ࠾ࡍండవ పదం 2 పవ࡛ మࡓ ࠾ࡍపదం మ  ޴దܽ࠴ ޴ఇ ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ  n 
ఉపڵࡆంచంڒ ݟబܽद వࡍ फࣃफ घࡏ߷ ऱ ఈࢁమ ߘఅత  ࠼ పऱ࣒ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠆఆ ࣒ڒ ఈ ࡹ࡮  t n pi i ߤ࣌ 
फࣃ۫ ࠭࠲ ߖఅ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠭ మ࠾ࡍ ఒక సࡍ ఫంࣾߤ మߤ࣌ ࠾ࡍ అࣄࠐ ޴ߝ ఫంࣾߤ అߝ n pi cos 
࢐సफߖ࢐ऒ  ఉపڵࡆంۨన తࡌछ త ఈ ࡓంڒ ݡరࡱڒ ర޶भ ۯయబడߖݞऒ  మనం ۫ࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ఈ 
పࡓ ړߖ޳ంࡏࣃݡऱ ߰ందంݟ, ఇ޴ పవ࡛ మࡅ ࠾ࡍకए  వޜݡ࠮ ߖ ࣒ڒ ߤ కޔߩࡱంڒ ޴బܽद n n pi 
మనం ڒం߭ऱڡझ  సంఖङ కएࡅ   శړ फߖ గࣆށफనऒ ओߩ ङ߄ߖޒߦవ ऴ߇ఏࠫటం݄ , ऴ ޴ۯంߖమనం గమ ݡ ऒߖ  
ఉపڵࡆంۨ మనం ࣆలభంړࡵ ڴए ంచగలమߖ ఇߩओ ऐࡍమనం చ ݡ ంచߕޔࠓऒ ం.
ఐకङ ޴࢐సफవం ఏࠫటం݄, ఇ న࠳హరߠమ ࡮ۧ  త ࡅకए  వ ࠮లం ఐకङ త ࡅకए బܽद ఇకएڒ ࡱ࡮࠮  డ n
ऴపశऒ  ఏࠫܽ 

छ޳ ړశ ࡌ फߖ ߭ంచబݟన స࠲घ ళనం సంఖङ ऒߖఅ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭ޑڕޔࢗ సం మనంڝ   సంړ ऱషद సంఖङ  n , ࡱ
ఏࠫܽ అߖ అడగߕޔࠓऒ ࠭.

ఒక ࡱ࢑వߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद అܿవంܽ సంړ ऱషद సంఖङ లߘ ఏకతछ ం ࡅకए  బܽद  n nthڒ ࡏఅంܼ ݋ࡐ 
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ఇߩओ घ࠲మనం ఒక స ݡ ళన సంఖङ ऒߖހफ ఈ సࠬకర࣋ۯ ݭంࠪݟ ߘ  సంతృߧफ పࣆࡏफంڒ ޴బܽद ࢗంటࡏࠬ ߝ 
గమߖంచంࡅ ݟకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ సࡔ ఇ޴ ߸࡛झ   పࢣࡍలనࡹ  z t 

 పవ࡛ z n ݋ߕ
ఒకߖߖ޳ ఇۯऐ  సంړ ऱషद సంఖङ లࡹ అ݋ߕ ܘ ఉందߖ అڕߘం޳ం, ࢗంటࡅ ݋ߕ ࠭࠲ ߝకए ङݡࠪ  ల࣒ z 
ఒకܽڴ ఉం࡯ݞ అߖ గమߖంۧ࠭, ڒబܽद ఈ సࠬకరణం ߘం݋ߕ ݟ పవ࡛ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ మ࠾ࡍ z n 
ङݡࠪ ల࣒ ఒకܽ తపओ క ఉం࡯ݞ.
  తృߧफ 
ङݡࠪ ࠾ࡍమ ߖసࠪనం అ ޜ పవ࡛ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ݟందంۮ ల࣒ ఒకܽ ࠪऴత࠲ అߖ mod zn mod z n
ओߩఇ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ నऒޔڷݡమనం అ ݡ ࢐సफవ సంఖङ ߖڒ ࢟ܽڻߜ నంబ࡛ ࡽయࡍ ޴  అߖ޵ ,ߖ శړ फ ޜn
ఎߩओ  ޴ంޔڷࡏ߭ ݡ

ओߩన࠼అ ࡍఒకܽ స ݋ߕ ࢐సफవ సంఖङ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ݡ లࡹ ఇߩओ  mod zޜలనࢣࡍఈ ప ݡ

ࡍߖ ࡮ۧ भషद ࡱ࢑వలڕ సࠪనంڝࣆޓ ڴవడం వంܽ ߄ࣃరణ ࣆښలޜ చࡍऐ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ࠭࠲ n 
సంఖङ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߖఏࠫ݇ గమ ࡱ फࣃ ࠭.
 ఈ సࠬకరߖހऒ కएࡅ  షएࡍమనం ప ,޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ޜవࡱ࢑ बరࣄ  भ޳ࡍ ం n 

ఒకړߖ޳ సࠪనం అޙ࠼ ఒకړߖ޳ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ , ऴߦథࠫకంڴ మనం ߖߖ޻ ߭ం۪࠭ޑ , n n 
అం݄ ఇࢗ ޴ంటࣆۨࣇ ߝफం޴, ఇښ ޴వలం ఒక ࣄంڒ ࡽڵం߭ऱڡझ  సంఖङ ओߩబܽद ఇڒ ࡔవలం ఒకܽ సښ   ݡ
࠭ంڴ޶ 
మనం ఏకతछ ం ࡅకए  వ ࠮లం ڝసం ޔڕޔࢗనऒ ओߩ फࣃۯ వృతంࡌనߩ ߘలనࢣࡍన పࣄۯ మనం ݡ n ,ߘ
ఏߕ޼ స࠲घ ళనం ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఆ߯ సంړ ऱషद సంఖङ  ఒకܽ అ࠼ ఉం࡯ݞ అం݄ ړߖ޳ 
సంబం߅ంۨన ࠪݡङ ల࣒ ߦۮओ एࡍస ݋ߖ࠿ ࡯ ߯ ࡽ  పڝݡంݟ సڒ ࡔబܽद ఇߩओ n ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ߘߝ ݡ
ऒߕڕࣆޓ అర ߖ޳ ,ߘ बం ߘߝ 

ం݄, ࣋एڕࣆޓ సࠪనం ړݡంࡓ ߖ छ ओߦۮ ڴ ࡽߩంࣄ ࠾ࡍమ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ߖ ࡛ ల࠭࠲ ߖ n z 
ऒߕफࣆۯ ݭంࠪݟ ࠭.
 పࢣࡍలనࡹ, ఇڕ ޴ పऱ࣒ దܽ సంఖङ࠴ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ߤన࣒ వ࠳ ޳ࡶ   ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍండవ సంఖङz 
పओۮ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ంڒ ݟబܽद మనం గమߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, ࡓ ߖంړݡ సࠪనం ڕࣆޓనऒ ओߩ  n ࠾ࡍమ ݡ
అߖऒ झڡం߭ऱڒ   ఏࠫܽ అߖ అߕޔڷݡऒ ࠭ ࣋ए छ ࡛ ఒకܽڴ ఉనऒ  సంఖङ లߘ మనం గమ࣋ߖफ, ఒక ړ z z
సࠪన࠳న ࠳న࣒ ఒకܽڴ పࡍగށంۨనߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ޴అ ݡ  తృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ఏ޾ ఒక࢑ధంڴ మనం
గమߖంۨనݟ 360 ޴ऴڶ ఇۨऐ న݄ऱ, అ޴ ఏ޾ ఒక࢑ధంࡓ ڴంڵ࠙ ޜݡంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇకए డ  ఇݟ 360 ޴ऴڶ 
ओߩఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜߖ޳వలం ఒకښ ޴అ ,޴ఉం ڴ࡮ ओߩఒక అంశం ఇ ښంۨన ఒࠚల ڕమన ݡ  ڕమన ݡ
శړ फ ఉంࡓ ޴ంݡ࠮ ,ݡ అర࢙ ݟऴڶలࡓ ߘంڒ ݡర࢑ ڴࡱڒభ܊ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఒక అంశం 
వࡵ ఉంܿం޴ , ఇ޴ ߯ మ࠾ࡍ మࡖక ڝణంࡹ కࣆߧߖफం޴.
छ޳ ऱࢁమ ࡏࠬ  ओߧޒ ࡌ ऒߕࣆ ޙ ओߩబܽद ఇڒ ښऱ 1 ఓࢁమ ޴అ ,޴फంࣆవ 360 ڕమన ޴ۯంߧߖక ࡹ  ఈ pi ݡ
పࢣࡍలనړ3 ࣒ښ ࠭࠲ ޜ సࠪనం అߖ ఆۨࡹంచڕంݞ ऴ࢐యߕޔࠓऒ ం.n 
ऴపశऒ  ࠪ ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡ࠮ ߖ ࠭࠲ బܽदڒ   ఏࠫటం݄ , ږङ ࠗ పవ࡛ ఒకܽ సڒ ࡔబܽद ۮపओ  n ߝݞంڕ
ࡍవ ߘలనࢣࡍపܽ పߘ࠭ ߘߝ फంపܑయߕޔࠓऒ ऒߖހڝ లڶऴݟ అం݄ మనం ఈ 360 ,ߘ  ڴࡱڴ࠙ ݡ࠮ 
࢑భ܊ంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ࢑ ߘߝభ܊ంۨనߩओ  ,ޙ࠼అ 120 ڴڶऴݟ ޴ఇ  ޴फంࣆఇ ߕ޼ఏ ڴథࠫకంߦऴ ޴అ ݡ
ఇకए ڕࠬ ,ޙ࠼సంऴగࣕంۨనటऱ ߘߝ డ మࡖక పదం వࣆफంߖ޳ ,޴ శړ फ ఒకܽ ఓࣆۯ ښफంڕߕ ޾ࡶ ޾ ఖۨऐ తంڴ 
ओߩఇ ߗڒ ,޶య࡯ޘ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ  వలంښ ࡏࠬ ,ࡏ
ऴߖ࢐߇ऒ  ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ  ऴప߅ߖޒ  ఈ సంఖङ  z z ߤవ ߖ ߤఅసహనం అం݄ ఏࠫܽ అం݄, వ ڕ
भ޳ࡱߧ ߖఅ ݢ ం , ఇڝ ޴ణంݟږ ޜన పదం޳ࡱߧ ڴभ ం, ఇݡࠪ ޴ङ ల࣒ వߘ ߤం࠼ߦ ݟంߖ ݋ ࣋కࡍంۨం޴ 
బܽद ఈ సంఖङڒ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ మڝ ࠾ࡍణం 120  ݟऴڶ ప ऱ࣒  ఐ ݅࠹झ ओߩఇ ڶऴݟ 120 ߤ࣌   ࡏࠬ ݡ
పవ࡛ ߖ ߭ంۨనటऱࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ݥ ,ޙ࠼घ छ޳ ࡮ మనం ఇకए ࡌ డ ߰ం࠭ޑ޶, శړ फ ఆࡏठङ 3 ړ ݋ం࠱
ప ڶऴݟ అం݄ ఒక ఇర࢙ ,޴ంޔݡంచబށڷ ऱ࣒  ఐ ࣌ߤ వߤ టछ ంܾ ݟऴڶ పవ࡛ ऴޓ అం݄  
घࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ छ޳ ࡮ పऱ࣒ ࡱڶऴݟ అర࢙ ݡ࠮ అర࢙ అం݄ ݡ࠮ ڕమన ࡌ  ఐ ࣌ߤ ऴޓ అర࢙ߖ ఇۯऐ  ऴపޒ 
ఆࡏठङ ऒߕࣆ రకంڒ ఈ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ࣆࡱޘ ڕవ ఏࠫ݇ మనࡱ࢑ ߖ޵ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబށڷ ݋ం࠱  
ङږ ݡంࡓ ޴ంۨనߖబܽद మనం గమڒ ࠗ ఒకܽ ఇࣆफం޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఒకܽ ऴߖޓ ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ  z z ࠭࠲ ,
ఎ࡮ దరࣆڣफ ࣆۯफߕऒ పओۮ ࠵ ంߖߖ޳ ࠭࠲ ,ݟ ఎ࡮ ߰ంߕޔ޶ऒ పओۮ ࠵ ంݟ, ऴߦథࠫకంڝ ڴణంࡹ 
సࠪనం࢑ ڴభ܊ంచబݟం޴ అం݄ ࠬࡏ ఈ ࡍߖ भషद పంړ फ ߘంړߖ޵ ݟ మݟܔ 120 ࡗంచంށڷ ࡏࠬ  ݟంۨనߩओ  ݡ
फޑ࠴ ణڝ ऒߖ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ  ओߧۮ ߖఅ ڶऴݟ 120 ڴథࠫకంߦऴ ޴బܽद ఇڒ ݟంڝ నߩओ  z 2 ޴फంࣆవ ݟంߘ ݡ
మ࠾ࡍ ఏࠬ ߘ ࡏࠬ ߗڒ ޶ࡶంށڷ ښߖ޳ ݟంۧ࡯, z 3 z 
ఇߩओ ړశ ࣋۫ ࡏࠬ ݡ फ 3ڕࣆޓ ߖంܼࡏ.

ङږ ࠗ ఒకܽ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद అ޴ ఒకܽ అߖ మనం ۫ࣃफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ भ޳ۯ ޻మనం అ ݡ ం  z2 
ړన శ࠳సࠪన ړ ڷࡱߕ फڷࡱߕ ړ సࠪన࠳న శړ फړ సࠪన࠳న పࢣࡍలనڜ ߘన޳ڵࣃभ ం.n z
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సڒ ࡔబܽद మࢁच ࡍవ ߘలనࢣࡍప ޻అ ࠭࠲  फంపܑయߕޔࠓऒ ࠭ అం݄ ࠬߖހڝ ࡏऒ  ޜڷࡱߕ 
ऒߕޔࠓంచڵ࠙  ఆࣣ z ࣋ ߤవ ࡏࠬ ڴ दࡽ߷ݟ ޴బܽद ఇڒ ࠭ޑ޶ం߰ ڴݡంࡓ ڴ߯ ࠭࠲ ߖߖ޳ ,࠭
నऒڕࣆޓ ओߩ ओߩఎలऱ ޴ఇ ڴంۧ࠭  ఒకܽߖగమ ࠭࠲ ݡ ऒߖހఈ సࠬకర ݢ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ఒకܽ 
ఎలऱߩओ ړసం ڴథࠫకంߦऴ ݢ ऱషद సంఖङ ऒߖ޵ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴ మ࠾ࡍ త޶ప࠭࠲ ࡍ pi 
छ޳ 2 ߖ फࣃݟܔ ࡌ ࠭, ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ మ߮ۮ ڷࡱߕ ࠾ࡍओ  శړ फ ఎవړࡍ i i 
ఇࣆफంࣆ ࠭࠲ ޾లభంڴ ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ .
 ఒకܽ ڒబܽद ఇకए డ మనం ࣃ۫ ߖफ ࠭  వߤ ݀ అ޴ߝ ఇܘ ऴ࠳ ޓన࣒ వ࠳ ࡛ࠂ ߤన࣒ ఐ ఓښ z one z z 
ఇߩओ भ޳ऴ࢐ ڴ ࠹߿రణ ऴ߄ࣃ ޑంۨనదంߖమనం గమ ݡ ం ڒబܽद ఐకङ త ࡅకए  వ ࡮࠮లߘ కھߘనړߖݞ n
మన ఆసړ फߖ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭  అం݄ వ శړ फ ఇۯऐ  ఒక సంړ ऱషद సంఖङ ߯ మనڕ ఆసړ फ ఉందߖ అర बం, n
ఇߩओ ऒޒऴపయ  ڕ޶ంۯంڵࡆఉప ߖ࢐ܽ ంۨనߖమనం గమ ݡ ంచంߘ࠭  ݟపܽ సऱړ ݭ࠼ మࡍంత 
࢐ङ ङڣ ఇకए ࠭࠲ ,ݟంచంߖ డ గమߖంۨన ڷࡱߕ సంఖङ ऒߖހఈ సࠬకర ࡱ  సంతృߧफపڷࡱߕ ۯࡍ సంఖङ ల 
వࡵ కھߘనబݞन రߪ ఇ࢑ ,࠼ प సంఖङ फࣃࡏफపߧసంతృ ߖ࢐ܽ ࠲ऴతࠪ ࡱ ऒߕఅంతక ޳ࡶ ࠻  ఎڕए వ ఇ޴ 
సࠪ߄నం ڒ ޶ڒబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఇߩओ  ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ݡ

నऒޔڕޔࢗ ࡏࠬ झڡం߭ऱڒ   సంఖङ भ޳ࡌ ߖఅ ܼޓ ࣒ڒ ߘ ం మࡎ࠱ݠ ࠾ࡍ చటदం ޳छ  పవ࡛ z ܼޓ ߤࣄ ఐ ࡌ
ఎߤ అߖ ऴ޳࢐भ ం ఇ࣒ڒ ޴ ఎܼޓ ߤ పऱ࣒  ఐ ࣌ߤ ఎܼޓ ߤ, ఇߧ ڙ ݀ ࣒ڒ ޴ ప ऱ࣒  ఐ ࣌ߤ ݀ ఇࣆफం޴.

ఎకए డ  అࡌߪ ޴ߝप ంకం ߘంߘ ݟంݟ సరళత ڝసం 0 1 2 ߘంࢂࢗ ݟच  అۮ ߖపओ ऒߕޔࠓ ࠭   k pi k OK 
మߘ ߖ޵ ࠾ࡍంݟ మనం గమߖం޴ۯ ఏࠫటం݄ , ఈ సࠬకరణం సంతృߧफపۯࡍ అߖऒ  ఏࠫܽ ࡱవࡱ࢑ ܼޓ 
అߖ అడڴలڕߘంܿߕऒ ࠭ .
पࡌߪ   ం࡮ۧ ࡱڒ సహజంڴ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, 
మనం 0 1 2 ߘం޳ 2 ݟछ छ޳ ࡌ  ం݄ k pi n nڕఎం۪ ߖܼޓ ޜ ࡌ
, అߩओ  సࠬకరణం ߖߖ޳ బܽदڒ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߘవలࡱ࢑ ఏࠫటం݄, ఈ సࠬకరణం ఈ ޴࣋۫ మనం ݡ
అ޳ࡱߧ ߖभ ం.
ओߩసం ఒకܽ ఇڝ సࠬకరణం ܼޓ  ङޙబܽद ఈ ऴపڒ ޴ఉం ڵ࡯క ݡ క సࠬకరణం ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ 
పరచగల ఏڛక ࡱ࢑వࡱ అޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనం ࠴ ࣋ۯదܽ పࢣࡍలన ڒబܽद మనం ऴߦథࠫకంڴ ఒక 
సంړ ऱషद సంఖङ  శړ फ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  ఒకړߖ޳ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ స࠲घ ళన సంఖङ  n ߖ࢐దన ఏࠫܽ అ ڕ
అడగړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭,  ఇߩओ ओߩంۧ࠭ ఇڵ࠭ ࠭࠲ ߖఅ ࡯ݞఉం ࡹపంࡐ ఈ ܼޓ ݡ ऴపశऒ ݡ  అߖऒ  
నऒࠚ࢑ छ޳ఏࠫܽ, త ࡱవࡱ࢑ ܼޓ  నऒࠚ࢑ ޴ఇ ࡌ  సంړ ऱషद సంఖङ లߘ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࣃۯ ߘߝफ  ߘߝ  ߘ
ఇకए డ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఉపࣃڵࡆफ నߦۮ ߖओ లڕߘంܿߕऒ ఇకए ,ߘ డ అߝ పࢣࡍలన తపओ  mod z ڴఒకܽ ڴࡍసߖ
ఉంڒ ,࡯ݞబܽद ఈ సࠬకరణంߖ ࠭࠲ ࡹ ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉపڵࡆంۧ࠭,mod z
 అం࠭࠲ ښ޶ ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఇߩओ ङޙబܽद ऴపڒ ޶ࡶऴ࢐య ݡ కతߘ కھߘనړߖݞ ࠪ ఆసړ फ ఈ 
ऴపޙङ క ఆࡏठङ  ߘߝ ఏࠫటం݄ ޴ۯంߖగమ ߘߝ బܽदڒ ࡔస ࡱవࡱ࢑ ܼޓ ݟంߘ ݋ం࠱

ओߧۮ 2 ޜ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ 1 0 ߖ న ऱܿ ߖరछ ۨంۧڒ ߘబܽद ߘߝ ऴప2 ܼޓ ޒ k pi n n k k pi n 
फࣃࡍక࣋ ࠲ऴతࠪ ߘవలࡱ࢑ సంڝ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ సం 0ڝ ړసం ߘ ऱషद సంఖङ రछߖ ߘ ۨంచగల޶ n k ki 
 బܽदڒ
సంబం߅త సంړ ऱషद సంఖङ లߖ ߘరछ ۨంచంݟ , ఇ޴  ప ऱ࣒  ఇߩओ  ऱ zk cos theta k i sine theta kࢁమ ݡ

అߕࣆ ޴ߝऒ  ఒకܽ ߘం࠴ ݟదలޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఉతओ నऒ ం ߘంࣄ࡯ޘ ڕߕ ݟన޴ ఈ సంఖङ లం k n࠮ వ ࡱ
అߖ అߘసࣆࡍफంܾߖ࠿  ޴ పవ࡛ అߕࣆ ޴ߝऒ  ఒకܽ ߘంݟ ఈ ࠳న࣒ ఒకܽ వరڕ అߖऒ  లڕ ఒకܽ n n k 
సࡔ, ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄, ఇ࢑ ࠪऴత࠲ సంړ ऱషद సంఖङ  n k ݞంڕڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ߘߝ అం݄ ޳ڒ 
వۧऐڝࣆޓ ߘవࡱ࢑ एڕన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎ࠳ ం݄ڕࣆޓ ߘߝ ޳ࡶ  వ ڝࣆޓవ۪ऐ  n ࠭࠲  
ऒߕޔࠓంచߧ۫ ओߩఇ ࠭࠲  ࠭ zk ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ࡹ ޴ࡃࠓంచߧࡐߖ ݡ
ఇకए డ ࠪ ڙ ऱ࠭ޑߩ۫ ߘ ࠹࠼ అం݄ ࠬࡏ అ߮ۮ ߖओ  ఈ ࣊݋ లߘ ࣋కࣃࡍफ  zk.ࡏ

ఉనऒ ޜ ڕన࣒ ఒకܽ వర࠳ ݟంߘ 1 0 ޴ఇ ࠾ࡍంచగల࠭ మ߅బంߘఅ ߖ azk  ࠲ऴతࠪ ࣒ښ  n k z 
పࠫࡍత࠳న ࣊݋ ࠪऴత࠲ అ࠭࠲ ߖ ۫పߕޔࠓऒ ऒߖ޵ బܽदڒ ,࠭ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ړߖݞంచߧࡐߖ  న޴ 
ఇకए ࠲ऴతࠪ ݋࣊ వలం ఈښ డ ఉం޴  ఎం޶కం݄ ఈ ࡍߖ भషद పࠫࡍత సంఖङ  సంఖङ  ఇకए డ ఉపసࠫޒ అߖ 
సओ షदంڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఆ ࣊݋ ఉనऒ ऱܿ ࢗంటߝ మనం ۫ࣃफ ࠭, ఇకए డ ఏ࠮ ߕ޼లకం ఈ ࡐపంࡹ 
ఉందߖ మనం ۫ߧంۧ࡯झ న అవసరం ఉంڒ ޴బܽद ߧࡐߖ ߖߖ޵ంచࡌߪ ړߖݞप ంߖڒऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
पࡌߪ   ంڒలࡹ ఉనऒ  అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ అం݄ సంబం߅త ޳ ܼޓ ܼޓछ r zr rs r n r pi ړ ࡌ
ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ తదڷߘణంڴ మనڕ ఉం޴, ऴపࣆफతం మనం ఈ ڒరߖڒऒ  గమߖంۧ࡯ సࡔ  zr ok r 
छ޳ ణకంڷ ߘ బܽदڒ పओۮ ࡌ వ۪ऐ म޳ࣄ ండ࡛࠳ࡍ   ంతం ఏߦۮ ߕ޼ओ లం݄ ࡌߪप ంߖڒऒ యవ۪ऐۯ రకంڒ   r 
ఎం޶కం݄ అ࠳ࡍ ޴ߝండ࡛ ޜ మనڕ అం޴ంచబݟన ధߕతघ క ࡌߪप ంకం అߖ n 
ओߩۮ ం, ఇకए޳ంڕ డ అࡌߪ ޴ߝप ంకం ߘంݟ ఒక సంఖङ  మ࠮ ࠾ࡍలకం ߕࣆऒ  న࣒ ఒకܽ q ks n࠳ ݟంߘ 
వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ ࡍవ ࡮ఇ ߖ ܼޓ ఈ ݡ फంపܑయంݟ.r
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छ޳ ప  ݡంࡓ ޴దܽ అంశం ఇ࠴ ۯంߖబܽद మనం గమڒ ݡంࡓ ࡌ ऱ࣒  n pi qnk pi q k pi by n ݡంࡓ 
మ࠾ࡍ ఒక ఆࡏठङ पࡌߪ ݋ం࠱ ంకం మ࡯द࣋޴࢑ࠡ ޜ ࡽߩफ మనం అ޻ సంړ ऱషद సంఖङ ऒߕޔࠓంద߰ ߘ మ2 ߖ pi 
మనࣆࡱޘ ڕ .
 ఇకए డ అ࠼న సంఖङ  zr 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ  ప  ࡌ ऱ࣒ ప  ݀ ߤ࣌  ऱ࣒  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ pi q k pi n i pi q two k pi by n cos 
కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌  ఆవర फߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ మనం 2 ޳ۯ ࣒ڒ ߖभ ం అࣃ۫ ߖफ ࠭   ప ऱ࣒  k pi n i sine 2 k 

ఇ࠮ ࠪ ޴లకం ޜ అߘబం߅ంచబݟ ఉంܿం޴, ఇࡏࠬ ޴ ऴ࢐యగڒ ܼޤ ޴ڼ࡯బܽद ࠭࠲ pi by n zk k 
पࡌߪ ߕ޼ఏ ޴నߧ۫ ڕࠪ ంకం ڝసం ࠬࡏ సంబం߅త ఆࡏठङ .ࡏంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖ ݋ం࠱
 సంఖङ  ఇ޴ తపओ ओߩబܽद అం݄ ఇڒ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ࡹ ڴࡍసߖ ఐకङ ޴న޴మనం ߰ం ݡ త z k 
కएࡅ  వ ࠮లం, ఇߩओ మనం ఐకङ ݡ త ࡅకए n ߘల࡮࠮  n 
రछߖ ۨంచగల࠭ అం݄ పవ࡛ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ छ޳ ߤ࣌  కएࡅ ݡంࡓ ࡌ छ޳   z n n i k pi cos ࡌ
రछߖ ۨంచబݟన సందరग ం  0 1 ߘం࠳ ݟన࣒ 1 వరࡱ࢑ ڕవల޳ ޜछ .n k n k pi ݡంࡓ ࡌ
 ఇߩओ n ړߖ޳ఒక ߖ మనం ڕహరణ޳ఉ ,ݟయంۯ వృతంࡌనߩ ޑనదంࣄۯ ޶ం࠭ ڕऱ మనం ఇంతࢁమ ݡ
సࠪనంڕࣆޓ ڴంܼ࠭ , అ޴ ۨనऒ ࢑షయం అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  సࠪనం n ړݡంࡓ ߖ ޴అ ,ߘ
भ޳ۯ ం.
  ఒకޜߖ޳ సࠪన࠳న ࣋ए छ ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ࡛ ࠭, ఇకए డ వ޳ ߤछ ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ z z 
छ޳ కۨࣇ ఇవछ ࡌ బݟన ݋ߕ సం܉थ ࠪనం ޳छ ఇకए ࡌ డ ࡓంݡ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࡱ࢑వߕࣆ ڕऒ  z n k 
ऒߕࣆ బܽदڒ  ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  వڒ ߤబܽद ࠬ޴࣋۫ ࡏ ఏࠫటం݄, ఇ࣒ڒ ޴ ఆࠆ ߯ cos sin zero z 
 ప ऱ࣒  ఐ ࣌ߤ ߯ మన࠳ ڕన࣒ ఒకܽ వࣆफం޴, అ࢑ ޻ధంڴ n 
కएࡅ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړݡ࠮  సࠪనం ఒకܽ సࠪనం ڒ ݡ࠮బܽद ࡓం޳ ݡछ  k cos n pi ,ݡ࠮ ࡌ
ఇ޴ ఒక ఇర࢙ ݟऴڶ ప ऱ࣒  తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ అం݄ ࡱ࢑వ i sine two pi by three z two s k 
ప ޓऴ ࠑ ڷࡱߕ అం݄ ݡంࡓ ऱ࣒  ఇߩओ  pi i sine four pi by three ࡹతంށగڣࡔ ߖߖ޵ మనం ݡ
ఊࣕంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद మనం ఐకङ త ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ నऒڕࣆޓ  ओߩ n ڕߕ యడంڶ వృతफం ݡ
ओߩఇ ,ࡔస ޴ఉం ڴకషदం ࡮ۧ फޑఈ ߭దभ వృ ޴ంۨనߖమనం గమ ݡ ऒߖ  కڵ࡯ ఉందߖ ఊࣕం۪ڝంݟ , ఐకङ త 
కएࡅ  వ ߖ࡮࠮ऒ एړࡵ ߖ ం݄ڕࣆޓ ڴసࠪనం ړ1  ంۨనߩओ छ޳ ޴అ ݡ బܽद nڒ ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ࡌ k n pi 
మన࠴ ڕతफం ߮ۮओ .޴ణం ఉంܿంڝ 
ओߩఇ ݡంࡓ   ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ फࣃ܊࢑భ ޜబంధనలߖ  ऒߕफࣆ܊࢑భ ڴసࠪనం ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ࠭ pi n 
ऒߖހڝ మనం ޙ࠼అ ޙ࠼బܽद అڒ  ఎ޳ ޴ࠫߖछ घڻ࣊ ࡌ ంࣃۯ ݋फ ం ڒబܽद మనڕ అڷࡱߕ ߖ n n 8 pi 
छ޳ ఇకए ࡏࠬ ఆ߯ ݡంࡓ ࠑ ڷࡱߕ  ޴फంࣆవ ࡌ డ ఒక ࢑భజన ۯయంݟ మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  pi pi 
߰ంߕޔ޶ऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭  ࡏࠬ ړߖڴ࢑࠙ ޒऴప ޴޻ం߰ ࠭࠲ ,फ࣋࡯ࢣࡍప ڴతంࢢߖ 
ऴప࢑ݟ ޒజړߖހڝ ߤ సࠪన ఆ࡛ए  ߰డ࢑ ޜ࢓భࣃ܊फ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ  ఏࠫܽ ࡎࣃޒకం݄ ऴప޶ఎం ࡏ ణం 2 piڝ 
ओߩనࣄऴ࢐ ߖఅ ࡽڵం࠻ ࡍప޶త ࠾ࡍమ ߖఅ ࠑ 2 ߖ1 ܼޓ ߘߝ  ࠾ࡍబܽद మڒ ࠑ  అం݄ n pi n 2 ܼޓ ݡ
ऒߖ޳ఈ ప ࡏࠬ ऒߕޔࠓంచݟܔ  రۮ ߖపओ వ۪ऐ  , అం݄ ࡓ ࠑంݡ  ప ऱ࣒  ݀ అం݄ మనం n n pi pi by n 
సࠪన ڝణం  ߖ޵ऒ ऒߕޔࠓంచݟܔ   ߘߝ బܽदڒ ߘ
ఈ ࡌࢣल ల߯ బࣗࠜ܊ వంܽ వࣆफߘ࢓ ఉంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ సࡏࠬ ,ࡔ ߰ంద߄ࣃ ޴ࡃࠓరణ బࣗࠜ܊ సࡔ 
ऒߕంܿڕߘఉంۧల ߖ܊బࣗࠜ ߘߝ ޙ࠼సࠪనం అ ړ8 ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ठڴࡍస ݟంߘ ఈ వృతफం ߘ  n 
ऒߕఉ ࡱదశ ޴ࠫߖఎ ړ܊బܽद ఈ బࣗࠜڒ ښఓ ߘߝ ࡔయడం కషदం సۯ ܘࡷవ܌࢑ ݟంߘ న వృతफంࣄڶ యߖ 
మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ ऴపߩ࢙ ޒ సࠪనంڴ మ࠾ࡍ ऴపࡱހڝ ޒ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼  ఐకङ త 
కएࡅ  వ ࠮లంࡹ ఉంۨనటऱޙ࠼ మనం ߰ంޔ޶నऒ రछߖ  చనం ߄ࣃరణ బࣗࠜ܊ అۮ ߖపओ వ۪ऐ బܽद nڒ ,
మనం ఈ ڣࡔగށత పࢣࡍలనߘ ऴڕࣆ࢐ం޳ం ఐకङ త ࡅకए  వ ࡮࠮ల ࡅకए  n ࡹ ݋ߖ࠿  త ۨऴతంށగڣࡔ 

కएۮ ޜల ݋࣌ బݟన ߄ࣃరణ బࣗࠜࡅ ܊కए लࡌࢣ   n.ࡱ
వదभ ࡌࢣल లࡹ ఒకޜߖ޳ వృతफం ߝ޵ऒ  మనం ࡛ࠪࡍए  వ࡛ࠪࡍ ߤए  ݀ అ޳ࡱߧ ߖभ ం, ࠬߖ߸ݥ ࡏషߤ   o ne z 

వࢗ ߖ ߤనړए ऒߕࣆ ࣒ښ , ޙ࠼నటऱࣄ۫ ڵࡍޒ  రछߖ న࠳సࠪన ړ చనం ۧ࡮ ۨనऒ z k z ࠾ࡍఒకܽ మ ޴అ ,޴
అߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.one z one is cos 

ప  ࠑ ݡంࡓ  ऱ࣒  ఇߩओ ए࣋ ߤపవ࡛ వ ࡏࠬ ݡ छ  pi n i sine two pi by n z d ࣒ࡍ࠵ ,ం݄ڕࣆޓ ߖ ࡛
घࡏ߷ छ޳ ࡮ ړఆ శ ,࠭ޑ޶మనం ߰ం ࡌ फ ఆࡏठङ  బܽद మనంڒ ޴फంࣆށڷ ߘ ݋ం࠱

छ޳ छ޳ ߤఇ ޳ࡶ ߘߝ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ڷࡱߕ ࡌ फࣃۯ సంతకం ߖ ڷࡱߕ ࡌ ࠭ n pi n pi
घࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ ,ం݄ڕࣆޓ పవ࡛ ߘߝ ڴరణం߄ࣃ छ޳ ࡮ ప  ݡంࡓ ڕమన ࡌ ऱ࣒  kth d k pi n i sine two 

వࣆफం޴ , ఇ޴ మనࡏڷ ڕफڕ వࣆफం޴, ఇ޴ ࠬ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం గమߖం޴ۯ ఈ k pi zk 
.࢓࠾࢐
 ఐకङ త ࡅకए छ޳ వలంښ ޴లం ఇ࠮ న వ࡯ڵࠫ  ఉతओ ࡌ n ޴నݟయబۯ फޒ z1 
కएࡅ ݋ߖ࠿ ऴ࢐࣋फ ߘ ݋࣊ ߘߝ బܽदڒ  వ ࠮లం ࡅ ݋ߖ࠿కए  వ ࠮లం అߖ మనం ࣊࠭ࣃۯ ݋, n n
ఇ݋ߕ ޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ వరڕ ఇښ ޴వలం వߤ పవ࡛ ޳ ࡗ܋छ ఇవछ ࡌ బݟం޴, z z one z two zn z 
అ޴ ఒక పవ࡛ ࡗ܋ వߤ మ࠾ࡍ వߤ పవ࡛ వ޳ ߤछ औࡽ࣊  ޴फంࣆవ ߤవ ڕమన ࡌ  వߤ పవ࡛ ݀ మనڕ z z z z
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݀ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఒక పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽ మన࠳ ڕన࣒ ఒకܽ వࣆफం޴, అం݄ ࡅ ܾߖ࠿కए  వ z n zn n
छ޳ ߤలకం వ࠮ ఈ ޴ఉం݄ అ ࠲ऴతࠪ ߤవదभ వ ࠬ ݋ࡐ ఉతओ ࡌ  z z. ޴ంޔݡయబۯ फޒ
झ݋ం࠱࡯న ఎ࡯ڵࠫ   ړశ ߖ޳  फܽߝ ߖ తరగڕࣆޓ ߖޒం݄ ࠭࠲ ఐకङ త ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ  పࡍచయం n 
ఏకతछ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ం ࡅకए  వ ࠚ࢑ ړߖ࡮࠮నऒ ऐࡍచ ࠭࠲ ߖఉంద ڵ࡯క ߘలڒల࠮  ంۧ࠭ n n 
మ݋࣊ ࠾ࡍ ఒ࠮ ښలకం ޳छ ఉతओ ࡌ ऒߖన అ࡯ڵࠫ ڕహరణ޳ఉ ޴ంޔݡయబۯ फޒ ఉతओ ߘలڒల࠮   फ zޒ
ఐకङ ࠭࠲ బܽदڒ  బܽदڒ ޴फంࣆۯ త ࡅకए  వ ࠮లం ࡅకए  ఇతర లࣾހలߘ త޶పࡍ తరగࡹޒ n
फࣃڵࣃనڜ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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