
 ஹேலா மாணவரக்ள் ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் ஼க்கலான எண்களின் ௌ௠வப் 
௔ரொநிொத்ௌவத்ைத அ௣௚கப்ப௄த்ொ௞ள்ேளாம், ஼க்கலான எண்களின் ௌ௠வப் 
௔ரொநிொத்ௌவத்ைத நிைன௵ப௄த்ௌழேறன், எந்த கலப்௖ எண்ணின் ஐ௞ம் ெப௠க்கல் z r 
காஸ் ோட்டா ௔ளஸ் ஐ ஼ன் ோட்டா ௛லம் வழங்க ௚ூ௞ம்.

என்பௌ   r 
ேதாற்றத்ொ௧௠ந்ௌ இந்த கலப்௖ எண்ேக்கான ்ரத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் ோட்டா என்பௌ 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இரண்௄ க்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம் வாதத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ.pi 
 ேம௩ம் அேத எண்ணானௌ  காரணமாக ெவவ்ேவ௥ ேகாணங்கைளக் ெகாண்ூ௠க்கலாம் cos 
மற்௥ம் இந்த காலச ்ெசயல்பாடை்ட இரண்௄ உடன் ைகெயாப்ப௘டலாம்.pi 
  ெவவ்ேவ௥ ோட்டா மொப்௔ற்ஶ அேத ௔ரொநிொத்ௌவம் உள்ளௌ என்௥ அரத்்தம், 
இந்த ோட்டா மற்௥ம் இரண்௄ என்ற வாதம் ௙ண்௄ம் ஼ல ௚௱ எண்ேக்ஶ ௙ண்௄ம் k pi k, 
ஒ௠ எளிய உதாரணத்ைதப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ஒ௠ ௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் 
ெகாள்௬ம்ேபாௌ ஼க்கலான எண் ஒன்ைறக் ஷடூ் நம்௘டம் உள்ளௌ கடந்த வஶப்௔ல், 
ோட்டா௳ன் ேகாணம் நான்ஶ அல்லௌ 45 ூழரி௜ல் ைப என்பைத நாங்கள் கண்ேடாம், நாங்கள் 
கவனிக்ஶம் ௳ஷயம் என்னெவன்றால், நீங்கள் 2 ேக ைப என்௥ ெசால்லலாம், இதன் அரத்்தம் ூ 
இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட அச஼்ல் இ௠ந்ௌ ெதாப்௔ இந்த ேகாடூ்ற்ஶ 360 ூழரி௞டன் ேசரத்்தௌ ேபால் 
இந்த ௖ள்ளிைய 360 ூழரி ாழற்௣னால் நீங்கள் அேத இடத்ைத அைடந்ௌ௳ட௃்ரக்ள், இௌ இந்த 
ஶ௣ப்௔ட்ட கால ெசயல்பா௄களின் ௛லம் ௔ரொப௧க்ழறௌ.
 இரண்௄ உடன் ேசரத்்ௌக் ெகாள்ளலாம் எனேவ  அச஼்ல் இ௠ந்ௌ உ௠வாக்கப்படட் k pi ok x 
ேகாணத்ொல் ஒ௠ க௯த்தல் நான் அதன் இைணப்பாகக் க௠தப்ப௄ம் ேம௩ம் ஒ௠ ௖ள்ளிைய 2 pi
ைமனஸ் ஆல் 4 என்௥ பாரக்்கலாம்.pi 
  இங்ேக ேகாணம் 2 ைப ைமனஸ் ைப ஆல் 4 மற்௥ம் இௌ ஏ௱ ைப நான்ஶ ைபக்ஶ சமமாக 
இ௠க்ஶம் அேத ேகாணம் அச஼்ல் இ௠ந்ௌ கூகார ொைசைய எ௄த்ௌக்ெகாண்௄ அேத x 
ேகாணத்ைத உணர ௚ூ௞ம்,  இௌ நாம் ைமனஸ் ைபைய நான்கால் ஶ௣க்ஶம் காரணம் நாம் 
இ௠க்ஶம் ேபாௌ நீங்கள் இங்ேக பாரக்்ழ௤ரக்ள்  அசா்க்ஶ ேகாணத்ைத அளந்ௌ, எொர ்கூகார x 
ொைச௜ல் உள்ள ேகாணத்ைத எொர ்கூகார ொைச௜ல் உ௠வாக்ஶழேறாம், எனேவ ேகாணத்ைத
அள௳௄வைத ேநரம்ைறயான வ௯யாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், இப்ேபாௌ நாம் எொர ்
ொைச௜ல் ெசல்ழேறாம், எனேவ இந்த வ௯௜ல் நாம் ைமனஸ் ைபைய 4 ஆல் ஶ௣க்ஶம் b  
மற்௥ம் இங்ேக இந்த ோட்டா மொப்ைபப் ெபா௥த்ௌ எ௱ொனால் நாம் பாரப்்பௌ 1 ைமனஸ் i 
மற்௥ம் ௔ரொநிொத்ௌவம் என்பௌ கலப்௖ எண்ணின் மா௄லைஸக் ஶ௣க்ழறௌ, இௌ 7 இன் r pi 
௡ட் 2 ஆல் 4 ஐ ைசன் 7 ஆஶம்.cos pi 
  4 ஆல் 
இௌ ோட்டா ஐப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ைமனஸ் ைப ஃேபார ்ஃேபார ் s 
ஆஶம் என்பைதச ்சரிபாரக்்க ௚ூ௞ம்  ஒ௠ சமச ்ெசயல்பா௄ மற்௥ம் இைதப் பயன்ப௄த்ொ 
அந்த ைசன் ெசயல்பாடை்ட ஒற்ைறப்பைடச ்ெசயல்பாடாகப் பயன்ப௄த்ொனால் , இந்தக் 
ஶ௣ப்௔ட்ட அள௵ ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ சமமாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், எனேவ நாம் இன் i pi 
மொப்௖ நான்ஶ ஆல் ௡ட் இரண்டால் ஒன்௥ மற்௥ம் அேத ேபால் இப்ேபாௌ ௙ண்௄ம் 
அ௣ஶ௣யாஶம்.

ஐ ௌ௠வப் ௔ரொநிொத்ௌவமாக ௙ண்௄ம் ெசய்ய௵ம்   என்ன   z r cos theta i sin theta 
கடந்த வஶப்௔ல் நாங்கள் ௳வாொத்த ௚ூ௵கள் ெடேமாரிஸ் ஃபார௚்லா என்பௌ சத்தம் 
ித்ொரம் ஆஶம்.
  நாம் ஼ல ௚க்ேகாண௳யல் அைடயாளங்கைளப் ெபற்ேறாம், இப்ேபாௌ 
இந்த ௌ௠வப் ௔ரொநிொத்ௌவத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌவௌ எப்பூ என்பைதப் ௔ரிப்பௌ பற்௣ய 
௳வாதத்ைதத் ெதாடரழ்ேறாம் , ௌ௠வப் ௔ரொநிொத்ௌவத்ொல் R one cos theta one plus i 

என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.sin theta one z two sr two cos theta 
வஶத்தல்   two plus i sin theta two 

r one cos theta one i sin theta one r two cos theta two plus i sin theta two 
என்௥ வஶத்தால் நாம் ேநரூயாகப் ெபறலாம் 
எனேவ 
காஸ் ோட்டா ௅ ைமனஸ் ஐ ைசன் ோட்டா இரண்ூன் இந்த இைணப்பானௌ 

படூ்யாக வஶக்கப்ப௄வௌ சௌரத்ைதத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ நாம் z mod z 
ெப௥வௌ ஆஶம்.t 

இௌ ஒன்௥   he denominator cos theta two square plus sine theta two square 
ெகா௄க்ழறௌ மற்௥ம் ஐ கவனிக்க௵ம், ஐ numerator numerator cos theta 1 cos theta 2 
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உடன் ெப௠க்ழனால் , மற்ற ெசால் உடன் வ௠ழறௌ, அௌ plus sin theta 1 sin theta 2 
ஒன்௥ம் இல்ைல ோட்டா௳ன் காஸ் 1 ைமனஸ் ோட்டா 2 எனேவ ோட்டா 1 ைமனஸ் ோட்டா 2 ௔ளஸ் ஐ
ைசன் ோட்டா 1 ைமனஸ் ோட்டா 2 இன் உண்ைமயான பஶொ ழைடக்ஶம்.
 எனேவ இரண்௄ கலப்௖ எண்களின் ெப௠க்கத்ைத நாம் கவனித்தைத நிைன௵ ெகாள்ேவாம்  
ஒன்௥ இரண்௄ ௔ன்னர ்ேகாணங்கள் ா௠க்கப்பட௄்ள்ளன இப்ேபாௌ நாம் கவனிக்ஶம் r 
ேகாணம் க௯க்கப்ப௄ழறௌ என்பைத நாம் வஶத்தல் ெசய்௞ம் ேபாௌ ஒ௠ எளிய உதாரணம் 
ெசய்ேவாம், ஒன்ைற ஒன்௥ ஷட்டல் மற்௥ம் இரண்௄ என க௠ௌேவாம்.z i z 
 உ௥ப்௖ ௳மானத்ொல் ௔ரொநிொத்ௌவம் ெசய்யப்ப௄ழன்றன, இங்ேக எங்காவௌ ௖ள்ளி ஒன்௥ 
மற்௥ம் உள்ளௌ, இௌ ேகாணத்ைத 45 ூழரியாக ஆக்ஶழறௌ மற்௥ம் நான் இப்ேபாௌ ஒ௠ i 
ேகாணத்ைத ெதாண்ை௥ 
ெசய்ழேறாம், நாம் கவனித்தைத அதன் மா௄லஸ் மா௄லைஸப் ௔ரிக்க ேவண்௄ம்.

ஒன்௣ன் ௡ட் இரண்௄ மற்௥ம் இரண்ூன் மா௄லஸ் இப்ேபாௌ ஒன்௥ எனேவ ௚த௧ல் நாம்  z z 
ௌ௠வ வூவத்ொல் ஒன்௥ ௡ட் ௅ காஸ் ைப ஆல் ஃேபார ்௔ளஸ் ஐ ஼ன் ைப நான்ஶ மற்௥ம் z z 
இரண்௄ என்பௌ மா௄லஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் காஸ் ைப  இரண்௄ ஷட்டல் இரண்டால் i sine pi 
இப்ேபாௌ நாம் ேகாணத்ைதக் க௯க்க ேவண்௄ம் எனேவ இௌ நமக்ஶ ஐ நான்ஶ cos minus pi 
மற்௥ம் ஐ நான்ஶ ஆல் ெகா௄க்ழறௌ, எனேவ நாம் ெப௥வௌ ைமனஸ் 45 i sine minus pi 
ூழரி ெகாண்ட ஒ௠ ொைசயன் ஆஶம் .
  க௯த்தல் ஶ௣ 
என்பௌ கூகார ொைச௜ல் அச஼்ல் இ௠ந்ௌ அளக்கப்ப௄வைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ ஒ௠ x 
ொைசயன் இௌ 45 ூழரிக்ஶ எொர ்ொைச௜ல் ெசல்ழறௌ, எனேவ ௙ண்௄ம் ௚ந்ைதய ah 
ஸ்ைலைடக் கவனித்தபூ அௌ ௡ட் 2 ஆல் 1 மற்௥ம் இங்ேக அௌ க௯த்தல்  1 ௛லம் ௡ட் 2.
 எனேவ நீங்கள் ெப௥வௌ ைமனஸ் ஒன்ைறக் க௯த்தல் நான் சரியானௌ, எனேவ இங்ேக ஒ௠ 
எளிய க௠த்ைதச ்ெசால்ழேறன், எனேவ நாம் கவனிக்ஶம் ௳ஷயம் என்னெவன்றால் 

ஒன்றால் இரண்டால் ெகா௄க்கப்படட் மா௄லைஸக் கவனிக்ழேறாம்., r r 
ஒன்௥ என்றால் என்ன என்௥ ெதரிந்ௌ ெகாள்௬ங்கள் அௌ ஒன்௣ன் மா௄லஸ் மற்௥ம்   r z z 

௅௳ன் மா௄லஸ் மற்௥ம் ஒ௠ இம்ேபா 
அல்லாத ௗஜ்௷யத்ைதக் ெகாண்௄ ௔ரிப்பைத நான் ஶ௣ப்௔டத் தவ௣௳ட்ேடன் சரி, z two s 

இௌ எப்ேபாௌேம ெசால்லப்ப௄ம் , அௌ அரத்்த௚ள்ளதாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் ஒ௠ க௠த்ௌ 
ெடேமாரிஸ் ஃபார௚்லாைவ ௳ரி௵ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ ஐக் க௠த்ொல் z power n 
ெகாள்௬ம்ேபாௌ காஸ் ஆஃப் ோட்டா ௔ளஸ் ஐ ஼ன் ோட்டாைவ ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 2 என்௥ n 
பாரக்்கப் ேபாழேறாம், இதனால் ைமனஸ் ஒன் க்ஶ சமம் என்றால் மன்னிக்க௵ம், அதாவௌ n z 
பவர ்ைமனஸ் ஒன்௥ , அதாவௌ ஆல் ஒன்௥, அதாவௌ நீங்கள் காஸ் ோட்டாவால் வஶக்ழ௤ரக்ள்z 
 ௔ளஸ் ஐ ஼ன் ோட்டா ஒன் என்பௌ ஼ காம்ப்ளக்ஸ் எண்ணாகக் க௠தப்ப௄ழறௌ, அங்ஶ ேகாணம்
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் , அதாவௌ நீங்கள் என்ன காரணிையப் ெபறப் ேபாழ௤ரக்ள் என்பௌதான்

, ஒவ்ெவா௠ காரணிக்ஶம் மா௄லஸ் ஒன்௥ என்௥ நாம் ெசால்ல ேவண்௄ம், எனேவ அௌ 
ஒவ்ெவான்றாக மட௄்ேம இ௠க்ஶம்.
 0 ைமனஸ் ோட்டா ௔ளஸ் ஐ ைசன் 0 ைமனஸ் ோட்டா என்ற எண் 1க்கான ேகாணத்ொ௧௠ந்ௌ நாம்
ேகாணத்ைதக் க௯க்க ேவண்௄ம், எனேவ இௌ ைமனஸ் ோட்டா௳ன் காஸ் மற்௥ம் ஐ ஼ன் 
ைமனஸ் ோட்டா௳ன் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இேத ௚ைற௜ல் ெசய்வதன் 
௛லம் நாம் சரிபாரக்்க ௚ூ௞ம்  அந்த பவர ்ைமனஸ் 2 இௌ 1 ைப சௌரம் த௳ர z z 
ேவெறான்௥௘ல்ைல, இௌ க்ஶ ஒன்௥ ஆக இ௠க்ஶம் ஒவ்ெவா௠ காரணி௞ம் z z 
ைமனஸ் ோட்டா மற்௥ம் ஐ ைசன் ைமனஸ் ோட்டா௳ன் காஸ் என வ௠வைத நாம் 
கவனிக்ழேறாம், அதன் அூப்பைட௜ல் அேத காரணி சௌரம் அூப்பைட௜ல் நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
  பா஼டூ்வ் ௚௱ எண்ேக்ஶ நாம் ெபறப்பட்ட ூ ேமாரிஸ் ஃபார௚்லா ௛லம் அைத ைமனஸ் 2 
ோட்டா ௔ளஸ் ஐ ைசன் ைமனஸ் 2 ோட்டா௳ன் காஸ் ஆகப் ெப௥ழேறாம், எனேவ ்ண்டல் ௛லம் 

எொரம்ைற ௚௱ எண்ணாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ அௌ ோட்டா ௔ளஸ் ஐ இன் காஸ் என்பைதக் n n 
காட்டலாம்.

எனேவ நாம் ஏற்கனேவ சரிபாரத்்த ேநரம்ைற ௚௱ எண்கைள இைணத்ௌ   sine n theta 
இப்ேபாௌ எொரம்ைற ௚௱ எண்கைளச ்சரிபாரத்்ௌள்ேளாம், எனேவ இந்த இரண்ைட௞ம் 
இைணப்பதன் ௛லம் என்பௌ ௚௱ எண்ேக்ஶரியௌ என்பைதக் காண்ழேறாம், இதனால் n 
உற௵ ைவத்ொ௠ப்பௌ மற்௥ம் த௠ழறௌ.cos theta i sin theta power n 
 ோட்டா ௔ளஸ் ஐ ைசன் என் ோட்டா இப்ேபாௌ ஒ௠ எளிய உதாரணத்ைதச ்ெசய்ேவாம் 
, 1 ௔ளஸ் ஐ ௡ட் 3 பவர ்என் ௔ளஸ் 1 ைமனஸ் ஐ ௡ட் 3 பவர ்என் மற்௥ம் இதற்ஶ ௌ௠வப் 
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௔ரொநிொத்ௌவம் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
 எங்க௬க்ஶ ேவண்௄ம்  ௚தல் மா௄லஸ் மா௄லைஸ இரண்டாகக் கணக்ழட, ோட்டா ோட்டாைவ 
நாம் ௛ன்றால் ைப என்பைதச ்சரிபாரக்்க ேவண்௄ம், 
எனேவ இங்ேக டான் தைலவழ் என்௥ ெசால்லலாம் , எனேவ 
ைபைய ௛ன்றாகக் ெகாண்௄ள்ேளாம், எனேவ இௌ ைபைய ௛ன்றாகக் ஷட்டல் ஐ ஼ன் ைப 
ஆஶம்.
  ௛ன்௥ ௚௱ சக்ொ ௛லம் நாம் 1 ைமனஸ் ௡ட் 3 க்ஶ ெசய்ய ேவண்௄ம், எனேவ ௙ண்௄ம் n i 
மா௄லஸ் 2 ஆக௵ம் , ேகாணம் 2 ஆக௵ம் இ௠க்ஶம் , நீங்கள் அைதக் கவனித்தால் அௌ கூகார 
ொைச௜ல் உள்ளௌ, எனேவ அௌ கண்ணாூப் படம் மட௄்ேம.
 அௌ ஒ௠ இைணப்பாஶம், எனேவ இௌ 1 ௔ளஸ் ஐ ௡ட் 3 மற்௥ம் இௌ ஒ௠ ைமனஸ் ைப ௡ட் 
௛ன்௥, இௌ ைப ைப ௛ன்றாக இ௠ந்தால், இந்த ேகாணம் ைமனஸ் ைப ௛ன்றாக இ௠க்ஶம் .
 

ித்ொரத்ொன் ௛லம் பவர ் என்பௌ நாம் கவனிக்ஶம் அள௵ இங்ேக அௌ இரண்௄ demoris n 
சக்ொ எனேவ வாதம் சக்ொ என்பௌ வாதத்ொல் ெப௠க்கத்ௌடன் ெசல்ழறௌ, எனேவ நாம் n n n 

ஐ 3 ஆல் மற்௥ம் ஐ 3 ஆல் ெப௥ழேறாம், இௌ ௚த௧ல்  சக்ொ க்ஶ கால cos n pi i sin n pi n 
மற்௥ம் இரண்டாவௌ ெசால் 2 மற்௥ம் அந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்த௵ம் எனேவ ஐப் t 
பயன்ப௄த்த௵ம்  அவர ்௙ண்௄ம் இந்த ித்ொரத்ைத நாம் பாரக்்ழேறாம், இந்த காஸ் ைமனஸ் 
என் ைப ௛ன்ைற௞ம், ஐ ைசன் ைமனஸ் என் ைப ௛ன்ைற௞ம் ஷட௄்ழறௌ, ேம௩ம் காஸ் ஒ௠ 
சமமான ெசயல்பா௄ மற்௥ம் ைசன் ஒ௠ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ என்ற உண்ைமையப் 
பயன்ப௄த்ொய ௔றஶ , இந்த இரண்௄ காரணிக௬ம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄வைதக் காண்ழேறாம்.
  இந்த வாரத்்ைத௜ன் இ௠௚ைற ெபற௵ம், இௌ இரண்௄ சக்ொ ஷட்டல் இன் ஒ௠ ஐ n n pi cos 
௛ன்றாகக் ெகாண்டால், நாம் கவனிப்பௌ என்னெவன்றால் , நாம் கலப்௖ எண்ணின் சக்ொையக் 
கணக்ழ௄ம்ேபாௌ , ௌ௠வ ௔ரொநிொத்ௌவத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ நாம் எளிதாகக் கணக்ழடலாம் 
என்௥ ேதான்௥ழறௌ.
  இௌ ௘க௵ம் கவரச்஼்கரமான உண்ைம என்னெவன்றால், இௌ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ேவர ்n 
ஒற்௥ைம௜ன் ேவரக்ள், எனேவ இங்ஶ என்ன ேகள்௳ ஆல் உயரத்்தப்பட்ட கலப்௖ எண்ைண n 
நாங்கள் ேத௄ழேறாம், அதன் சக்ொ ஆல் உயரத்்தப்பட்டால் ஒன்௥ சரி, எனேவ நாம் ேகடக்ப் n 
ேபாழேறாம்.

மொப்ைப ஒன்௥ த௠ழறௌ, எனேவ அத்தைகய கலப்௖ எண்கள் ஒற்௥ைம௜ன் ௡ட்  n nth 
என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் ஒ௠ ஼க்கலான எண் ேகாரினால் இந்த சமன்பாடை்ட 
ௗரத்்ொ ெசய்தால் உடனூயாக இன் மா௄லஸ் ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத நீங்கள் z 
கவனிக்கலாம் இௌ ஆஶம்  கவனிப்௖  ஼க்கலான எண்களில் இல்ைல என்௥ firs t az 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அதாவௌ நாட் பவர ் ஒன்ைறத் த௠ழறௌ, ௔ன்னர ்உடனூயாக z n z 
நாட் இன் மா௄லஸ் ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் கவனித்ேதாம், எனேவ இந்த 
சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ நாட் பவர ் இன் மா௄லஸ் மற்௥ம் ஒன்௣ன் மா௄லஸ் இௌ அவ஼யம் z n 
என்பைதக் காண்ழேறாம்.
  ொ௠ப்ொயைட௞ங்கள், ேம௩ம் என்பௌ ேபான்றௌ என்௥ம், ஒன்௣ன் mod zn mod z power n 
மா௄லஸ் ஒன்௥ என்௥ம் நாம் அ௣ேவாம், இப்ேபாௌ இைதத்தான் நாம் ேகடழ்ேறாம் 
உண்ைமயான எண் எொரம்ைற அல்லாத உண்ைமயான எண், அதன் சக்ொ ஆல் n 
உயரத்்தப்ப௄ம்.
 ஒன்௥க்ஶ சமம் இௌ ஒன்௥ சரி௜ல்லாமல் இ௠க்ஶம்ேபாௌ மட௄்ேம இௌ mod z Naught 
நிக௱ம், எனேவ உண்ைமயான எண்களில் இப்ேபாௌ இந்த கவனிப்௖டன் 

௘க௵ம் ஶ௣ப்௔ட்ட மொப்௖க௬க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக்ெகாள்வௌ ேபான்ற எளிய n 
நிகழ்௵க௬டன் ௳வாொக்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எண்கள் என்ன என்பைதக் கவனிக்க 
௚யற்஼ப்ேபாம்.
 இந்த சமன்பாடை்ட இன் நிைலயான மொப்௖டன் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ என்பைத சரி n 
ெசய்ேவாம், 

ஒன்௥க்ஶ சமம் என்றால் ஒன்௥க்ஶ சமமாக n n 
என்௥ ெசால்லலாம் என்௥ ெசால்லலாம்.
 
ஒற்ைற கலப்௖ எண் ஒன்௥ சரி, எனேவ ௚த௧ல் 
நாம் ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைதத் ேத௄ம் ேபாௌ நாம் ெசய்தைத ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன், n 
எந்த ஒ௠ கலப்௖ எண்ேம் இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, ௔ன்னர ்ெதாடர௖்ைடய 
மா௄லஸ் கலைவ எண் ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ அரத்்தம்.
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  ௟னிட் வட்டத்ொன் ௙ௌ ப௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ இப்ேபாௌ நான் ஐ ஒன்௥க்ஶ n 
சமமாக எ௄த்ௌ௳ட்ேடன், அதன் அரத்்தம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ஒ௠ ௖ள்ளி மட௄்ேம z 
இப்ேபாௌ இரண்ூற்ஶ சமமாக ஐ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், சௌரத்ைத ஒன்௥க்ஶ சமமாகச ்n z 
ெசால்௩ங்கள் மற்௥ம் எளிைமயாகச ்ெசால்௩ங்கள்.
 கவனிப்௖, இௌ க்ஶ சமமான ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ஒன்ைறக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ ௚தல் z 
எண் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்டாவௌ எண் க௯த்தல் ஒன்௥ என்௥ ஷறலாம், எனேவ நாம் 
கவனிக்ஶம் ேபாௌ ஐ இரண்௄க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌ, அைனத்ௌ ஼க்கலானௌ என்ன என்௥ n 
ேகடழ்ேறாம்.
 சௌரம் ஒன்றான எண்கைள நாம் கவனிக்ழேறாம், ஐ ஒ௠ க்ஶ சமமான ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ z z 
சமமாக க௠ௌம் ேபாௌ அௌ இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ சரி, எப்பூேயா நாம் 
கவனிப்பௌ 
360 ூழரிக்ஶ ெகா௄க்கப்படட்ைதப் ேபான்றௌ, அௌ எப்பூேயா இரண்டால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, 
எனேவ இங்ேக  இௌ 360 ூழரி ேபான்றௌ, அைத ஒன்றால் வஶத்தால் ஒேர ஒ௠ காரணி மட௄்ேம 
இப்ேபாௌ நமக்ஶக் ழைடத்ௌள்ளௌ சக்ொ இரண்௄, ௔ன்னர ்௛ன்௥ அ௥பௌ ூழரிைய இரண்௄ 
காரணிகளாகப் ௔ரித்ேதாம் , இௌ அூப்பைட௜ல் ஒ௠ காரணிையப் ேபான்றௌ, இௌ ஒத்த 
ேகாணத்ொல் ேதான்௥ம், இௌ ைப மற்௥ம் மற்ெறான்௥.
 நீங்கள் ௙ண்௄ம் ௛லம் ாழற்௣னால் ௗஜ்௷யத்ொல் ேதான்௣ய ஒன்ைற நாம் ௙ண்௄ம் 360 pi 
ஐப் ெப௥ழேறாம், அௌ ௙ண்௄ம் 1 பரவா௜ல்ைல, எனேவ இப்ேபாௌ இந்த அவதானிப்௔ன் ௛லம்

க்ஶ சமமான 3 க்ஶ நிகரான வழக்ைகப் பற்௣ ஼ந்ொக்காமல் எ௱தப் ேபாழேறாம்.n 
 எனேவ க்ஶ சமமாக ௛ன்௥ மற்௥ம் எங்கள்  க்௟ப் பவர ்ஒன்௥ சரி இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ n 
கலப்௖ எண்க௬ம் என்ன என்பௌதான் ேகள்௳, 
எனேவ நான் ௚ந்ைதய அவதானிப்ைபப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறன், அதாவௌ இந்த 360 ூழரி 
ேகாணத்ைத ௛ன்௥ பஶொகளாகப் ௔ரிக்கப் ேபாழேறாம், எனேவ நான் வஶக்ஶம் ேபாௌ 
அூப்பைட௜ல் ஏதாவௌ ழைடக்ஶம்  இௌ ஒ௠ பட்டமாக 120 ஆஶம், ௔றஶ நான் ா௠க்ழனால், 
நீங்கள் இங்ேக மற்ெறா௠ ெசால்ைலப் ெப௥௴ரக்ள், 
அதன் சக்ொ ஒன்௥ சரி ெகா௄க்ழறதா என்௥ எனக்ஶத் ெதரிய௳ல்ைல, ஆனால் இப்ேபாௌ 
நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள், அௌ ௌ௠வத்ைத எ௱த ௚யற்஼ ெசய்௞ங்கள்.
 ௔ரொநிொ  இந்த எண்ேக்கான மனக்கசப்௖ அௌ என்ன என்றால், ஒன் என்௥ ஒ௠ என்௥ z z 
ெசால்லலாம் , இௌ ேகாணத்ொன் காஸ் ஆஶம், இௌ மா௄லஸ் ஒன்௣௧௠ந்ௌ ஒ௠ ௖ள்ளிையச ்
ேசகரித்ததால், இந்த எண்ணின் மா௄லஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் ேகாணம் 120 ஆஶம்.
  ூழரி ௔ளஸ் ஐ ைடம்ஸ் ைசன் 120 ூழரி இப்ேபாௌ நீங்கள் சக்ொைய உயரத்்ொனால் 3 
ெடேமாரிஸ் ஃபார௚்லா ௛லம் நாம் இங்ேக ெப௥ழேறாம் சக்ொ வாதத்ொற்ஶ ெப௠க்கப்ப௄ம், 
அதாவௌ ஒ௠ இ௠பௌ ூழரி௜ன் காஸ் மற்௥ம் ஐ ைசன் ஒன் இ௠பௌ ூழரி பவர ்௛ன்௥ இௌ 
ஒவ்ெவா௠ வாத௚ம் ெப௠க்கப்ப௄ம், இௌ ௛ன்௥ அ௥பௌ ூழரி, அதாவௌ ௛ன்௥ அ௥பௌ ூழரி
மற்௥ம் ஐ ைசன் த்ரீ அ௥பௌ ஆழயவற்ைற ேமாரிஸ் ஃபார௚்லா ௛லம் வழங்ஶழறௌ, எனேவ 
இதன் மொப்௖ என்ன என்பைத நாம் அ௣ேவாம் இௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இந்த காரணி ௗஜ்௷யமாஶம்,
எனேவ நாம் என்ன கவனித்ேதாம் இரண்௄ கன சௌரம் ஒன்௥ ெகா௄க்ழறௌ அேத ேபால் z 
ஒன்௥ ௛ன்ைற சரிபாரக்்கலாம், நாங்கள் எப்பூப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் என்பைதச ்z 
ெசால்௩ங்கள், அைத எப்பூப் ெப௥ழேறாம் என்பைதச ்ெசால்௩ங்கள் , அௌ சமமாகப் 
௔ரிக்கப்ப௄ம் ேகாணம், அதாவௌ இந்தக் ஶ௣ப்௔ட்ட வரி௜ல் இ௠ந்ௌ ேம௩ம் 120 ஐச ்
ேசரக்்க௵ம்.
 நீங்கள் ெப௠க்ஶம் ேபாௌ ேகாணத் ெதாைக நிக௱ம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க, இௌ 
120 ூழரி என்பௌ இ௧௠ந்ௌ வ௠ழறௌ மற்௥ம் என்பௌ ஒன்௥ம் இல்ைல ஆனால் z 2 z 3 
நீங்கள் இ௧௠ந்ௌ தாேன ெப௠க்ஶழ௤ரக்ள், z 
இப்ேபாௌ நீங்கள் பாரக்்ஶம் சக்ொ 3 ஐ எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள்.

கனசௌரம் ஒன்௥ என்௥ ெசால்௩ங்கள்,  z2 
 அதனால் அௌ ஒன்௥ என்பைத நாம் காண்ழேறாம், எனேவ இப்ேபாௌ அைதேய ெசய்ேவாம், 

க்ஶ சமமான நான்ஶ க்ஶ சமமான நான்ஶ சக்ொக்ஶ சமமான நான்ஶ என்௥ நாம் இப்ேபாௌ n z 
ேகடழ்ேறாம் , அதன் நான்காவௌ சக்ொ ஒன்௥ இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ ஼க்கலான எண்கள் என்ன  
சரி, ௙ண்௄ம் ேயாசைன என்னெவன்றால், 
நீங்கள் ேகாணத்ைத நான்கால் வஶக்கப் ேபாழேறாம், அைத நாங்கள் ைப என்௥ இரண்டாகப் 
ெப௥ழேறாம், எனேவ இயல்௖நிைலயாக நீங்கள் ஒன் என்௥ ெசால்௩ம்ேபாௌ நாங்கள் z 
கவனிக்ழேறாம்  ஒன்றாக அௌ எப்ேபாௌம் இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, அதாவௌ
ஒன்௥ எப்ேபாௌம் அூப்பைட௜ல் ஒ௠ கலப்௖ எண், இௌ இைத ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, ேம௩ம் 
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நாம் ஐ 2 ஆல் ேசரக்்ழேறாம், இௌ மற்௥ம் இௌ ைமனஸ் 1 மற்௥ம் ைமனஸ் ஆஶம், pi i i 
ேம௩ம் யா௠ைடய சக்ொ நான்ஶ ெகா௄க்ழறௌ என்பைத எளிதாக சரிபாரக்்கலாம்.
 ஒன்௥ எனேவ இங்ேக நாம் அந்த ஒன்ைறப் பாரக்்ழேறாம்  ஒ௠ இரண்௄ என்பௌ ௛ன்௥ z z iz 
க௯த்தல் ஒ௠ நான்ஶ க௯த்தல் நான் சரி இப்ேபாௌ வைர நாம் எைதக் கவனித்ேதாேமா அைதz 
ஒ௠ ெபாௌவான சட்டமாக எ௱ௌேவாம், 
எனேவ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ேவரக்ைளக் கண்ட௣ய எங்கள் ஆரவ்த்ைத நாங்கள் க௠த்ொல் n 
ெகாண்௄ள்ேளாம்.
  ஒ௠ கலப்௖ எண்ணின் ௙ௌ நாம் ஆரவ்மாக உள்ேளாம், அதன் வௌ சக்ொ ஒன்௥ இப்ேபாௌ n 
நாம் அவதானிப்பைதப் பயன்ப௄த்த ௚யற்஼க்க௵ம், அைத 
இரண்௄ மற்௥ம் ஓேக என்௥ எ௱தலாம், எனேவ இதற்ஶச ்ெசல்வதற்ஶ k pi i sine to k pi 
௚ன் ஼லவற்ைறச ்ேசரக்்ழேறன்.
 ௚ந்ைதய ஸ்ைலூற்ஶ ேம௩ம் க௠த்ௌைர நாம் இங்ஶ கவனித்தௌ இந்த சமன்பாடை்ட 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் நான்ஶ எண்கள் ேபால் காணப்பட்டௌ இைவ மட௄்ம் ௚௱ எண்கைள 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌமா அல்லௌ பலவற்ைற ொ௠ப்ொப௄த்ௌமா என்பௌ நம் மனொல் உள்ள ேகள்௳ 
சரி இௌ பொல் இல்ைல எனேவ இைத நீங்கள் இப்ேபாௌ நிைன௳ல் ெகாள்ள ேவண்௄ம் 

நீங்கள் ேத௄ம் கலப்௖ எண்ைண மற்௥ம் என்௥ ௃ெமரி z cos theta i sin theta power n 
சட்டத்ொன்பூ எ௱ௌேவாம்  ேக ைப எங்ேக  என்பௌ ௚௱ எண்ணில் இ௠ந்ௌ சரி, k 
எளிைமக்காக நாம் 0 1 2 இ௧௠ந்ௌ ெசல் என்௥ ெசால்லப் ேபாழேறாம்,
 அதனால் நாம் கவனிக்ஶம் ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , இந்த சமன்பா௄ ஼ல ஐச ்ேசரந்்த k 
ோட்டா மொப்௖கள் என்ன என்௥ ேகடக் ௳௠ம்௖ழேறாம்.
  ௚௱ எண்கள் ௘க௵ம் இயல்பாக நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , ோட்டா௵க்கான ோட்டாைவ  0 
1 2 இ௧௠ந்ௌ உடன் ஆல் 2 எனத் ேதர௵்ெசய்தால், ௔ன்னர ்நாம் பாரப்்பௌ k n k pi 
என்னெவன்றால், இந்த சமன்பா௄ இந்த மொப்௖க௬க்ஶ ொ௠ப்ொ அளிக்ழறௌ, எனேவ அைத 
சமன்பா௄ என்௥ அைழப்ேபாம்.
 ோட்டா சமன்பாட்ூற்ஶ ஒன்௥ இப்ேபாௌ உள்ளௌ, எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட சமன்பா௄ இந்த 
சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்தக்ஷூய ஒேர சாத்ொயமான மொப்௖கள் என்௥ ெசால்ழறௌ சரி, 
இௌ நாம் ெசய்௞ம் ௚தல் கவனிப்௖ ஆஶம், எனேவ நாம் ஒ௠ கலப்௖ எண் சக்ொ சமமாக n 
இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ம்ேபாௌ நாம் அூப்பைட௜ல் இ௠க்க 
ேவண்௄ம்  ஒ௠வரிடம் , இந்த கலப்௖ எண்ேக்கான வாதம் என்ன என்௥ ேகடக் ௚யல்ழேறாம் , 
ோட்டா இந்த வூவத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம், 
இப்ேபாௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால், அைனத்ௌ தனித்ௌவமான ோட்டா மொப்௖கள் என்ன 
என்பௌதான், அௌ தனித்ௌவமான கலப்௖ எண்கைளக் ெகா௄க்ழறௌ, எனேவ இங்ேக நான் 
ெசால்ழேறன்.

என்பௌ இங்ேக கவனிக்கப்ப௄வைத நான் இங்ஶ பயன்ப௄த்ௌழேறன் என்பைதக்   mod z 
ஶ௣ப்௔ட ௳௠ம்௖ழேறன், எனேவ இந்த சமன்பாட்ூல் நாம் ஐப் பயன்ப௄த்ொேனாம், mod z 
அதனால்தான் நாங்கள் இந்த உண்ைமைய இப்ேபாௌ எ௱த௳ல்ைல 
, தனித்தன்ைமையக் கண்ட௣ய எங்கள் ஆரவ்ம் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வாதத்ொல் இ௠ந்ௌ ோட்டா 
மொப்௖கள் சரி,
 அதனால் நான் கவனித்தௌ என்னெவன்றால், 2 ஐ 0 1 ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர உடன்k pi n n k 

என வைரய௥க்ழேறன், எனேவ ஒவ்ெவா௠ ோட்டா௳ற்ஶம் 0 ௚தல் ைமனஸ் 1 2 k pi n n 
வைர௜லான மொப்௖கைள மட௄்ேம நான் ேசகரிக்ழேறன்  ஒ௠ கலப்௖ எண்ைண ki 
வைரய௥த்ௌ, ஐ வைரய௥க்கலாம், அௌ ௔ளஸ் இப்ேபாௌ zk cos theta k i sine theta k 
௙ண்௄ம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ வ௠ழறௌ.k 
 ௟னிடூ் பவர ் என்பௌ ௗஜ்௷யம் ஒன்௥ ௚தல் இந்த ைமனஸ் ஒன்௥ வைர உள்ள அைனத்ௌn n 

க்ஶம் ஒன்௥ சரி, இப்ேபாௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால் , இைவ மட௄்ம்தான் கலப்௖ எண், k 
அதாவௌ ைமனஸ் ஒன்ைறத் த௳ர ேவ௥ மொப்ைப எ௄க்க ௚ூ௞மா அல்லௌ நான் n k 
எ௄த்தால் ைமனஸ் ஒன்ைற ௳ட அொகமாக இ௠க்கலாம்.n 
  நாங்கள் காட்ட ேபாழேறாம் இௌ ௜ல் ஒன்௣ற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், அைதத்தான் இப்ேபாௌzk 
நி௡௔க்கப் ேபாழேறாம், எனேவ எங்கள் உரிைமேகாரைல இங்ேக காண்௔ப்ேபாம், என்௥ zk 
ெசால்லப்ப௄ம் இந்த ெதாஶப்௖கைள நீங்கள் ேசகரிக்ழ௤ரக்ள் , ஒவ்ெவா௠ ௚௱ எண்ேக்ஶம் 
நீங்கள் அைத இண்ூஜ்களில் இ௠ந்ௌ வைரய௥க்ழ௤ரக்ள்  ஐ இைணக்க ௚ூ௞ம் மற்௥ம் azk 
இௌ ஒ௠ வைரய௥க்கப்படட் ெதாஶப்௖ மட௄்ேம என்பைதக் காட்டப் ேபாழேறாம், இௌ 0 1 ௚தல் 

ைமனஸ் ஒன் ஓேக வைர உடன் இ௠க்ஶம் ேகஸ் மட௄்ேம எனேவ இைத நி௡௔க்க நாம் n k z 
காட்ட ேவண்ூயௌ இந்த ெதாஶப்௖ மட௄்ம் இங்ேக உள்ளௌ  ஏெனனில் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட 

Pru
tor
@
IIT
K



வைரய௥க்கப்படட் எண்ணின் ெதாஶப்௖ இங்ேக ௌைணக்ஶ௱வாக உள்ளௌ என்பௌ 
ெதளிவாகத் ெதரிழறௌ, ேம௩ம் அந்தத் ெதாஶப்௖ இங்ஶ அடங்ழ௜௠ப்பைதக் கண்டால், 
இங்ேக எந்த உ௥ப்௖ம் சரி என்௥ காட்ட ேவண்௄ம், எனேவ இைத நி௡௔க்க ஒ௠ ௚௱ 
எண்ைணக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம்.
  ௚௱ எண்களில் உள்ள என்௥ ஷ௥ேவாம், ேம௩ம் ஐக் க௠ௌேவாம், அதாவௌ r zr 
ெதாடர௖்ைடய ோட்டா ோட்டா என்பௌ க்ஶ ஆல் வழங்கப்ப௄ழறௌ , அதற்ேகற்ப rs r r pi n 
நம்௘டம் உள்ளௌ, zr ok 
இந்த காரணிைய நாம் கவனிக்க ேவண்௄ம் எனேவ என்பௌ ௛லம் r ok  r quotient 
ெசால்லலாம் நிைன௶ட்டல் ேதற்றம் , ௚௱  
எண்ைண காரணியாக்க ௚ூ௞ம், ஏெனனில் என்பௌ ஒ௠ நிைன௶ட்ட௩டன் நமக்ஶக் n 
ெகா௄க்கப்படட் ேநரம்ைற ௚௱ எண் எனக் ஷ௥ேவாம், இங்ஶ என்பௌ ௚௱ எண்ணி௧௠ந்ௌ q 
ஒ௠ எண் மற்௥ம் உ௥ப்௖ ௗஜ்௷யத்ொல் க௯த்தல் ஒன்௥, எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ோட்டா ks n r 
ஐப் பயன்ப௄த்த௵ம்.
 

ஆல் இரண்௄ எனேவ நாம் கவனிக்ஶம் ௚தல் காரணி இௌ இரண்௄ மற்௥ம் n pi qnk pi q 
இரண்௄ ஆல் ஆஶம் , ேம௩ம் ஒ௠ வாதம் 2 ௚௱ எண் மடங்கால் ேவ௥படட்ால் நாம் k pi n pi 
அேத கலப்௖ எண்ைணப் ெபறப் ேபாழேறாம், அதாவௌ இங்ேக இரண்௄ மற்௥ம் இரண்௄ pi q 

இன் ஆல் ெகா௄க்கப்படட் என்பௌ ௔ளஸ் மற்௥ம் k pi cos zr n i sine two pi q two k pi
மற்௥ம் மற்௥ம் ெசயல்பாட்ூன் கால அளைவப் பயன்ப௄த்ொ 2 ஐ by n cos sine k pi cos 

ெசய்ேவாம் என்பைதக் காண்ழேறாம்.
இௌ எங்கள் உ௥ப்௖ ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, இௌ   n plus i sine 2 k pi by n zk 

நீங்கள் எ௱தக்ஷூயௌடன் ெதாடர௖்ைடயௌ இௌ ோட்டா ேக ஆஶம், எனேவ 
ெகா௄க்கப்படட் எந்த ௚௱ எண்ைண௞ம் நாங்கள் எங்க௬க்ஶக் காடூ்ேனாம் , அதற்ஶரிய 
வாதத்ைத நீங்கள் க௠த்ொல் ெகாள்ழ௤ரக்ள்.
 எண் இௌ இல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  அதாவௌ இப்ேபாௌ நாம் z k so, 
ெப௥வௌ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ேவர ்என்பைத இப்ேபாௌ நாம் ஒற்௥ைம௜ன் ேவரக்ைள n n 
வைரய௥க்கலாம் , அௌ சக்ொ வௌ என்பௌ z n 
இரண்௄ இன் ௛லம் ஷட்டல் ைசன் ௛லம் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ.k pi cos n i 
 0 1 ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர மொப்௖க௬டன் இரண்௄ ஐ ஆல் ெசய்ய௵ம் .n k k pi n 
 இப்ேபாௌ ௙ண்௄ம் நாம் ௚ன்௖ ெசய்தைத ௙ண்௄ம் ெசய்ய௵ம் உதாரணத்ொற்ஶ ஐ ஒன்௥க்ஶn 
சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாள்வௌ ேபான்றௌ அற்பமானௌ என்௥ நான் நிைனக்ழேறன் , ஐ n 
இரண்௄க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 
ஒன்௥க்ஶ சமமான சௌரத்ைத ேத௄ழேறாம், ௔ன்னர ்இங்ேக ஒன்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, z z 
எனேவ இந்த ஶ௣௝ட௄் ஶ௣௝டால் நாம் ெகா௄க்கப்படட் இல்ைல , எனேவ இங்ேக இரண்௄ z n 
மற்௥ம் ௚தல் மொப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ காஸ் ௗஜ்யம் ஒன்௥ மற்௥ம் பாவம் ௗஜ்௷யம் k 
ௗஜ்௷யம் ஒன்௥ எனேவ நீங்கள் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இௌ காஸ் ஆஃப் ைப ௔ளஸ் ஐ z 
ைசன் ைப  ஆஶம் இன் க்ஶ சமமான ஒன்௥ சமம் ௛ன்௣ற்ஶ சமம் எனேவ இரண்௄ k k n pi 
௛லம் ௛ன்௥ இௌ ஒன்௥ இ௠பௌ ூழரி ஷட்டல்  மற்௥ம் i sine two pi by three z two s 
என்பௌ மொப்௔ன் காஸ் இரண்௄, அௌ நான்ஶ ௛லம் ௛ன்௥ மற்௥ம் k pi i sine four pi by 

இப்ேபாௌ இைத வூ௳யல் ௚ைற௜ல் காட்஼ப்ப௄த்த ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ three 
ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ம்ேபாௌ.n 
 வைரதல் வட்டம் எனக்ஶ ௘க௵ம் கூனமாக உள்ளௌ சரி, இப்ேபாௌ நாம் கவனித்தௌ இந்த 
ெபரிய வட்டம் என்௥ கற்பைன ெசய்ௌ பா௠ங்கள் , ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைத 1 க்ஶ n 
சமமாகக் கணக்ழ௄ம் ேபாௌ, அௌ ஆல் இரண்௄ ஆஶம், n pi 
எனேவ ௚௱ ேகாண௚ம் உள்ளௌ.
  இரண்௄ என்பைத இப்ேபாௌ நீங்கள் ெசாற்களால் வரிைசப்ப௄த்ௌங்கள் சரி, எனேவ pi n 
நாங்கள் அைத சமமாகப் ௔ரிக்ழேறாம், எனேவ என்றால் ஆக இ௠ந்தால், ேகாணத்ைத n n 8 
எட்டால் ௔ரிக்கப் ேபாழேறாம், எனேவ ஐ நான்கால் ௔ரிக்கலாம்  நான்ஶ ைப இரண்டாகப் pi 
௔ரித்ௌ, ௔ன்னர ்நீங்கள் இங்ேக ஒ௠ ௔ரிைவ உ௠வாக்ஶழ௤ரக்ள் , நாங்கள் இைதப் 
ெப௥ழேறாம், எனேவ நீங்கள் இைத உன்னிப்பாகப் பாரத்்தால் , ஒவ்ெவா௠ ௔ரி௳ற்ஶம் நீங்கள் 
சமமான ௳ல் நீளத்ொல் வஶக்ழ௤ரக்ள், ஏெனனில் ஒவ்ெவா௠ ௚ைற௞ம் என்ன  நீங்கள் 
ெகாண்ூ௠க்ஶம் ேகாணம் 2 ைப ஆக உள்ளௌ மற்௥ம்  நான் ோட்டா 1 ஐ எ௱ௌம் ேபாௌ 2 ைப n n
மற்௥ம் அ௄த்த ேகாணத்ைத ேசரக்்க ேபாழேறன், எனேவ ோட்டா 2 இந்த ெசால்ைல நீங்கள் 
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ேசரக்்கப் ேபாழ௤ரக்ள் என்௥ ெசால்ழேறன், 
அதாவௌ ௛லம் இரண்௄ ைப மற்௥ம் ௛லம் இரண்௄ ைப, அதாவௌ நாம் இ௠க்ஶம் சம n n 
ேகாணம்  அைதச ்ேசரக்்கப் ேபாழேறன் சரி, அதாவௌ நான் 
பலேகாணம் ேபான்ற ஒ௠ ெபா௠ைள இந்த ௚ைனகளில் ைவக்க ௚யற்஼த்தால் சரி, நீங்கள் 
ெபறப் ேபாவௌ வழக்கமான பலேகாணம் சரி, உதாரணமாக க்ஶ சமமான 8 க்ஶ நான் n 
பலேகாணத்ைத ைவக்க ௳௠ம்௔னால் ௔றஶ  நான் ெப௥வௌ சரியா சரியா சரியா என்௥ 
வைரயப்பட்ட இந்த வட்டத்ொல் இ௠ந்ௌ பாரப்்பௌ கூனம், 
அதனால் இந்த பலேகாணத்ொற்ஶ எட௄் கட்டங்கள் இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், ேம௩ம் நாம் 
பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், ஒவ்ெவா௠ பக்க௚ம் சமம் மற்௥ம் ஒவ்ெவா௠ ேகாண௚ம் சமம்  
ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொல் நாம் ைவத்தால் நாம் ெப௥வௌ வழக்கமான பலேகாணம் n 
ஆஶம் , எனேவ இந்த வூ௳யல் அவதானிப்ைப எ௱ௌேவாம் ஒற்௥ைம௜ன் 

வௌ ேவரக்ளின் வூ௳யல் உ௠வம்   அலஶகளில் ெபா௣க்கப்படட் தளங்கைளக் ெகாண்ட n n 
ஒ௠ வழக்கமான பலேகாணத்ொன் ௚ைனகளாஶம்.

இல் உள்ள ெசங்ஶத்ௌகளில் ஒன்ைறக் ெகாண்ட வட்டம் நீ இௌ ஒன்௥ என்ற   o z 
வைரயைறையத் ொ௠ம்௔ப் பாரத்்தால், ஒன்௥ z 
, ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான என்பதன் வைரயைற அற்பமானௌ, என்பௌ k z one z one cos 
என்௥ க௠ௌேவாம்.
 
இரண்௄ ஷட்டல் இப்ேபாௌ நீங்கள் சக்ொ ஒ௠ சௌரத்ைத pi by n i sine two pi by n z 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , ேமாரிஸ் ித்ொரத்ொன் ௛லம் நமக்ஶக் ழைடக்ஶம், அந்த சக்ொ d 
வாதத்ொன் ெப௠க்கத்தால்,  ஆல் நான்ஶ ஐப் ெப௥ழேறாம் .n pi 
  ெபாௌவாக நான் சக்ொைய எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், ேமாரிஸ் ஃபார௚்லா ௛லம் ௔ளஸ் kth d n 

௛லம் இரண்௄ i sine two k pi k pi  
ஐப் ெப௥ேவாம்.
 
ஒற்௥ைம௜ன் எஞ்஼ய ேவர ்இௌ ஆல் உ௠வாக்கப்ப௄ழறௌ, nth z1 
எனேவ நான் ெதாஶப்௔ன் ௛லத்ைத எ௱ொனால் அலஶ வௌ ௛லத்ைத நாம் nth n 
அைமத்ௌள்ேளாம் இௌ இல்ைல ஒ௠ இரண்௄ மற்௥ம் ைமனஸ் ஒன்௥ வைர இௌ z z z zn z 
ஒ௠ சக்ொ ௗஜ்௷யத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, அதாவௌ ஒ௠ சக்ொ ௗஜ்யம் ஒன்௥ மற்௥ம் ஒ௠ z 
சக்ொ ஒன்௥ நமக்ஶ ஒன்௥ ழைடக்ஶம்  ஒ௠ சக்ொ இரண்௄ நாம் இரண்௄ மற்௥ம் z self z z z 
ஒ௠ சக்ொ க௯த்தல் ஒன்௥ நாம் ைமனஸ் ஒன்௥ ெப௥ழேறாம், அதாவௌ ஒற்௥ைம௜ன் n zn n 
வௌ ேவர,் 
உங்களிடம் ஒன்௥ மட௄்ேம இ௠ந்தால், இந்த உ௥ப்௖ ஒன்றால் உ௠வாக்கப்ப௄ம்.z z 
  ௙த௚ள்ள ஷ௥கள் அதன் சக்ொைய இன்ைறய வஶப்ைப எ௄த்ௌக் ெகாண்௄, ஒற்௥ைம௜ன் n 
வௌ ௛லத்ைத அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம், ேம௩ம் இௌ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொற்கான n n 
தனித்ௌவமான ஷ௥கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ என்௥ நாங்கள் ௳வாொத்ேதாம், ேம௩ம் ெதாஶப்௖ 
ஒற்ைற உ௥ப்௖ ௛லம் உ௠வாக்கப்ப௄ழறௌ எ௄த்ௌக்காட்டாக ஒன்௥ ௙த௚ள்ள அைனத்ௌ z 
ஷ௥கைள௞ம் உ௠வாக்ஶழறௌ.
  எனேவ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொன் மற்ற பண்௖கைள அ௄த்த வஶப்௔ல் ெதாடரழ்ேறாம் n
நன்௣ 
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