
 नमˋार िवȨाȚाōचे मागील लेƁरमȯे कॉ̱ɘेƛ नंबसŊवरील लेƁसŊमȯे ˢागत आहे आʉी कॉ̱ɘेƛ नंबसŊचे 
Ŭुवीय įरŮेझŐटेशन सादर केले आहे, मला कॉ̱ɘेƛ नंबरचे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ आठवू Ȩा, कोणȑाही कॉ̱ɘेƛ नंबरचे हे गुणाकार z r 

अिधक Ȫारे िदले जाऊ शकते जेथे  हे उȋȅीपासून या संिमŵ संƥेपयōतचे अंतर दशŊिवते आिण cos theta i sin theta r 
थीटा शूɊ आिण दोन मधील िवतकŊ  दशŊिवते आिण मला पुɎा आठवते की ȑाच संƥेचा  मुळे िभɄ कोन असू शकतो आिण pi cos 
या िनयतकािलक फंƕनला पूणŊिवराम दोन सह साइन इन करा जेणेकŜन  ʉणजे समान Ůितिनिधȕ िभɄ थीटा मूʞासाठी धारण pi 
करते जेथे युİƅवाद पुɎा या थीटा अिधक दोन जेथे काही पूणाōकासाठी आपण पुɎा एक साधे उदाहरण पाहǻाचा Ůयȉ k pi k 
कŝया ʉणून जेʬा आपण एखाȨा िबंदूचा िवचार कŝ तेʬा आपण जिटल संƥा एक अिधक असे ʉणू या.i 
  शेवटǉा वगाŊत आपण पािहले की थीटा हा कोन चा चार िकंवा 45 अंश आहे आिण आपण जे पाहतो ते आपण 2 जोडू pi k pi 
शकता ʉणजे या िविशʼ अƗावŝन आपण हा िबंदू या रेषेमȯे 360 अंशाने जोडʞाŮमाणे देखील पाš शकतो, एकदा आपण 360 t 
अंशाने िफरʞानंतर आपण ȑाच िठकाणी पोहोचलात आिण या िनयतकािलक फंƕɌȪारे आपण तेच थीटा पाहतो.
 दोन बरोबर जोडले जाऊ शकते ठीक आहे, तर आपण पाš या की आणखी एक िबंदू Ǜाला मी ȑाचे संयुƵ मानले आहे तो एक k pi 
वजा अƗापासून बनलेला कोन आहे, आपण पाहतो की तो 2 वजा बाय 4 आहे.i x pi pi 
  येथे कोन 2 वजा बाय 4 आहे आिण जो सात बाय चार सारखा आहे तोच कोन  अƗावŝन घǰाळाǉा काǨाǉा pi pi pi x 
िदशेने घेऊन लƗात येऊ शकतो Ǜाला आपण वजा बाय चार दशŊवतो याचे कारण आपण येथे पाहतो जेʬा आपण असतो  pi x 
अƗाचा कोन मोजताना आपण घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने कोन बनवत आहोत जे घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने आहे जेणेकŝन आपण 
कोन मोजǻासाठी सकाराȏक मागŊ ʉणून घेत आहोत आता आपण िवŜȠ िदशेने जात आहोत
 ȑामुळे अशा Ůकारे आपण आहोत  वजा ला 4 ने दशŊिवतो आिण इथे जर आपण या थीटा ʬॅʞूǉा संदभाŊत िलिहले तर b pi 
आपʞाला 1 वजा िदसतो आिण हे कॉ̱ɘेƛ नंबरचे मॉǰूलस दशŊवते जे i r 

बाय 4 अिधक चे मूळ 2 आहे.7 pi i sine 7 pi cos 
  4 Ȫारे आपण हे देखील सȑािपत कŝ शकतो की हे ǉा संदभाŊत आहे जे उणे बाय चार आहे ʉणजे चा theta s pi cos cos

अिधक हे सहज पडताळǻायोƶ आहे कारण तुʉाला िदसेल की pi by four i times sine of minus pi by 4 
फंƕन आहे  एक सम फंƕन आिण ते साइन फंƕन िवषम फंƕन ʉणून वापरा याचा वापर कŝन लगेच आपʞाला हे िविशʼcos 

Ůमाण एक वजा ǉा बरोबरीचे आहे असे िदसतेi 
 ȑामुळे आपʞाकडे चे चे मूʞ चार बाय चार आहे pi cos 
आिण ȑाचŮमाणे आता पुɎा फƅ िचɎ आहे  Ŭुवीय Ůितिनिधȕ ʉणून ची पुनरावृȅी करा z r cos theta i sin theta 
एक अिȪतीय Ůितिनिधȕ करǻासाठी आʉी ˢतः ला थीटा मूʞ शूɊ ते दोन पयōत मयाŊिदत करतो आिण आʉी जे िनरीƗण केले तेpi 
असे आहे की ते आता पूणाōकांमȯे िभɄ असलेʞा थीटा अिधक दोन सह असू शकते काय आहेत  शेवटǉा इयȅेमȯे आपण k pi 
Ǜा िनकालाची चचाŊ केली होती ती ʉणजे नॉईज फॉʄुŊला ʉणजे डेमोįरस फॉʄुŊला ʉणजे 

ɘस हे सूũ वापरताना cos theta i sin theta over n cos n theta plus i sine n theta cos n
हे आʉी दाखवले आिण शेवटी हे वापŝन पािहले.theta plus i sine n theta 

 संबंध आʉी काही िũकोणिमतीय ओळख काढʞा आिण आता आʉी 
हे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ कसे वापरतो या भागाकाराबȞल चचाŊ चालू ठेवतो, समजा आपʞाकडे Ŭुवीय Ůितिनिधȕात एकावर दोन जिटल 
संƥा आहेत अिधक दोन दोन अिधक r one cos theta one i sin theta one z two sr cos theta  i

दोन भागाकार sin theta 
दोन दोन अिधक दोन येथे r one cos theta one i sin theta one r cos theta i sin theta 

भागाकारात संयुİƵताने ʩˑ गुणाकार कŝन आपण थेट िमळवू शकतो 
ʉणून आपʞाला अंशाचा गुणाकार घटकासह होतो दोन वजा चे संयुग cos theta i sine theta two 

ने बारमȯे भागले तर ˍेअर काही नाही ʉणजे आपʞाला जे िमळेल ते आहे.z z mod z t 
दोन ˍेअर अिधक दोन ˍेअर जो एक देतो आिण अंश अंशाचे   he denominator cos theta sine theta 

िनरीƗण करा फƅ वाˑिवक भागावर लƗ कŐ िūत करा गुणाकार आिण इतर संǒा अिधक cos theta 1 cos theta 2 sin
सह येते जे काही नाही  उणे थीटा 2theta 1 sin theta 2 cos of theta 1 

 ȑामुळे खरा भाग आपʞाला वजा अिधक उणे चा िमळेल.theta 1 theta 2 i sine theta 1 theta 2 cos 
 तर आपण दोन जिटल संƥेचा गुणाकार आठवूया जे आपण पािहले ते ʉणजे आपण ǉा पįरमाणांचा गुणाकार करतो.r 
  एक दोन आिण नंतर कोनांची बेरीज केली जाते आता आपण जे पाहतो तो भागाकार करत असताना कोन वजा केला जातो हे एक r 
साधे उदाहरण ला एक अिधक आिण दोन असे समजू या कारण मी z one i z 
या संƥा कोणȑा भूिमतीय पȠतीने पाš.
  ऑगŊन ɘेनमȯे Ůितिनिधȕ करत आहोत आपʞाकडे इथे कुठेतरी िबंदू एक अिधक आहे जो कोन 45 अंश बनवतो आिण जो i i 
आता  भागाकाराने नʫद कोन बनवत आहे ते आपण पािहले आहे की आपʞाला ȑाचे मापांक िवभागणे आवʴक आहे ऑफ एक z 
मूळ दोन आहे आिण दोनचे मापांक आता एक आहे , तर सवŊ Ůथम आपण Ŭुवीय ˢŝपात िलš या एक मूळ दोन बाय z z cos pi 
चार अिधक बाय चार आिण दोन ʉणजे मॉǰूलस एक आिण दोन अिधक Ȫारे दोन i sin pi z cos pi  i sine pi 
आता भागाकार आपʞाला कोन वजा करणे आवʴक आहे
 ȑामुळे आपʞाला उणे ने चार अिधक वजा चार िमळतात ʉणून मी नमूद केʞाŮमाणे आपʞाला cos pi i sine pi by 
वजा ४५ अंश असलेला सिदश िमळतो .
  वजा िचɎ हे दशŊिवते की ते अƗावŝन घǰाळाǉा िदशेने मोजले जाते ʉणून एक सिदश तो िवŜȠ िदशेने 45 अंशाने जातोx 
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 ȑामुळे पुɎा अह हे मागील ˠाईडǉा लƗात आले की ते 1 बाय ŝट 2 आहे आिण येथे ते उणे आहे  1 ŝट 2 Ȫारे.
 तर तुʉाला जे िमळते ते फƅ वजा एक वजा बरोबर आहे, ʉणून मी येथे एक साधी िटɔणी करतो की जेʬा आपण भाग घेतो तेʬा i 
आपण जे िनरीƗण करतो ते एक Ȫारे दोनने िदलेले असते आिण आʉी असे िनरीƗण करतो  आर वन ʉणजे काय हे जाणून ƽा ते r r 
झेड वनचे मापांक आिण झेड टू आिण वन इɼोचे मापांक आहे  पॉईंट मी नमूद करणे चुकले की आʉी मुळात दोन rtant z s 
नॉन-शूɊ सह िवभागणी करतो ठीक आहे हे नेहमी ʉंटले जाते तेʬाच ȑाचा अथŊ होतो आिण आणखी एक िटɔणी जी डेमोįरस फॉʄुŊला
वाढवते ʉणून जेʬा आपण पॉवर चा िवचार करत असतो.z n 
 
आपण पहाणार आहोत Ǜात उणे 1 उणे 2 आहे अशा Ůकारे उणे एक बरोबर cos of theta plus i sin theta n n 
आहे याचा अथŊ असा आहे की मला माफ करा ʉणजे पॉवर वजा एक ʉणजे Ȫारे एक आहे याचा अथŊ असा की तुʉी z z cos 

ने भागा  ला कॉ̱ɘेƛ नंबर देखील मानले जाते जेथे कोन फƅ शूɊ आहे याचा अथŊ theta plus i sin theta one c 
तुʉाला काय फॅƃर िमळणार आहे यासाठी हे आहे की Ůȑेक घटकासाठी मॉǰूलस एक आहे ʉणून ते फƅ एक एक आहे आिण  
अंक 1 साठी आपʞाला कोनातून कोन वजा करणे आवʴक आहे 

वजा थीटा अिधक उणे थीटा ʉणजे ते उणे थीटा अिधक वजा ची आहे साठी वजा 1ok 0 i sine 0 i sin theta cos n 
ǉा समान आहे.
 आिण तशाच Ůकारे कŝन आपण पडताळणी कŝ शकतो ते पॉवर मायनस 2 हे 1 बाय ˍेअर आहे जे एक बाय मȯे एक z z z 
बाय आहे हे आपण फƅ लƗात घेतो की Ůȑेक घटक हा z 
उणे थीटा अिधक आय साइन मायनस थीटाचा कॉस ʉणून येतो आिण मूळतः  तोच घटक वगŊ आपʞाला मुळात मािहत आहे मॉįरस d 
फॉʄुŊला Ȫारे जे आʉी धन पूणाōकासाठी काढले आहे ते आʉाला उणे 2 थीटा अिधक उणे 2 थीटा ची ʉणून िमळतेi sine cos 
 ȑामुळे इंडƕनȪारे आपण दाखवू शकतो की जेʬा ऋण पूणाōक असतो तेʬा आपण दाखवू शकतो की ते अिधक n n theta i 
ची आहे  cos sine n theta
 ȑामुळे आʉी आधीच सȑािपत केलेʞा सकाराȏक पूणाōकांची जोडणी कŝन आता आʉी नकाराȏक पूणाōकांसाठी पडताळणी केली 
आहे ʉणून या दोन एकũ कŝन आपण पाहतो की पूणाōकाशी संबंिधत आहे अशा Ůकारे संबंध धारण करतो तो n cos theta 
अिधक पॉवर ची देते  आता आपण एक साधे उदाहरण i sin theta n n cos theta plus i sine n theta 
कŝ या, 
1 अिधक अिधक 1 वजा साठी मूʞ मोजा आिण ȑासाठी i root 3 power n i root 3 power n 
Ŭुवीय Ůितिनिधȕ हे आपʞाला माहीत आहे.
 आʉाला गरज आहे  Ůथम मोǰूलस मोǰूलस दोन ʉणून मोजǻासाठी 
आिण आपʞाला थीटा थीटा मोजणे आवʴक आहे की ते तीन बाय पाई आहे हे आपण सȑािपत कŝ शकतो, 
ʉणून येथे टॅन ʩुǿम असे ʉणायचे आहे , ʉणून आपʞाकडे बाय तीन आहे ʉणून ते चा तीन बाय तीन अिधक pi pi i sin 

आहे  तीन पूणŊ शƅी ȑाचŮमाणे आपʞाला 1 उणे ŝट 3 साठी करणे आवʴक आहे,pi n i 
 ȑामुळे पुɎा मॉǰूलस समान आहे जे 2 आहे आिण कोन आहे जर तुʉी िनरीƗण केले तर ते घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने आहे, कारण ती
फƅ आरशाची Ůितमा आहे.
 ते एक संयुƵन आहे ʉणून ते 1 अिधक मूळ 3 आहे आिण हे एक वजा मूळ तीन आहे, जर हा बाय तीन असेल तर हा i pi pi pi 
कोन उणे बाय तीन असेल तर हा उणे बाय तीन अिधक साइन वजा बाय 3 आहे pi pi i pi 
डेमोįरस फॉʄुŊला Ȫारे पॉवर हे आपण पाहतो ते येथे Ůमाण आहे ते दोन पॉवर आहेn n 
 ȑामुळे िवतकŊ  पॉवर हा युİƅवादातील गुणाकाराने जातोn n 
 ȑामुळे आपʞाला बरोबर िमळेल हे पिहले आहे  टमŊ आिण दुसरी टमŊ 2 पॉवर ला cos n pi 3 i sin n pi by 3 n 
आिण ते तȚ वापरा ʉणून लागू करा  तो पुɎा हे सूũ आपण पाहतो की हा अिधक वजा t cos n pi by three i sine n

आिण हे सम फंƕन आहे आिण हे िवषम कायŊ आहे हे तȚ वापरʞानंतर आपण पाहतो की हे दोन pi by three cos sine 
घटक रȞ होतात आिण आपण या पदाǉा दुɔट िमळवा जी ची घात दोन ची अिधक एक तीन आहे ʉणून आपण n pi n cos by 
जिटल संƥेची घात मोजत असताना असे िदसते की Ŭुवीय Ůितिनिधȕ वापŝन आपण सहज गणना कŝ शकतो आता आपण चचाŊ 
करणार आहोत  एक गोʼ जी अितशय आकषŊक आहे ती ʉणजे एकतेǉा मूळ मूळचे वे मूळ आहे, मग येथे Ůʲ काय आहे की आपण n
कॉ̱ɘेƛ नंबर शोधू Ǜाची घात ने वाढवली तर एक ठीक आहे, ʉणून आपण िवचारणार आहोत की सवŊ जिटल संƥा कोणȑा n 
आहेत Ǜांची शƅी  हे मूʞ एक ओके देते ʉणून अशा जिटल संƥांना एकतेचे वे मूळ ʉटले जाते आता आपण िनरीƗण कŝया n n
ʉणून एकदा आपण एका जिटल संƥेची मागणी केली की हे समीकरण पूणŊ होते, तेʬा लगेचच तुʉी िनरीƗण करा की चे मापांक z 
एक असले पािहजे.

िनरीƗण करताना आपण समजा की जिटल संƥांमȯे शूɊ आहे जसे की शूɊ शƅी एक देते तर लगेचच आपण   t az z n 
पािहले की शूɊाचे मापांक एक असणे आवʴक आहे ʉणून या समीकरणावŝन आपʞाला िदसते की शूɊ शƅी चे मापांक z z n 
आिण एकाचे मॉǰूलस हे असणे आवʴक आहे.
  समाधानी ʬा आिण आʉाला मािहत आहे की हा पॉवर सारखाच आहे आिण एकाचा मॉǰूलस फƅ एक mod zn mod z n 
आहे आिण आता आपण फƅ हेच िवचारत आहोत एक वाˑिवक संƥा नसून ऋण वाˑिवक संƥा आहे Ǜाची शƅी ने वाढवली n 
आहे असे ʉणतात की हे कधी होईल  एकाǉा बरोबरीने हे तेʬाच घडते जेʬा नॉट एक ठीक असते ʉणून आता या mod z 
िनरीƗणासह आपण साȯा केसेसवर चचाŊ करǻाचा Ůयȉ कŝया जसे की अगदी िविशʼ मूʞांǉा बरोबर घेणे आपण संƥा काय n 
आहेत ते पाहǻाचा Ůयȉ कŝ.
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 हे समीकरण ǉा िनिʮत मूʞासह समाधानी आहे, चला, चला सांगूया आपण फƅ समान बरोबर एक ʉणू याने सुŜवात कŝया n n 
जर एक बरोबर असेल तर मुळात आपण फƅ एक वाढवतो हे सांगणे आवʴक आहे हे लगेच सूिचत करते फƅ एक आहे एकल n 
कॉ̱ɘेƛ संƥा फƅ एक ठीक आहे ʉणून आता सवŊ Ůथम मी फƅ एकतेचे वे मूळ शोधत असताना आपण काय केले ते िनįरƗण n
पुɎा कŝ या, कोणतीही जिटल संƥा हे समीकरण पूणŊ करते तर कॉ̱ɘेƛ संƥा एक असणे आवʴक आहे असे ʉणणे आवʴक 
आहे.
 एकक वतुŊळावर झोपा ठीक आहे ʉणून आता मी बरोबर एक घेतला आहे तर याचा अथŊ असा की फƅ एक िबंदू जो ǉा n z 
बरोबरीचा आहे आता जर मी बरोबर दोन घेतले तर आपण चा वगŊ एक बरोबर ƽा आिण साधे ʉणा िनįरƗणात आपण पाš शकतोn z 
की याचा अथŊ बरोबर अिधक िकंवा वजा एक आहे, ʉणून आपण असे ʉणू की पिहली संƥा एक आहे आिण दुसरी संƥा वजा एक z 
आहे, ʉणून जेʬा आपण समान दोन घेतो तेʬा आपण काय िनरीƗण करतो आिण आपण सवŊ कॉ̱ɘेƛ काय आहेत हे िवचारत n 
आहोत Ǜा संƥांचा वगŊ एक आहे ȑा संƥांचे आपण िनरीƗण करतो की जेʬा आपण समान एक समान वजा एक बरोबर मानतोz z 
तेʬा ते या समीकरणाचे समाधान करते, ʉणून आपण जे िनरीƗण करत आहोत ते 360 अंश िदले आहे असे आहे की ते कसे तरी दोन 
ठीकाने भागते ʉणून येथे  हे 360 अंश सारखे आहे ते फƅ एकाने भागले नंतर फƅ एक घटक िमळाला आता आपʞाकडे शƅी दोन 
आहे मग आपण तीन साठ अंशांना दोन घटकांमȯे िवभािजत केले आिण जे मूलत: एका घटकासारखे आहे जे आिण दुसरा सारƥा pi 
कोनात िदसून येतो.
 एक जो शूɊ मȯे िदसला आहे जर तुʉी पुɎा पाई ने िफरवला तर आʉाला 360 िमळेल जे पुɎा 1 ठीक आहे,
 ȑामुळे आता या िनरीƗणासह आʉी फƅ ǉा 3 ǉा केसचा िवचार न करता िलहणार आहोत.n 
 ʉणून आपण समान तीन आिण आमचे  Ůʲ असा आहे की सवŊ जिटल संƥा कोणȑा आहेत Ǜांची घन शƅी एक आहे ʉणून n 
िवचार न करता मी फƅ मागील िनरीƗण लागू करणार आहे ʉणजे आपण या 360 अंश कोनाला तीन भागांनी िवभािजत करणार आहोत 
ʉणजे मी जेʬा भागतो तेʬा मुळात काहीतरी िमळते  जे पदवी ʉणून 120 आहे मग जर मी बेरीज केले तर तुʉाला येथे आणखी एक 
पद िमळेल आता मला खाũी नाही की ȑाची शƅी एक ठीक देते की नाही पण आता तुʉी फƅ पहा की तुʉी फƅ Ŭुवीय िलिहǻाचा 
Ůयȉ करा .
 Ůितिनधी  या संƥेबȞल नाराजी ʉणजे काय ते ʉणजे आपण ʉणूया ʉणून एक ʉणू या कोनासह संǒा आहे Ǜाचा z one z cos
आहे कारण आपण मापांक एक मधून एक िबंदू गोळा केला आहे
 ȑामुळे या संƥेचा मॉǰूलस एक आहे आिण कोन 120 आहे  िडŤी अिधक गुणा साइन 120 अंश आता जर तुʉी पॉवर 3 वाढवलातi 
तर डेमोįरस फॉʄुŊलाने आʉाला पॉवरचा गुणाकार केला जाईल आिण िवतकŊ  असेल ʉणजे एक वीस अंश अिधक आय साइन एक वीस 
अंश पॉवर तीन ʉणजे Ůȑेक युİƅवादासाठी गुणाकार केला जाईल जे आपʞाला तीन साठ देते जे मॉįरस सूũानुसार तीन साठ अंश 
अिधक तीन साठ आहे ʉणून आपʞाला मािहत आहे की ȑाचे मूʞ काय आहे ते एक आहे आिण हा घटक शूɊ आहे ʉणूनi sine 
आपण काय िनरीƗण केले आहे दोन Ɛूब एक देतो ȑाचŮमाणे एक तीन पडताळू शकतो जर तुʉाला आठवत असेल की आʉी z z 
कसे लागू केले आहे ते सांगा की आʉाला ते कसे िमळत आहे ते मुळात कोन आहे जेथे समान रीतीने िवभािजत केले आहे ʉणजे तुʉी या 
िविशʼ रेषेतून या िविशʼमȯे आणखी एक 120 जोडा आिण जर जेʬा तुʉी गुणाकार करता तेʬा कोनाची बेरीज होत असʞाचे yo 
तुʉाला आठवते, तेʬा असे ʉणता की हे मुळात 120 अंश आहे वŝन येते आिण काहीही नाही परंतु तुʉी वŝन z 2 z 3 z 
ˢतः च गुणाकार करता 
आता तुʉी घात 3 ƽा तुʉी पाहाल की Ůȑेक ʉणता  Ɛूब एक आहे ʉणून आपण पाहतो की तो एक आहे ʉणून आता आपण z2 
तेच कŝ या असे ʉणू की बरोबर चार ते घात चार बरोबर एक साठी िनरीƗण चालू ठेवूया आपण आता िवचारत आहोत की n z 
चौथी घात एक आहे अशा सवŊ संिमŵ संƥा काय आहेत?  ठीक आहे, मग पुɎा कʙना अशी आहे की आपण तेच िनरीƗण लागू करणार 
आहोत ʉणजे तुʉी कोनाला चार ने भागणार आहात Ǜामुळे आपʞाला ते ʉणून दोनने िमळते ʉणजे जे डीफॉʐ ʉणून आपण pi 
िनरीƗण करतो तेʬा आपण एक घेता तेʬा आह ʉणा  एक ʉणून ते नेहमी या समीकरणाचे समाधान करते ʉणजे एक ही नेहमीच z 
एक जिटल संƥा असते जी याचे समाधान करते आिण पुढे आपण ला 2 ने जोडतो जो आहे आिण हा उणे 1 आिण उणे आहे pi i i 
आिण आपण सहजपणे सȑािपत कŝ शकतो की कोणाची शƅी चार देते.
 एक ʉणून येथे आपण ते वन पाहतो  एक झेड दोन आहे तीन आहे वजा एक झेड चार आहे वजा ठीक आहे आता आपण जे z iz i 
काही पािहले आहे ते आपण एक सामाɊ चौकट ʉणून िलš या, ʉणून 
आपण ऐƐाचे वे मूळ शोधǻात आपली ˢार˟ सांगǻाचा िवचार करत आहोत , n
जे आपण ʉणू.
 याचा अथŊ असा की आपʞाला एका जिटल संƥेमȯे ˢार˟ आहे Ǜाची शƅी एक देते आता आपण जे काही िनरीƗण केले nth 
आहे ते वापरǻाचा Ůयȉ करा आता एक अिधक ʉणून िलिहता येईल, ʉणून cos of two k pi i sine to k pi ok 
यावर जाǻापूवŎ मी काही जोडू दे.
 मागील ̾ लाइडवर अिधक िटप̜ यासाठी आ̱ ही येथे जे िनरीƗण केले आहे ते ʉणजे आ̱ हाला चार सं̏ या सारƥा आढळ̵ या Ǜा या 
समीकरणाचे समाधान करणा̴ या या समीकरणाचे समाधान करणा̴ या आमǉा मनातील Ů̻ न हा आहे की या केवळ पूणŊ सं̏ येनेच ̝ याचे 
समाधान होते की अिधक, हे उȅर नाही
 ȑामुळे आ̱ हाला आता हे लƗात ठेवणे आव̻ यक आहे.

जो कॉ̱ɘेƛ नंबर तुʉी शोधत आहात तो आिण ʉणून िडमेरीǉा कायȨानुसार z cos theta i sin theta power n 
िलšया, आʉाला काय मािहत आहे की हे ɘस आहे जे अिधक cos n theta i sine n theta cos two k pi i 

देते.sine two 
कुठे  पूणाōक वŝन आहे बरोबर साधेपणासाठी आʉी फƅ 0 1 2 पासून गो असे ʉणणार आहोत आिण यावŝन आʉी   k pi k 
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जे िनरीƗण करतो ते आʉी िवचाŝ इİǅतो की ही सवŊ थीटा मूʞे कोणती आहेत Ǜासाठी हे समीकरण काही साठी पूणŊ होते  पूणाōकk 
अगदी ˢाभािवकपणे आपण पाहतो की थीटा साठी जर आपण 0 1 2 मधून सह 2 बाय ʉणून िनवडले तर आपण जे k k pi n  
पाहतो ते हे आहे की हे समीकरण या मूʞांसाठी समाधानी आहे ʉणून आपण ȑाला समीकरण ʉणू या  थीटा समीकरणासाठी आता 
एक धरले आहे ʉणून हे िविशʼ समीकरण आपʞाला सांगते की ही एकमेव संभाʩ मूʞे आहेत जी या समीकरणाचे समाधान कŝ 
शकतात ठीक आहे, हे आपण पिहले िनरीƗण करतो ʉणून आपण मुळात असे आहोत की जेʬा आपण जिटल संƥेचा िवचार करत 
असतो तेʬा पॉवर समान असणे आवʴक आहे  एकाला आिण आʉी िवचारǻाचा Ůयȉ करतो की या कॉ̱ɘेƛ नंबरचा युİƅवाद n 
काय आहे आʉी शेवटी असे करतो की थीटा या ˢŝपाची असणे आवʴक आहे आता Ůʲ असा आहे की सवŊ िभɄ थीटा मूʞे काय 
आहेत जेणेकŝन ते िभɄ जिटल संƥा देते ठीक आहे मी येथे वˑुİ̾थती वापरतो हे नमूद करायला आवडेल की येथे चे mod z 
िनरीƗण एक ठीक असले पािहजे ʉणून या समीकरणात आʉी बरोबर एक वापरला ʉणून आʉाला मुळात हे तȚ िलिहणे mod z 
आवडत नाही आता वेगळे शोधǻात आमची आवड आहे.
 या िविश̽ ट युİƅवादातील थीटा ʬॅʞूज ठीक आहे, तर मी िथटा ची ʩाƥा बरोबर  इȑािद पासून वजा k 2 k pi n k 0 1 n 1
पयōत ठीक करतो, ʉणून मी Ůȑेक थीटासाठी फƅ साठी 0 ते वजा 1 ची मूʞे गोळा करतो एक जिटल संƥा पįरभािषत k n ki 
कŝ शकते ʉणून 

संबंिधत कॉ̱ɘेƛ संƥांची ʩाƥा कŝ या जी अिधक आता पुɎा शूɊ वन zk cos theta k i sine theta k k 
इȑािद पासून आहे हे मला जे माहीत आहे ते ʩुȋȅीवŝन आहे ते खालीलŮमाणे आहे की या संƥांचे वे मूळ आहे  शूɊ एक ते या n n 
वजा एक पयōत सवŊ साठी एकता शƅी एक आहे आʉी दाखवणार आहोत ते पैकी एकाǉा बरोबरीचे असेल जे आʉी आता k n zk 
िसȠ करणार आहोत, तर आʉी येथे आमचा दावा काय दशŊवू, तुʉी हे संच गोळा करा जे असे ʉणतात ȑाच पȠतीने तुʉी Ůȑेक zk 
पूणाōकासाठी इंिडजमधून ते पįरभािषत करता.

ला संबȠ कŝ शकतो आिण आʉी दाखवणार आहोत की हा फƅ एक मयाŊिदत संच आहे जो फƅ केसचा सह 0 1 ते  azk z k 
वजा एक ओके पयōत आहे, n 

हे िसȠ करǻासाठी आपʞाला जे दाखवायचे आहे ते फƅ येथे समािवʼ आहे  कारण हे उघड आहे की संƥेचा हा िविशʼ मयाŊिदत संच
येथे उपसंच आहे आिण लगेचच आपण पाहतो की तो संच येथे आहे हे आपʞाला दाखवावे लागेल की येथे कोणताही घटक या ˢŝपाचा 
आहे ठीक आहे, हे िसȠ करǻासाठी आपण पूणाōकाचा िवचार कŝया आपण ȑास ʉणू या जो पूणाōकांमȯे आहे आिण आपण r zr 
मानतो ʉणजे संबंिधत थीटा ला ला ने िदलेला आहे आिण ȑा अनुषंगाने आपʞाकडे आहे आȅा rs theta r r pi n zr ok 
आपʞाला हा घटक पाहǻाची गरज आहे.r ok 
 
 ȑामुळे हे भागफलानुसार ʉणता येईल ˝रणपũ Ůमेय ʉणजे पूणाōक असू शकतो कारण हा एक सकाराȏक पूणाōक आहे जो r n 
आपʞाला ˝रणपũासह िदलेला आहे जेथे ही संƥा पूणाōकातील संƥा आहे आिण शूɊ ते वजा एक मȯे घटक आहे k q n ks 
ʉणून आता फƅ ही थीटा ʉणून लागू करा दोन ʉणून आपण पाहतो तो पिहला घटक ʉणजे दोन r pi qnk by n pi q 
अिधक दोन बाय आिण आपʞाला मािहत आहे की जर िवतकŊ  2 पूणाōक गुणाकाराने िभɄ असेल तर आपʞाला समान k pi n pi 
जिटल संƥा िमळेल ʉणजे याचा अथŊ  दोन अिधक दोन अिधक दोन अिधक दोन pi q k pi by n i sine pi q k pi 
बाय ची Ȫारे िदलेली संƥा आहे आिण आिण फंƕनची िनयतकािलकता वापŝन आपण पाš की n cos zr cos sine cos 2

कŝया  हे दुसरे काहीही नाही तर आमचा घटक जो तुʉी िलš शकता k pi by n plus i sine 2 k pi by n zk 
ȑाǉाशी संबंिधत आहे हे ʉणून आहे ʉणून आʉी आʉाला दाखवले की कोणȑाही िदलेʞा पूणाōकासाठी तुʉी संबंिधत theta k 
युİƅवाद िवचारात ƽा तुʉी संबंिधत कॉ̱ɘेƛ पįरभािषत करता ही संƥा पैकी एकाǉा समान असणे आवʴक आहे  ʉणजे z k 
आता आपण जे िमळवले आहे ते एकतेचे वे मूळ आहे, आता आपण एकतेचे मूळ पįरभािषत कŝ शकतो n n 
कारण ते पॉवर आहे ते केस आहे Ǜाची ʩाƥा दोन ǉा Ȫारे अिधक Ȫारे केली जाते.z n k pi cos n i sine 
 0 1 ते वजा 1 पयōत मूʞांसह बाय दोन n k n n k pi.
 आता पुɎा फƅ आपण आधी जे काही केले आहे ȑाची पुनरावृȅी करा जसे की आपण बरोबर एक घेतो, मला वाटते ते Ɨुʟक n 
Ůकरण आहे आपण समान दोन घेऊ या n 

चा वगŊ एक सारखा शोधत आहात तर इथे Ȫारे िदलेला आहे ʉणून आपण या इंडेƛ नोटेशनने नॉट िदले आहे जे ʉणून z z one z 
येथे दोन आहे आिण पिहʞा चे मूʞ शूɊ आहे ʉणून शूɊ एक आहे आिण पाप शूɊ शूɊ आहे एक तर तुʉी पहात आहात n k z 
की हे चा आहे आʉाला वजा एक िमळतो ȑाचŮमाणे ǉा बरोबरीने तीन आʉी पाहतो की Ɛूब pi plus i sine pi cos n 
एकǉा बरोबरीǉा समीकरणांसाठी आʉाला शूɊ िमळते जे सामाɊ आहे एक एक आहे ची समान एक बरोबर z z k cos n n 
तीन तर दोन तीन जे एक वीस अंश अिधक नसून दुसरे काहीही नाही आिण pi by i sine two pi by three z two s
जे ǉा मूʞाचे आहे दोन ʉणजे चार तीन अिधक चार आता आपण हे k cos pi by i sine pi by three 
भूिमतीय̊̽Ǩा पाहǻाचा Ůयȉ कŝया ʉणजे जेʬा आपण एकतेचे वे मूळ घेऊ.n
 वतुŊळ काढणे माǟासाठी खरोखरच अवघड आहे ठीक आहे असे समजा की आता आपʞाकडे हे मोठे वतुŊळ आहे जे आपण पािहले 
आहे ते ʉणजे जेʬा आपण एकतेǉा ʩा मूळची गणना करतो तेʬा बरोबर 1 घेतो तेʬा ते दोन बाय असतेn k pi n 
 ȑामुळे आपʞाकडे संपूणŊ ʉणीचा कोन असतो  दोन आता तुʉी याला अटीनंी िवभागता ठीक आहे, ʉणून आपण ते समान pi n 
Ůमाणात िवभागत आहोत, जर असेल तर ʉणू की असेल तर आपण कोन आठने िवभािजत करणार आहोत, ʉणून आपʞाला n n 8 
पाई ʉणू चार ने पाय िमळेल.
  चार पाई बाय दोन आिण नंतर तुʉी येथे एक भागाकार करा आिण आʉाला हे िमळत आहे, जर तुʉी हे बारकाईने पािहले तर आʉाला 
जे िमळेल ते Ůȑेक िवभागासाठी तुʉी समान कंस लांबीमȯे िवभागत आहात Ůȑेक भागाकार कोनासाठी ठीक आहे कारण Ůȑेक वेळी 
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काय  तुमǉाकडे आहे कोन 2 बाय इतका आहे आिण  जेʬा मी िलिहतो जो 2 आहे आिण पुढील pi n i theta 1 pi by n 
कोन जो जोडणार आहेn 
 ȑामुळे ʉणजे तुʉी ही संǒा जोडणार आहात ʉणजे दोन बाय अिधक दोन बाय ʉणजे आपण समान theta 2 pi n pi n 
कोन आहोत  ते ओके जोडणार आहे ʉणजे जर मी या िशरोिबंदंूवर बŠभुज सारखी एखादी वˑू ठेवǻाचा Ůयȉ केला तर 
ठीक आहे, तर तुʉाला िनयिमत बŠभुज ओके काय िमळेल, उदाहरणाथŊ बरोबर 8 जर मला बŠभुज ठेवायचा असेल तर  मला जे n 
िमळाले ते ठीक आहे या वतुŊळातून िचũ काढणे कठीण आहे जे वाईटįरȑा काढले आहे ठीक आहे मी ठीक आहे ʉणून आपण पाहतो की
या बŠभुजासाठी आठ फेज आहेत आिण आपण पाहतो की Ůȑेक बाजू समान आहेत आिण Ůȑेक कोन समान आहेत 
जर आपण एकतेǉा ʩा मुळावर ठेवले तर आपʞाला िनयिमत बŠभुज आहे अशी ʩाƥा आपण िलš या, तर आपण हे भूिमतीय n
िनरीƗण िलš या  की एकताǉा ʩा मुळांची भौिमतीय Ůितमा ही िनयिमत बŠभुजाचे िशरोिबंदू आहेत Ǜामȯे साइट्स युिनटमȯे n n 
कोरलेली आहेत.
 

वर एका िशरोिबंदूसह वतुŊळ करा  याला आपण शेरा एक शेरा दोन ʉणू या जर तुʉी ʩाƥा एक मागे वळून बिघतले तर o ne z z 
केस समान शूɊ ची ʩाƥा Ɨुʟक आहे जी एक आहे आिण आपण एक एक आहे िवचार कŝया.k z z cos 

अिधक दोन आता जर तुʉी पॉवर एक चौरस घेतला तर आʉाला मॉįरस फॉʄुŊला  two pi by n i sine pi by n z d 
िमळेल की पॉवर आƶुŊमŐटचा गुणाकार करते
 ȑामुळे आʉाला चार ने अिधक िचɎ चार िकंवा िमळेल  सामाɊ जर मी पॉवर घेतली तर cos pi n n i pi n in kth 
आपʞाला दोन बाय अिधक दोन िमळते फƅ मॉįरस फॉʄुŊला Ȫारे आपʞाला हे िमळते फƅ हे k pi n i sine k pi d 
काय आहे ते आठवा हे तुमǉा िशवाय दुसरे काही नाही zk 
तर आʉी जे िनरीƗण करतो ते हे आहे की गॅस आहे  एकतेचे उरलेले वे मूळ हे फƅ ने िनमाŊण केले आहे ʉणून जर मी संच n z1 
िलिहला तर युिनटचे वे मूळ हे युिनटचे वे मूळ आहे का आपण सेट केले आहे जे नॉट वन दोन आहे आिण असेच वजा n n z z z zn 
एक पयōत हे फƅ एक पॉवर शूɊाने िदले आहे ʉणजे एक पॉवर शूɊ एक आिण एक पॉवर वन आपʞाला एक िमळते  सेʚz z z 

एक पॉवर दोन आपʞाला दोन आिण एक पॉवर वजा एक आपʞाला वजा एक िमळेल ʉणजे एकतेचे वे मूळ हे z z z n zn n
फƅ या घटकाने िनमाŊण केले आहे वन जर तुमǉाकडे फƅ एक असेल तर आʉी फƅ गणना कŝ शकतो .z z 
  उवŊįरत घटकांनी फƅ ȑाची शƅी घेतली आजǉा वगाŊत आʉी एकतेचे वे मूळ ओळखले आिण आʉी फƅ चचाŊ केली की ȑात n
एकतेǉा ʩा मूळसाठी वेगळे घटक आहेत आिण संच एका घटकाȪारे तयार केला जातो उदाहरणाथŊ एक उवŊįरत सवŊ घटक n n z 
तयार करतो ʉणून  ʉणून आʉी पुढǉा वगाŊत ऐƐाǉा ʩा मूळचे इतर गुणधमŊ चालू ठेवू.n
 धɊवाद 
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