
 ഹേലാ വിദّാർ،ികെള േകാം؛ക് സ് സംഖّകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ സٔാഗതം, സ׸ീർ؉
സംഖّകളുെട ْധുവ ْപാതിനിധّം ഞ׹ൾ  അവതരിؚിു׺  എؗത് ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ ഈ സ׸ീർ؉ r 
സംഖّയിേലتുׯ ദൂരെ؋യും തീئ പൂജّ؋ിനും ര؇് യ് ുׯം ഇടയിലുت ആർഗّുെമന്റിെന pi 
സൂചിؚിുؗുׯ , അേത സംഖّയ്്ׯ കാരണം വّതُّ ٝആംഗിളു؇ാകാെമؗും ഈ ആനുകാലിക cos 
ഫംഗ് ഷൻ ര؇് ൈപയിൽ ഒؚിടാെമؗും ഞാൻ വീ؇ും ഓർׯെ؂.  വّതّസ് ത തീئ മൂലّ؋ിനും ഇേത 
ْപാതിനിധّം ഉെ؇ؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, ഇവിെട വീ؇ും ഈ തീئയും ര؇് എؗ വാദവും k pi 
ചില പൂർ؉സംഖّകൾتുׯ എؗതിൽ നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം വീ؇ും കാണാൻ k 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഒരു േപായിന്റ ്പരിഗണിുׯേآാൾ നമു്ׯ േകാം٧്ع؛ നآർ വ؉ും ഐയും എ്ؗ 
പറയാം .  കഴിױ ؁ാشിൽ, ആംഗിൾ തീئ നാേലാ 45 ഡിْഗിേയാ ഉت ൈപ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു , 
ഞ׹ൾ നിരീײിؗുׯത് നി׹ൾ്2 ׯ എ്ؗ േചർׯാം, അതിനർ،ം എؗാണ് െതാؚി ഈ k pi t 
ْപേതّക അ؋ײിൽ നി്ؗ ഈ േപായിന്റ ്ഈ വരിയിേല്360 ׯ ഡിْഗി േചർ؋ത് േപാെല നമു്ׯ 
കാണാനാകും, ഒരിׯൽ നി׹ൾ 360 ഡിْഗി കറു׹േآാൾ നി׹ൾ അേത رല്؋ എുؗു؋, ഇത് ഈ 
ആനുകാലിക ْപവർ؋ന׹ളിലൂെട ْപതിഫലിؚിുؗുׯ, അേത തീئയാണ് ഞ׹ൾ കാണുؗത്. ര؇് k 

എؗതിെനാؚം േചർׯാം, അതിനാൽ അതിന്െറ സംേയാജനമായി ഞാൻ കണׯാؗുׯ ഒരു pi ok 
േപായിന്റ് കൂടി േനാׯാം,  അതായത് അ؋ײിൽ നി്ؗ ഉ؇ാׯിയ േകാണിന്െറ ഒരു ൈമനസ് , അത്x 

ൈമനസ് ൈപ ൈബ 4 ആണ് എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം.  ഇവിെട േകാണിൽ ഇത് 2 ൈപ ൈമനസ് ൈപ 4 2 pi 
ആണ്, ഇത് ഏഴ് ൈപ െകാ؇് നാല് ആണ് , ഇത് അ؋ײിൽ നി്ؗ ഘടികാരദിശയിൽ നി്ؗ x 
ഘടികാരദിശയിൽ നി്ؗ ഒേര ആംഗിൾ മനشിലാׯാൻ കഴിയും, ഇത് ഞ׹ൾ ൈമനസ് ൈപെയ നാലിൽ
നി്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ , കാരണം നأൾ ആയിരിുׯേآാൾ നി׹ൾ ഇവിെട കാണുؗു  x 
അു׺ത؇ിേലتുׯ േകാണിെന അളുׯേآാൾ, എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ ഘടികാരദിശയിലുت 
േകാണിെന ഞ׹ൾ നിർأിുؗുׯ, അതിനാൽ േകാണിെന അളؗുׯത് ഒരു േപാസിئീവ് മാർഗമായി 
എടുുؗുׯ, ഇേؚാൾ നأൾ വിപരീത ദിശയിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ രീതിയിൽ നأൾ ആണ്b 
 ൈമനസ് ൈപെയ 4 െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ , ഇവിെട നأൾ ഈ തീئ മൂലّവുമായി ബؖെؚ؂് 
എഴുതുകയാെണ׸ിൽ നأൾ കാണുؗത് 1 ൈമനസ് ആണ് , കൂടാെത എؗത് േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട i r 
േമാഡുലസിെന സൂചിؚിുؗുׯ, അത് 7 ൈപയുെട റൂ؂് 2 ؛സ് ആണ്.  4 ആയാൽ, cos by 4 i sine 7 pi 
തീئയുെട കാരّ؋ിലും ഇത് സമാനമാെണ്ؗ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, അതായത് ൈമനസ് ൈപ ൈബ 
േഫാർ േഫാർ , ൈമനസ് ൈപയുെട േകാസ്, ൈമനസ് ൈപ ൈബ േഫാർ ؛സ് ഐ ൈടംസ് ൈസൻ ഓഫ് 
ൈമനസ് ൈപ , ഇത് എളുؚ؋ിൽ പരിേശാധിׯാവുؗതാണ്, കാരണം േകാസ് ഫംഗ് ഷൻ ആെണ്ؗ 4
നി׹ൾ കാണുؗു.  ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷൻ , ഇത് ഉപേയാഗി്׺ ആ ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ഓഡ് ഫംഗ് ഷൻ ആയി 
ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ ْപേതّക അളവ് ഒരു ൈമനസ് ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, i 
അതിനാൽ നമു്ׯ ൈപയുെട മൂലّം നാല് െകാ؇് ൈപ എؗതിന്െറ മൂലّം റൂ؂് ര؇ിൽ ഒ്ؗ , 
അതുേപാെല തെؗ ഇേؚാൾ വീ؇ും അടയാളം  ْധുവ ْപാതിനിധّം ആയിz r cos theta i sin theta 
ആവർ؋ിുׯക, ഒരു തനതായ ْപാതിനിധّം ഉ؇ാׯാൻ ഞ׹ൾ തീئ മൂലّം പൂജّം ര؇് pi 
എؗതിേല്ׯ പരിമിതെؚടുുؗു؋ , ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് തീئയും ര؇് ലും ഇേؚാൾ k pi 
പൂർ؉സംഖّകളിൽ വّതّാസമുت ഉتത് ആകാം എെؓാെׯയാണ് കഴിױ ؁ാ്ش ഒؗിൽ നأൾ k 
ചർ׺ െചᅃٝ റിസൾ؂് ആണ് െഡേമാറിസ് േഫാർമുല എؗ േനായ് സ് േഫാർമുല ആണ് ഈ േഫാർമുല 
േകാസ് തീ؛ ئസ് ഐ സിൻ തീئ ഓവർ എൻ േകാസ് എൻ തീ؛ ئസ് ഐ ൈസൻ തീئ ഉപേയാഗിؗുׯത് 
എ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺ , അവസാനം ഇത് ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ക؇ു ബؖവുമായി ബؖെؚ؂് ഞ׹ൾ 
ചില ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئികൾ ഉരു؋ിരി؁ു , ഇേؚാൾ നأൾ ഈ ْധുവ ْപാതിനിധّം എ׹െന 
ഉപേയാഗിുؗുׯ എؗതിെനുׯറിتു׺ ചർ׺ തുടരുؗു, ْധുവ ْപാതിനിധّ؋ിൽ നമു്ׯ ഒؗിൽ ര؇് 
സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക ؛സ് r one cos theta one i sin theta one z two sr two 

ര؇് ؛സ് ഐ സിൻ തീئ ര؇് എؗ വിഭജനം നമു്ׯ cos theta  r one cos theta one i sin theta 
 one r two cos theta two i sin theta two േനരി؂് ׯാൾ നമു്آേുׯെന ഹരി׹സ് എؗി؛

ഉരു؋ിരിയാം . േകാസ് തീئ ര؇് ൈമനസ് ഐ ൈസൻ തീئ ര؇ിന്െറ ഈ സംേയാജനം ബാറായി z 
ഹരി׺ാൽ േമാഡ് സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആണ്.  െഹ z t 
ഡിേനാമിേനئർ േകാസ് തീئ ടു സ് കٔയർ ؛സ് ൈസൻ തീئ ടു സ് കٔയർ ഒ്ؗ നൽകുകയും നّൂമേറئർ 
നّൂമേറئർ നിരീײിുׯകയും െചുإക, േകാസ് തീ1 ئ െന േകാസ് തീ2 ئ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ , മെئാരു 
പദ؋ിൽ ؛സ് സിൻ തീ1 ئ സിൻ തീ2 ئ വരുؗു, അത് മെئാؗുമب തീئയുെട േകാസ് 1 ൈമനസ് തീ2 ئ 
അതിനാൽ തീئയുെട യഥാർ، ഭാഗം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് തീ1 ئ ൈമനസ് തീ؛ 2 ئസ് ഐ ൈസൻ തീ1 ئ 
ൈമനസ് തീ2 ئ ആണ്. അതിനാൽ ര؇് േകാം٧്ع؛ സംഖّകളുെട ഗുണനം നമു്ׯ ഓർأിׯാം, നأൾ 
നിരീײി׺ത് എؗ കാؓിമാനെ؋ ഗുണിുׯക എؗതാണ്.  ഒ്ؗ ര؇്, തുടർ്ؗ േകാണുകൾ r r 
സംْഗഹി׺ിരിുؗുׯ, നأൾ നിരീײിؗുׯത് േകാണിെന കുറയ്ുؗുׯ , വിഭജനം നടു؋േآാൾ 
നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം െചإാം, നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം െചإാം, നമു്ׯ ഒ്ؗ z 
ഒؗായി പരിഗണിׯാം, ര؇്, ജّാമിതീയമായി എؓാണ് ഈ സംഖّകൾ എ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം  z 
അവയവ തല؋ിൽ ْപതിനിധീകരിؗുׯത് നമു്ׯ േപായിന്റ് വ؉ും ഐയും ഇവിെട എവിെടേയാ ഉ؇് 
, അത് േകാണിെന 45 ഡിْഗി ആുؗുׯ, ഞാൻ ഇേؚാൾ േകാണിെന െതാ؉ൂئിയാുؗുׯ , ഞ׹ൾ 
നിരീײി׺ത് അതിന്െറ േമാഡുലസ് േമാഡുലസ് വിഭജിേׯ؇തു؇്  ഒ്ؗ റൂ؂് ര؇് ആണ് , z z 
ര؇ിന്െറ േമാഡുലസ് ഇേؚാൾ ഒؗാണ്, അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ ْധുവ രൂപ؋ിൽ എഴുതാം ഒ്ؗ റൂ؂് z 
ര؇് നാല് ؛സ് നാല്, ര؇് എؗത് േമാഡുലസ് ഒ്ؗ , ര؇് ؛സ് ഐ ൈസൻ cos pi i sin pi z cos pi  
ൈപ ര؇് െകാ؇് ഇേؚാൾ നമു്ׯ േകാണിെന കുറയ്േׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ േകാസ് 
ൈമനസ് ൈപ നാല് ؛സ് ഐ ൈസൻ ൈമനസ് ൈപ നാല് നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
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ഞാൻ സൂചിؚി׺തുേപാെല ൈമനസ് 45 ഡിْഗി ഉت ഒരു െവക്ئറാണ് .  ൈമനസ് ചിصം സൂചിؚിؗുׯത് 
അത് ഘടികാരദിശയിൽ അ؋ײിൽ നിؗാണ് അളؗുׯത്, അതിനാൽ ഒരു െവക്ئർ ഇത് 45 x 
ഡിْഗിയിൽ എതിർദിശയിൽ േപാകുؗു, അതിനാൽ വീ؇ും നأൾ മുൻ ൈسഡ് ْശؑി׺തുേപാെല ah 
ഇത് റൂ؂് 2 െകാ؇് 1 ആണ്, ഇവിെട ഇത് ൈമനസ് ആണ്  1 റൂ؂് 2. അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ൈമനസ് വൺ ൈമനസ് ഐ ൈറ്ئ മാْതമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ ഒരു ലളിതമായ പരാമർശം 
നട؋െ؂ , നأൾ നിരീײിؗുׯത് നأൾ നിരീײിؗുׯത് നأൾ നിരീײിؗുׯത് ഒ്ؗ ര؇ായിr r 
നൽകിയിരിؗുׯ േമാഡുലസ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ.  ഒ്ؗ എؓാെണ്ؗ അറിയുക, r 
അത് ഒؗിന്െറ േമാഡുലസും ര؇ിന്െറ േമാഡുലസും ഒ്ؗ ഇംേപായുമാണ്  േനാൺ സീേറാ z z z two s 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി വിഭജനം നടുؗു؋ എؗത് പരാമർശിׯാൻ ഞാൻ 
നഷ് ടെؚ؂ു, ഇത് എبായ് േؚാഴും പറയുؗതാണ് , അേؚാൾ മാْതേമ ഇത് അർ،മുൂت , കൂടാെത ഒരു 
പരാമർശം കൂടി െഡേമാറിസ് േഫാർമുല നീ؂ുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പവർ പരിഗണിുׯേآാൾ z n 
േകാസ് ഓഫ ്തീئയും ഐ സിൻ തീئയും ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ആയതിനാൽ ൈമനസ് വ؉ിന് n n 
തുലّമാണ്, അതിനർ،ം ײമിׯണം, അതായത് പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ , അതായത് െകാ؇് ഒ്ؗ, z z 
അതായത് നി׹ൾ േകാസ് തീئ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ എؗാണ്  ؛സ് ഐ സിൻ തീئ വ؉ിെന േകാം٧്ع؛ c 
സംഖّയായും കണׯാുؗുׯ, അവിെട േകാൺ പൂജّമാണ് , അതിനർ،ം നി׹ൾ്ׯ ഫാعർٚ ലഭിׯാൻ 
േപാകുؗത് ഇതിനാണ്, ഓേരാ ഘടക؋ിന്െറയും േമാഡുലസ് ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറേയ؇തു؇്, 
അതിനാൽ ഇത് ഓേരാؗായി മാْതം. 0 ൈമനസ് തീئയും ഐ ൈസൻ 0 ൈമനസ് തീئയും മാْതമു1 ت 
ഓെക എؗ സംഖّയുെട േകാണിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ആംഗിൾ കുറയ്േׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ്
തീئയുെട േകാസ് ആണ്, ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ ന്െറ ൈമനസ് തീ؛ ئസ് ഐ സിൻ ൈമനസ് n 
തീئയാണ് നമു്ׯ ഇത് ലഭിؗുׯത്. സമാനമായ രീതിയിൽ െചؗുإതിലൂെട നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം  ആ

പവർ ൈമനസ് 2 ഇത് 1 ൈബ സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, അത് ൈബ ഒؗായി ആയി z z z z z 
വരുؗ ഓേരാ ഘടകവും ൈമനസ് തീئയുെടയും ൈസൻ ൈമനസ് തീئയുെടയും ആയി i cos 
വരുؗതായി ഞ׹ൾ ْശؑിുؗുׯ  േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّയ്ׯായി ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ ഡി 
േമാറിസ് േഫാർമുല ْപകാരം, നമു്ׯ അത് ൈമനസ് 2 തീ؛ ئസ് ഐ ൈസൻ ൈമനസ് 2 തീئയുെട േകാസ് 
ആയി ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇൻഡײൻ വഴി െനഗئീവ് പൂർ؉സംഖّയാകുേآാൾ അത് തീ؛ ئസ് n n 
ഐയുെട േകാസ് ആെണ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും.  അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം sine n theta 
പരിേശാധി׺ േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّകൾ സംേയാജിؚി׺തിന്െറ ഫലമായി ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ െനഗئീവ്
പൂർ؉സംഖّകൾׯായി പരിേശാധിു׺, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും സംേയാജിؚി്׺ പൂർ؉സംഖّയിൽ n 
െപ؂താെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, 
അ׹െന ബؖ׹ൾ േകാസ് തീئയും നൽകുؗു ന്െറ േകാസ്  തീ؛ ئസ് ഐ i sin theta power n n 
ൈസൻ എൻ തീئ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം െചإാം , 1 ؛സ് ഐ റൂ؂് 3 പവർ എൻ ؛സ് 
1 ൈമനസ് ഐ റൂ؂് 3 പവർ എൻ എؗതിന്െറ മൂലّം കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , ഇതിന് 
ْധുവ ْപാതിനിധّം എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം ഞ׹ൾ്ׯ ആവശّമാണ്  ആദّെ؋ േമാഡുലസ് 
േമാഡുലസ് ര؇ായി കണׯാׯാനും തീئ തീئ കണׯാׯാനും നമു്ׯ അത് ൈപ മൂؗായി 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട ഇത് ടാൻ വിപരീതം എ്ؗ പറയുؗതിന് േവ؇ിയാണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ൈപ മൂؗായി ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് ൈപയുെട മൂ്ؗ ؛സ് ഐ സിൻ ൈപ ആണ്. മൂ്ؗ ഫുൾ പവർ 

ന് സമാനമായി നأൾ 1 ൈമനസ് റൂ؂് 3 ന് െചേإ؇തു؇്, അതിനാൽ വീ؇ും േമാഡുലസ് n i 
ഒؗുതെؗയാണ് , അത് 2 ആണ് , നി׹ൾ നിരീײി׺ാൽ അത് ഘടികാരദിശയിൽ 
ഘടികാരദിശയിലാെണ്ؗ നിരീײിുׯകയാെണ׸ിൽ അത് ക؉ാടി ْപതിബിംബം മാْതമാണ്. 
അെതാരു സംേയാജനമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 1 ؛സ് ഐ റൂ؂് 3 ആണ് , ഇത് ഒരു ൈമനസ് ൈപ റൂ؂് മൂ്ؗ 
ആണ്, ഇത് ൈപ ൈപ െകാ؇് മൂ്ؗ ആെണ׸ിൽ, ഈ ആംഗിൾ ൈമനസ് ൈപ ൈബ ْതീ ആണ്, 
അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ൈപ ൈബ ْതീ ؛സ് ഐ ൈസൻ ൈമനസ് ൈപ 3 ആണ് േഫാർമുല demoris 
ْപകാരം പവർ എؗത് നأൾ നിരീײിؗുׯത് അളവാണ് ഇവിെട അത് ര؇് ശװി ആണ് n n 
അതിനാൽ ആർഗّുെമന്റിെല ഗുണന؋ിെനാؚം ശװി എؗ വാദം േപാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ n n 

ലും ലും ലഭിുׯം ഇതാണ് ആദّേ؋ത് പദവും ര؇ാമെ؋ പദവും 2 പവർ cos n pi 3 i sin n pi 3 n 
േല്ׯ ആ വُٝു ത ഉപേയാഗിുׯക അതിനാൽ ْപേയാഗിുׯക  അവൻ വീ؇ും ഈ േഫാർമുലയിൽ t 
ൈമനസ് എൻ ൈപയുെട ഈ േകാസ് ْതീ ؛സ് ഐ ൈസൻ ൈമനസ് എൻ ൈപ മൂؗായി േചർുؗുׯ , cos
ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷനാെണؗും ൈസൻ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷൻ ആെണؗും ഉപേയാഗി׺തിന് േശഷം 
ഈ ര؇് ഘടക׹ളും റؐാׯെؚടുؗതായി ഞ׹ൾ കാണുؗു. ഈ പദ؋ിന്െറ ര؇ുതവണ േനടുക, 
അതായത് പവർ ؛സ് വൺ േകാസ് ന്െറ മൂؗിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ, അതിനാൽ നأൾ നിരീײിؗുׯത്n n pi 
സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട ശװി കണׯാുׯേآാൾ , ْധുവ ْപാതിനിധّം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ 
കണׯാׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ േതാؗുؗു, ഇേؚാൾ നأൾ ചർ׺ െചإാൻ േപാകുؗു വളെര 
കൗതുകകരമായ ഒരു വُٝു തയാണ്, അത് ഐകّ؋ിന്െറ ആമെ؋ മൂലമാണ് ഐകّ؋ിന്െറ n-
േവരുകൾ, അതിനാൽ ഇവിെട എؓാണ് േചാദّം , ൽ ശװി ഉയർ؋ിയ സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ് നأൾ n-
േനാؗുׯത്, ഒ്ؗ ശരി നൽകുؗു, അതിനാൽ ശװിയുت എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളും എؓാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ േചാദിׯാൻ േപാകുؗു ഒരു മൂലّം നൽകുؗു, അതിനാൽ അ؋രം സ׸ീർ؉ സംഖّകെള n 
ഏകതٔ؋ിന്െറ റൂ؂് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ ആവശّെؚ؂ാൽ ഈ nth 
സമവാകّം തൃلിٝെؚടുു؋േآാൾ ഉടൻ തെؗ നി׹ൾ നിരീײിുׯക ന്െറ േമാഡുലസ് z 
ഒؗായിരിׯണം ഇത് ആണ്  നിരീײണം  , ഒ്ؗ നൽകുؗ സ׸ീർ؉ firs t z Naught power n 
സംഖّകളിൽ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അേؚാൾ തെؗ ന്െറ േമാഡുലസ് az Nough z nough 
ഒؗായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിു׺, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ z nough power n 
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ന്െറ േമാഡുലസും ന്െറ േമാഡുലസും ഒؗിന്െറ േമാഡുലസും കാണണം  സംതൃلരٝായിരിുׯക , n mod 
എؗത് ന് തുലّമാെണؗും ഒؗിന്െറ േമാഡുലസ് ഒ്ؗ മാْതമാെണؗും zn mod z power n-

ഞ׹ൾׯറിയാം, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ േചാദിؗുׯത് ഇതാണ് യഥാർ، സംഖّയب, െനഗئീവ് അبാ؋ 
റിയൽ സംഖّയാണ്, അതിന്െറ ശװി െകാ؇് ഉയരുെമ്ؗ പറയെؚടുؗു. ഒؗിന് തുലّമാണ് ഇത് n 
സംഭവിؗുׯത് േമാഡ് ഇസഡ് ഒؗു ശരിയാകുേآാൾ മാْതേമ ഇത് സംഭവിൂׯ, അതിനാൽ യഥാർ، 
സംഖّകളിൽ ഇേؚാൾ ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട എؗത് വളെര നിർؐിذ മൂലّ׹ൾ്ׯ തുലّമായി n 
എടുؗുׯത് േപാെലയുت ലളിതമായ േകസുകളുമായി ചർ׺ െചإാൻ ْശമിׯാം, അ׹ׯൾ 
എؓാെണ്ؗ നിരീײിׯാൻ ْശമിׯാം. ഈ സമവാകّം ന്െറ നിحിത മൂലّം െകാ؇് n 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, നമു്ׯ ശരിയാׯാം എ്ؗ പറയാം ഒ്ؗ ശരിയാെണ׸ിൽ എؗതിന് തുലّമായ n n 
ശװിയിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം, അടിرാനപരമായി നأൾ എؓാണ് ഉയർؗു؋ത്, ഇത് ഉടനടി 
സൂചിؚിുؗുׯ ഇത് ഒരു ഒെരാئ േകാം٧്ع؛ സംഖّ ഒ്ؗ മാْതം ശരി, അതിനാൽ ആദّം നأൾ 
ഏകതയുെട റൂ؂് തിരയുേآാൾ നأൾ നട؋ിയ നിരീײണം ആവർ؋ിׯെ؂, ഏത് സ׸ീർ؉ nth 
സംഖّയും ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, തുടർ്ؗ േകാം٧്ع؛ സംഖّ ഒؗായിരിׯണം 
എؗതിന്െറ അനുബؖ േമാഡുലസ് പറയുക. യൂണി്ئ സർׯിളിൽ കിടുׯക ശരി, അതിനാൽ ഇേؚാൾ 
ഞാൻ ഒؗിന് തുലّമായ എടു؋ിരിുؗുׯ, അതിന്െറ അർ،ം എؗത് ഒؗിന് തുലّമായ ഒരു n z 
േപായിന്റ് മാْതമാണ് , ഞാൻ ര؇് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ ആവശّെؚടുؗത് സ്കٔയർ ഒؗിന് n z 
തുലّവും ലളിതമായി പറയുകയും െചുإക നിരീײണ؋ിൽ, ഇത് എؗത് ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് z 
വ؉ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّ സംഖّ ഒؗാെണؗും 
ര؇ാമെ؋ സംഖّ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആെണؗും പറയാം, അതിനാൽ നأൾ നിരീײിؗുׯത് ര؇് ന് n 
തുലّമായി എടുുׯേآാൾ എؓാണ് േകാം٧്ع؛ എ്ؗ േചാദിؗുׯത് ചതുരം ഒؗായിരിؗുׯ സംഖّകൾ 
നأൾ നിരീײിؗുׯത് എؗത് ഒരു എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായി കണׯാുׯേآാൾ അത് z z 
ഈ സമവാകّെ؋ തൃപ് തിെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ എ׹െനെയ׸ിലും നأൾ നിരീײിؗുׯത് 360 
ഡിْഗി നൽകിയത് േപാെലയാണ്, അത് എ׹െനെയ׸ിലും ര؇ായി ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട  ഇത് 
360 ഡിْഗി േപാെലയാണ്, അത് ഒؗായി ഹരി׺ാൽ ഒരു ഘടകം മാْതേമ നമു്ׯ ലഭി׺ിൂت؂ു, നമു്ׯ 
ഇേؚാൾ ശװിയു؇് ര؇്, മൂ്ؗ അറുപത് ഡിْഗി ര؇് ഘടക׹ളായി വിഭജിുؗുׯ , അടിرാനപരമായി
ഇത് ഒരു ഘടകം േപാെലയാണ്, അത് സമാനമായ േകാണിൽ ദൃശّമാകുؗു, അത് ൈപയും മെئാؗുമാണ്. 
പൂജّ؋ിൽ ദൃശّമാകുؗ ഒ്ؗ, നി׹ൾ വീ؇ും ൈപ ഉപേയാഗി്׺ തിരിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ്ׯ 
360 ലഭിുؗുׯ, അത് വീ؇ും 1 ശരി, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട ഞ׹ൾ േകസ് ന് n 3 
തുലّമായി ചിؓിׯാെത എഴുതാൻ േപാകുؗു. അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؗത് മൂؗിന് തുലّവും n 
ഞ׹ളുെട  കّൂബ് പവർ ഒ്ؗ ശരിയാകുؗ എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളും ഏെതാെׯയാണ് എؗതാണ് 
േചാദّം, അതിനാൽ ഞാൻ മുൻ നിരീײണം ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുകയാണ്, അതായത് ഞ׹ൾ ഈ 360 
ഡിْഗി േകാണിെന മൂ്ؗ ഭാഗ׹ളായി വിഭജിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ വിഭജിുׯേآാൾ അത് 
അടിرാനപരമായി എെؓ׸ിലും നൽകുؗു  അത് ഒരു ഡിْഗി ആയി 120 ആണ്, ഞാൻ സംْഗഹി׺ാൽ, 
നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട മെئാരു പദം ലഭിുׯം, അതിന്െറ ശװി ഒ്ؗ ശരിയാേണാ എ്ؗ എനി്ׯ ഉറؚിب, 
പേײ ഇേؚാൾ നി׹ൾ കാണുؗത് അത് ْധുവം എഴുതാൻ ْശമിുׯകയാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു 
ْപതിനിധി  ഈ സംഖّേയാടുت വിേരാധം എؓാണ്, നമു്ׯ എ്ؗ വിളിׯാം ഒ്ؗ എ്ؗ z one z 
വിളിׯാം, അത് േകാണിന്െറ പദമായി വിളിׯാം, അത് ഞ׹ൾ േമാഡുലസ് ഒؗിൽ നി്ؗ ഒരു 
േപായിന്റ് േശഖരി׺തിനാൽ ഈ സംഖّയുെട േമാഡുലസ് ഒؗാണ്, േകാൺ 120 ആണ്  ഡിْഗി ؛സ് ഐ 
ൈടംസ് ൈസൻ 120 ഡിْഗി ഇേؚാൾ നി׹ൾ പവർ 3 ഉയർ؋ിയാൽ, െഡേമാറിസ് േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ 
നമു്ׯ ഇവിെട ലഭിؗുׯ പവർ ആർഗّുെമന്റിേല്ׯ ഗുണിുׯം, അതിനാൽ ഒരു ഇരുപത് ഡിْഗിയുെട 
േകാസ് ഐ ൈസൻ വൺ ഇരുപത് ഡിْഗി പവർ ْതീ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്. േമാറിസ് േഫാർമുല 
ْപകാരം ْതീ അറുപത്, അതായത് മൂ്ؗ അറുപത് ഡിْഗിയും ഐ ൈസൻ ْതീ അറുപതും നൽകുؗ ഓേരാ 
വാദ؋ിനും ഗുണിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇതിന്െറ മൂലّം എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം ഇത് ഒؗാണ്, ഈ
ഘടകം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് ര؇് കّൂബ് ഒ്ؗ നൽകുؗു, ഞ׹ൾ എ׹െന z 
ْപേയാഗിുؗുׯ എ്ؗ നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ ഒ്ؗ മൂ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും , അത് z 
എ׹െനയാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് എ്ؗ പറയുക, അടിرാനപരമായി തുലّമായി വിഭജി׺ിരിؗുׯ 
േകാണാണ്, അതായത് ഈ ْപേതّക വരിയിൽ നി്ؗ ഈ ْപേതّക؋ിേല്ׯ നി׹ൾ 120 കൂടി 
േചർുׯകയും 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ  നി׹ൾ അത് ഗുണിുׯേآാൾ ആംഗിൾ സം സംഭവിؗുׯത് ശരിയാെണ്ؗ 
നി׹ൾ ഓർുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി 120 ഡിْഗി ആെണ്ؗ പറയുേآാൾ ൽ z 2 
നി്ؗ വരുؗു, മെئാؗുമب, നി׹ൾ ൽ നി്ؗ സٔയം ഗുണിുׯകയാണ്. ഇേؚാൾ നി׹ൾ കാണുؗ z 3 z-
പവർ 3 എടുുؗുׯ കّൂബ് ഒ്ؗ ആെണ്ؗ പറയൂ, അതിനാൽ അത് ഒؗാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം, z2 
അതിനാൽ നമു്ׯ നിരീײണം തുടരാം നാല് ന് തുലّമായ പവർ നാല് ഒؗിന് തുലّമാണ്, n z 
നാലാമെ؋ ശװി ഒؗായിരിؗുׯ എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളും എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
േചാദിുؗുׯ ശരി, അതിനാൽ വീ؇ും ആശയം ഞ׹ൾ അേത നിരീײണം ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു , 
അതായത് നി׹ൾ േകാണിെന നാലായി ഹരിׯാൻ േപാകുؗു, അത് ഞ׹ൾ്ׯ ൈപ ആയി ലഭിുؗുׯ, 
അതിനാൽ رിരرിതിയായി ഞ׹ൾ നിരീײിؗുׯത് നി׹ൾ ഒ്ؗ എടുുׯേآാൾ പറയുക z ah 
എؗതാണ്  ഒെؗؗ നിലയിൽ ഇത് എبായ്േؚാഴും ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനർ،ം 
ഒ്ؗ എبായ്േؚാഴും അടിرാനപരമായി ഇത് തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ് , തുടർ്ؗ 
നأൾ െകാ؇് േചർുؗുׯ, ഇത് ഇത് ൈമനസ് 1 ഉം ൈമനസ് ഉം ആണ്, കൂടാെത ആരുെട pi 2 i , i 
ശװി നാല് നൽകുؗു എ്ؗ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും. ഒ്ؗ അതിനാൽ ഇവിെട 
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നأൾ അത് കാണുؗു  ഒ്ؗ ര؇് ആണ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ നാല് ആണ് ൈമനസ്, ഇേؚാൾz one z iz z 
ശരിയാണ് നأൾ ഇതുവെര നിരീײി׺െതؓും നമു്ׯ അത് ഒരു െപാതു െْഫയിമായി എഴുതാം, 
അതിനാൽ ഐകّ؋ിന്െറ േവരുകൾ കെ؇؋ാനുت ഞ׹ളുെട താൽؚരّം ഞ׹ൾ nth 
പരിഗണിുؗുׯ . പവർ നൽകുؗ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇് എؗാണ് nth 
അർ،മാؗുׯത്, ഇേؚാൾ നأൾ നിരീײിؗുׯെതؓും ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯക , ഒ്ؗ ര؇് k pi 
ന്െറ എ്ؗ എഴുതാം കൂടാെത എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ ഇതിേല്ׯ cos i sine to k pi ok 
േപാകുؗതിന് മു്آ ഞാൻ കുറ്׺ േചർׯെ؂  മുآെ؋ ൈسഡിേല്ׯ കൂടുതൽ അഭിْപായം ഞ׹ൾ 
ഇവിെട നിരീײി׺ത് ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ നാല് അ׹ׯൾ േപാെലയാണ് ഞ׹ൾ 
കെ؇؋ിയത്, ഇത് മുഴുവൻ സംഖّകൾ മാْതമാേണാ അേതാ അതിലധികവും തൃلിٝകരമാേണാ എؗത് 
നുأെട മനشിെല േചാദّം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഇേؚാൾ ഓർേׯ؇തു؇് നി׹ൾ z 
തിരയുؗ േകാം٧്ع؛ നآർ നമു്ׯ േകാസ് തീئ എ്ؗ എഴുതാം, ഡീെമറി നിയമْപകാരം ഞ׹ൾ തീئ 
പവർ എൻ എ്ؗ എഴുതാം  എവിെട  എؗത് പൂർ؉സംഖّയിൽ നിؗുتതാണ്, k pi k 
ലാളിതّ؋ിനായി , 0 1 2-ൽ നി്ؗ േപാകുക, 
അ׹െനയ׹െനയാണ് നأൾ പറയുؗത്, ഇതിൽ നിؗാണ് നأൾ നിരീײിؗുׯത് , ചില എؗതിന് k 
ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടുؗു؋ എبാ തീئ മൂലّ׹ളും എؓാെണ്ؗ േചാദിׯാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ .  പൂർ؉സംഖّകൾ വളെര സٔാഭാവികമായി നأൾ കാണുؗത് തീئയ് تുׯ തീئയാണ് ,
നأൾ  0 1 2 ൽ നി്ؗ 2 ആയി െകാ؇് തിരെ؁ടു؋ാൽ പിെؗ നأൾ കാണുؗത് ഈ k pi n n 
സമവാകّം ഈ മൂലّ׹െള തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ നമു്ׯ അതിെന സമവാകّം എ്ؗ വിളിׯാം 
തീئ സമവാകّ؋ിനായി ഒരാൾ ഇേؚാൾ ൈകവശം വ׺ിരിؗുׯതിനാൽ ഈ ْപേതّക സമവാകّം 
നേأാട് പറയുؗത് ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ാൻ കഴിയുؗ ഒേരെയാരു മൂലّ׹ൾ ഇവയാണ്, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ നടؗു؋ ആദّെ؋ നിരീײണമാണിത്, അതിനാൽ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ 
പരിഗണിുׯേآാൾ നأൾ അടിرാനപരമായി സമാനമാണ് പവർ തുലّമായിരിׯണം  ഒؗിേനാട് , n 
ഈ സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട വാദം എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദിׯാൻ ْശമിു׺ , തീئ ഈ 
രൂപ؋ിലുتതായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ അവസാനിؚിുؗുׯ , ഇേؚാൾ േചാദّം എبാ 
വّതിരിװമായ തീئ മൂലّ׹ളും എെؓാെׯയാണ്, 
അ׹െന അത് വّതിരിװ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ നൽകുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട പറയും  ഇവിെട 

എؗ നിരീײണം ഒരു ശരിയായിരിׯണം എؗ വُٝു തയാണ് ഞാൻ ഇവിെട ഉപേയാഗിؗുׯത്, mod z 
അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഒؗിന് തുലّമായ ഉപേയാഗിു׺, അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ mod z 
അടിرാനപരമായി ഈ വُٝു ത എഴുതാ؋ത് വّതിരിװമായത് കെ؇؋ാനുت ഞ׹ളുെട 
താൽؚരّം ഈ ْപേതّക ആർഗّുെമന്റിൽ നി്ؗ തീئ മൂലّ׹ൾ ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ 
നിരീײിؗുׯത് തീئ െകെയ 2 െകാ؇് 0 1 മുതൽ ൈമനസ് 1 വെര െകാ؇് നിർവചിുؗുׯ,k pi n n k 
അതിനാൽ ഓേരാ തീئയ്ുׯം 0 മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയുت മൂലّ׹ൾ ഞാൻ േശഖരിുؗുׯ യ്്ׯn ki 
ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ നിർവചിׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ േകാസ് തീئ െക ؛സ് ഐ ൈസൻ തീئ െക 
ഇേؚാൾ വീ؇ും െക എؗത് പൂജّ؋ിൽ നിؗാണ്, ഇത് വّുൽؚؗ؋ിൽ നിؗാണ് എനി്ׯ 
അറിയാവുؗത് , ഈ സംഖّകൾ റൂ؂് ആെണ്ؗ പിؓുടരുؗു.  പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ ഈ ൈമനസ് ഒ്ؗnth n 
വെരയുت എبാ െകയ് ുׯം യുണിئി പവർ ഒരു ശരിയാണ്, ഇേؚാൾ േചാദّം ഇതാണ്, അതായത് n n 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒഴിെകയുت മൂലّം എനി്ׯ എടുׯാനാകുേമാ എؗതിനർ،ം ഞാൻ എടു؋ാൽ k n 
ൈമനസ് ഒؗിൽ കൂടുതേലാ െനഗئീേവാ  ഞ׹ൾ കാണിׯാൻ േപാകുؗു  ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
െതളിയിׯാൻ േപാകുؗ യിൽ ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട അവകാശവാദം zk 
ഞ׹ൾ ഇവിെട കാണിുׯം, എ്ؗ പറയുؗ ഈ െസുئകൾ നി׹ൾ േശഖരിുׯക എؗതാണ് നി׹ൾ zk 
ഓേരാ പൂർ؉സംഖّയ്ുׯം ഇൻഡിജുകളിൽ നി്ؗ നിർجചിؗുׯത്  െന ബؖെؚടു؋ാൻ കഴിയും azk-
, ഇത് 0 1 മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ഉت േകസ് മാْതമായ ഒരു പരിമിതമായ െസ്ئ മാْതമാെണ്ؗ n k z 
ഞ׹ൾ കാണിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഇത് െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ കാണിേׯ؇ത് ഈ െസ്ئ 
മാْതമാണ് ഇവിെട അട׹ിയിരിؗുׯത്  കാരണം , ഈ ْപേതّക പരിമിതമായ സംഖّാഗണം ഇവിെട 
ഉപെസ്ئ ആെണ്ؗ വّװമാണ്, കൂടാെത ഈ ഗണം ഇവിെട അട׹ിയിരിؗുׯതായി കാണുേآാൾ, 
ഇവിെടയുت ഏെത׸ിലും ഘടകം ഈ രൂപ؋ിലുتതാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് 
െതളിയിׯാൻ നമു്ׯ ഒരു പൂർ؉സംഖّ പരിഗണിׯാം. നമു്ׯ അതിെന പൂർ؉സംഖّകളിലുت r 
എ്ؗ പറയാം , ഞ׹ൾ ആയി കണׯാുؗുׯ , അതായത് യ്്ׯ ൽ നൽകിയത് എؗാണ്. zr r pi- n- zr 
അതിനാൽ എؗത് േകٔാ؂് െകാ؇് പറയാം റിൈമൻഡർ സിؑാؓം , എؗത് ഒരു േപാസിئീവ് r n 
പൂർ؉സംഖّയാണ്, കാരണം എؗത് ഒരു റിൈമൻഡർ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ നൽകിയ ഒരു േപാസിئീവ് n 
പൂർ؉സംഖّയാെണ്ؗ പറയാം, ഇവിെട എؗത് പൂർ؉സംഖّയിൽ നി്ؗ ഒരു സംഖّയും പൂജّ؋ിെല q 

മൂലകം മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെരയും ഉتതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ തീئ ഇതുേപാെല ks n n r 
ْപേയാഗിുׯക. ര؇് അതിനാൽ നأൾ നിരീײിؗുׯ ആദّെ؋ ഘടകം ര؇് pi qnk by n, pi q 
 സ് ടു ന്െറ ആണ് , ഒരു ആർഗّുെമന്റ് 2 പൂർ؉സംഖّ ഗുണിതം െകാ؇് വّതّാസെؚ؂ാൽ k pi n pi؛
നമു്ׯ ഒേര സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ് ലഭിുׯകെയ്ؗ നമുׯറിയാം. ഇവിെട ര؇് ന്െറ ന്െറ pi q cos zr 
ആണ്, ؛സ് ؛സ് ടു ന്െറ െകാ؇് നൽകിയിരി؛  ുؗുׯസ് n i sine two pi q k pi n n i sine 2 k 

ഇത് നി׹ൾ്ׯ എഴുതാൻ കഴിയുؗ ഞ׹ളുെട ഘടകമായ അبാെത മെئാؗുമب , ഇത് തീئ pi by n zk 
ആയി؂ാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഞ׹ൾ്ׯ കാണി׺ത് ഏത് പൂർ؉സംഖّയ്ുׯം അനുേയാജّമായ k 

വാദെ؋ നി׹ൾ പരിഗണിുؗുׯ , അനുബؖ സമു׺യം നി׹ൾ നിർവചിുؗുׯ ഇത് ൽ ഒؗിന് z-
തുലّമായിരിׯണം  ഇതിനർ،ം, ഇേؚാൾ നأൾ ഉരു؋ിരി؁ത് ഐകّ؋ിന്െറ ആമെ؋ k so n-
മൂലമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഐകّ؋ിന്െറ േവരുകൾ നിർവചിׯാം, അതിനാണ് പവർ എؗത് n z n 
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ര؇് ന്െറ െകാ؇് ؛സ് ൈസൻ െകാ؇് നിർവചിׯെؚടുؗതാണ് 0 1 മുതൽ ൈമനസ് 1k pi cos n i n 
വെരയുت മൂലّ׹ളുت ന്െറ ര؇് ഇേؚാൾ വീ؇ും നأൾ മു്آ െചᅃٝെതبാം k n- k pi. 
ആവർ؋ിുׯക , ഉദാഹരണ؋ിന് നأൾ എؗതിന് തുലّമായി എടുؗുׯത് േപാെല , അത് n 
നിشാരമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, അത് നമു്ׯ ര؇് തുലّമായി എടുׯാം. ഒؗിന് തുലّമായ n z 
സ്കٔയറിനായി തിരയുؗു, തുടർ്ؗ ഇവിെട ഒ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ സൂചിക z 
െനാേ؂ഷൻ വഴി േനാ؂് നൽകുؗു, അത് ഇവിെട ര؇് ആണ് , ആദّെ؋ മൂലّ؋ിന് പൂജّം ആണ്, z n k 
അതിനാൽ േകാസ് പൂജّം ഒ്ؗ , പാപം പൂജّം പൂജّം അേؚാൾ നി׹ൾ കാണുؗത് ഇതാണ് z one cos of

 സമാനമായി മൂ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ് , pi i sine pi n ,ുؗുׯൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭി ׯസ് എؗത് നമു്؛
സമവാകّ׹ളിൽ ഒؗിന് തുലّമായ കّൂബ് നമു്ׯ സാധാരണമായ ഒؗായി ഇെ്ؗب നമു്ׯ z 
ലഭിുؗുׯ. ന്െറ തുലّമായ ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇് ൈപ െകാ؇് മൂ്ؗ, അത് ഒരു k cos n 
ഇരുപത് ഡിْഗി ؛സ് അبാെത മെئാؗുമب  ഉം ഉം മൂലّ؋ിന്െറ i sine two pi by three z two s k 
മൂലّം ര؇് ആണ്, അത് നാല് ആണ്, ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ pi by three i sine four pi by three 
ഇത് ജّാമിതീയമായി ദൃശّവൽׯരിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നأൾ ഏകതയുെട റൂ؂് nth 
എടുുׯേآാൾ വൃ؋ം വരയ്ؗുׯത് എനി്ׯ വളെര ബുؑിമു؂ാണ്, ശരി നമു്ׯ ഈ വലിയ വൃ؋ം 
ഉെ؇്ؗ സ׸ൽؚിുׯക, ഇേؚാൾ നأൾ നിരീײി׺ത് , ഐകّ؋ിന്െറ റൂ؂് ന് തുലّമായി nth k 1 
കണׯാുׯേآാൾ അത് െകാ؇് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മുഴുവൻ പറയുؗ േകാണും ഉ؇്  n pi 
ര؇് ൈപ ആേണാ ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഇതിെന പദ׹ൾ െകാ؇് െസഗ് െമന്റ് െചുإക, അതിനാൽ n 
ഞ׹ൾ അതിെന തുലّമായി വിഭജിുׯകയാണ് , അതിനാൽ ആെണ׸ിൽ ആെണ׸ിൽ നأൾ n n 8 
േകാണിെന എ؂് െകാ؇് െസെ׶ന്റ് െചإാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈപ എ്ؗ നാലിൽ ലഭിുׯം
 നാല് ൈപ ര؇ായി വിഭജിുׯക, തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഇവിെട ഒരു വിഭജനം ഉ؇ാുׯക , ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് സൂ٣ظമായി പരിേശാധി׺ാൽ , ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ഓേരാ 
െസഗ് െമന്റിനും തുലّമായ ആർ്ׯ നീള؋ിൽ നി׹ൾ ഓേരാ ഡിവിഷൻ േകാണിനും തുലّമായ 
ആർ്ׯ നീള؋ിൽ ഹരിുؗുׯ, കാരണം ഓേരാ തവണയും എؓാണ്  നി׹ൾ്ׯ ഉتത് ആംഗിൾ 2 pi 

ആണ്  ഞാൻ തീ1 ئ എഴുതുേآാൾ 2 ൈപ യും അടു؋ ആംഗിളും േചർׯാൻ േപാകുؗ തീ2 ئ by n n 
ആണ് നി׹ൾ ഈ പദം േചർׯാൻ േപാകുؗത് , അതായത് ര؇് ൈപ ൈബ ؛സ് ടു ൈപ ൻ ൈബ, n 
അതായത് നأൾ തുലّ േകാണാണ് ഇത് േചർׯാൻ േപാകുؗു, അതായത്, ഈ ശിഖര׹ളിൽ ഞാൻ ഒരു 
ബഹുഭുജം േപാെലയുت ഒരു വُٝു വിെന رാപിׯാൻ ْശമി׺ാൽ ശരി, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ലഭിׯാൻ 
േപാകുؗത് ഒരു സാധാരണ ബഹുഭുജമാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന്, ന് തുലّമായ ഒരു ബഹുഭുജം n 8 
 ,ത്, അത് ശരിയാണ്ؗുׯഎؓാണ് ലഭി ׯിൽ എനി്׸െവുؗുׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിׯാപിر
േമാശമായി വര׺ിരിؗുׯ ഈ സർׯിളിൽ നി്ؗ ദൃശّവൽׯരിׯാൻ ْപയാസമാണ്, ശരി ഞാൻ 
ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഈ ബഹുഭുജ؋ിന് എ؂് ഘ׹؂ളുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, കൂടാെത നأൾ 
കാണുؗത് ഓേരാ വശ׹ളും തുലّവും ഓേരാ േകാണുകളും തുലّവുമാണ്  ഏകതٔ؋ിന്െറ ആം n-
മൂല؋ിൽ رാപിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒരു സാധാരണ ബഹുഭുജമാണ് , അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഈ ജّാമിതീയ നിരീײണം എഴുതാം  , ഐകّ؋ിന്െറ ആം േവരുകളുെട ജّാമിതീയ ചിْതം  n-
യൂണിئിൽ ൈസുئകൾ ആേലഖനം െചᅃٝ ഒരു സാധാരണ ബഹുഭുജ؋ിന്െറ ലംബ׹ളാണ് n 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت ശീർഷക׹ളിെലാ്ؗ  നി׹ൾ നിർവചനം തിരിെക േനാുׯകയാെണ׸ിൽ z 
ഒ്ؗ , പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േകസ് എؗതിന്െറ നിർവചനം നിشാരമായ ഒؗാണ്, അത് ഒؗാണ്, z k z 

ആെണ്ؗ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം. ര؇് ൈപ ൈബ ؛സ് ഐ ൈസൻ ടു ൈപ ൈബ one z one cos n n 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ പവർ ഒരു സ്കٔയർ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഡി േമാറിസ് േഫാർമുല ْപകാരം നമു്ׯ z 
ലഭിؗുׯത് , ആർഗّുെമന്റിെന ശװി വർؑിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ നാല് ൈപ െകാ؇് n 
ലഭിുׯം , കൂടാെത ഞാൻ നാല് ൈപ െകാ؇് അെ׸بിൽ ഇൻ ൈസൻ െചുؗുإ  െപാതുവായി ഞാൻ n n 

പവർ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, േമാറിസ് േഫാർമുലയിലൂെട നമു്ׯ ര؇് ؛സ് kth d k pi n i sine two 
ലഭിുؗുׯ  ഏകതٔ؋ിന്െറ േശഷിؗുׯ റൂ؂് ഇത് ജനേറ്ئ െചᅃٝതാണ്, അതിനാൽ k pi   nth z1 

ഞാൻ െസ്ئ എഴുതിയാൽ യൂണിئിന്െറ റൂ؂് യൂണിئിന്െറ റൂ؂് ആണ്, അത് അب nth nth z z one z two
ആണ്, 
അ׹െന ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ഇത് ഇസഡ് വൺ പവർ സീേറാ ആണ് നൽകുؗത്, അത് ഒരു പവർ zn 
സീേറാ വൺ, ഇസഡ് വൺ പവർ വൺ നമു്ׯ ഒ്ؗ ലഭിുׯം  െസൽഫ് വൺ പവർ ര؇് നമു്ׯ z z z 
ര؇് , ഒരു പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ നമു്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭിുؗുׯ , അതായത് ഐകّ؋ിന്െറ z n zn 

◌ാമെ؋ റൂ؂്, നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ മാْതേമ ഉൂتെവ׸ിൽ, എؗ മൂലക؋ാൽ ഇത് n- z z one 
സൃذിׯെؚടുؗു എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്.  േശഷിؗുׯ മൂലക׹ൾ ഇؗെױ ؋ാشിൽ അതിന്െറ 
ശװി എടുുؗുׯ , ഞ׹ൾ ഐകّ؋ിന്െറ ആം റൂ؂് അവതരിؚിു׺, അതിൽ ഐകّ؋ിന്െറ ആംn- n-
റൂ؂ിനായി വّതിരിװമായ ഘടക׹ൾ അട׹ിയി؂ുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝു , കൂടാെത െസ്ئ n 
ഒെരാئ മൂലക؋ാൽ സൃذിׯെؚടുؗു, ഉദാഹരണ؋ിന് ബാׯിയുت എبാ ഘടക׹ളും z 
സൃذിുؗുׯ.  അതിനാൽ ഐകّ؋ിന്െറ ആം മൂല؋ിന്െറ മ്ئ ഗുണ׹ൾ അടുױ ؋ാشിൽ n-
ഞ׹ൾ തുടരുؗു നؕി 
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