
 નમչતે િવԾાથӯઓનું અગાઉના લે՘ચરમાં જિટલ સં՚યાઓ પરના Ԑવચનમાં չવાગત છે અમે જિટલ સં՚યાઓની Ԏુવીય રજૂઆત રજૂ 
કરી હતી, ચાલો મને જિટલ સ՚ંયાનું Ԏુવીય Ԑિતિનિધըવ યાદ કરીએ, આપેલ કોઈપણ જિટલ સં՚યા Ԑિતિનિધըવ ગુણાકાર કોસ z r 
થીટા વԱા થીટા Հારા આપી શકાય છે ԧાં  એ i sin r 
મૂળથી આ જિટલ સ՚ંયા સુધીનું અંતર સૂચવે છે અને થીટા એ દલીલ સૂચવે છે જ ેશլૂય અને બે ની વ՞ચે છે અને મને ફરીથી યાદ pi 
કરવા દો કે સમાન સ՚ંયા  ને કારણે અલગ કોણ હોઈ શકે છે અને આ સામિયક ફં՘શનને પીિરયડ બે સાથે સહી કર ેછે જથેીcos pi 
કરીને  એનો અથӪ એ છે કે સમાન રજૂઆત િવિવધ થીટા મૂճય માટે ધરાવે છે ԧાં દલીલ ફરીથી આ થીટા વԱા બે ԧાં k pi k 
કેટલાક પૂણાӭક માટે ચાલો આપણે ફરી એક સરળ ઉદાહરણ જોવાનો Ԑયાસ કરીએ જથેી ԧાર ેઆપણે કોઈ િબંદુને իયાનમાં લઈએ 
ըયાર ેકહીએ કે જિટલ નંબર એક વԱા આપણી પાસે છે .i 
  છેճલા વગӪમા ંઆપણે જોયંુ કે કોણ થીટા છે તે ચાર અથવા 45 િડԆી છે અને આપણે જ ેઅવલોકન કરીએ છીએ તે તમે 2 pi k pi
ઉમેરી શકો છો તેનો અથӪ છે.t 
 આ ચોԜસ ધરીમાથંી ટોપી આપણે આ િબંદુને આ રખેામાં 360 િડԆી સાથે ઉમેરવાની જમે પણ જોઈ શકીએ છીએ, એકવાર તમે 
360 િડԆી Հારા ફેરવો ըયાર ેતમે તે જ չથાને પહોચંો છો અને તે આ સામિયક કાયӷ Հારા Ԑિતિબંિબત થાય છે, આપણે જોઈએ છીએ કે
સમાન થીટા બે સાથે ઉમેરા સાથે હોઈ શકે છે બરાબર તો ચાલો જોઈએ કે વધુ એક િબંદુ કે જનેે હંુ તેના જોડાણ તરીકે k pi 
ગણવામાં આવે છે તે અԟમાથંી બનેલો એક ઓછા કોણ છે આપણે જોઈએ છીએ કે તે 2 ઓછા બાય 4 છે.x i pi pi 
  અહી ંકોણ તે 2 માઈનસ બાય 4 છે અને જ ેસાત બાય ચાર જટેલો છે તે જ ખૂણો  અԟમાથંી ઘિડયાળના કાંટાની pi pi pi x 
િદશામા ંલઈને સમӾ શકાય છે જનેે આપણે માઈનસ પાઈ બાય ચાર દશાӪવીએ છીએ તેનું કારણ તમે અહી ંજુઓ છો ԧાર ેઆપણે 
હોઈએ છીએ  અԟના ખૂણોને માપવા માટે આપણે ઘિડયાળની િવԀԺ િદશામાં કોણ બનાવીએ છીએ જ ેઘિડયાળની િવԀԺ x 
િદશામા ંછે જથેી આપણે કોણને માપવા માટે હકારાԵક માગӪ તરીકે લઈએ છીએ હવે આપણે િવԀԺ િદશામાં જઈ રՑા છીએ
 તેથી આ રીતે આપણે છે  માઈનસ ને 4 વડે સૂચવીએ અને અહી ંજો આપણે આ થીટા વેճયુના સંદભӪમા ંલખીએ તો આપણે જેb pi 
જોઈએ છીએ તે 1 ઓછા છે અને રજૂઆત જિટલ સં՚યાના મોեયુલસને દશાӪવે છે જ ેi r 

બાય 4 વԱા સાઈન 7 નું મૂળ 2 છે.7 pi i pi cos 
  4 Հારા આપણે એ પણ ચકાસી શકીએ છીએ કે આ થીટા ના સદંભӪમા ંસમાન છે જ ેમાઈનસ પાઈ બાય ફોર છે જ ેમાઈનસ પાઈ s 
બાય ફોર છે વԱા ગણા ઓછા પાઈ બાય 4 આ સરળતાથી ચકાસી શકાય છે કારણ કે તમે જુઓ છો કે ફં՘શન છે  એક સમ i cos 
ફં՘શન અને તે સાઈન ફં՘શનને બેકી ફં՘શન તરીકે વાપરો આનો ઉપયોગ કરીને તરત જ આપણે જોઈએ છીએ કે આ ચોԜસ જթથો 
એક બાદબાકી ની બરાબર છેi 
 તેથી આપણી પાસ ે ની ની િકંમત ચાર બાય ԁટ બે છે અને તે જ રીતે હવે ફરીથી માԋ  ને Ԏુવીય Ԑિતિનિધըવ તરીકે pi cos z 
પુનરાવિતӪત કરો અનլય રજૂઆત કરવા માટે આપણે આપણી ӽતને થીટા મճૂય શլૂયથી બે r cos theta i sin theta 

સુધી મયાӪિદત કરીએ છીએ અને આપણે જ ેઅવલોકન કયુӭ છે તે એ છે કે તે િથટા વԱા ટુ pi k 
સાથે હોઈ શકે છે અને સાથે હવે પૂણાӭકોમા ંબદલાવ આવે છે.pi k 

 શું છે  અમે છેճલા વગӪ Ԑથમમાં જ ેપિરણામોની ચચાӪ કરી હતી તે ઘોઘંાટનું સԋૂ છે જ ેડેમોિરસ ફોձયુӪલા છે અમે બતાյયું કે આ સૂԋનો 
ઉપયોગ કોસ થીટા խલસ આઇ થીટા ઓવર થીટા խલસ થીટા અને અમે આનો ઉપયોગ કરીને અંતે sin n cos n i sine n 
જોયંુ  સંબંધ અમે કેટલીક િԋકોણિમિત ઓળખ મેળવી છે અને હવે અમે આ Ԏુવીય Ԑિતિનિધըવનો ઉપયોગ કેવી રીતે કરીએ છીએ તે 
િવભાજન િવશેની અમારી ચચાӪ ચાલુ રાખીએ છીએ ધારો કે Ԏુવીય Ԑિતિનિધըવમાં એક પર બે જિટલ સં՚યાઓ છે r one cos 

બે વԱા થીટા બે ભાગાકાર theta one plus i sin theta one z two sr two cos theta  i sin 
આપણે સીધો મેળવી શકીએ છીએ ԧાર ેઆપણે r one cos theta one i sin theta one r 2 cos theta 
ટુ વԱા િથટા બે અહી ંઆપણે છેદમાં સંયોજક Հારા յયչત ગુણાંક મેળવી શકીએ છીએ i sin 
તેથી આપણે અંશને પિરબળ સાથે ગુણાકાર કરીએ છીએ કોસ થીટા બે ઓછા સાઈન થીટા બે નું જોડાણ Հારા બારમાં i z z 
િવભાિજત એ બીજંુ કંઈ નથી પણ મોડ ચોરસ છેz 
 તેથી જનેો અથӪ છે કે આપણે જ ેમેળવીએ છીએ તે છે.t 

બે ચોરસ વԱા સાઈન થીટા બે ચોરસ જ ેએક આપે છે અને અંશ અંશનું અવલોકન કરો   he denominator cos theta 
માԋ વાչતિવક ભાગ થીટા 1 પર իયાન કેિլԍત કરો સાથ ેગુણાકાર કરલે છે અને અլય શկદ વԱા cos cos theta 2 sin 

સાથે આવે છે જ ેબીજંુ કંઈ નથી થીટા 1 ઓછા થીટા 2 ની theta 1 sin theta 2 cos
 તેથી વાչતિવક ભાગ આપણને થીટા 1 ઓછા થીટા 2 વԱા સાઈન થીટા 1 ઓછા થીટા 2 ની મળે છે.i cos 
 તો ચાલો આપણે બે જિટલ સં՚યાના ગુણાકારને યાદ કરીએ જ ેઆપણે અવલોકન કયુӭ છે કે આપણે ની તીԙતાનો ગુણાકાર કરીએ r 
છીએ  એક આર બે અને પછી ખૂણાઓનો સારાંશ કરવામાં આવે છે હવે આપણે જ ેઅવલોકન કરીએ છીએ તે કોણ બાદબાકી થાય છે
ԧાર ેઆપણે ભાગાકાર કરીએ છીએ ըયાર ેચાલો એક સરળ ઉદાહરણ કરીએ એકને એક વԱા અને બે ગણીએ કારણ કે હંુ z i z 
આ સં՚યાઓ કઈ છે તે ભૌિમિતક રીતે જોઈએ  ઓગӪન խલેનમાં રજૂ થાય છે આપણી પાસે અહી ંԞાંક િબંદુ વન વԱા છે જ ેકોણ i 
45 િડԆી બનાવે છે અને જ ેi 
હવે ભાગાકાર Հારા નેવું બનાવે છે તે આપણે જોયંુ છે કે આપણે તેના મોեયુલસ મોեયુલસને િવભાિજત કરવાની જԁર છે એક Ԁટ z 
બે છે અને ટુનું મોեયુલસ હવે એક છેz 
 તેથી સૌ Ԑથમ આપણે Ԏુવીય չવԁપમા ંલખીએ કે એક છે મૂળ બે બાય ફોર વԱા બાય ફોર અને ટુ z cos pi i sin pi z 
એ મોեયુલસ એક છે અને બે વԱા સાઈન પાઈ બાય બે હવે િડિવઝનમાં આપણે કોણ બાદબાકી કરવાની જԁર છેcos pi  i 
 તેથી આ આપણને કોસ માઈનસ પાઈ બાય ફોર વԱા સાઈન માઈનસ પાઈ બાય ફોર આપે છેi 
 તેથી આપણે જ ેમેળવી રՑાં છીએ તે માઈનસ 45 િડԆી સાથે વ՘ેટર છે જમે મӱ ઉճલેખ કયӷ છે .
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  બાદબાકીનું િચՏ સૂચવે છે કે તે ઘિડયાળની િદશામાં અԟથી માપવામાં આવે છેx 
 તેથી એક વ՘ેટર તે 45 િડԆી સાથે િવԀԺ િદશામાં ӽય છે
 તેથી ફરીથી અહ જમે કે આપણે અગાઉની չલાઇડ નોիંયું છે તે 1 બાય ԁટ 2 છે અને અહી ંતે ઓછા છે  ԁટ 2 Հારા 1.

 તેથી તમે જ ેમેળવો છો તે માԋ માઈનસ વન માઈનસ સાચો છેi 
 તેથી હંુ અહી ંએક સરળ િટխપણી કԀં કે આપણે જ ેઅવલોકન કરીએ છીએ તે છે ԧાર ેઆપણે િવભાӾત કરીએ છીએ ըયાર ેઆપણે 
અવલોકન કરીએ છીએ કે તે એક Հારા બે Հારા આપવામાં આવેલ મોեયુલસ છે અને આપણે  ӽણો આર વન શું છે તે વનનું r r z 
મોեયુલસ છે અને ટુનું મોեયુલસ અને વન ઇձપો છે  પોઈլટ હંુ ઉճલેખ કરવાનું ચૂકી ગયો કે અમે મૂળભૂત રીતે ટુ z rtant z s 
નોન શૂլય વડે િવભાજન કરીએ છીએ ઠીક છે આ હંમેશા માԋ ըયાર ેજ કહેવામાં આવે છે માԋ તે અથӪપૂણӪ છે અને એક વધુ ટીકા જ ે
ડેમોિરસ ફોձયુӪલાને િવչતૃત કર ેછે
 તેથી ԧાર ેઆપણે પાવર નો િવચાર કરીએ છીએ અમે થીટાની խલસ જોવા જઈ રՑા છીએ z n cos i sin theta 
જમેાં છે માઈનસ 1 માઈનસ 2 આમ બરાબર માઈનસ વન તેનો અથӪ એ છે કે મને માફ કરોn n 
 તેથી તે પાવર માઈનસ વન છે જ ે Հારા એક છે જનેો અથӪ છે કે તમે થીટા Հારા ભાગાકાર કરો છો વԱા િથટા z z cos i sin 
વનને જિટલ સં՚યા તરીકે પણ ગણવામાં આવે છે ԧાં ખૂણો માԋ શլૂય છે જનેો અથӪ થાય છે કે તમે જ ેઅવયવ મેળવવા જઈ રՑા c 
છો તે આ માટે છે આપણે દરકે અવયવ માટે મોեયુલસ એક છે
 તેથી તે માԋ એક પછી એક છે અને  આપણે નંબર 1 બરાબર માટે કોણમાંથી કોણ બાદબાકી કરવાની જԁર છે તે માԋ 0 ઓછા 
થીટા વԱા સાઈન 0 ઓછા થીટા છેi 
 તેથી તેનો અથӪ એ છે કે તે ઓછા થીટા વԱા માઈનસ થીટા ની િકંમત છે બરાબર માઈનસ 1 માટે આપણને આ મળે છે i sin n 
અને તે જ રીતે કરીને આપણે ચકાસી શકીએ છીએ તે પાવર માઈનસ 2 આ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ 1 બાય ચોરસ છે જ ેએક બાય z z 

મા ંએક બાય છે અમે ફԝ નોիંયું છે કે દરકે પિરબળ z z 
ઓછા થીટા વԱા સાઈન માઈનસ થીટાના કોસ તરીકે આવે છે તે મૂળભૂત રીતે તે જ પિરબળ ચોરસ છે જ ેઆપણે મૂળભૂત રીતે i 
ӽણીએ છીએ ડી મોિરસ સԋૂ Հારા જ ેઆપણે ધન પૂણાӭક માટે 
મેળյયું છે તે આપણને માઈનસ 2 થીટા વԱા સાઈન માઈનસ 2 થીટાના તરીકે મળે છેi cos 
 તેથી ઇլડ՘શન Հારા આપણે બતાવી શકીએ કે ԧાર ે નકારાԵક પૂણાӭક હોય ըયાર ેઆપણે બતાવી શકીએ કે તે થીટા વԱા n n i 
ની છે  થીટાcos sine n 
 તેથી પિરણામ ԁપે આપણે પહેલાથી ચકાસાયેલ હકારાԵક પૂણાӭકોને જોડીને હવે આપણે નકારાԵક પૂણાӭકો માટે ચકાસણી કરી છે
 તેથી આ બેને જોડીને આપણે જોઈએ છીએ કે માટે પૂણાӭકનો છે આમ સંબંધ ધરાવે છે જ ે છે n cos theta plus i sin 

ની આપે છે  થીટા વԱા સાઈન થીટા હવે ચાલો એક સરળ ઉદાહરણ કરીએ આપણે કહેવા theta power n n cos i n 
માગંીએ છીએ કે 1 વԱા ԁટ 3 પાવર વԱા 1 ઓછા ԁટ 3 પાવર માટે મૂճયની ગણતરી કરો અને આપણે જ ેӽણીએ i n i n 
છીએ તે આ માટે Ԏુવીય રજૂઆત છે.
 અમને જԁર છે  Ԑથમ મોեયુલસ મોեયુલસને બે તરીકે 
ગણવા માટે અને આપણે થીટા થીટાની ગણતરી કરવાની જԁર છે આપણે ચકાસી શકીએ છીએ કે તે બાય ԋણ છેpi 
 તેથી અહી ંતે ટૅન ઇլવસӪ કહેવા માટે છે આમ આપણી પાસે બાય ԋણ છેpi 
 તેથી તે ની વԱા છે  ԋણ સંપૂણӪ શિԝ Հારા એ જ રીતે આપણે 1 ઓછા ԁટ 3 માટે pi cos by three i sin pi n i 
કરવાની જԁર છે
 તેથી ફરીથી મોեયુલસ એ જ છે જ ે2 છે અને કોણ છે જો તમે અવલોકન કરો છો કે તે માԋ ઘિડયાળની િવԀԺ િદશામાં છે
 તેથી તે માԋ અરીસાની છબી છે તે એક જોડાણ છે
 તેથી તે 1 વԱા મૂળ 3 છે અને આ એક બાદબાકી મૂળ ԋણ છેi pi 
 તેથી જો આ બાય ԋણ છે તો આ ખૂણો ઓછા બાય ԋણ છેpi pi pi 
 તેથી આ માઈનસ બાય ԋણ વԱા સાઈન માઈનસ બાય 3 છે pi i pi 
ડેમોિરસ ફોձયુӪલા Հારા પાવર જ ેઆપણે અવલોકન કરીએ છીએ તે અહી ંજթથો છે તે બે ઘાત છેn n 
 તેથી દલીલ શિԝ દલીલમાં ગુણાકાર સાથે ӽય છેn n 
 તેથી આપણને વડે મળે છે આ Ԑથમ છે  ટમӪ અને બીӾ ટમӪ 2 પાવર માટે અને તે હકીકતનો cos n pi 3 i sin n pi n 
ઉપયોગ કરો
 તેથી લાગુ કરો  તે ફરીથી આ સԋૂ આપણે જોઈએ છીએ કે આ t cos of minus n pi by three plus i sine n

અને એ સમ ફં՘શન છે અને સાઈન એ એક િવષમ કાયӪ છે એ હકીકતનો ઉપયોગ કયાӪ પછી આપણે જોઈએpi by three cos 
છીએ કે આ બે પિરબળ રદ થાય છે અને આપણે આ શկદનો બમણો મેળવો જ ે ની ઘાત વԱા એક બાય ԋણ છેn pi n cos 
 તેથી ԧાર ેઆપણે જિટલ સ՚ંયાની ઘાતની ગણતરી કરીએ છીએ ըયાર ેઆપણે જ ેઅવલોકન કરીએ છીએ તે છે એવંુ લાગે છે કે Ԏુવીય
રજૂઆતનો ઉપયોગ કરીને આપણે સરળતાથી ગણતરી કરી શકીએ છીએ હવે આપણે ચચાӪ કરવા જઈ રՑા છીએ.
  કંઈક જ ેખૂબ જ આકષӪક હકીકત છે જ ેએકતાના મૂળનું મું મૂળ છે તો n
અહી ંԐՇ શું છે કે આપણે જિટલ સં՚યા શોધીએ છીએ જનેી શિԝ Հારા વધે છે તે એક બરાબર આપે છેn 
 તેથી આપણે પૂછવા જઈ રՑા છીએ કે બધી જિટલ સ՚ંયાઓ કઈ છે જનેી શિԝ  મճૂય એક બરાબર આપે છેn 
 તેથી આવી જિટલ સ՚ંયાઓને એકતાનું મું મૂળ કહેવામાં આવે છે હવે ચાલો આપણે અવલોકન કરીએ કે એક વખત આપણે જિટલ n
સ՚ંયાની માંગ કરીએ તો આ સમીકરણને સંતોષે છે, પછી તરત જ તમે અવલોકન કરો કે નું મોեયુલસ એક બરાબર હોવું જોઈએ.z 

Pru
tor
@
IIT
K



  ટી અવલોકન આપણે ધારીએ છીએ કે જિટલ સં՚યામા ં નૉટ છે જમે કે નૉટ પાવર એક આપે છે તો તરત જ અમે az z n 
અવલોકન કયુӭ કે શլૂયનું મોեયુલસ એક હોવંુ જોઈએ,z 
 તેથી આ સમીકરણ પરથી આપણે જોઈએ છીએ કે શૂլય શિԝ નું મોեયુલસ અને એકનું મોեયુલસ આ આવնયક છે.z n 
  સંતુՋ થાઓ અને આપણે ӽણીએ છીએ કે એ પાવર જટેલો જ છે અને એકનું મોեયુલસ માԋ એક છે અને mod zn mod z n 
હવે આ જ છે જ ેઆપણે પૂછી રՑા છીએ તે વાչતિવક સ՚ંયા છે િબન-નેગેિટવ વાչતિવક સ՚ંયા છે જનેી શિԝ Հારા વધારવામાં n 
આવે છે ԧાર ેઆ થશે  એકની બરાબર આ ըયાર ેજ થાય છે ԧાર ેમોડ કંઈપણ એક બરાબર ન હોયz 
 તેથી હવે વાչતિવક સ՚ંયામા ંઆ અવલોકન સાથે ચાલો આપણે સામાլય િકչસાઓ સાથ ેચચાӪ કરવાનો Ԑયાસ કરીએ જમે કે n 
બરાબર ચોԜસ મճૂયો લેવા આપણે અવલોકન કરવાનો Ԑયાસ કરીશું કે સ՚ંયાઓ શું છે.
  આ સમીકરણને ની િનિՆત િકંમત સાથે સંતોષે છે, ચાલો આપણે કહીએ કે આપણે ફԝ બરાબર એક બરાબર કહીએ સાથે n n 
શԁ કરીએ, જો એકની બરાબર તો મૂળભૂત રીતે આપણે જ ેમાԋ એક વધારીએ છીએ તે કહેવું જ જોઈએ આ તરત જ સૂચવે છે કે તેn 
એક છે એક જિટલ સં՚યા માԋ એક બરાબર છે,
 તેથી હવે સૌ Ԑથમ હંુ ફԝ તે અવલોકનનું પુનરાવતӪન કԀં કે ԧાર ેઆપણે એકતાના મા મૂળને શોધી રՑા છીએ ըયાર ેકોઈપણ n
જિટલ સં՚યા આ સમીકરણને સંતોષે છે તો પછી કહો કે જિટલ સં՚યાના અનુԁપ મોեયુલસ એક હોવા જોઈએ જનેો અથӪ થાય છે  
એકમ વતુӪળ પર સૂઈ ӽઓ ઠીક છે,
 તેથી હવે મӱ બરાબર એક લીધો છે તો તેનો અથӪ એ છે કે માԋ એક િબંદુ જ ે બરાબર એક છે હવે જો હંુ બરાબર બે લઈશ તો n z n 
અમે માગં કરી રՑા છીએ કે ચોરસ બરાબર એક અને સરળ કહો અવલોકન આપણે જોઈ શકીએ છીએ કે આનો અથӪ બરાબર z z 
વԱા કે બાદબાકી એક છે
 તેથી ચાલો આપણે કહીએ કે Ԑથમ સ՚ંયા એક છે અને બીӾ સ՚ંયા બાદબાકી વન છે તો આપણે શું અવલોકન કરીએ છીએ ԧાર ે
આપણે બરાબર બે લઈએ છીએ અને આપણે પૂછીએ છીએ કે બધા જિટલ શું છે? સ՚ંયાઓ જનેો વગӪ એક છે તે આપણે અવલોકનn 
કરીએ છીએ કે ԧાર ેઆપણે ને એક ને એક બરાબર માઈનસ એક ગણીએ છીએ ըયાર ેતે આ સમીકરણને બરાબર સંતુՋ કર ેz z z 
છે
 તેથી કોઈક રીતે આપણે જ ેકહીએ છીએ તે અવલોકન કરીએ છીએ તે 360 િડԆી આપેલ છે તે કોઈક રીતે ફԝ બે બરાબર િવભાિજત 
થાય છે
 તેથી અહી ં તે 360 િડԆી જવેું છે તે માԋ એક વડે ભા՛યા પછી માԋ એક પિરબળ મેળյયું હવે આપણી પાસે શિԝ બે છે પછી આપણે 
ԋણ સાઠ િડԆીને બે અવયવમાં િવભાિજત કરી અને જ ેમૂળભૂત રીતે એક પિરબળ જવેો છે જ ેસમાન ખૂણા પર દેખાય છે જ ે અને pi 
બીજો છે  એક જ ેશլૂયમાં દેખાય છે જો તમે ફરીથી Հારા ફેરવો તો આપણને 360 મળે છે જ ેફરીથી 1 બરાબર છેpi 
 તેથી હવે આ અવલોકન સાથે આપણે ફԝ બરાબર 3 માટે િવચાયાӪ વગર જ લખીશું.n 

 તેથી આપણે ને ԋણની બરાબર ગણીશું અને આપણંુ  ԐՇ એ છે કે બધી જિટલ સં՚યાઓ કઈ છે જનેી ઘન શિԝ એક બરાબર છેn 
 તેથી િવચાયાӪ િવના હંુ ફԝ અગાઉના અવલોકનને લાગુ કરવા જઈ રՑો છંુ કે આપણે આ 360 અંશના ખૂણાને ԋણ ભાગોથી 
િવભાિજત કરવાના છીએ
 તેથી ԧાર ેહંુ ભાગીશ ըયાર ેજ ેમૂળભૂત રીતે કંઈક આપે છે જ ેિડԆી તરીકે 120 છે પછી જો હંુ સરવાળો કԀં તો તમને અહી ંબીӾ ટમӪ 
મળશે હવે મને ખાતરી નથી કે તેની શિԝ એક બરાબર આપે છે કે કેમ પરંતુ હવે તમે માԋ જુઓ છો કે તમે ફԝ જુઓ છો કે તમે માԋ
Ԏુવીય લખવાનો Ԑયાસ કરો છો Ԑિતિનિધ  આ સં՚યા માટે રોષ શું છે તે શું છે ચાલો આપણે કહીએ કે ડુ એ z one as one z 
કોણ સાથેનો શկદ છે જ ેકોસ છે ըયારથી આપણે મોեયુલસ વનમાંથી એક િબંદુ એકિԋત કયӷ છે
 તેથી આ સ՚ંયાનું મોեયુલસ એક છે અને કોણ 120 છે  િડԆી વԱા ગુէռા સાઈન 120 િડԆી હવે જો તમે પાવર 3 વધારશો તો i 
આપણે અહી ંડેમોિરસ ફોձયુӪલા Հારા પાવરનો ગુણાકાર કરવામાં આવશે અને દલીલ સાથે આનો અથӪ થાય છે કે એક વીસ િડԆી વԱા 

સાઈન એક વીસ િડԆી પાવર ԋણ જ ેછે દરકે દલીલ માટે ગુણાકાર કરવામાં આવશે જ ેઆપણને ԋણ સાઇઠ આપે છે જ ેમોિરસ સԋૂi 
Հારા ԋણ સાઠ િડԆી વԱા સાઈન ԋણ સાઠ છે i 
તેથી આપણે ӽણીએ છીએ કે આ એક છે અને આ પિરબળ શૂլય છે
 તેથી આપણે શું અવલોકન કયુӭ છે  શું બે Ԟુબ એક આપે છે તે જ રીતે એક ԋણની ચકાસણી કરી શકે છે જો તમને યાદ હોય કે z z 
આપણે કેવી રીતે અરӾ કરીએ છીએ તે કહો કે આપણે કેવી રીતે મેળવી રՑા છીએ તે મૂળભૂત રીતે કોણ છે ԧાં સમાન રીતે 
િવભાિજત થાય છે જનેો અથӪ છે કે તમે આ ચોԜસ રખેામાથંી આ િવશેષમાં વધુ એક 120 ઉમેરો અને જો તમે ԧાર ેતમે તેનો ગુણાકાર
કરો છો ըયાર ેતમને યાદ છે કે કોણ સરવાળો થાય છે ըયાર ેબરાબર છે,
 તેથી ԧાર ેકહો કે આ મૂળભૂત રીતે 120 અંશ છે તે માથંી આવે છે અને કંઈ નથી પણ તમે થી પોતે જ ગુણાકાર કરો z 2 z 3 z 
છો 
હવે તમે ઘાત 3 લો છો તમે જુઓ છો કે દરકે કહે છે  કહો કે Ԟુબ એક છેz2 
 તેથી આપણે જોઈએ છીએ કે તે એક છે તો હવે આપણે તે જ કરીએ કહીએ કે બરાબર ચાર ની ઘાત ચાર બરાબર એક માટે n z 
અવલોકન ચાલુ રાખીએ આપણે હવે પૂછીએ છીએ કે બધી જિટલ સં՚યાઓ કઈ છે જનેી ચોથી ઘાત એક છે  ઠીક છે તો ફરીથી િવચાર 
એ છે કે આપણે એ જ અવલોકન લાગુ કરવા જઈ રՑા છીએ કે તમે કોણને ચાર વડે ભાગવા જઈ રՑા છો જનેાથી આપણે તેને pi 
તરીકે બે વડે મેળવીએ છીએ, જ ેિડફોճટ તરીકે છે જ ેઆપણે અવલોકન કરીએ છીએ ըયાર ેતમે એક કહો છો.z 
  એક તરીકે તે હંમેશા આ સમીકરણને સંતુՋ કર ેછે
 તેથી જનેો અથӪ એ છે કે એક હંમેશા એક જિટલ સં՚યા છે જ ેઆને સંતોષે છે અને આગળ આપણે ને 2 વડે ઉમેરીએ છીએ જ ેpi i 
છે અને આ માઈનસ 1 અને માઈનસ છે અને આપણે સરળતાથી ચકાસી શકીએ છીએ કે કોની શિԝ કહે ચાર આપે છે એકi 

Pru
tor
@
IIT
K



 તેથી અહી ંઆપણે તે એક જોઈએ છીએ  એક બે છે ԋણ છે બાદબાકી એક ચાર છે માઈનસ ઠીક છે હવે આપણે z z iz z i 
અըયાર સધુી જ ેપણ અવલોકન કયુӭ છે તેને એક સામાլય ԑેમ તરીકે લખીએ 
તેથી અમે એકતાનું મું મૂળ શોધવામાં અમારી Ԁિચ કહેવાનું િવચારી રՑા છીએ n
જથેી અમે જ ેકહીએ છીએ મતલબ કે આપણને એક જિટલ સં՚યામા ંરસ છે જનેી મી શિԝ આપે છે હવે આપણે જ ેપણ અવલોકન n
કયુӭ છે તેનો ઉપયોગ કરવાનો Ԑયાસ કરો હવ ેએકને બે તરીકે લખી શકાય છેk pi plus i sine to k pi ok 
 તેથી આ પર જતા પહેલા હંુ થોડો ઉમેરો કԀં અગાઉની չલાઇડ પર વધુ િટխપણી અમે અહી ંજ ેઅવલોકન કયુӭ છે તે અમને ચાર 
સ՚ંયાઓ જવેી મળી છે જ ેઆ સમીકરણને સંતોષે છે અમારા મનમાં ԐՇ એ છે કે શું આ એકમાԋ પૂણӪ સ՚ંયાઓ છે જ ેતેને સતંોષે છે 
અથવા વધુ બરાબર આ જવાબ નથી
 તેથી તમાર ેહવે આ યાદ રાખવાની જԁર છે જ ેજિટલ સં՚યા તમે શોધી રՑા છો, ચાલો તેને લખીએ અને z cos theta i sin

બાય ડીમેરીના કાયદા Ԑમાણે આપણે ӽણીએ છીએ કે આ theta power n cos n theta plus i sine n 
છે જ ે ટુ વԱા સાઈન બે આપે છે.theta cos k pi i 

ԧાં  એ પૂણાӭક માંથી છે ઠીક છે સરળતા માટે અમે ફԝ 0 1 2 થી ӽઓ અને  k pi k 
 તેથી આગળ કહેવા જઈ રՑા છીએ,
 તેથી આપણે જ ેઅવલોકન કરીએ છીએ તે આમાંથી છે અમે પૂછવા માંગીએ છીએ કે આ સમીકરણ કેટલાક માટે સંતુՋ થાય છે તે k 
બધા થીટા મճૂયો શું છે.
  પૂણાӭકો
 તેથી ખૂબ જ չવાભાિવક રીતે આપણે જોઈએ છીએ કે જો થીટા માટે થીટા જો આપણે 0 1 2 માંથી સાથે સાથે 2 તરીકેk n k pi 
પસંદ કરીએ  
અને
 તેથી વધુ તો પછી આપણે જોઈએ છીએ કે આ સમીકરણ આ મճૂયોને સંતોષે છે
 તેથી ચાલો તેને સમીકરણ તરીકે કહીએ થીટા સમીકરણ માટે એક હવે ધરાવે છે
 તેથી આ ચોԜસ સમીકરણ આપણને કહે છે કે આ એકમાԋ સંભિવત મճૂયો છે જ ેઆ સમીકરણને સંતોષી શકે છે ઠીક છે
 તેથી તે Ԑથમ અવલોકન છે જ ેઆપણે કરીએ છીએ
 તેથી આપણે મૂળભૂત રીતે એવા છીએ કે ԧાર ેઆપણે જિટલ સ՚ંયાને իયાનમાં લઈએ ըયાર ેપાવર સમાન હોવો જોઈએ  એકને n 
અને અમે પૂછવાનો Ԑયાસ કરીએ છીએ કે આ જિટલ સ՚ંયાની દલીલ શું છે અમે અંતમા ંએ િવચારીએ છીએ કે થીટા આ չવԁપની 
હોવી જોઈએ હવે ԐՇ એ છે કે તમામ િવિશՋ થીટા મճૂયો શું છે જથેી તે અલગ જિટલ સં՚યાઓ આપે છે ઠીક છે
 તેથી હંુ અહી ંકહીશ  હંુ ઉճલેખ કરવા માગંુ છંુ કે હંુ અહી ંહકીકતનો ઉપયોગ કԀં છંુ કે અહી ંઅવલોકન જ ેમોડ છે તે એક બરાબર z 
હોવંુ જોઈએ,
 તેથી આ સમીકરણમા ંઅમે મોડ નો એક સમાન ઉપયોગ કયӷ છેz 
 તેથી જ અમે મૂળભૂત રીતે આ હકીકત લખી નથી માંગતા હવે અલગ શોધવામાં અમારી Ԁિચ છે.
 આ ચોԜસ દલીલમાંથી થીટા મճૂયો ઠીક છે
 તેથી હંુ જ ેઅવલોકન કԀં છંુ તે હંુ થીટા ને յયા՚યાિયત કԀં છંુ જમે કે k 

સાથે 0 1 વગેરથેી માઈનસ 1 બરાબર છેk n 
 તેથી હંુ દરકે થીટા માટે માԋ માટે 0 થી માઈનસ 1 ની િકંમતો એકિԋત કԀં છંુ એક જિટલ સં՚યાને յયા՚યાિયત કરી શકે k n ki 
છે
 તેથી ચાલો અને ને અનુԁપ જિટલ સં՚યાઓ յયા՚યાિયત કરીએ જ ે છે હવેzk cos theta k plus i sine theta k 
ફરીથી શૂլય વન વગેરમેાથંી છે આ હંુ જ ેӽણંુ છંુ તે յયըુપિԱમાથંી છે તે અનુસર ેછે કે આ સં՚યાઓનું મૂળ છે  એકતા શિԝ k nth 

એ શլૂય વન થી આ માઈનસ વન સુધીના તમામ માટે એક બરાબર છે હવે ԐՇ એ છે કે શું આ એકમાԋ જિટલ સં՚યા છે n n k 
જનેો અથӪ થાય છે કે શું હંુ ઓછા એક િસવાય મճૂય લઈ શકંુ છંુ કદાચ નકારાԵક અથવા જો હંુ માઈનસ વનથી વધુ લઈ શકંુ n k n 
તો  અમે બતાવવા જઈ રՑા છીએ કે તે માંથી એક સમાન હશે જ ેઆપણે હવે સાિબત કરવા જઈ રՑા છીએ,zk 
 તેથી અમે અમારો દાવો અહી ંબતાવીશું 
કે તમે આ સમૂહો એકિԋત કરો જ ે કહે છે તે જ રીતે તમે તેને દરકે પૂણાӭક માટે થી յયા՚યાિયત કરો છો.zk indiges 

ને સાંકળી શકીએ છીએ અને અમે બતાવવા જઈ રՑા છીએ કે તે માԋ એક મયાӪિદત સેટ છે જ ેફԝ કેસ સાથે સાથે 0   azk z k 
1 થી માઈનસ વન ઓકે છેn 
 તેથી આ સાિબત કરવા માટે આપણે જ ેબતાવવાની જԁર છે તે ફԝ આ સમૂહ અહી ંસમાયેલ છે  કારણ કે તે չપՋ છે કે સં՚યાનો 
આ ચોԜસ મયાӪિદત સમૂહ અહી ંસબસેટ છે અને તરત જ આપણે જોઈએ છીએ કે સમૂહ અહી ંસમાયેલો છે, આપણે બતાવવાની 
જԁર છે કે અહી ંકોઈપણ તըવ તે આ չવԁપનું છે ઠીક છે,
 તેથી આને સાિબત કરવા ચાલો આપણે પૂણાӭક ગણીએ.
 ચાલો આપણે તેને કહીએ કે આપણે કહીએ જ ેપૂણાӭકોમા ંછે અને આપણે ગણીએ જનેો અથӪ થાય છે અનુԁપ થીટા r zr rs 
થીટા એ ને Հારા આપવામાં આવે છે અને અનુԁપ રીતે આપણી પાસે બરાબર છે અըયાર ેઆપણે આ પિરબળ r r pi n zr r

ને અવલોકન કરવાની જԁર છે ok 
 તેથી ને r 
ભાગાંક Հારા કહી શકાય  રીમાઇլડર Ԑમેય કે જ ેકોઈપણ કહો પૂણાӭક છે તે ફે՘ટર કરી શકાય છે કારણ કે એ એક સકારાԵક પૂણાӭકn 
છે જ ેઆપણને રીમાઇլડર સાથ ેઆપેલ છે, 
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ચાલો આપણે કહીએ કે ԧાં એ પૂણાӭકમાંથી સ՚ંયા છે અને તըવ શլૂયથી માઈનસ વનમાં છેk q ks n 
 તેથી હવે ફԝ આ થીટા તરીકે લાગુ કરો બે બાય r pi qnk n
 તેથી Ԑથમ પિરબળ જ ેઆપણે અવલોકન કરીએ છીએ તે બે વԱા બે બાય છે અને આપણે ӽણીએ છીએ કે જો pi q k pi n 
દલીલ 2 પૂણાӭક ગુણાંકથી અલગ હશે તો આપણને સમાન જિટલ સં՚યા મળશેpi 
 તેથી જનેો અથӪ થાય છે નંબર જ ેઅહી ં છે તે Հારા બે વԱા બે બાય વԱા સાઈન બે વԱા બે zr cos pi q k pi n i pi q 

બાય અને અને ફં՘શનની સામિયકતાનો ઉપયોગ કરીને આપણે જોઈએ છીએ કે ચાલો k pi n cos sine cos 2 k pi 
બાય  વԱા બાય આ બીજંુ કંઈ નથી પણ અમાԀં તըવ જ ેતમે લખી શકો છો તેની સાથે સંકળાયેલું n i sine 2 k pi n zk 
છે આ થીટા તરીકે છેk 
 તેથી અમે આપેલ કોઈપણ પૂણાӭક માટે અમને શું કՑું છે તે તમે અનુԁપ સંકુલને յયા՚યાિયત કરો છો તે અનુԁપ દલીલને իયાનમાં લો 
સ՚ંયા આ એક ની બરાબર હોવી જોઈએ  z k
 તેથી જનેો અથӪ છે કે હવે આપણે જ ેમેળյયું છે તે એકતાનું મું મૂળ છે, હવે આપણે એકતાના મૂળને յયા՚યાિયત કરી શકીએ n n 
છીએ કારણ કે તે શિԝ છે તે તે કેસ છે જનેી સાથે બે ની Հારા વԱા Հારા յયા՚યાિયત કરવામાં z n k pi cos n i sine 
આવે છે.
 0 1 થી માઈનસ 1 સુધી ની િકંમતો સાથે Հારા બે n k n k pi .
 હવે ફરીથી ફԝ આપણે પહેલા જ ેકયુӭ છે તેનું પુનરાવતӪન કરો ઉદાહરણ તરીકે આપણે બરાબર એક લઈએ છીએ મને લાગે છે કે તેn 
નӾવી બાબત છે ચાલો આપણે બરાબર બે લઈએ પછી આપણે  જો તમે એકના બરાબર ચોરસ શોધી રՑાં છો તો અહી ંn z z 

એ આપેલ છેone 
 તેથી આપણે આ અનԃુમિણકા સંકેત Հારા કંઈપણ નથી જ ેઆપેલ છેz 
 તેથી અહી ં બે છે અને Ԑથમ માટે મճૂય શլૂય છેn k 
 તેથી શլૂય એક છે અને પાપ શլૂય શլૂય છે એક તો તમે જ ેજુઓ છો તે એ છે કે આ ની છે z pi cos plus i sine pi 
આપણને માઈનસ વન મળે છે તે જ રીતે ની બરાબર ԋણ આપણે જોઈએ છીએ કે જ ેસમીકરણો કે જ ેԞુબ એક સમાન છે તે માટે n 
આપણને કંઈપણ મળે છે જ ેસામાլય એક વન છે.z z 

ની બરાબર એક બરાબર ԋણ k cos n 
 તેથી બે પાઇ બાય ԋણ જ ેએક વીસ િડԆી વԱા િસવાય બીજંુ કંઈ નથી સાઈન ટુ બાય Ԍી અને ટુ જ ે ની િકંમત છે i pi z s k 
બે એટલે ચાર બાય ԋણ વԱા સાઈન ફોર બાય ԋણ હવ ેચાલો આપણે આને ભૌિમિતક રીતે િવաયુઅલાઈઝ કરવાનો pi i pi 
Ԑયાસ કરીએ જથેી ԧાર ેઆપણે એકતાનું નવમું મૂળ લઈએ વતુӪળ દોરવું મારા માટે ખરખેર મնુકેલ છે ઠીક છે, ધારો કે હવ ેઆપણી 
પાસે આ મોટંુ વતુӪળ છે જ ેઆપણે અવલોકન કયુӭ છે ԧાર ેઆપણે એકતાના મા મૂળની ગણતરી કરીએ છીએ ըયાર ે ને 1 ની n k 
બરાબર લે છે તો તે બે પાઇ બાય છેn 
 તેથી આપણી પાસ ેસંપૂણӪ કહે કોણ છે  શું બે હવે તમે આને ની શરતોથી િવભાિજત કરો છો બરાબરpi n 
 તેથી આપણે તેને સમાન રીતે િવભાિજત કરીએ છીએ
 તેથી જો કહીએ કે જો છે તો આપણે કોણને આઠ વડે િવભાિજત કરીશુંn n 8 
 તેથી આપણે કહીએ છીએ બાય ચાર આપણને મળે છે  ચાર પાઇ બાય બે અને પછી તમે અહી ંએક િવભાજન કરો છો અને pi pi 
અમને આ મળી રՑું છે
 તેથી જો તમે આને નӾકથી જુઓ તો અમને જ ેમળે છે તે દરકે સેગમլેટ માટે છે જ ેતમે દરકે ભાગાકાર કોણ માટે સમાન ચાપ 
લંબાઈમાં િવભાӾત કરી રՑાં છો 
બરાબર કારણ કે દરકે વખતે શું  તમારી પાસે કોણ છે તે છે 2 બાય pi n
 તેથી અને  ԧાર ેહંુ થીટા 1 લખું છંુ જ ે2 બાય છે અને આગળનો ખૂણો જ ેઉમેરવા જઈ રՑો છેi pi n 
 તેથી થીટા 2 કહે છે કે તમે આ શկદ ઉમેરવા જઈ રՑા છો જ ેબે બાય વԱા બે બાય છે જનેો અથӪ થાય છે કે આપણે pi n pi n 
સમાન કોણ છીએ  તે બરાબર ઉમેરવા જઈ રՑો છંુ, એટલે કે જો હંુ 
આ િશરોિબંદુઓ પર બહુકોણ જવેા ઑկજ՘ેટ મૂકવાનો ԐયԴ કરીશ તો ઠીક છે, તો તમે િનયિમત બહુકોણ બરાબર શું મેળવશો
 તેથી ઉદાહરણ તરીકે બરાબર 8 માટે જો મને બહુકોણ મૂકવાનું ગમે તો  મને જ ેમળે છે તે બરાબર છે આ વતુӪળમાંથી n 
િવաયુઅલાઈઝ કરવું મնુકેલ છે જ ેખરાબ રીતે દોરવામાં આյયું છે બરાબર હંુ બરાબર છંુ
 તેથી આપણે જોઈએ છીએ કે આ બહુકોણ માટે આઠ તબԜા છે અને આપણે જોઈએ છીએ કે દરકે બાજુઓ સમાન છે અને દરકે 
ખૂણા સમાન છે  આપણે જ ેյયા՚યા મેળવીએ છીએ તે િનયિમત બહુકોણ છે જો આપણે એકતાના મા મૂળ પર મૂકીએ તો ચાલો આ n
ભૌિમિતક અવલોકન લખીએ કે એકતાના મા મૂળની ભૌિમિતક છબી   એ એકમમાં અંિકત સાઇգસ સાથે િનયિમત બહુકોણના n n 
િશરોિબંદુઓ છે.

પર િશરોિબંદુઓમાંથી એક સાથે વતુӪળ  આને આપણે ટીકા તરીકે ઓળખીએ છીએ એક ટીકા બે જો તમે વનની  o ne z 
յયા՚યા પાછળ જુઓ તો કેસ ની յયા՚યા શૂլયની બરાબર છે એ એક તુ՞છ છે જ ેએક છે અને ચાલો իયાનમાં લઈએ કે એક z k z 

એક છે ટુ પાઇ બાય વԱા સાઇન ટુ પાઇ બાય હવે જો તમે પાવર વન չՄેર લો તો આપણને મોિરસ z cos n i n z d 
ફોձયુӪલા વડે મળે છે કે પાવર દલીલનો ગુણાકાર થાય છે
 તેથી આપણને બાય વԱા સાઇન ફોર પાઇ બાય અથવા ઇન મળે છે  સામાլય જો હંુ પાવર લઉં cos four pi n i n kth 
તો આપણને બે બાય વԱા સાઈન ટુ મળે છે ફԝ મોિરસ ફોձયુӪલા Հારા આપણને આ મળે છે ફԝ યાદ કરોk pi n i k pi d 
કે આ શું છે આ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ તમારી છેzk 
 તેથી આપણે જ ેઅવલોકન કરીએ છીએ તે આ ગેસ છે જ ેછે  એકતાનું બાકીનું મું મૂળ તે માԋ Հારા જનરટે થયેલું છેn z1 
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 તેથી જો હંુ સેટ લખું તો એકમનું મું મૂળ એકમનું મું મૂળ છે શું આપણે સેટ કયુӭ છે જ ે બે છે અનેn n z naught z one z 
 તેથી માઈનસ વન સુધી આ ફԝ Հારા આપવામાં આյયું છે એક શિԝ શլૂય એટલે કે એક શિԝ શլૂય વન અને એક zn z z 
શિԝ એક આપણને એક તે મળે છે  સճેફ વન પાવર બે આપણને બે મળે છે અને વન પાવર માઈનસ વન મળે છે z z z z n 
આપણને માઈનસ વન મળે છે એટલે કે એકતાનું મું મૂળ તે ફԝ આ તըવ વન Հારા જનરટે થાય છે જો તમારી પાસે ફԝ zn n z z 
એક હોય તો અમે ફԝ ગણતરી કરી શકીએ છીએ .
  બાકીના તըવો માԋ તેની શિԝ લઈને આજના વગӪમા ંઅમે એકતાનું મું મૂળ રજૂ કયુӭ અને અમે હમણાં જ ચચાӪ કરી કે તેમાં એકતાનાn

મા મૂળ માટે અલગ તըવો છે અને સમૂહ એક તըવ Հારા જનરટે થાય છે ઉદાહરણ તરીકે એક બાકીના બધા તըવો પેદા કર ેછેn n z 
 તેથી 
 તેથી અમે આગલા વગӪમા ંએકતાના મા મૂળના અլય ગુણધમӷ ચાલુ રાખીએ છીએ તમારો આભાર n
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