
 హ޳࢑ ࡹङ ङߕగత ఉప ࡱबࡏ సంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల ࠪݡङ ల࣒ మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సంߖڜ ࡹऒ  ऴߦథࠫక 
అసࠪనతలߘ చࡍऐ ంۧ࠭ , ڒం߭ऱڡझ  సంఖङ కएࡅ   ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ  x ࠾ࡍబܽद  మڒ ,࠭

࢐సफవ ߘంݟ మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న మ࠾ࡍ లڕ సࠪన࠳న సంړ ऱషद సంఖङ भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ం.y x y z y x 
 సంఖङ ړసం ࡍࣃఒక ࡱ ऱషद సంఖङ छࡌన తݟంచబ޴అం ޜ త, మనం ߖ޵ऒ  ఆర न࡛ x y ޜ ࠪڒ న జతࣄۯ 
అߘబం߅ంచగలమߖ మనࣆࡱޘ ڕ, అం݄ మనం ఈ ࠼ߦం࢑ࠪ ߖ ݋నంࡹ అߘబం߅ంచగలమߖ అర बం, 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ݋ం࠼ߦ మనం ߖߖ޵ ࠭, ఇ޴  ప ऱ࣒  ఎకए  z x iy x x ߘ࢓޶ంࠉ మనం ఈ ޾ంޔࢂࢗ ړݟ
అࣾంࡹ ऴ߰ڡܐ द ࣄۯనߩओ  x ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ړߖݞంచۨࣇ ޾ణం ఎంత ఉంܿంࠪࡍప ߖࡹఅࣾం ݡ
ओߩణం ఇࠪࡍప ߖ޵ ࡹశ޴ ࢓ࡱߖ మనం ఇకए ݡ డ గమߖంۯ ఏߕ޼ సంړ ऱషद సంఖङ ࡎڒ మనం ڕ दࣄయߤ y 
 ߮ ऱࡹ ߤ ఒక ࠉంߘ࢓޶ అߘబంࣃ߅फ ࠭.
 మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴށࠪߦకంڴ అࣾం వڝࣆޓ ࡵబޔݡం޴, అޙ࠼ సమతలంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల ࢑వరణࡹ x 
మనం ࢐ ߖߖ޵సफవ అࣾంڴ పࡍగށంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇ޴ ఊࣔతघ క అࣾం మ࠾ࡍ ఇߩओ  ޒऴప ݡ
ړసం ࠭࠲  ࡹ࢑ࠪనం సం ఈڝ ࢓޶ంࠉ ऱషद సంఖङ घ࠲అܿవంܽ స ࠾ࡍంۧ࠭ మ߅బంߘఅ ߘ ళన సంఖङ  
సమతߖ࡮ऒ  ఆࡌठ झڡం߭ऱڒ ޳ࡶ ߤऱ߮ ߤ  ߮ऱߤ అࣃࡱߧ ߖफ  ,ࡏ
ఇߩओ ఇۨऐ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ࡹ࢑ࠪనం ݡ నటऱ࠮ ,  ޙ࠼లం ߘం޷ ݟరం మన࣋࡯ޘ ڕफ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ 
ࡍڷ ݞږ फంచవ۪ऐ भ޳ࡱߧ ߖఅ ܼޓ ࠾ࡍమ ߖߖ޳ , ం, ఇڝ ޴ణం ధߕతघ క అࣿړߖ తۯ ࡏ࠻యబݟం޴ r x 
ऒߕࣆ లం࠮ ߖߖ޵ బܽदڒ ऒߕࣆ ࠪڒ  ړసం ޳ࡶ  ऱషद సంఖङ ऒߕࣆ   అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ ఇߩओ  మనం ݡ
నऒޔࠋۮ ऒߖ޳  भ޳ࡱߧ ߖఅ ݋ం࠼ߦ  ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ ओ߮ۮ మనం ݡ  p r o ݋ం࠼ߦ అం݄  మనం ޴
फనऒࣆࡱߧ ݟంߘ ऒߖࡌ޷ ݟంߘ లం࠮   p ޴ߝఅ ܼޓ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ  ޴फంࣆۨࣇ 
घڻ࣊ ۃంߖ࠼܉ ߤࡷ ۃంߖ࠼܉ ం݋ మړ࠻ ࢟ܽ܊ߦ ࠾ࡍझ झړ࠻ ࡽయࡍ ޳ࡶ ࣒ ࣒ మధङ ऒߖހڝ   op x 
ఇۨऐ ܼޓ ࠾ࡍఆ మ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆۨࣇ నటऱޙ࠼, ఈ అం݄ ఏࠫ݇ మనం ࡍڷ फంచవ۪ऐ , ఇ޴ r x 
సంబంߖ߄ऒ  ऴࣄ࢐ ఉంܿం޴.
ङߙ݃߱ࣝ ޴ߝఅ ܼޓ ࣒ڒ  छ޳ ࣒ ऴపకए ࡌ ఇవछ ߝ బޔݡం޴ 
మనం ۫డవ۪ऐ ߖఅ ڴ࢑ధం޻అ ࠭ޑ޶ం߰ ڴܼޓ ߖ ڕబܽद మనڒ బܽद xڒ  r cos y r sin theta 
ణం ఇۨऐڝ ࠾ࡍరం మ޷ నటऱޙ࠼ మనం ఏࠫ గమࣆߖफߕऒ ओߩఅ ࠵ फࣃऴ࢐ ߖ ݡ r x ࡏ xr cos theta 
మ࠾ࡍ అ޳ ޴ߝछ ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद ߖ޵ అర बం మన సంړ ऱషद సంఖङ  y r sin theta z z r cos ߖ 

 ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ  , ఇకए డ అ࠮ ޴ߝలం ߘంࠉ ݟం޷ ڕ࢓޶రం theta ir sin theta r z 
 ߘܼޓ  ࠾ࡍమ ޶ڒ లంږޒऴప ޴బܽद ఇڒ
ऒߕࣆ వ۪ऐڝࣆޓ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ   మ࠹݅ ߖߖ޵ ࠾ࡍझ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ   అߖ pi r i sin theta 
ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అܿవంܽ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ߤం݄షܐऴపࡍ ࡛࡮߱ 
అంܼࡏ , ఈ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ కएࡅ   z ࡏఅంܼ ߤం݄షܐऴపࡍ ࡛࡮߱ 
ऒߕफࣆ߅బంߘఅ ߘ࢓޶ంࠉ ఒక ࡹ࢑ࠪనం ࠭࠲ ߘంܼڕࣆۯ फࡏڷ ߘߝ ऱࢁబܽद మڒ  x y ࡱڴ࠙ ࠪڒ ࠭
 ࢓޶ంࠉ ఈ ڒఇం ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠬ
छ޳ రం޷ ݟంߘ ܼޓ ణంڝ ࠾ࡍలం మ࠮ రߖ ڴసࠪనం ࡌ प࠼ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠭࠲ r 
మܼޓ ࠾ࡍ అڒ ߝరߖڒऒ  ߰ంߖߖ޵ ,࠭ޑ޶ ऴ߇వ సమనछ యం అࣃࡱߧ ߖफ .ࡏ
 
ࡎڒ ޴నࣄ࡯ޘ ڕమన ࠾ࡍమ ࠲రం ࠪऴత޷ ݟంߘ ణంڝ ࠾ࡍలం మ࠮ दࣄయڝ ߤఆࡍ नࣄ ݋ߝసद࠹ , ఇ޴ x 
ఇవछ ܼޓ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࠪڒ బݟంڒ ޴బܽद మనం ޜ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭.y r su

మܼޓ ࠾ࡍ ఇవछ బݟనటऱޙ࠼, అߩओ ࡎڒ మనం ݡ दࣄయڝ ߤఆࡍ नࣄ ݋ߝసद࠼ߦ ߖࡹ ࠹ంߖ ݋   r r cos 
మڴ ࠾ࡍ అߘబం߅ంచగలమߖ మనం ۫ࣃफ theta y as r sin theta ڕమన ڴదमంࡏ࢑ ړߖ޵ ,࠭ x 

ఇవछ ޜ ࠪڒ బݟందߖ అڕߘం޳ం, ఇߩओ ऴపశऒ ޻ߝందగలం అ߰ ࡮ఎ ߘܼޓ ࠾ࡍమనం ఈ మ ݡ .y r 
 
म޳ࣄ గర࣒ޢ߯ ంతం ޳छ ళࢗ ڵࡍޒ ړߖޑऱ ఈ ۨऴࢁమ ࡌ ऱగల࠭, అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  r x y 
వర ठ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ మనం ࢗంటߝ ऴగࣕంచగల࠭  ڒబܽद ఇۨऐ న ࠮లం ߘం޷ ݟరం ڴࡏߝ xy 
࠭ంڕ޶ ఉంܿం޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ మనం r x y 
గమߖంڴ ࠑ ߖܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ޴ۯ మ޳ ܼޓ ߤࣄ ࠾ࡍछ  x r y y ݡంࡓ ఈ ܼޓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ ࡌ
సࠬకరހలߘ ఏకڒలంࡹ సంతృߧफ పరۧలߖ మనం ۫ࣃफ छ޳ కలపడం ߘలހసࠬకర ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠭  ࡌ
ऒߖހఈ సࠬకర ܼޓ  సంతృߧफ పరۧలࣃ۫ ߖफ ࠭.

ओߩసࠪనం ఇ ړ ړ ࡍߖ ఈ ݡ भషद ࠼ߦంߝڴ࡮ ݋ మ࠾ࡍ ఇۨऐ నటऱࡱ࢑ ܼޓ ޙ࠼వࢗ ߘంటߝ ఎ࡮   x y x y 
గࣃށफ సओ ࠵ షदం࡯ޘ ڴయڒ ޶బܽद ߖڜ ߘߝऒ ࢐ङ రణ߄ࣃ  ఖङ फࣃۯ ࡱ एړࡵ ߖ కߘక ߘ ంۯంڕ޶  t he theta
ऱ࠭ࢇࢗ ړߖ޳ బܽदڒ ంߖڜ ޶ऒ  సం܉थ भ޳ۯ చయంࡍప ߘలߕࠪ ం మనం ధృవ ऴߖޒߦధङ ంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ  ߘ
ऴࣃ࢐फ ࠭, అ޴  ప ऱ࣒  అߖ మࡏࣃ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍऱ అߖ r cos theta ri sin theta r cis theta 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇకए డ మ࠾ࡍ cis theta s  cos theta plus i sin theta theta 
అڒ ࢑ߝం߭ऱڡझ  సంఖङ కएࡅ   ఆࡏठङ छ޳ ݋ం࠱ కएࡅ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࠼ޑంచబడۨࣇ ࡌ ङݡࠪ  ల࣒ z r z 
తపओ  మࡖకܽ ڒద࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭, ఇ޴ పࢣࡍలనڴ ఉం޴ ఇߩओ ऒߖڜ ۯంߖమనం గమ ݡ  రణ߄ࣃ 
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࢐ङ ఖङ छࡌంۨన తࠚరంߦऴ ޜవం߇మనం ऴ ࡱ త ܼޓ ࣒ڒ పऱ࣒  ఐ ܼޓ ߤࣄ ఆవర फߖߕऒ  బܽद ࣒ڒ మߤ࣌ ࠾ࡍ 
ఫంࣾ޳ ߤछ పऱ࣒ ܼޓ ߖߖ޵ ఏࠫటం݄ ޴ۯంߖమనం గమ ࡌ ప ߧ ڙ ݀  ऱ࣒  ఐ ݅࠹झ పऱ࣒ ܼޓ   ߖఅ ߧ ڙ ݀ 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇకए డ ࡌߪप ంڒలࡹ ఉం݄ ڕࣆޓ ܼޓ ߘߝనऒ ओߩ అర ݡ बం ܼޓ ߘߝ ޳ࡶ పऱ࣒  ݀ k r k pi 
ङࠪ ړߖڒల࠮ ఒక ߝఅ ࠾ࡍమ ం݄, అ࢑ڕࣆޓ फࣃۯ ߵ  xr cos theta y r sin thetaࡹటࠪ ࡗమ ,࠼
ओߦۮ లం݄ , ࠭࠲ గమߖం޴ۯ ఏࠫటం݄ , ࡓ ܼޓం޳ ݡछ నऒࠚ ࡌ ంڴ ఉం݄, అڒ ࢑ండం ࠼ߦంڕ ݋ pi 
ࠪङ फࣃۯ ߵ .࠼

ऒߖ޵  మనం ܉ङ అర ࡮ఎ ڴయంޓࠫ बం ڕࣆۯంܼ࠭ ڒబܽद మనڕ ధߕతघ క అࣾం ߘంܼޓ ݟ  xy x 
ऒߖހڝ  ఇۯऐ ओߩఇ  ,޴ఉం ݋ం࠼ߦ   ݡ
छ޳ ݡంࡓ ߘ ࡽړ࣌ ఒక ࡏࠬ ओߩऱనࢀڙࣆޓ ڕ޶ం࠭ ߘܼޓ ऱ, ఆ߯ ఈࢀࢗ ࡌ లవవ۪ऐڜ ߘఖࡔ ޻అ ݡ , pi 
అం݄ ఇܼޓ ޴ పऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ ߘఖࡔ ޻ऱ అࢁమ ݡంࡓ   ݀ వߖހڝ ࡵऒ  pi pi  ޴फంࣆۨࣇ 
అߩओ फࣃۯజత ߘܼޓ ࡽڵం࠻ మనం ఈ ݡ పऱ࣒ ܼޓ ޴అ ڴతంށగڣࡔ ߖߖ޳ ۯంߖబܽद మనం గమڒ ࠭  2 k 

ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߘఖࡔ ޻ం݄ అڕࣆޓ ߖ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄ ࡅకए  ऴపږޒల ࡱ࢑వࡱ ఎ࡮ ఉߕऒ piࡆ k 
भ޳۫ ం, ڒబܽद మనڝ ڕణం ߘܼޓ తߤࡷ ࣋ۯ ࡏ࠻ ఉం޴.
 ఇߩओ ࡍఆڝ వ߇ऴ ޴ఇ ࡹలనࢣࡍప ݡ नࣄ ݋ߝసदܼޓ ࠪڒ ࡹ ࠹ అߕޔࠋۮ ࠭࠲ ߖऒ ࠭, ఇ࠳ ܼޓ ޴న࣒ r r 
ऒߕफࣆށగࡍప ޜ వ అం݄ࡱ࢑ లږޒऴప ߘߝ ,సࠪనం ޜ߯ ݀ ओߩఇ  ߘ k minu ߘߝ ,ఒకܽ ޴ఇ ݡ
మࡖక ޴శߖހڝ ࡹऒ ओߩనۨ࡯ڜ  ంచవ۪ऐߖగమ ޴ఇ ݡ , అ޴ సవङ  ܼޓ ߘߝ ఆ߯ ,޴फంࣆۯ ߯ ݀ న࣒࠳ ࡹశ޴
అߖހڝ ߝऒ फࣃݟܔ   ߘ
మనం ఇకए ࡹబܽद ఇతర ࠪటలڒ డ ఒక కߜछ నलࣆۯ ߤफߕऒ फల మధङڕపం ݡంࡓ  ࠭ ऒߖހڝ  फࣃࡱڜ   ࠭࠲ ,࠭
ࠪ అࣿߖऒ ऒߕࣆ  షएࡍప ڴܼޓ న࠳సࠪన ړ फࣃࡍ ࠭ మࡏࠬ ࠾ࡍ వङ క సవङࡔޒ  x ܼޓ फ࣋࡯ڜ ࡹశ޴ 
సవङ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴࡱ ߤయݟࡔ లږߘࣃ ఉనऒ ࡹశ޴   ఇతర ޴శ࣋࡯ڜ ࡹफ అߩओ  ݡ
ङ߄ߖޒߦమన ऴ ޴అ ࡹశంڒల ऴపږޒణం  ऴపڝ నݟలవబڜ भ޳۫  ޾ࡶ ޾ఉం ڴణంڷߘఅ ړߖ ం.
ఇకए ࠑ ܼޓ ߤܼ     డ ఒకܽ మ࠾ࡍ అ݋ߖ࠿ ޴ߝ ఒకܽ ڒబܽद మనం ޳ 4 ߖ ܼޓछ y x y x s pi ߖఅ ࡌ
फࣃ۫ ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ छ޳ ܼޓ న࣒࠳ మనం ݡ అర ࡌ बం ڕࣆۯనऒ వङ ޴  అం݄ ich ޴ఉం ࡹశ޴ కࡔޒ
छ޳ 4 ߖ న࣒࠳ pi ړߖన అࣿ࠳జߖ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڷࡱߕ ڴ࡮ న࣒࠳ फ࣋࡯ڜ ݟంߘ ߩ࢙ కࡖమ ࡏࠬ ࡌ pi 
సంబం߅ంۨ ఈ ࡔఖ ࡅకए  ऴపࠉޒంబం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ऴపࠉޒంబం ࣋ۯफ అ޴ మన࡛ࠈ ڕ z 
తపओ  మࠬࡔ ఇవछ .޶
 
ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ అޙ࠼ అߘߝ ޴ ऴߦరంࠚంۨన 1 ߖ ప ऱ࣒  ఐڴ ऴߦరంࠚంۨన ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ంࣄ ޜबరంڴ i z
ఉం޳ࡶ ޳ అ޳۫ ߖभ ం , ߘߝ ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం అߖ ऴ࢐࣋फ 2 ݋ࡐ మ޳ ڷࡱߕ ࠾ࡍछ ఉనऒ ࡌ  ణం r piڝ 
ఇߩओ भ޳ށగࡍప ڴ ݋ం࠼ߦ మనం ఒక ݡ ం ࠳న࣒ ࠼ߦ ܼޓంߘ ݋ పࡍగށంచంݟ, అ࣒ڒ  ݋ࡐ ޴ ఆ࠳ ࠆన࣒ 2
పऱ࣒ ࡛ࠂ ࠑ ߯  ఐ ࣒࣌ڒ ࡛ࠂ ࠑ ߯ ߤ ఒక సࡍ ఫంࣾߤ మߤ࣌ ࠾ࡍ అࣄࠐ ޴ߝ ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం޴ , ఇ݋ࡐ ޴ 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ అ࠳ ڷࡱߕ ߯ ࣒ڒ ޙ࠼న࣒ ఐ ࣌ߤ అޔ࢓ం޳ ڷࡱߕ ޴छ తపओ ࡔస ࡛ࠈ ڕమన ࡌ  మࠬࡔpi z 
లࠚంచڒ  ޶బܽद మనం ࠻ంܾ ڒऱڡ ࢙ ऒߖހڝ ࡹశ޴ ࣒ फࣃࡱڜ ࡹల ߤయݟࡔ లږߘࣃ फ࣋࡯ڜ  ࠭ మ࠾ࡍ సవङ
ऒߖހڝ ࡹశ޴ फࣃࡱڜ ࡹల ߤయݟࡔ గܽ࢟ߜ फ࣋࡯ڜ  మߖ ఈ ఉ޳హరణ ࢑వࣆࡍफం޴.
 ఇ޴ ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ంޜ మనం ۫డగڼ࡯ సంࡆగం వࡵ ఖۨऐ తంڴ ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣆफం޴, అڼ࡮ ఈ 
ఉ޳హరణ߄ࣃ ߘరނక޳ࡍभ ం ڒబܽद ڝ ܼޓణంޜ ఉనऒ झڡం߭ऱڒ   ߮ऱࡹ ߤ మనڕ ఒక ࠼ߦం݋ ఉందߖ z 
అڕߘం޳ం, ఇߩओ ऒߝࠈంࠉޒऴప ߖ޳ మనం ݡ .ంܼ࠭ڕࣆޓ 
 

ओߩఇ ࡛ࠈ छߜమన క ޙ࠼అ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ܼޓ ࡽڵం࠻ ޴అ ݡ నल࠳ ߖߖ޳ ߤన࣒ ࣃࡱڜ ڴܼޓफ ࠭z s 
, ఇకए డ మనڕ లࠚంۯ ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ఇ޴  ప ऱ࣒ రछߖ ܼޓ ߤ࣌  చనం r cos theta i 
ऴపڒరం ڝ ߖߖ޵ణంڕࣆޓ ڴం݄ అߩओ  న࣒ z࠳ ࡽڵం࠻ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ࡮ ࠹व߯ ޴फంࣆࠚల ڕమన ݡ
छ޳ ܼޓ ఇవछ ࡌ బݟన సంړ ऱషद సంఖङ , ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅ ܼޓకए  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅ ܼޓకए  ఐ ࣌ߤ ఆࠆ r cos 
తపओ ࡛ࠈ ޴ఇ ,ܼޓ న࣒࠳  మڒ ࠬࡔదࢗ ࠭࠲ ߖంటߝ గమࣃߖफ అర ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭ बం ఏࠫ݇ z 
࢑వࣆࡍफం޴ ࣋  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ  ం݄ r k piڕࣆޓ ߖ 2 
पࡌߪ ంڒలݞږ ࡹ ऴపږޒల సంఖङ లࡌߪ ޜप ంޕࡏࠪ ࡱڒ ఉంܼ࠼.
 

మڴܼޓ ࠾ࡍ మࢁऱ ఇߩओ ړఆస ࠪ ࠭࠲ ݡ फۯ ߖయړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ झڡం߭ऱڒ ࠭  ߮ऱߖࡹ ߤ a y r sin 
ऴప࠼ߦ ޒం࠭࠲ ړ ݋ మܼޓ ࠾ࡍ పరంࠚ࢑ ڴనऒ  ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ఇ࢐छ లڕߘంܿߕऒ ࠭, ఇߩओ  r ߘܼޓ ݡ
పऱ࣒ ܼޓ వచऐڝࣆޓ ڴ   ښఒ ࡹసమయం ښఒ ړߖݞయۯ కవ࡛ ߘ ߤతफం ߮ऱ࠴ ంۧ࠭  ఈߖగమ ࠭࠲ ߖ
  ,k pi ݡంࡓ ۯంۨࣇ ߖ ݋ం࠼ߦ
మనం ఏࠫ ࡯࠻ۯ అం݄ 
ऐࡌࠪ ߘܼޓ సంڝ ࢓మం ߰డࡌ࢑ ݡంࡓ  pi ޜ ݋ߕ ܼޓ ࡏࠬ అం݄ ࡯
పऱ࣒ ݋ߕ ܼޓ ऐࡍࠪ ߖܼޓ ࠪ ࡹంతంߦఈ ऴ ࠭࠲ ࡏంܼڕࣆޓ ߘܼޓ ޜ߯ ݀  నటऱ݋ߕ ܼޓ ޙ࠼ ఏߕ޼
࢐సफవ సంఖङ వ۪ऐڒ   , అ࠴ ޴తफం ߖߕ࢑ࠪऒ  కవ࡛ ࣆۯफం޴ 
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బܽद ࠭ఖङڒ  pi ڴ0 ߘܼޓ ࡏࠬ ڴయకం޳ంऴపࣃ బܽदڒ ࡯ࡌࠪ ࡹమంࡌ࢑ ࢐దన 2 ఏࠫటం݄ ޴న࠳
పࡍగށంచࡏ.
  ఇߘ 0 ޴ం2 ݟ వరڕ మనం మࢁऱ ࡏڷफڕࣆۯం݄, ߖ޵ అర बం మనం ߕࣆ ܼޓऒ  ఉనऒ  ధߕతघ క అࣾం pi x 
వࡵ ऴߦరంభ ࣊ڻघ ంޜ ݋ ऴߦరంࠚంۨ 
, ఆ߯ ࠬࡏ ऴభమణంޜ వङ క సవङࡔޒ ఉనऒ ࡹశ޴  फࣃࡱڜ ࡹށరߏ లږߘࣃ   తफం pi࠴ బܽदڒ ݡంࡓ ࡏ
ऒߖߕ࢑ࠪ  కవ࡛ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ऴపࠪణం ࠳న࣒  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ  ఇకए ݡ డ ࠴తफం చరऐ  pi 2 pi ࡹ
ओߩల అࣾం ఎలऱږߘࣃ ऒߕࣆ ܼޓ ݢ ࡍߖ బܽद ఈڒ  भషद ࡔఖ ఎలऱߩओ ओߩఅࣾం ఎలऱ ݢ ऒߕࣆ ܼޓ ݢ  x x ڴ
పࡍగށంచబޔݡం޴ ఇߩओ ల అర ߤయݟࡔ లږߘࣃ  ࠭࠲ ݡ बం ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘంݟ, అం݄ ࠬߕࣆ ࡏऒ  
 ܼޓ ఖ߯ࡔ అం݄ ఈ ݟరం ړߖڒంۨ , ఆ߯ ఈ చऴࠚరంߦऴ ݟంߘ
మ࠾ࡍ ఇతర ऴߦంߖޑऒ సవङ ࠭࠲  छ޳ ఉంచడం ࡹశ޴ फࣃۯ కవ࡛ ࡌ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఈ ࡍߖ भషद ࡔఖߘ మనం 
 ంۧ࠭ theta s pi piߖగమ ߖఅ ݡంࡓ ࢓మం ߰డࡌ࢑ ࠭࠲ బܽदڒ న࣒࠳  ޴ఉంܿం ࡮फ ఇ࣋࡯ڜ
మ࠾ࡍ ఈ ࡌ࢑మంࡹ మన ࡍࠪ ߘܼޓऐ నటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఈ ࠴తफం ࢑ࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతంߖࡹ 
ऒߖހڝ  పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭, ߖߖ޵ ऴప߄న ڝణం ࣇ ޳ࡶऴత ࢐దం అࣃࡱߧ ߖफ  z ܼޤ ࠾ࡍమ ࡏ
అࡌ࢑ ޴ߝమం ࠳న࣒ ߯ ݀ పऱ࣒ ऐࡍచ ࠭࠲ ,  ܼޓ ఒక ݦఉం ࡹ߯  ంۨన ऱܿڴ ఇߩओ  ڴలం࠮ ࡏࠬ ݡ
పࡍగށం࠼ߦ ۯంړߖ࡮࠮ ݋ ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ఏࠫܽ అ࠭࠲ ߖ అడڴలڕߘంܿߕऒ ࠭ మనం 0 ޴࣋ۯ 
ङࡃదల࠴ ݟంߘ  పంړ फߖڜࣆޓ ߖ స࠼ߦ ࡔంڷ ݋ంࡿࢗ ݞभ ం ڒబܽद ࠬࡏ ఏߕ޼ పంړ फ 0 ߘంݟ 
నపओ࠳ఏ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓దల࠴ ऒߕࣆ బܽद మనంڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ 0 ޴అ ڔܽ  మߘ ࠾ࡍంݟ r 
ऴߦరంభమࡃङ  ఏߕ޼ పంړ फڝࣆޓ ߖవ۪ऐ  లం࠮ 
ऒߕࣆ రం అం݄޷ ڕ࢓޶ంࠉ ݟంߘ ऒߕࣆ ఖࡔ ߕ޼ం݄ ఏڕࣆޓ ߘܼޓ ߘߝ ߗڒ   r ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ 
ऒߕޔࠓڝࣆޓ ڴణంڝ బܽद మనంڒ ం ڒబܽद అߖऒ  పంڕफࡱ ऴߦథࠫకంߕࣆ ڴऒ  ߖ޳  ߕ࠼అ ࣒ߦ ޴ఏ ݟంߘ 
छ޳ ऒߕࣆ ࡌ అం݄ ఇకए ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ డ ܼޓ అ޴ߝ ఏకపࣾంڴ ఉండవ۪ऐ  అం݄ ܼޓ ఏڒ ߕ޼వ۪ऐ  
అం݄ ߕࣆ ߘߝऒ ऒߖ࡮࠮ ߕ޼ఏ ܼޓ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ న࠳సࠪన ړ  ంۨ r߅సంబం ړߖ࡮࠮ , फ࣋ۨࣇ 
మనڕ సڴࡍठ ߖరछ ۨంచబݟన ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ࡶదߖ అర बం.
 
 ࡯ݞఉం ڴऴగతफ܉ ంۨ߅సంబం ڕ࢓޶ంࠉ ర߄࡮࠮
, ऴ߇వ ڝఆࡍ नࣄ ݋ߝసदڕ ࠹ సంబం߅ంۨ మనڕ సࡕన ऴߖޒߦధङ ం ڝ ߖ޵  ޶ࡶసం ࡱ࢑వ࠭࠲ ߘ ऴప߄న ue 
࢐దన࠳ ܼޓ ࡹన࣒ ߯ ߘంݟ వరڕ పࠫࡍతం ࠭ࣃۯ, ఇߩओ క సమసङࡖమ ݡ  ఉం޴, అࡍߨ ޴యޜ߯ ݭ pi 
ఆవర फనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ గణనߘ ߰ందړߖݞ మనం ڒछ ऴݞం݋ లڕ సంబం߅ంۨ ڜంత సࡏभ࡯࠻ۯ ܿࠈ

కएࡅ లనࢣࡍదܽ ప࠴  ऴప߄న ࢐దనࡏ߷ ڕघ ఇకए ޴ఉంܿం ࠾ࡍమ ࡹ࡮ డ ܼߤ అࡍߨ ޴ߝయݭ z x y 
న ఆవరݟږ ޜ फన ఫంࣾࣆ ߖߖ޵ , ߤలభంڴ ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ पࡌߪ మనం ڴరణం߄ࣃ ޳ࡶ  ంڒలࡹ pi k 

న  ప࠼అ ߤܼ సంڝ ऱ࣒ కएࡅ  एڝߘఉం݄  క ڵ࡯క ߘ ߤܼ   వړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంڒ ݟబܽद ޳छ  x x k pi x ࡌ
కएࡅ ܼޓ ړనడం ࠪ ఆసھߘక ߘ࢐దన న߄ऴప ߝఅ ߤܼ  फ,  sy 
అޙ࠼ ߯న ߮ࡖए నऒ  సంబంధం ޳छ కएࡅ ܼޓ ,ࡌ ఇనछ ߤܼ  ࡛झ छ޳ ڴ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ y x 
పओۮ ޜ ܿߦ ޜణంڝ బޔݡం޴.k pi
 ఇకए డ ࡌߪप ంڒలڒ ࡹబܽद మࢁऱ ఈ బࣗళ ࡱ࢑వࡍ࢐ߖ ߘంచࡹ࢑ ߤܼ ࠭࠲ ړߖݞమ ࡱ࢑వࡌ࢑ ߘమం ks 
फࣃۯ తంࠫࡍప ړ2 ړ ݟంߘ 2 ړ߯ న࣒࠳ కएࡅ ࡹమంࡌ࢑ బܽदڒ ࠭ ऒߖࠪࡹ࢑ ߤܼ  pi ݡంࡓ ߯ న࣒࠳  y x 
పऱ࣒ ݟంߘ छ޳ ݡంࡓ ߖ  फࣃۯ తంࠫࡍప ࡌ ࠭ మనం ߖߖ޵ ఆ࡛ए फࣃࡱߧ ߖఅ ࠆఆ ߤܼ  ࠭ అం݄ మన pi w x 
కएࡅ ߤܼ ޴అం݄ ఇ ߤఫంࣾ ߤܼ పऱ࣒ ݟంߘ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ వࡱ࢑ అం݄ ߤమ ఫంࣾࡹ࢑   ݡంࡓ ߯ 
వరڕ పࠫࡍతం ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ܼޓ ఆ࡛ए छ޳ ࠆఆ ߤܼ  కएࡅ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡌ ऒߖڜ   y  x pi 
 ,࡯࠻ۯ ܿࠈभࡏన సࡕస ޜల܉ށڷ
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ఇۨऐ ݡ న ڒం߭ऱڡझ  సంఖङ కएࡅ   ऴప߄న ఆࡏठङ ప  ڴ࢑ధం ޻ం߰ ߖ ݋ం࠱ ऱ࣒ కएࡅ   ంతz kڜ 
ओߩఇ ࡹ࠻ۯ ܿࠈभࡏస ࡮ఎ ߘవࡱ࢑ ऐࡍచ ݡ फࣃ కएࡅ బܽदڒ  ࠭  ఆࡏठङ  న zz߄ऴప ࠪ ߝఅ ݋ం࠱
ఆࡏठङ घࡏ߷ ݋ం࠱ ఆ࡛ए ࡮ छ޳ ࠆఆ ߤܼ  ప  ࡌ ऱ࣒   ప ऱ࣒ छ޳     y x k pi ޴ంޔݡంచబ޴అం ࡌ
మ࢟ܽ܊ߦ ࠾ࡍ అߕ ޻లठవ ڒछ ऴడంߕࣆ ݋ऒ  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓంݡ ys r y 
సందࡌग ఇకए ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘవࡱ࢑ సంڝ మనం ߙऱࡹ డ సࡏभ࡯࠻ۯ ܿࠈझ న అవసరం ࡶదࣃ۫ ߖफ ࠭ k 
ఎం޶కం݄ ఆ࡛ए  మంࡹ࢑ ߤܼ 
న࣒ మధङ࠳ ప  ޴फంࣆఇ ߘవࡱ࢑ ݡంࡓ  ऱ࣒ छ޳ ߯  छڒ లठవߕ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ݡంࡓ  ࡌ ऴడం࠴ ݋దܽ pi 
छڒ ऴడంߘ ݋ కవ࡛ ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ ఇߕ ޴లठవ ڒछ ऴడం݋ మࡓ ࠾ࡍండవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉం݄ ࢟ܽڵߜ xy x 
మߜ-ߤߕ ࠾ࡍగܽ࢟ అޙ࠼ మనం y 
నऒڕࣆޓ छ޳ ړ ߤܼ వࡱ࢑  छڒ డవ࠮  ࠾ࡍమ ࠭ޑߩࡱక ࡌ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ టऱ࠳ ޙ࠼న࣒ ఒకܽr y x xy 
బܽद మనం ఇకएڒ డ ࡹڝओ నऒޔ ऒߕࣆ ޴ ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  అࣾం x x y ޴అ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
మߕࣆ ࠾ࡍऒ ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ऒߕࣆ ߖڒ   అޙ࠼ మనڕ ఈ ߷ࡏघ  x ڕమన ߖఅ ޴फంࣆవ ࡮
.ࣆࡱޘ
ऒߕࣆ  కएࡅ ఆ߯ ړ  ఆࡏठङ छ޳ 2 ݋ం࠱ తघߕధ , ޴ంޔ࢓అ ࡌ క ऴపږޒలంڴ ఉం݄ మనం ࠳న࣒ z pi y 
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pi ߤన࣒ వ࠳ ڕం , మన޳ంڕࣆޓ ۯ 2 ߖ
అۮ ߖపओ ంݟ ఇߩओ పओۮ ߖఅ ݡ ం࠳ ݟన࣒ 1 ప ऱ࣒  అۮ ߖపओ ంݟ, ఆ߯ వర ठ࠮లం ޳छ  i rs zs i r ࡌ
ఇవछ బޔݡం݋ࡐ  ޴ ݀ అ࠼న వߤ పऱ࣒  వߤ మ࠾ࡍ ऴߖߧझ పࡽ ఆࡏठङ ఆ࡛ए ܼޓ ݋ం࠱ छ޳ ࠆఆ ߤܼ   y x ࡌ
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ छ޳  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇకए డ ࠼ߦంࡓ ݋ండవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం k pi k 
పऱ࣒ ڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ڴఒకܽ ߘవࡱ࢑  pi ߖ߯ ݡ࠮ ఆ ࠭࠲ ޴ంޔ࢓న࣒ ߯ అ࠳ ޜ 
छ޳ ڷࡱߕ యవ۪ऐۯ ڴ࢑ధం ޻అ ݞږ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ  

ప 2 ݋ࡐ ࣁݞ ऱ࣒ ړన ఇతర సం࠼అ 3 ݋ࡐ 2  ऱషद సంఖङ ల ڝసం గށంచంߘߝ , ݟ మߘܼޓ ࠾ࡍ z r 
एړࡵ ంచడం ޳छ ధङߖޒߦవ ऴ߇ऴ ߖ޳ ࡌ ం ఏࠫ݇ గࣃށफ  ߘ

కएࡅ छ޳ ߤܼ  కएࡅ ޴అ ࠾ࡍమ ࡌ छڒ ండవࡓ  ऴడం݋ ఆ࡛ए ఉం݄  ప ࡹ ߤܼ  ऱ࣒  అࡅ ޴కएy x y x pi y 
छڒ డవ࠮ ऴడం݋ ఆ࡛ए ړసం ڕన࣒ ߯ ఉం݄ , మన࠳ ࡹ ߤܼ  ऱషद సంఖङ  ఇవछ బݟందߖ అڕߘం޳ం, మࡖకx z 
ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం.

ఉనऒ ࡹ మం 2ࡌ࢑  ۲ట ఇߩओ ړఈ సం ࠭࠲ ݡ ऱషद సంఖङ లڕ ऴ߇వ   1 plus cos a plus i sine a pi
ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  గށంۧలڕߘంܿߕऒ ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ޳ࡶ ࠭ ࠭, కߘక ఇ޴ ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ  ࡹపంࡐ 
రऐࠪ ࡮బܽद అڒ ݟంచంߖగమ ߖదࡶ ం࠴  ݟదܽ గణన అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం rr x y 
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ࣒ڒ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ ఇ࣒ڒ ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ a a 
ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद మనࡓ ڕంࡓ ݡ ऱܿ ࡓం࣒ڒ ݡ వࣆफం޴, ఇࡓ ޴ంݡ  అం݄ t  imes one plus cos a 
ऴڝޒణࠫࡏ߷ ޒघ छ޳ ࡮ ए࣋ ޴ఇ ࡌ छ ࡓ ݡంࡓ ݀ ࠑ ࡛ ऱܿ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ cos a 

కएࡅ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࠪݡङ ల࣒ ߘ ڴ ߰ం࠭ޑ޶ మࡅ ࠾ࡍకए  cos a by two r r cos a by two 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࠪݡङ ల࣒ మ࢐ ࠾ࡍదన  ࣇ ࠭࠲ऴతం ऴపڒరం గࣃށफ ऒߕࣆ సంڝ బܽदڒ ࠭  theta a ݟంߘ 

మధङ छڒ దܽ࠴ ࡹమంࡌ࢑  ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ ऱܿ మనం ۫ࣃफ ࠭ అం݄ ڴࡏߝ ܼޓ pi z 
కएࡅ  ఆ࡛ए छ޳ ߖ ߤܼ  छ޳ ࡌ కएࡅ ࡌ  ఆ࡛ए भ޳ށగ ߘ ߤܼ  ం.y x x y 

ఇࡓ ޴ంࡏࣃ ݡऱ ࣌ߤ   a by 1 plus cos a , a by two cos a by two by two times cos 
ఇ޴ ఏڕڒ ޵ంݞ మࡖకܽ ޶ڒ , ఇࡅ ޴కए  ఆ࡛ए ओߩఇ ࠆఆ ߤܼ   square a by two a by 2 a by 2 ݡ

గమߖంచంݟ.
  ఇంటࡓछ ऒߕࣆ ࡽ మధङ ݀ ࠑ ݟంߘ  ऒߕࣆ  బܽद ఆ࡛एڒ ޴ఉంܿం ڕవర ݀ ࠑ ݟంߘ   pi a pi ڕࠬ ߤܼ 
࢐ङ రణ߄ࣃ న݄ऱ ఇతర࠼అ ݀ ࠑ ݡంࡓ छࡓఇంట , ޴फంࣆఇ ߘలࠪ࠻ ఒక అబదमం ఉం݄ pi 2 2 pi ࡹ ࡽ
ऒߖ޳  ۫పం޳ࡶ ݟ ఉతओ నऒ ం ۯయంݟ  ఆ ࠳న࣒ ޳छ  న࣒ theta sa 2 pi theta sa࠳ ݡంࡓ ߖ ఆ ࡌ

छ޳ ङݡࠪ టऱࡓ ݡంࡓ బܽदڒ ݟంచంࡍక࢒ధృ ࡌ ల࣒ ఆࠑ ࠆ pi z cos a 
ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴ంݟऴ࢐యబ ޜ݀ మధङ ݟంߘ   మ࠾ࡍ ఇతర ऴߦంࡓ ࠑ ړߖޑం࠳ ݡన࣒ మధङ  ఉం݄pi a pi 
ࠪరނڝ ࡃࠓయ అޔࠋۮ ߖంڒ ޴బܽद ࡱ࢑వ ړ సࠪనం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  a by two pi z 1 cos pi i sin pi 
ఇߕࣆ ޴ऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ ङޙऴప ړ క࠳న ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ڒ ޶ࡶబܽद ఈ ఉ޳హరణలޜ మనం ऴ߇వ 
ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ఉపڵࡆంۨ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ  भࡿࢗ ړߖࡌڒణڷ  ం, 
మనڕ ऴ߇వంࡓ ޜంݡ సంړ ऱషद సంఖङ  ఒకܽ ࡓంݡ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం.z z 
  ऴߖޒߦధङ ం మ࠾ࡍ ఇߩओ  రణ r one cis theta one z two r two theta 2߄ࣃ ߖమనం ఈ 2 ݡ
స࠲घ ళన సంఖङ ంచవ۪ऐߖగమ ߖఅ ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜరంڒణڷ   ఇకए డ మనڕ r one r two cos i sin 

మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఇకए డ ڒరకం 2 ܼޓ ప ऱ࣒  ఐ ࡍ࢐ 2 ܼޓ ߤࣄ ఉతओ   theta one cos ࠆఆ ࣒ڒ 1 ܼޓ फޒ
ప  ܼޓ ߤ࣌  ܼޓ ߤࣄ న࣒࠳  ܼޓ ऱ࣒  ఐ ݅࠹झ ప  ܼޓ ߤ࣌  ܼޓ ࣒ڒ  ऱ࣒ 2ڴ ࣒ڒ ݀ ܼޓ ࣒ڒ  ܼޓ ߤ࣌  1 2 1 2 1
వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ऴڝޒణࠫࡏ߷ ޒघ छ޳ ࡮ మనం ۫డవ۪ऐ ࡌ  ఈ ڒరకం ܼޓ వߤ పऱ࣒ ప 2 ܼޓ  ऱ࣒  ఐ ݅࠹झ  
ప 1 ܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ऱ࣒ కएࡅ 2 ܼޓ  थ܉సం ࠪ ޴ఇ ߖఅ ࣒ڒ  ࠪనం 1 ܼޓ ࣒ࣄ ప ऱ࣒ .޴ంޔݡऴ࢐యబ ࡹ2 ܼޓ 
ړసం ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ  ऱషद సంఖङ ల ڷణڒరం సరళంޔࡏࠪ ڴందߖ ఒక ࠭ఖङ  మనం ࠭ࣃۯ లనࢣࡍన ప࠳
ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం࣋ۯ ࡹफ, అం݄ మనం 1ߖ కం݄ ށڷంۨనߩओ छ޳ రకంڒ ߘ ࠭࠲ ,ݡ  z z 2 z 2 r 1 ࡌ
࣋ए फࣃۯ ࡽ ࠭ మړߖ࡮࠮ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨ 1 ܼޓ అڝ ߝణంڒ ࠭ޑڷࡏޒ ޜబܽद మనం ఇకए డ ࠪݡङ ల࣒
फࣃߖగమ ڴ࡮ ࠭  ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ޳छ घ࠲స ݡంࡓ ࡌ ళన సంఖङ ల ఉతओ  ࡹफޒ
ङݡࠪ ల࣒ ఒకܽ ࡓంݡ తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ మࢁऱ ఒకܽ మࡖక అంశం r r r mod z 

ࡍڷ బܽद మనంڒ ݡంࡓ फంࣆ ࡮ۧ ߘߩలభంۯ ڴయగలమࣃ۫ ߖफ ࠭.mod z 
కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ అࡅ ޴ߝకए ङݡࠪ  ల࣒ మ࠾ࡍ  z one z two z 1 mod z two z one z two 

కएࡅ  ఆࡏठङ ంచడం తపओށڷ ޜ ݋ం࠱  మࡖకܽ ڒదߖ ऴగࣕంచంڒ  ,ݟబܽद ࠭࠲ ऴప߄న ࢐దనߘ 
పࡍగށంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ फޑ࠴ లހڝ ݡంࡓ బܽद మనంڒ ࠭ ऒߖ ओߩనࣄۯ  జరగవ۪ऐ ޴అ ݡ .

కం݄ ఎڕए వ ࢗళच వ۪ऐ ళऱవ۪ऐࢗ ڕవڷ޴ న࣒ కం݄࠳ ޴ం݄ అڕࡶ ޳ࡶ   pi pi  ߘ࢐దన న߄బܽद ऴపڒ 
߰ందړߖݞ మనం ڜంత సࡏभڒ ࡯࠻ۯ ܿࠈబܽद ఆ సࡏभܿࠈ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ڒబܽद మనం ށڷంۨనߩओ  z ݡ
వࡓ ߤంࡅ ݡకए  ࢐దనށڷ ߘంۨనߩओ  z ڕమన ݡ
ठङࡏऴతం ఆࣇ కएࡅ ޴फంࣆతफం వ࠴ ݋ం࠱  వߤ ఆࡏठङ  z z z ܿࠈभࡏస ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݀ ࠆఆ ݋ం࠱
ప  ޴ఇ ,࡯࠻ۯ ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࡓంݡ ఇకए డ  ప ऱ࣒ छ޳ వలࡱ࢑  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఒక࢘ళ వࡅ ߤకए  k pi, k z 
ఆࡏठङ కएࡅ ࠾ࡍమ ݋ం࠱  ఆࡏठङ फޑ࠴ ݋ం࠱ ठङࡏన ఆ߄ऴప అ࢑ ړߖ ऒߕఉ ࡹ ݋ం࠱ యߖ అڕߘం޳ం.z 
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 ప߅ࡍ అߩओ ऐࡌࠪ ߗߖ޻ ݡ झ࡯ న అవసరం ߗڒ ޶ࡶ అ࠳ ޴న࣒ ߯ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ తڕए వ ఉం݄ అ޴ 
एڕన࣒ ߯ కం݄ త࠳ వ అۮ ߖపओ ంݟ, అߩओ అం݄  ప ࡯ంۧݟܔ మనం ݡ ऱ࣒  ఒకܽ మ࠾ࡍ అ޴ పߖ߅ࡍ k 
ओߩఅ ޙܽ޳ छ޳ ݡంࡓ మనం అవసరం ݡ एڕన࣒ కం݄ త࠳ फ కం݄࣋࢘ࣄޓ ࡌ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ pi pi pi 
ఉంܿం޴, మనం ఒక ߄ࣃరణ ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం వߖ ߤ వߤ పऱ࣒  ఇ݋ࡐ ߖ݀ ܘ  ప ऱ࣒ भ޳ށగࡍప ڴ  ం, z 3 i 
ࡍఆڝ ࡛࡮߱ బܽद మనంڒ न݋ߝ లڕ ࠪరऐ డం ޳छ రం ఇకएڒణڷ ࣋ۯ ࡌ డ మన݋ࡐ  ࣆࡱޘ ڕ  అ࠼న 2 r 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇపओ एړࡵ ښܽ ంۨన ڝణం ޳छ ఇకए ࠾ࡍమ 4 ࡌ డ ࠪݡङ ల࣒ 2 మߖހڝ ߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍऒpi 
एړࡵ ంచగల࠭ మߖހڝ ߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  గށంచగల࠭ , అ޴ ఆ޳ ࡏछ ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ࡏࠬ ߖఅ ࡌ  pi 
మߖ޳ ࠾ࡍ ఉతओ ङݡࠪ फޒ ల࣒ ࣒ࣄ మ࠴ ࠾ࡍతफం ࣋ए .޴ంޔ࢓అ ࡽ
  ఈ ࡱހڝ పߜऒ ంࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ ݟ ݡघ छ޳ ࡮ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ ޴ఇ ,߯ ڷࡱߕ ࡌ  ఐ ܼޓ ߤࣄ అޙ࠼ పవ࡛z r z 

వలం  పښ ऱ࣒ एڕఅం݄ ఒకܽ కం݄ ఎ ܼޓ ߤ࣌  వ ڒబܽद  ߷ࡏघ  n rn cos n theta i n n ࠭࠲ ࡮
గమߖంۨన ڷణڒరం ߘంࣆ ࡮ۧ ݟలభంڴ ఉదग ࢑ంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ࣋ए छ  ం݄, z nڕࣆޓ ߖ ࡛
అం݄ ړ సࠪనం, అం݄ ړࡹ అం݄ ࠪݡङ ల࣒ ߷ङ క द࡛ ए࣋ ߘ  2 ڴ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݟయంۯ ࡽ z z cos
߰ం޻ ఆࡏठङ .ݟయంۯ సంకలనం ߘల ݋ం࠱
పऱ࣒ ܼޓ ݡంࡓ   छ޳ ߤబܽद ఇండࣾڒ ܼޓ ݀ ߤ࣌   i z n r n n ࣒ࣄ ߖపవ࡛ అ ޴ߝమనం పవ࡛ అ ࡌ
ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ߖందޔݡంచబށڷ ޜܼޓ भ޳ۯ హరణ޳రణ ఉ߄ࣃ బܽद మనం ఒకڒ  ం అం݄ వߤ పऱ࣒  zs 
एړࡵ ړ పవ࡛ ߘߝ फࣃ ङ࠼ࢗ ߘ  అۮ ߖపओ ంݟ.z 
ऒߖ޵ ڴफ, గణనపరం࣋ۯ రంڒణڷ ڴࡏߝ ࠭࠲   గށంచడం ࣆలభం ڒక߱వ۪ऐ , అ2 ݋ࡐ ࡏࠬ ޙ࠼ మ࠾ࡍ 

छ޳ ओߩఇ ࠾ࡍమ 4 ࡌ घࡏ߷ ࣒ࡍ࠵ ݡ ओ߮ۮ ࡮  ऴ߇వ ऴ߄ߖޒߦङ  cis pi d ߖߖ޳ ࠭࠲ ޙࢀࢗ ړߖ
గށంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭.

छࡌత ࠾ࡍమ ڴపవ࡛ 500 2 ࡱफڕశ ڕ త ښవలం ࡏࣃऱ 4 ࠑ అం݄ ݀ ߸߹द ߯ అߖ  r cis 1000 pi 
పओۮ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇڝ ࠬ ޴సం ښవలం ఒక ߄ࣃరణ ࢐ङ  ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖమం అ࠻
ఈ ऴړంࡍڷ ޴ फం޳ۯ ࢓܌ࡏ ߖ 5 ߤ࣌ ߩभ ం.
ఈకछ ܼޓ   ङږ ߤ࣌ న࣒ 20࠳ ܼޤ పవ࡛ 5 ߤ࣌ 16 ࡽ పऱ࣒ ܼޓ ࠗ  ࡏపదࣔ ܼޓ ࢟ࠀ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ܼޓ ߤ࣌ 5 
ङږ ࣒ڒ న࣒ ఇర࢙࠳ ܼޓ ޶పవ࡛ ఐ ࣒ڒ పऱ࣒ ܼޓ ࠗ छ޳ ంట࣒ࣕ ܼޓ ࣒ڒ ࢟ࠀ  ఇవछ ࡌ బݟం޴ 
ङߕఈ ఉప  ߤఇ ࠀ పవ࡛ ܼޓ ఎ࣒ ܼޓ ࠀ ࣒ࣄ సం ڒ ࠭࠲ం߭ऱڡझ  సంఖङ కएࡅ   ऴ߇వ ऴߖޒߦధङ ం ࡍڷంۨ 
చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴ߇వ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ఉప࣋ڵࡆफ ڷణڒరం సరళంޔࡏࠪ ڴంద࠭࠲ ߖ 
గమߖంۧ࠭ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సం߯ߖ޵ ࠭࠲ ࡹ త޶పࡍ ఫޑ࡯లߘ మࢁऱ చࡍऐ फࣃ ࠭.
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