
 नमˋार िवȨाȚाōनो, शेवटǉा लेƁरमȯे आʉी जिटल संƥांचे मॉǰूलस आिण काही मूलभूत असमानता यावर चचाŊ केली होती या 
ʩाƥानात आʉी जिटल संƥेǉा Ŭुवीय Ůितिनिधȕावर चचाŊ कŝ, ʉणून चला आिण ǉा बरोबरीǉा कॉ̱ɘेƛ नंबर x iy z 
बरोबर सुŜवात कŝया िजथे आिण वाˑिवक पासून  सं̏ या एकदा आ̱ हाला संिमŵ सं̏ येसह िद̵ यावर आ̱ हाला कळते की x y 
आपण याला ऑडŊर केलेʞा जोडीशी जोडू शकतो ˢʙिवराम याचा अथŊ असा की आपण हा िबंदू िवमानात जोडू शकतो x y 
, याला िबंदू ʉणू या जो आहे जेथे जात आहे जेʬा आपण हा िबंदू अƗात ŮƗेिपत करतो तेʬा अƗातील z x plus iy x x x 
पįरमाण िकती आहे हे दशŊिवǻासाठी आिण ȑाचŮमाणे उɷा िदशेने याचे पįरमाण आहे जे आपण येथे पाहतो तेʬा कोणतीही जिटल y 
संƥा िदली जाते Ǜाला आपण काटőिशयन समतल िबंदू जोडतो आिण हे Ůमािणतपणे अƗ ʉणून घेतले जाते परंतु समतल संƥांǉा x 
˙ʼीकरणामȯे आपण याला वाˑिवक अƗ मानू शकतो आिण येथे हा काʙिनक अƗ आहे आिण आता Ůȑेक िबंदूसाठी या समतलात  
आपण एक कॉ̱ɘेƛ नंबर जोडतो आिण अशा कॉ̱ɘेƛ नंबर ɘेनला आगॉŊन ɘेन िकंवा कॉ̱ɘेƛ ɘेन ʉणतात आता ɘेनमȯे 
कोणताही िबंदू िदʞास आपण हा िबंदू देखील ठरवू शकतो जर आपʞाला मूळपासूनचे अंतर मािहत असेल 
तर आपण ȑाला आर आिण थीटा ʉणू या 
जो कोन आहे पॉिझिटʬ अƗावर बनवले आहे ʉणून आपण ȑाला मूळ शूɊ ˢʙिवराम शूɊ िकंवा कॉ̱ɘेƛ संƥा शूɊ असे ʉणूx 
या आिण आता आपण याला िबंदू ʉणून संबोधूया जे आपण ʉणत आहोत ते िबंदूपासूनचे अंतर दशŊवते p r 
Ǜाला आपण िबंदू ʉणत आहोत .o 
  पॉइंट आिण थीटा हे p 
जोडणारी रेषा जोडणारी रेषा आिण पॉिझिटʬ अƗ िकंवा वाˑिवक अƗ यांǉामधील कोन दशŊिवते ʉणून जर आपʞाला तो op x r
आिण िदला तर आपण हे िनधाŊįरत कŝ शकतो की हा काय आहे जो फƅ संबंध िलš शकतो  इज कॉस थीटा theta x 
कणŊ Ȫारे समीप िदलेला असतो
 ȑामुळे आपʞाला ʉणून िमळतो r cos theta x 
ȑाचŮमाणे आपण पाš शकतो की हा आहेy r sin theta 
 ȑामुळे आपण काय िनरीƗण करत आहोत जर अंतर आिण कोन िदला असेल तर हे ने िलिहले आहे आिण r x xr cos theta 

हे Ȫारे िदलेले आहेत y r sin theta 
ȑामुळे याचा अथŊ असा आहे की आमची कॉ̱ɘेƛ संƥा ही z 

अिधक ǉा बरोबरीने ʉणून िलिहली जाऊ शकते िजथे हे मूळपासून िबंदूपयōतचे r cos theta ir sin theta z r z 
अंतर आहे जेणेकŜन नकाराȏक नाही आिण  हे theta 
शूɊ ते दोन असे घेतले जाऊ शकते आिण पुढे हे असे िलिहले जाऊ pi r times cos theta plus i sin theta 
शकते आिण अशा Ůितिनिधȕास Ŭुवीय Ůितिनिधȕ 
असे ʉणतात या Ůितिनिधȕाला चे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ असे ʉणतात, ʉणून मी पुɎा आठवत असʞास  तुʉांला ˢʙिवराम हेz x y 
घटक मािहत आहेत आʉी समतल िबंदूशी जोडत आहोत आिण पुढे हा िबंदू 
मूळपासूनचे अंतर आिण कोन थीटा यांȪारे समतुʞपणे िनधाŊįरत केला जाऊ शकतो ʉणून येथे आपʞाला आिण थीटा हा घटक r 
िमळतो Ǜाला Ŭुवीय समɋय ʉणतात.
  Ůणाली जी उȋȅीपासून आिण कोनापासून फƅ अंतर आहे आिण जी आपʞाला पįरिचत आहे ती काटőिशयन समɋय Ůणाली आहे जी

ˢʙिवराम आहे समजा आिण थीटा िदलेला आहे ʉणून आपण ने सुŝ कŝ  िदलेला आिण मग x y r su ppose r theta 
आपण पाहतो की आपण काटőिशयन समɋय Ůणालीतील िबंदूला आिण ला ʉणून संबȠ r cos theta y r sin theta 
कŝ शकतो उलट समजा आपʞाला ˢʙिवरामाने िदलेला आहे आता Ůʲ हा आहे की आपʞाला हे आिण कसे x y r theta 
िमळेल ? पायथागोरसǉा Ůमेयाने या िचũाकडे परत जाऊ शकतो, आपʞाला लगेच कळू शकते की हे वगŊ अिधक वगाŊचे r x y 
वगŊमूळ आहे, ʉणून िदʞास मूळपासूनचे अंतर सरळ पुढे आहे हे वगŊ अिधक वगाŊǉा वगŊमूळाȪारे िदले जाते.xy r x y 
 आिण थीटा आपण पाहतो ते आिण हे Ȫारे ʉणून आपण पाहतो की थीटाने ही दोन cos theta x by r sin theta y r 
समीकरणे एकाच वेळी पूणŊ केली पािहजेत ʉणून या दोन समीकरणांना जोडून आपण पाहतो की ने हे समीकरण पूणŊ केले theta 
पािहजे जे आहे आिण बरोबर ǉा बरोबरीने आता या िविशʼ िबंदूŮमाणेच हे ˙ʼ होत नाही की आिण tan theta x y y x y 
िदʞास आपण थेटा ची िकंमत कशी काढू शकतो ʉणून मी काही सोɗा िटपा देईन
 ȑामुळे मोजǻासाठी  t he theta
 ȑामुळे ȑाकडे जाǻापूवŎ मला काही नोटेशɌ सादर कŝ या आʉी Ŭुवीय Ůितिनिधȕात अिधक r cos theta ri sin 

ही संिमŵ संƥा िलš जी अशा Ůकारे आहे आिण आपण ती ʉणून िलš शकतो िजथे theta r times cis theta cis 
आिण हे theta s  cos theta plus i sin theta theta 

ǉा आिण जिटल संƥेǉा युİƅवादाने दशŊिवले जाते आिण आʉी हे देखील िनरीƗण करतो की हे फƅ चे मॉǰूलस नसून z r z 
दुसरे काही नाही जे िनरीƗण आहे आता काही सोɗा िटपा जे आपण िनरीƗण करतो ते एकदा Ŭुवीय सह Ůारंभ केʞानंतर cos 

हे आिण फंƕनǉा िनयतकािलकतेनुसार आपण जे िनरीƗण करतो ते हे थीटा theta plus i sin theta cos sine 
अिधक दोन अिधक वेळा थीटा अिधक दोन असे िलिहले जाऊ शकते जेथे पूणाōकांमȯे आहे याचा अथŊ असा की k pi i k pi k 
जेʬा मी थीटा घेतो िकंवा जर मी थीटा अिधक दोन घेतले तर ते एका घटकावर मॅप करतात जे आिण r k pi xr cos theta y
ʉणून आहे दुस̴या शɨांत आपण काय पाहतो ते ʉणजे जर दोन ने िभɄ असेल तरीही ते ːेम r sin theta theta pi 
पॉईंटला मॅप करतात जे आहे हे आपण भौिमतीय पȠतीने कसे समजू शकतोxy 
 ȑामुळे आपʞाकडे एक िबंदू आहे जो धनाȏक अƗातून थीटा कोन देतो आता ȑाच रेषेचे मोजमाप केले जाऊ शकते जेʬा आपण x 
एक चŢ दोन ने जाता आिण पुढे ही थीटा ʉणजे हा थीटा ɘस आहे दोन पुɎा ते थीटा अिधक दोन सारƥा कोनाǉा pi pi pi 
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समान रेषा दशŊिवते ȑाचŮमाणे जर तुʉी दोन चे कोणतेही गुणाकार घेतʞास सकाराȏक पूणाōक असेल तर आपण पाš pi k k 
शकतो की आपण दोन गुणाकारांनी िफरतो याचा अथŊ आपण पुɎा या Ůारंिभक रेषेवर येतो.pi 
 मग आपण हा कोन थीटा जोडतो ʉणजे भौिमतीय पȠतीने आपण जे िनरीƗण करतो ती समान रेषा दशŊवते जर आपण थीटा अिधक 2 k

घेतला तर आता Ůʲ हा आहे की ǉा नकाराȏक मूʞांबȞल आपण ते पाš या ʉणजे आपʞाकडे एक रेषा आहे जी कोन थीटा pi k 
बनवते आता िनरीƗणात असे आहे की हे Ŭुवीय समɋय Ůणालीमȯे ˢʙिवराम थीटा आहे जे आपण ʉणत आहोत ते r r theta 
वजा दोन सारखे आहे मी फƅ या ऋणाȏक मूʞाचा िवचार करत आहे जे आहे एक आता हे पािहले जाऊ pi k k minu  s 
शकते कारण मी 
दुस̴या िदशेला कोन मोजतो ती घǰाळाǉा िदशेने आहे Ǜामुळे ते उणे दोन बनते आिण नंतर मी एक कोन जोडतो जो िथटा pi 
असतो, ʉणजे दुस̴या शɨांत आपण येथे एक अिधवेशन बनवत आहोत जेʬा आपण  दोन ओळीमंधील एक कोन मोजǻासाठी आʉी 
आमचा अƗ शूɊ बरोबर थीटा ʉणून िनिʮत केला आिण जर तुʉी घǰाळाǉा िवरोधी िदशेने मोजले तर थीटा सकाराȏक रेिडयन x 
मानला जाईल आिण जर आपण घǰाळाǉा िदशेने असलेʞा दुस̴या िदशेने मोजले तर जो कोन मोजला जाईल  नकाराȏक 
तेजामȯे ते आपʞा Ůˑुतीकरणाशी सुसंगत आहे की नाही ते पाš या 
समजा मी एक िबंदूने सुŜवात करतो जो एक अिधक आहे मी आपण मोजू या कोन काय आहे आिण अंतर अंतर 1 अिधक 1 चे वगŊमूळ 
आहे जे 2 आहे आिण थीटा Ǜा संबंधाने आहे Ȫारे येथे एक आहे आिण एकक आहे ʉणून आपण पाहतो tan theta y x y x 
की आिण आता आपण वजा चा अथŊ िवŜȠ िदशेने आहे ʉणजे उणे जर तुʉीtheta s pi 4 theta wh  ich pi by 4 
दुस̴या बाजूने मोजले तर ते उणे चार सारखे आहे जे वाˑिवक अƗाǉा संदभाŊत या रेषेचे परावतŊन करǻािशवाय दुसरे काहीहीpi by 
नाही ʉणून जर आपण परावतŊन केले तर हे आपʞाला बारिशवाय काहीही िमळणार नाही.z 
 जे एक वजा आहे पण ते Ŭुवीय Ůितिनिधȕाशी सुसंगत आहे की नाही ते पाš या अिधक असे असे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ i i 1 i z 
िलिहʞास हे मूळ 2 आहे आिण जो कोन चा चार आहे तो आता आपण एक िबंदू मानू या.r pi 
 वजा थीटा पॉईंट िवचारात ƽा जो ŝट 2 आहे वजा चार अिधक हे सम फंƕन cos pi by i sine pi by four cos 
आहे आिण हे िवषम फंƕन आहे ʉणून आपʞाला काय िमळेल जे मूळ दोन पट आहे जे बाय चार वजा sine cos pi i sine
आहे Ȫारे चार जे आपʞाला िशवाय काहीही िमळत नाही ʉणून हे उदाहरण ˙ʼ करते की आपण घǰाळाǉा pi z bar ok 
िवरोधी िदशेने कोन मोजʞास आपण सकाराȏक रेिडयनमȯे मोजतो आिण जर आपण घǰाळाǉा िदशेने कोन मोजला तर आपण 
नकाराȏक रेिडयनमȯे मोजू.
 जे Ŭुवीय Ůितिनिधȕासह आपण पाš शकणा̴ या संयुƵाŮमाणेच नेमके Ůितिनिधȕ करतो तसेच आपण या उदाहरणाचे सामाɊीकरण 
कŝ या ʉणजे समजा आपʞाकडे जिटल समतल मȯे एक िबंदू आहे जो कोन थीटासह आहे आता आपण ȑाचे अचूक Ůितिबंब z 
घेऊ.

बार आता आपʞाला मािहत आहे की हा कोन थीटा आहे परंतु आपʞा अिधवेशनात आपण ते उणे थीटा ʉणून मोजतो आपण  z s 
येथे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ काय आहे ते पाš या ते अिधक आहे ʩाƥेनुसार हा कोन ʉणून घेतला r cos theta i sine theta 
तर आपʞाला िमळेल Ůाइम सारखी एखादी गोʼ जी कोन उणे थीटा Ȫारे िदलेली एक जिटल संƥा आहे जी उणे थीटाची z r cos 
अिधक ऑफ वजा थीटाची आहे मग आपण लगेच िनरीƗण करतो की हे बारिशवाय दुसरे काही नाही ʉणून हा िबंदू ˙ʼ i sine z 
करतो की याचा अथŊ काय आहे 

बरोबर सह पूणाōकांमȯे िभɄ असलेʞा ऋण संƥांसह आपण पाहतो की ते काटőिशयन r plus theta plus 2 k pi k 
कोऑिडŊनेट िसːीममȯे एका संƥेवर मॅप करते जे आहे  आिण ला ʉणून आता पुɎा r cos thet a y r sin theta 
आʉी आमचे ˢार˟ काय करǻाचा Ůयȉ करीत आहोत ते आहे जिटल समतलातील Ůȑेक िबंदूसाठी आʉी आिण ǉा r theta 
̊ʼीने वेगळे Ůितिनिधȕ देऊ इİǅतो आता आʉी िनरीƗण करतो की ʉणून घेतले जाऊ शकते दोन जे theta plus k pi 
एकाच वेळी एकाच िबंदूचे Ůितिनिधȕ करते हे संपूणŊ िवमान कʬर करǻासाठी 
आपʞाला काय करावे लागेल ते ʉणजे आपʞाला 
दोन अंतराल लांबीसाठी थीटा बदलणे आवʴक आहे याचा अथŊ असा की आपण थीटा नॉट टू थीटा नॉट ɘस टू पी सह थीटा ƽा pi 
जेथे थीटा शूɊ ही वाˑिवक संƥा असू शकते जर आपण या Ůदेशात आमची थीटा बदलली तर ती संपूणŊ समतल ʩापते ʉणून 
महȇाची गोʼ ʉणजे युİƅवाद 2 अंतरालमȯे बदलला पािहजे ʉणून पारंपाįरक एक ʉणजे आपण थीटा 0 मानू नका जे आʉाला pi 
िमळते  ते 0 ते 2 असे आहे जर आपण हे पुɎा आठवले तर याचा अथŊ असा की आपण सुŜवातीǉा सेगमŐटला सकाराȏक अƗ pi x 
ʉणून सुŜवात करतो जेथे थीटा शूɊ आहे आिण नंतर आपण सकाराȏक अिभमुखतेमȯे मोजता जे घǰाळाǉा उलट िदशेने िफरते.
 दोन ʉणजे संपूणŊ िवमान कʬर करते आिण दुसरा मानक आहे वजा अिधक ʉणून आता येथे संपूणŊ चचőत pi pi 2 pi 
सकाराȏक अƗ नेहमी थीटा शूɊ असʞाने ही िविशʼ रेषा नेहमी अƗ असते नेहमी थीटा शूɊ आहे असे समजू.x x 
  पॉिझिटʬ रेिडयɌचा अथŊ काय आहे ते जाणून ƽा ʉणजे तुʉी शूɊापासून सुŝ करा आिण मग हे चŢ या जे येथे आहे ही रेखा जी pi
ʉणून थीटा आहे 
आिण इतर Ůदेश आपण 
घǰाळाǉा काǨाǉा िदशेने जाऊन कʬर करतो ʉणून येथे ही िविशʼ रेषा मोजली तर हे होईल  उणे ʉणून आपणtheta s pi 
पाहतो की मȯांतराची लांबी दोन आहे आिण जर आपण या मȯांतरात आपला थीटा बदलू तर आपण हे संपूणŊ समतल आिण या pi 
Ůदेशातील कोन लƗात घेता Ǜाला मुƥ कोन िकंवा तȇ िवतकŊ  ʉणतात आिण चा एक थीटा आहे जो मȯांतर वजा दोन अिधकz pi 

मȯे İ̾थत आहे आʉी िवचाŝ इİǅतो की आपण Ǜा िबंदूǉा उȋȅीचा िवचार करता ȑाचे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ काय आहे जसे pi 
आपण चचाŊ केली आहे आपण काय करतो आपण 0 पासून सुŝ होणारी एक ओळ घेतो आिण िबंदूमधून जातो ठीक आहे, जर आपण 
कोणतीही ओळ 0 पासून सुŝ होते आिण तरीही ती 0 मधून जाते ʉणजे आपण शूɊ आिण पासून सुŝ होणारी कोणतीही ओळ घेऊ r 
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शकतो.
  उȋȅीपासून ते िबंदूपयōतचे अंतर आहे Ǜाचा अथŊ शूɊ आहे पण जर मी थीटा घेतली तर शूɊातून कोणतीही रेषा जाते जी आपण r 
कोन ʉणून घेणार आहोत ʉणजे सवŊ रेषा मुळात शूɊातून जे जातात ते ȑाȪारे शूɊ असते ʉणजे थीटा येथे अिनयंिũत असू शकते 
ʉणजे थीटा कोणतीही असू शकते याचा अथŊ असा की जर मी शूɊाǉा बरोबर घेतो आिण थीटा कोणतेही मूʞ असू शकते तर मूळचे r 
Ůितिनिधȕ करते याचा अथŊ असा की आपʞाकडे उȋȅीसाठी चांगले पįरभािषत Ŭुवीय Ůितिनिधȕ नाही 
ʉणून मूळ िबंदूǉा संदभाŊत सावधिगरी बाळगणे आवʴक 
आहे Ŭुवीय समɋय Ůणालीǉा संदभाŊत आमǉाकडे ˙ʼ Ůितिनिधȕ नाही ʬॅʞू यासाठी आʉी मुƥ युİƅवादात ˢतः ला ue 
Ůितबंिधत केले आहे की िथटा वजा ते ʉणून आता आणखी एक सम˟ा आहे ती ʉणजे टॅन हा पीįरयड सह िनयतकािलकpi pi pi 
असतो
 ȑामुळे ही गणना िमळिवǻासाठी आपʞाला चतुथाōशांǉा संदभाŊत काही समायोजन करावे लागेल.
 जेथे आिण हे पिहʞा िनरीƗणाǉा मुƥ युİƅवादासाठी सूũामȯे आहे, टॅन हे पीįरयड सह िनयतकािलक फंƕन आहे x y z pi 
जे सहजपणे सȑािपत केले जाऊ शकते िकंवा सवŊसाधारणपणे आपʞाकडे अिधक चा टॅन आहे जो पूणाōकांमȯे साठी टॅनx k pi k 

आहे तर  शोधǻाचा Ůयȉ कराx 
 ȑामुळे आमचा ˢार˟ हा मुƥ युİƅवाद शोधǻात आहे जसे की थीटा चा टॅन Ȫारे परंतु वरील संबंधाने आपण पाहतो की sy x 
थीटा ǉा ʩुǿम ʉणून Ȫारे िदले जाईल Ǜामȯे कोन अिधक सह सांगा जेथे पूणाōकांमȯे आहेy tan x k pi ks 
 ȑामुळे हे बŠमूʞ पुɎा टाळǻासाठी आʉी टॅन ʩुǿमाचे मूʞ अंतराल वजा बाय 2 ते बाय 2 पयōत मयाŊिदत करतोpi pi 
 ȑामुळे मȯांतरात 

चा टॅन ʩुǿम बाय ची वजा दोन ते अिधक बाय दोन डɲू मयाŊिदत करतो  याला आपण चा चा चाप टॅन y x x pi pi x y 
ʉणतो ʉणजे आपले टॅन फंƕन आहे ʉणजे ते टॅनचे ʩˑ फंƕन आहे की मूʞ अंतराल वजा बाय दोन ते अिधक बाय दोनpi pi 
पयōत मयाŊिदत आहे ʉणून थीटा हा चा चाप टॅन आहे Ȫारे आिण आपʞाला ǉा काही गुणाकाराने योƶ समायोजन करणे y x pi 
आवʴक आहे 
ʉणून आपण आता चचाŊ  कŝ की ɘसचे काही मूʞ कसे समायोिजत करावे जसे की आपʞाला िदलेʞा कॉ̱ɘेƛ नंबर चा k z 
आमचा मुƥ युİƅवाद िमळेल
 ȑामुळे आमचा मुƥ युİƅवाद सूũ जो चा िवतकŊ  आहे चा चाप टॅन Ȫारे अिधक अिधक Ȫारे िदलेला आहे जेथे zz y x k pi k 
अिधक जो योƶ समायोजन आहे Ǜावर आपला असेल तर अिधक 0 असेल तर पिहʞा आिण चौȚा चतुथाōश मȯे आहे xy k xy 
Ǜाला ने िदलेला आहे सकाराȏक िकंवा आहे  आिण धनाȏक समान चौथा चतुथाōश शूɊापेƗा कमी िकंवा समान x ys ys r y 
आहे ʉणून दोɎी Ůकरणांसाठी आपण पाहतो की ɘसचे मूʞ आपʞाला येथे समायोिजत करǻाची आवʴकता नाही कारण चाप k 
टॅन ʩुǿम हे 
वजा मधील मूʞ दोन ते दोन पयōत देईल  अिधक Ȫारे  दोन जे पिहʞा आिण चौȚा चतुथाōश पिहʞा चतुथाōश कʬर करतात pi pi 
आिण हा चौथा चतुथाōश आहे आिण जर दुस̴या चतुथाōश मȯे असेल जो ऋण असेल आिण नकाराȏक असेल तर आपण xy x y y 
ǉा Ůाɑ मूʞ मȯे ने जोडतो आिण  उणे एक जर ितस̴या चतुथाōशात असेल तर आपण येथे जे गहाळ आहोत ते r tan x pi xy 

समान शूɊ असेल तर शूɊ असेल तर तो अƗ आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की बरोबर शूɊ नॉन शूɊ असʞास x x y x x 
समान असʞास आपʞाला हे सूũ िमळेल शूɊावर तर चा िवतकŊ  आहे जर धन ऋण असेल तर आपण उणे Ȫारेz pi by 2 y pi 
2 घेऊ या एक साधी उदाहरणे पाš, समजा आपʞाला वजा एक ʉणू, आता ʉणू उणे 1 अिधक तर वगŊमूळाने िदलेला rs zs i r 
आहे.
 एक अिधक एक चा जो मूळ दोन आहे आिण मुƥ युİƅवाद थीटा ǉा चाप टॅन Ȫारे अिधक अिधक Ȫारे िदलेला आहे जेथेy x k pi 
िबंदू दुस-या चतुथाōश मȯे आहे ʉणून आपण मूʞ एक ʉणून घेतोk 
 ȑामुळे हे वजा बाय चार अिधक आहे आʉाला ते तीन पाई बाय चार िमळतातpi pi 
 ȑामुळे तुʉीही कŝ शकता 

डॅश ŝट 2 अिधक 2 ŝट 3 असलेʞा इतर जिटल संƥांसाठी गणना करा मी आिण थीटा मोजून ȑाचे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ काय z r 
आहे याची गणना करतो 
मी ǉा मुƥ युİƅवादासाठी सूũ सारांिशत करतो समजा िबंदू पिहʞा आिण चौȚा चतुथाōश मȯे असेल तर फƅ चा टॅन z r y x 
बाय आिण जर तो ǉा दुस-या चतुथाōश चाप टॅनमȯे अिधक ǉा ǉा ितस̴या चतुथाōश चाप टॅनमȯे वजा Ȫारे x y x pi y x pi 
असेल तर आपण आणखी एक उदाहरण कŝ या समजा आपʞाला एक जिटल संƥा िदली आहे.z 
 

जेथे मȯांतर 2 मȯे आहे आता आपʞाला या जिटल संƥांचे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ 1 plus cos a plus i sine a pi 
मोजायचे आहे िकंवा शोधायचे आहे, 
ʉणून आपण फƅ लƗात घेऊया की हे Ŭुवीय Ůितिनिधȕ ˢŝपात नाही ʉणून ŝपांतįरत करǻासाठी  Ůथम गणना करा हे rr x 
वगŊ अिधक वगाŊǉा वगŊमूळानुसार िदले जाते जे एक अिधक संपूणŊ वगŊ अिधक वगŊ आहे जे वगŊ अिधक y cos a sin a cos a 

वगŊ आहे आपʞाकडे येथे आहे ʉणून आपʞाला दोन गुिणले दोन जे दोन आहे  ट  sin a cos a imes one plus cos a
जे िũकोणिमतीय सूũानुसार आहे आपण पाहतो की हा वगŊ ǉा दोन पट आहे आिण हा ǉा दोन cos a r cos a by two r 
पट मॉǰुलस ǉा बरोबरीने बाय टू ǉा दोन पट मोǰुलस आिण आƶुŊमŐट ʉणून िमळतो.cos a cos a 
  थीटा ची आपण सूũानुसार गणना कŝ
 ȑामुळे साठी शूɊ ते या अंतरालमȯे पिहʞा चतुथाōशात आहे याचा अथŊ थेटा थेट a pi z 
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चा चाप टॅन बाय आपण ǉा चाप टॅन साइनने काढू.y x x y x 
अिधक जे आपʞाला िमळते कारण हे दोन गुिणले टू गुिण   a by 1 cos a sine a by cos a by 2 cos a by 

गुिणले हे दुसरे काही नाही तर two cos a by 2 
चा टॅन ऑफ 2 बाय 2 आता लƗात ƽा की मȯे आहे  मȯांतर शूɊ ते बाय टू हे मȯांतर शूɊ ते बाय टू मȯे असतेa a pi a pi 

 ȑामुळे चाप टॅन 
आपʞासाठी एक बाय टू आहे तसे देतो इतर साधे ʩायाम जर मȯांतर मȯे असेल तर ते दाखवा िकंवा िमळवा  की pi 2 2 pi 
थीटा बाय 2 वजा हे सȑािपत करा की बाय दोन वजा ʉणून ǉा दोन पट sa pi theta sa pi z cos a by two 
मोǰुलस Ȫारे िलहीले जाते Ǜामȯे बदल होणार आहे असे अँगुलस ʉणतात जर शूɊ ते मȯे असेल आिण इतर a by two pi 
Ůदेशासाठी उणे असेल तर ǉा बरोबरीǉा मूʞासाठी आʉी  लƗात येईल की हा 1 अिधक a by two pi pi z cos pi 
अिधक आहे जो शूɊ आहे आिण शूɊाला कोणतेही अिȪतीय Ŭुवीय Ůितिनिधȕ नाही ʉणून या उदाहरणांसह आपण i sin pi 
Ŭुवीय Ůितिनिधȕ वापŝन जिटल संƥेǉा गुणाकाराकडे जाऊ या 
समजा आपʞाकडे Ŭुवीय सह दोन जिटल संƥा एक दोन आहेत.z z 
  Ůˑुतीकरण आिण दोन दोन थीटा 2 आता जर आपण या 2 ला फƅ नेहमीǉा जिटल r one cis theta one z r 
संƥेǉा गुणाकाराने गुणाकार केला तर आपʞा लƗात येईल की हे एक दोन आहे येथे आपʞाकडे r r cos i sin theta 

आहे आिण ȑाचŮमाणे येथे घटक अिधक ȑांचे उȋादन ǉा one cos  theta 2 i sin theta 2 theta cos 1 
वजा अिधक cos theta 2 sin theta 1 sine theta 2 i times cos theta 1 sine theta 2 

अिधक दोन आिण िũकोणिमतीय सूũाȪारे आपण पाš शकतो हा घटक थीटा एक अिधक थीटा 2 sine theta 1 cos theta 
अिधक टाइम साइन ऑफ थीटा 1 अिधक थीटा 2 ǉा आहे हे आमǉा नोटेशन अिधक मȯे i cos cis theta 1 theta 2 
िलिहले जाऊ शकते.
 ʉणून आʉी एक महȇाचे िनरीƗण केले की दोन जिटल संƥांचा गुणाकार सोपा होतो.
 जर आपण Ŭुवीय Ůˑुतीकरणामȯे चा वर गुणाकार केला तेʬा आपण ला घटक ने z 1 z 2 z 2 r 1 
मोजतो आिण मूळǉा संदभाŊत िथटा 1 असलेʞा कोनाने िफरतो , ʉणून आपण येथे मॉǰूलस Ůमाणे िनरीƗण करतो.
 Ŭुवीय ŮितिनिधȕाȪारे दोन जिटल संƥेǉा गुणाकाराचे आपण पाहतो की मॉǰुलस हे एक दोन िशवाय दुसरे काहीही नाही आिणr r 
पुɎा एक हे दुसरे काहीही नाही तर एक दुसरा घटक दोन आहे ʉणून आपण पाहतो की ओळख अगदी सहजपणेr mod z mod z 
आपण कŝ शकतो.
 लƗात ƽा की चे चा ने गुणाकार केला आहे आिण z one z two modulus is one of z one mod z two z 

दोनचा िवतकŊ  आहे ʉणून आपण मुƥ युİƅवाद िवचारात घेǻाचा Ůयȉ करत असʞाने असे घडू शकते की जेʬा आपण one z 
दोन कोनांची बेरीज करतो  िकंवा पेƗा जाˑ जाऊ शकते अɊथा ते वजा ǉा खाली जाऊ शकते ʉणून मुƥ युİƅवाद pi pi 
िमळिवǻासाठी आपʞाला काही समायोजन करावे लागेल ते आपण काय समायोजन करावे लागेल ते पाš या ʉणून दोनचाz one z 
िवतकŊ  जेʬा आपण गुणाकार करतो तेʬा आपʞाला तȇ युİƅवादाची बेरीज िमळते चा दोनचा एक िवतकŊ  आहे आिण z z 
आपʞाला अिधक गुिणले दोन असे समायोजन करावे लागेल जेथे ɘस मूʞांȪारे िदले जाते जर समजा वनचा युİƅवाद k pi k z 
आिण चा युİƅवाद समजा ते मुƥ युİƅवादात आहेत.z 
  रŐज असेल तर काहीही बदलǻाची गरज नाही पण जर ते वजा पेƗा जाˑ िकंवा कमी असेल तर ʉणा की ते मायनस पेƗा pi pi 
कमी असेल तर आपʞाला जोडणे आवʴक आहे ʉणजे ɘस एक आहे आिण जर ती ŵेणी ओलांडली तर आपʞाला जोडणे k 
आवʴक आहे.
 दोन ने वजा करणे हे पेƗा कमी िकंवा उणे पेƗा मोठे आहे , एक साधे उदाहरण एक एक अिधक दोन हे मूळ 3 pi pi pi z iz 
अिधक ʉणून िवचारात घेऊ याi 
 ȑामुळे येथे Ŭुवीय िनदőशांकांमȯे ŝपांतर कŝन आपण जे गुणाकार करतो ते आपʞाला मािहत आहे काय?  आहे जो ŝट 2 आहे r 
आिण कोन पाई बाय 4 आहे Ǜाची आपण आधीच गणना केली आहे आिण येथे मॉǰूलस 2 आहे आिण आपण ȑाचा कोन काढू शकतो 
Ǜावŝन आपण ते पाई सह सहा आहे याची आपण पडताळणी कŝ शकतो आिण नंतर ȑांचे उȋादन फƅ मॉǰूलस आिण cis 
बेरीजचे ˋेल बनते.
  हा कोन जो चार बाय बारा मॉįरस फॉʄुŊला आहे जे सांगते की जर ने अिधक केले pi d z r cos theta i sin theta 
तर ची शƅी फƅ अिधक ʉणून एकापेƗा जाˑ आहे z n rn cos n theta i sine n theta n 
ʉणून  फॉʄुŊला हे गुणाकारातून सहज काढले जाते जे आपण पािहले आहे उदाहरणाथŊ जर तुʉी चा वगŊ घेतला ʉणजे ǉा बरोबर z n 
2 ʉणजे मȯे ʉणजे ˍेअर असे मोǰुलस फॅƃर ˋेल करा आिण िवतकाōची बेरीज करा जी आपʞाला ʉणून z z r cos 
िमळते.
  दोन थीटा अिधक मी दोन थीटा वर ˢाƗरी करतो
 ȑामुळे इंडƕनȪारे आपण हे सȑािपत कŝ शकतो की पॉवर ही पॉवर ही थीटाने गुणाकार केलेली पॉवर z n r n cis n r 
नाही, तर आपण एक साधे उदाहरण कŝया जे वन ɘस मी ची पॉवर ʉणू हजार नंतर गणना कŝ.zs z 
 
जर आपण थेट गुणाकार केला तर आपण हे मोजू इİǅतो तर संगणकीय̊̽Ǩा सोपे होणार नाही परंतु आपण पाहतो की जर आपण 
Ŭुवीय Ůितिनिधȕाकडे गेलात जे मूळ 2 आिण आहे आिण आता फƅ मॉįरस सूũ सांगते की ƽा  चे पॉवर जे cis pi 4 d r 
आपʞाला 2 पॉवर 500 असे िमळते आिण नंतर फƅ गुणा ʉणजे दोन पɄास ʉणायचे आिण जे cis 1000 pi by 4 pi 
आʉाला मािहत आहे की तुमǉासाठी हा फƅ एक सोपा ʩायाम आहे आʉी खालील ओळख िसȠ कŝ.sine 5 
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  थीटा समान 16 साइन पॉवर 5 थीटा वजा 20 साइन Ɛूब थीटा अिधक 5 साइन थीटा आिण कॉस फाइʬ थीटा ही सोळा कॉस पॉवर Ȫारे
िदली जाते पाच थीटा वजा वीस कॉस Ɛूब थीटा अिधक पाच कॉस थीटा संकेत फƅ ते वापरा cis phi theta s theta 

या ʩाƥानात आʉी जिटल संƥेǉा Ŭुवीय Ůितिनिधȕावर चचाŊ करतो आिण आʉी िनरीƗण करतो की जर power phi in  
आपण Ŭुवीय Ůितिनिधȕाचा वापर केला तर गुणाकार सोपे होईल आिण पुढील ʩाƥानात आपण यावरील पुढील पįरणामांवर पुɎा चचाŊ 
कŝ.
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