
 ഹേലാ വിദّാർ،ികെള, കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട േമാഡുലസും ചില 
അടിرാന അസമതٔ׹ളും ചർ׺ െചᅃٝു, ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട ْധുവ 
ْപാതിനിധّം ചർ׺ െചുإം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉം ഉം യഥാർ،؋ിൽ നി്ؗ ؛സ് ന് തുലّമായ x- y x iy 

എؗ സ׸ീർ؉ സംഖّയിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം.  സംഖّകൾ ഒരിׯൽ നമു്ׯ ഒരു േകാം٧്ع؛ സംഖّ z 
നൽകിׯഴി؁ാൽ, നമു്ׯ ഇതിെന ഒരു ഓർഡർ േജാഡി േകാമ യുമായി ബؖെؚടു؋ാൻ x y 
കഴിയുെമ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനർ،ം നമു്ׯ ഈ േപായിന്റിെന വിമാന؋ിൽ ബؖെؚടു؋ാം 
എؗാണ്, ഇതിെന നമു്ׯ എ്ؗ വിളിׯാം, അത് എവിെട േപാകുؗു ؛സ് ആണ് z x x iy x 
അ؋ײിൽ ഈ ബിؕു െْപാജക്്ئ െചുإേآാൾ അു׺ത؇ിെല കാؓിമാനം എْതയാെണ്ؗ x 
സൂചിؚിׯാൻ , അതുേപാെല ലംബമായ ദിശയിൽ ഇതിന്െറ കാؓിമാനം ആണ്, ഇേؚാൾ നأൾ y 
ഇവിെട നിരീײിؗുׯത് കാർ؂ീഷّൻ തല؋ിൽ ഒരു ബിؕുവുമായി ബؖെؚടുؗു؋ ഏത് സ׸ീർ؉ 
സംഖّയും നൽകുؗു . ഇത് زാൻേഡർഡ് ആയി അു׺ത؇ായി എടുുؗുׯ, പേײ തല؋ിെല x 
സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട വّാഖّാന؋ിൽ നമു്ׯ ഇത് യഥാർ، അു׺ത؇ായി കണׯാׯാം , ഇവിെട 
ഇത് സാ׸ൽؚിക അײമാണ് , ഇേؚാൾ ഈ തല؋ിൽ ഓേരാ േപായിന്റിനും  ഞ׹ൾ ഒരു സ׸ീർ؉ 
സംഖّെയ ബؖെؚടു؋ി , അ؋രം സ׸ീർ؉ സംഖّാ തലെ؋ ആർേഗാൺ തലം അെ׸بിൽ 
സ׸ീർ؉ തലം എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഇേؚാൾ തല؋ിെല ഏത് േപായിന്റും നൽകിയാൽ നമു്ׯ ഈ 
േപായിന്റും നിർ؉യിׯാനാകും ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുت ദൂരം അറിയാെമ׸ിൽ നമു്ׯ അതിെന r 
എؗും ആംഗിൾ ആയ തീئ എؗും വിളിׯാം. േപാസിئീവ് അു׺ത؇ിൽ ഉ؇ാׯിയതിനാൽ നമു്ׯ x 
ഇതിെന ഉ؍വം പൂജّം േകാമ പൂജّം അെ׸بിൽ േകാം٧്ع؛ നآർ പൂജّം എ്ؗ വിളിׯാം , ഇേؚാൾ 
ഇതിെന േപായിന്റ ് എ്ؗ വിളിׯാം, ഇേؚാൾ നأൾ പറയുؗത് എؗത് ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുت p r 
ദൂരെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ.  േപായിന്റ് എؗിവ േചരുؗ വരി േചരുؗ െസഗ് െമന്റിനും p , theta 
േപാസിئീവ് അ؋ײിനും അെ׸بിൽ യഥാർ، അ؋ײിനും ഇടയിലുت േകാണിെന x 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ആ ഉം തീئയും നൽകിയാൽ ഈ എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ r x 
നിർ؉യിׯാനാകും, അത് ലളിതമായി എഴുതുക . എؗത് ൈഹേؚാെടനّൂസിലൂെടയാണ് cos theta 
നൽകുؗത്, അതിനാൽ നമു്ׯ േകാസ് തീئയായി ലഭിുؗുׯ, അതുേപാെല തെؗ എؗത് r x y r sin 

ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ദൂരവും േകാണും നൽകിയാൽ നأൾ theta r 
നിരീײിؗുׯത് എ്ؗ എഴുതുؗത് ആണ് ഉം ഉം നൽകിയിരിؗുׯത് x xr cos theta y r sin theta 
ആണ് അതിനാൽ നുأെട സ׸ീർ؉ സംഖّ എؗത് ؛സ് എؗതിന് z r cos theta ir sin theta 
തുലّമായി എഴുതാം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, ഇവിെട എؗത് ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ എؗ r z 
ബിؕുവിേലتുׯ ദൂരമാണ്, അതിനാൽ അത് െനഗئീവ് അبാ؋തും  തീئെയ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് 
ൈപ ആയി എടുׯാം , തുടർ്ؗ ഇത് ൈടംസ് േകാസ് തീ؛ ئസ് ഐ സിൻ തീئ എؗും എഴുതാം , r 
അ؋രെമാരു ْപാതിനിധّെ؋ ْധുവ ْപാതിനിധّം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഈ ْപാതിനിധّെ؋ ന്െറ ْധുവ z 
ْപാതിനിധّം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ വീ؇ും ഓർׯെ؂ എ׸ിൽ ഞ׹ൾ െ؛യിനിൽ ഒരു 
ബിؕുവുമായി ബؖെؚടുؗു؋ േകാമ എؗ ഘടക׹ൾ നി׹ൾׯറിയാം , കൂടാെത ഈ േപായിന്റ്x y 
ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുت ദൂരവും ആംഗിൾ തീئയും ഉപേയാഗി്׺ തുലّമായി നിർ؉യിׯാനാകും, 
അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഉം തീئയും ആയ ഘടകം ലഭിുؗുׯ, അതിെന േപാളാർ േകാർഡിേന്ئ r 
എ്ؗ വിളിുؗുׯ. ഉ؍വ؋ിൽ നിؗും േകാണിൽ നിؗും നമു്ׯ പരിചിതമായത് കാർ؂ീഷّൻ 
േകാർഡിേന്ئ സിزമാണ് , അത് േകാമ ആെണ്ؗ കരുതുക, തീئ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ x y r, 
നأൾ ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിുؗുׯ.  ഉം തീئയും നൽകിയാൽ പിെؗ നമു്ׯ കാർ؂ിസിയൻ su r 
േകാർഡിേന്ئ സി؋زിെല േപായിന്റിെന എؗും എؗും r cos theta y as r sin theta 
ബؖെؚടു؋ാൻ കഴിയുെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, േനെരമറി്׺ നമു്ׯ േകാമ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ x y 
കരുതുക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ഉം തീئയും എ׹െന ലഭിുׯം എؗതാണ് േചാദّം. ൈപതേഗാറസ് r 
സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ ഈ ചിْത؋ിേല്ׯ തിരിെക േപാകാം, എؗത് സ്കٔയർ ؛സ് r x y 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുت ദൂരം േനെര മുേؗാ؂് r 
എؗത് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും ചതുരവും ആണ് നൽകുؗത് തീئെയ നأൾ നിരീײിؗുׯത്x y 
േകാസ് തീئെയ ൈബ ആയും തീئെയ ആയി ആയും ആണ്, അതിനാൽ തീئ ഈ ര؇് x r sin y r 
സമവാകّ׹ളും ഒേരസമയം തൃلിٝെؚടു؋ണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
സമവാകّ׹ളും സംേയാജിؚി്׺ തീئ ടാൻ തീئ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
കാണുؗു. യ് ്ׯ തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഈ ْപേതّക േപായിന്റ ്േപാെല , ഉം ഉം നൽകിയാൽ x x y 
തീئയുെട മൂലّം എ׹െന കണׯാׯാം എ്ؗ വّװമب, അതിനാൽ കണׯാׯാൻ ഞാൻ കുറ്׺ t 
ലളിതമായ പരാമർശ׹ൾ നടു؋ം .  അതിനാൽ അതിേല്ׯ േപാകുؗതിന് മു്آ നമു്ׯ ചില he theta 
െനാേ؂ഷനുകൾ പരിചയെؚടു؋ാം , ْധുവ ْപാതിനിധّ؋ിൽ സ׸ീർ؉മായ സംഖّ എഴുതാം, അതായത് 

 , സ് അത് r cos theta ri sin theta؛
അ׹െനയാണ്, എؗിട്؋ എ്ؗ നമു്ׯ എഴുതാം. cis theta s r time cis theta cos theta plus i 

എؗിവ എؗ േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട ആർഗّുെമന്റ് െകാ؇ാണ് സൂചിؚിؗുׯത്sin theta , theta z 
എؗത് ന്െറ േമാഡുലസ് മാْതമാെണؗും  ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, ഇത് ഇേؚാൾ നിരീײിؗുׯ , r z 

ചില ലളിതമായ പരാമർശ׹ൾ ْധുവ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭി׺ാൽ നأൾ നിരീײിുؗുׯ േകാസ് തീ؛ ئസ്
ഐ സിൻ തീئെയ േകാസ്, ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ എؗിവയുെട ആനുകാലികത ْപകാരം ഞ׹ൾ 
നിരീײിؗുׯത് ഇതാണ് തീ؛ ئസ് ടു െക ൈപ ؛സ് ഐ ൈടംസ് തീ؛ ئസ് ടു െക ൈപ എ്ؗ എഴുതാം, 
അവിെട െക പൂർ؉സംഖّകളിൽ ഉتിട്؋ ഞാൻ തീئ എടുുׯേآാൾ അർ،മാുؗുׯ അെ׸بിൽ r 
ഞാൻ തീئയും ര؇് െക ൈപയും എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അവർ ഒരു മൂലക؋ിേല്ׯ മാ്ؚ െചുؗുإ, 
അത് േകാസ് തീئയും എؗത് ആർ സിൻ തീئയും ആണ് . ജّാമിതീയമായി നമു്ׯ ഇത് xr y xy , 
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എ׹െന മനشിലാׯാം, അതിനാൽ േപാസിئീവ് അ؋ײിൽ നി്ؗ തീئ ആംഗിൾ നൽകുؗ ഒരു x 
േപായിന്റ് നമുുׯ؇് , നി׹ൾ ഒരു ൈസׯിൾ ര؇് ൈപ െകാ؇് േപാകുേآാൾ അേത േരഖെയ 
അളׯാൻ കഴിയും , തുടർ്ؗ ഈ തീئ അതായത് ഇത് തീ؛ ئസ് ആണ് വീ؇ും ഒേര േകാണിെന two pi 
സൂചിؚിുؗുׯ തീ؛ ئസ് ടു യുെട ഏെത׸ിലും ഗുണിത׹ൾ നി׹ൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , pi k k 
േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّയാെണ׸ിൽ, നأൾ ര؇് ഗുണിത׹ളാൽ ചുئി സ؀രിؗുׯതായി pi 
നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതായത് ഞ׹ൾ വീ؇ും ഈ ْപാരംഭ വരിയിേല്ׯ വരുؗു. അേؚാൾ നأൾ
ഈ ആംഗിൾ തീئ േചർുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ നിരീײിؗുׯത് ജّാമിതീയമായി അത് ഒേര േരഖെയ 
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, തീئയും 2 െക ൈപയും എടു؋ാൽ ഇേؚാൾ േചാദّം െക യുെട െനഗئീവ് 
മൂലّ׹ൾ എ׹െനെയ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആംഗിൾ തീئ ഉ؇ാؗുׯ ഒരു േരഖയു؇്. 
ഇേؚാൾ ഇത് േപാളാർ േകാർഡിേന്ئ സി؋زിെല ആർ േകാമ തീئയാണ് എؗ നിരീײണ؋ിൽ, 
ഞ׹ൾ പറയുؗത് ഇത് ആർ തീئ ൈമനസ് ടു ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ്, െക എؗ െനഗئീവ് മൂലّം െക 
എؗത് ൈമനുവായി ഞാൻ പരിഗണിുؗുׯ  ഇേؚാൾ ഇത് ഒ്ؗ ഞാൻ മെئാരു ദിശയിൽ േകാണിെന 
അളؗുׯത് കാണാൻ കഴിയും, അത് ഘടികാരദിശയിൽ ൈമനസ് ര؇് ൈപ ആׯി മാുؗുئ, തുടർ്ؗ 
ഞാൻ തീئ എؗ ഒരു ആംഗിൾ േചർുؗുׯ . ര؇് വരികൾׯിടയിലുت ഒരു േകാണിെന അളുׯക, 
ഞ׹ൾ ഞ׹ളുെട അു׺ത؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ തീئയായി നിحയിു׺ , നി׹ൾ x 
ഘടികാരദിശയിൽ അളؗാൽ തീئെയ േപാസിئീവ് േറഡിയൻ ആയി കണׯാുؗുׯ, ഞ׹ൾ മെئാരു 
ദിശയിൽ അളുׯകയാെണ׸ിൽ ഘടികാരദിശയിലുت േകാണാണ് അളؗുׯത്.  െനഗئീവ് 
േറഡിയൻസിൽ, അത് നുأെട ْപാതിനിധّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗുേ؇ാ എ്ؗ േനാׯാം, ഞാൻ 
ആരംഭിؗുׯത് ഒരു ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒരു േപായിന്റ ്കൂടി പറയെ؂ , േകാണും ദൂരം ദൂരം 1 ؛സ് 1 ന്െറ 
വർ״മൂലവും 2 ഉം തീئയും എؓാണ് എ്ؗ കണׯാׯാം ടാൻ തീئെയ െകാ؇് ആയി y x 
കണׯാׯിയാൽ, ഇവിെട ഒؗാണ്, എؗത് യൂണി്ئ ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ തീئ െകാ؇് y x s pi 4 
ഞ׹ൾ അർ،മാؗുׯത്, ഇേؚാൾ ൈമനസ് തീئ െകാ؇് നأൾ അർ،മാؗുׯത് വിപരീത 
ദിശയിലാണ്. അർ،മാؗുׯത് നി׹ൾ മറുവശ്؋ നി്ؗ ൈമനസ് ൈപ േപാെലയുت നാലിൽ ich 
നി്ؗ അളുׯകയാെണ׸ിൽ ൈമനസ് ൈപ 4 െകാ؇് അളുؗുׯ , ഇത് യഥാർ، അു׺ത؇ുമായി 
ബؖെؚ؂് ഈ േരഖയുെട ْപതിഫലനമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ْപതിഫലനം െചᅃٝാൽ 
ഇത് നമു്ׯ ബാറبാെത മെئാؗും നൽകിب. ഇത് ഒരു ൈമനസ് ഐ ആണ്, എؗാൽ ഇത് തുട׹ിയ z z 
ْധുവ ْപാതിനിധّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗുേ؇ാ എ്ؗ േനാׯാം , ഞാൻ 1 ؛സ് ഐ ആയി തുട׹ിയ 
ْധുവ ْപതിനിധാനം ഞാൻ എഴുതുകയാെണ׸ിൽ എؗത് റൂ؂് 2 ആണ് , കൂടാെത നാല് െകാ؇് r pi 
വരുؗ ആംഗിൾ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്പരിഗണിׯാം ൈമനസ് തീئ േപായിന്റ് പരിഗണിുׯക 
, അതായത് ൈമനസ് ൈപയുെട റൂ؂് 2 േകാസ് ൈബ േഫാർ ؛സ് ഐ ൈസൻ ൈപ ൈബ േഫാർ േകാസ് 
ഒരു ഇര؂ ഫംഗ് ഷനാണ്, ൈസൻ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനാണ് , ഏത് റൂ؂് ര؇് മട്׹ ആയാലും േകാസ് 
ൈപ നാല് ൈമനസ് ഐ ൈസൻ ആയതിനാൽ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം നാല് െകാ؇് നമു്ׯ ബാർ pi z OK
എؗبാെത മെئാؗും ലഭിׯിب, അതിനാൽ നأൾ ഘടികാരദിശയിൽ േകാണിെന 
അളുׯകയാെണ׸ിൽ േപാസിئീവ് േറഡിയനുകളിലും ഘടികാരദിശയിൽ േകാണിെന 
അളുׯകയാെണ׸ിൽ െനഗئീവ് േറഡിയനുകളിലും അളുؗുׯെവ്ؗ ഈ ഉദാഹരണം വّװമാുؗുׯ. 
ْധുവ ْപാതിനിധّവുമായി നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗ സംേയാജനം േപാെലയാണ് ഇത് കൃതّമായി 
ْപതിനിധീകരിؗുׯത്, നമു്ׯ ഈ ഉദാഹരണം സാമാനّവൽׯരിׯാം, അതിനാൽ  ആംഗിൾ 
തീئയ് െׯാؚം ഉت സ׸ീർ؉മായ തലം ൽ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്ഉെ؇്ؗ കരുതുക, ഇേؚാൾ z-
അതിന്െറ ْപതിഫലനം കൃതّമായി എടുുؗുׯ. ബാർ ഇേؚാൾ അത് ആംഗിൾസ് തീئ ആെണ്ؗ z 
നമുׯറിയാം, പേײ ഞ׹ളുെട കൺെവൻഷൻ അതിെന ൈമനസ് തീئയായി അളുؗുׯ, ഇവിെട 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ْധുവ ْപാതിനിധّം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, ഇത് ആർ േകാസ് തീئയും ഐ ൈസൻ 
തീئയും നിർവചനം അനുസരി്׺ ഇത് ഒരു േകാണായി എടു؋ാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം ആംഗിൾ ൈമനസ് 
തീئ നൽകുؗ സ׸ീർ؉ സംഖّയായ ൈْപം േപാെലയുت ഒ്ؗ, ൈമനസ് തീئയുെട ആണ്, z r cos 
ൈമനസ് തീئയുെട ൈസൻ ആണ്, ഇത് ബാർ അبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, i z 
അതിനാൽ എؓാണ് അർ،മാؗുׯെത്ؗ ഈ േപായിന്റ ്വിശദീകരിുؗുׯ േസ ؛സ് തീ؛ ئസ് 2 r k 

എടുുׯേآാൾ , പൂർ؉സംഖّകളിൽ േപാലും െനഗئീവ് സംഖّകളുت പൂർ؉സംഖّയിൽ pi 
വّതّാസമു؇് ഉം ഉം ആയി ഇേؚാൾ വീ؇ും ഞ׹ൾ ഞ׹ളുെട താൽؚരّം െചإാൻ a y r sin theta 
ْശമിؗുׯത് സ׸ീർ؉മായ തല؋ിെല ഓേരാ േപായിന്റിനും തീئയുെട അടിرാന؋ിൽ r, 
വّതُّമٝായ ْപാതിനിധّം നൽകാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ , തീئെയ തീ؛ ئസ് ആയി എടുׯാെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ ര؇് െക ൈപ, ഈ മുഴുവൻ വിമാനവും കവർ െചؗുإതിന് ഒേര സമയം ഒേര 
േപായിന്റിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, നأൾ െചേإ؇ത് ര؇് ൈപ ഇടേവള നീള؋ിൽ തീئ 
മാേئ؇തു؇് എؗതാണ്, അതിനർ،ം തീئ നൗ؂ിെനാؚം തീئ നൗ؛ ؂്സ് ടു ൈപയിേലׯാണ്. ഈ 
ْപേദശ്؋ നുأെട തീئ വّതّാസെؚടു؋ിയാൽ തീئ നൗ؂് ഏെത׸ിലും യഥാർ، സംഖّയാകാൻ 
കഴിയിب, അത് മുഴുവൻ തലെ؋യും ഉൾെׯാുؗുت, അതിനാൽ ْപധാനമായത് 2 ൈപ ഇടേവളയിൽ 
വّതّാസെؚടണം എؗതാണ്, അതിനാൽ പരآരാഗതമായത് തീئെയ 0 ആയി കണׯാؗുׯിب 
എؗതാണ്.  ഇത് 0 മുതൽ 2 വെര ൈപ ആയി നأൾ വീ؇ും ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇതിനർ،ം തീئ 
പൂജّമായിരിؗുׯ േപാസിئീവ് അײമായി ْപാരംഭ െസഗ് െമന്റിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯകയും തുടർ്ؗ x 
നി׹ൾ ْഭമണേ؋ാെട എതിർ ഘടികാരദിശയിലുت േപാസിئീവ് ഓറിയന്േറഷനിൽ അളുׯകയും 
െചുؗുإ എؗാണ്. ര؇് ൈപ 
അ׹െന മുഴുവൻ വിമാനവും ഉൾെׯാؗുت മെئാരു زാൻേഡർഡ് ൈമനസ് ൈപ 2 ؛സ് ൈപ ആണ്, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇവിെട മുഴുവൻ ചർ׺യിലും േപാസിئീവ് അײം എേؚാഴും തീئ പൂജّമാണ്, ഈ x 
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ْപേതّക േരഖ എبായ്േؚാഴും അു׺ത؇് എبായ്േؚാഴും തീئ പൂജّമാെണ്ؗ പരിഗണിുׯക. x 
േപാസിئീവ് േറഡിയനുകളുെട അർ،ം എؓാെണ്ؗ അറിയുക, അതായത് നി׹ൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ 
ആരംഭി്׺ ഈ ചْകം വരൂ , ഇതാണ് ഈ ൈലൻ ൈപ ആയി തീئയും മ്ئ ْപേദശ׹ളും ഞ׹ൾ 
ഘടികാരദിശയിൽ േപായി മറയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ ْപേതّക േരഖ ഞ׹ൾ 
അളുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് ആയിരിുׯം  തീئയുെട ൈമനസ് ൈപ ആയതിനാൽ , ഇടേവള നീളം ര؇് 
ൈപ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, ഈ ഇടേവളയിൽ നുأെട തീئയിൽ വّതّാസം വരു؋ിയാൽ, 
ഈ മുഴുവൻ തലവും ഈ േമഖലയിെല േകാണും ഞ׹ൾ കവർ െചുؗുإ, ഇതിെന ْപിൻസിؚൽ ആംഗിൾ
അെ׸بിൽ ْപിൻസിؚൽ ആർഗّുെമന്റ് എؗും വിളിുؗുׯ . ൈമനസ് ൈപ ടു ؛സ് ൈപ എؗ 
ഇടേവളയിൽ കിടؗുׯ ഒരു തീئയാണ്  , ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝതുേപാെല നി׹ൾ ഇേؚാൾ ഉ؍വമായി 
കണׯാؗുׯ േപായിന്റ് ഉ؍വ؋ിന്െറ ْധുവ ْപാതിനിധّം എؓാെണ്ؗ േചാദിׯാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ നأൾ െചؗുإത് 0 യിൽ നി്ؗ ആരംഭിؗുׯ ഒരു ൈലൻ എടു്؋ ശരി േപായിന്റിലൂെട
കടؗുേപാകുക, അതിനാൽ നി׹ൾ ഏെത׸ിലും വരി 0 ൽ നി്ؗ ആരംഭിുؗുׯ, എؓായാലും അത് 0 
ലൂെടയും കടؗുേപാകുؗു , അതായത് പൂജّ؋ിൽ നിؗും ൽ നിؗും ആരംഭിؗുׯ ഏത് വരിയും r 
നമു്ׯ എടുׯാം  ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ ബിؕുവിേലتുׯ ദൂരമാണ്, അതായത് പൂജّമാണ്, എؗാൽ r 
ഞാൻ തീئ എടു؋ാൽ പൂജّ؋ിലൂെട ഏെത׸ിലും േരഖ കടؗുേപാകുؗു, അത് നأൾ േകാണായി 
എടുׯാൻ േപാകുؗു, അതായത് എبാ വരികളും അടിرാനപരമായി പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഏത് 
കടؗുേപാകുؗുേവാ അത് അർ،മാുؗുׯ അതിലൂെട പൂജّം അട׹ിയിരിുؗുׯ, അതായത് തീئ 
ഇവിെട ഏകപײീയമാകാം, തീئ എؗത് ഏെത׸ിലും ആകാം, അതിനർ،ം ഞാൻ പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ എടുുׯകയും തീئ ഏെത׸ിലും മൂലّം ഉ؍വെ؋ ْപതിനിധീകരിുׯകയും r 
െചുؗുإെവ׸ിൽ അതിനർ،ം ഉ؍വ؋ിന് നമു്ׯ കൃതّമായി നിർവചിׯെؚ؂ ْധുവ ْപാതിനിധّം 
ഇب എؗാണ് . ഉ؍വرാനവുമായി ബؖെؚ؂് ഒരാൾ ْശؑിേׯ؇തു؇് , ْധുവീയ േകാർഡിേന്ئ 
സിزവുമായി ബؖെؚ؂് ഞ׹ൾ്ׯ കൃതّമായി നിർവചിׯെؚ؂ ْപാതിനിധّം ഇب, ഒരു uniq 
ലഭിؗുׯതിന് തീئ മൂലّം എ׹െന കണׯാׯാം എؗതിെനുׯറി്׺ ചർ׺ െചإാൻ ഞ׹ൾ 
അടു؋ിരിുؗുׯ  മൂലّം ഇതിനുت ْപധാന വാദ؋ിൽ തീئെയ ൈമനസ് ൈപ മുതൽ ue pi 
വെരയായി ഞ׹ൾ പരിമിതെؚടു؋ി, ഇേؚാൾ ഒരു ْപശ് നം കൂടിയു؇് , അത് പിരീഡ് ൈപയ് െׯാؚം 
ആനുകാലികമാണ് ടാൻ ആണ്, അതിനാൽ ഈ കണുׯകൂ؂ൽ ലഭിؗുׯതിന് കٔാഡ് റന്റുകളുമായി 
ബؖെؚ؂് കുറ്׺ ْകമീകരണം നടേ؋؇തു؇്.  ആദّ നിരീײണ؋ിന്െറ ْപധാന വാദ؋ിന്െറ z 
േഫാർമുലയിൽ ഉം ഉം ഉتിട്؋ ടാൻ എؗത് പിരീഡ് ൈപ ഉت ഒരു ആനുകാലിക ഫംഗ് ഷനാണ് , x y 
അത് എളുؚ؋ിൽ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും അെ׸بിൽ െപാതുേവ നമു്؛ ׯസ് ന്െറ ടാൻ x k pi 
ഉ؇്, അത് പൂർ؉സംഖّകളിൽ ന് ടാൻ ആണ് . കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട k x 
താൽؚരّം ْപധാന വാദം കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, അതായത് ന്െറ ടാൻ ഓഫ് തീئ എؗാൽ x sy 
മുകളിലുت ബؖം ْപകാരം, തീئെയ യുെട വിപരീതമായി നൽകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, y x 
അതിൽ േകാണും ഉം ഉൾെؚടുؗതാണ് ഇവിെട പൂർ؉സംഖّകളിെല ഈ മൾ؂ിവാലّൂഡ് k pi ks, 
ഒഴിവാׯാൻ വീ؇ും ടാൻ വിപരീത؋ിന്െറ മൂലّെ؋ ഇടേവള ൈമനസ് ൈപയിേല്2 ׯ മുതൽ pi 
വെര 2 ആׯി പരിമിതെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ യുെട വിപരീതം ന്െറ ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് ൈപ y x 
ര؇ിൽ നി്ؗ ؛സ് ര؇് െകാ؇് പരിമിതെؚടുുؗു؋. അതിെന നأൾ ആർ്ׯ ടാൻ ൈബ എ്ؗ pi w x 
വിളിുؗുׯ, അതായത് നുأെട ടാൻ ഫംഗ് ഷൻ അർ،മാؗുׯത് ടാനിന്െറ വിപരീത ْപവർ؋നമാണ്, 
അതായത് മൂലّം ഇടേവള ൈമനസ് ൈപ ര؇് മുതൽ ؛സ് ൈപ ര؇് വെര പരിമിതെؚടുുؗു؋, 
അതിനാൽ തീئ യുെട ആർ്ׯ ടാൻ ആണ് വഴിയും , ൈപയുെട ചില ഗുണിത׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ y x 
നമു്ׯ ശരിയായ ْകമീകരണം നടേ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ؛സ് ന്െറ ചില മൂലّം എ׹െന k 
ْകമീകരിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ചർ׺ െചുإം , അതായത് നൽകിയിരിؗുׯ േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട 
ْപധാന ആർഗّുെമന്റ് നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട ْപധാന ആർഗّുെമന്റ് േഫാർമുല അത് 

ന്െറ ആർഗّുെമന്റ് ആണ്. ആർ്ׯ ടാൻ ഓഫ് യുെട ؛സ് ؛സ് ൈപ   ആണ് നൽകുؗത് zz y x k 
കൂടാെത േപാസിئീവ് അേത നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റ് പൂജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, ys r y 
അതിനാൽ ര؇് സാഹചരّ׹ളിലും ന്െറ മൂലّം ഞ׹ൾ ഇവിെട ْകമീകരിേׯ؇തിب, കാരണം k 
ആർ്ׯ ടാൻ വിപരീതം ൈമനസ് ൈപയ് ׯിടയിൽ ര؇് മൂലّം നൽകും  ؛സ് ൈപ വഴി  ര؇് , 
ഒؗാമെ؋യും നാലാമെ؋യും ആദّ കٔാْഡൻറ ്ഉൾെׯാുؗുت , ഇത് നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റാണ് , xy 
ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിലാെണ׸ിൽ െനഗئീവും േനാൺ-െനഗئീവും ആെണ׸ിൽ, യുെട ലഭി׺ x y y 
മൂലّമായ ടാനിേല്ׯ െകാ؇് േചർുؗുׯ.  ൈമനസ് ഒ്ؗ മൂؗാം കٔാْഡന്റിലാെണ׸ിൽ, r x pi xy 
ഇവിെട നമു്ׯ നذമായത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ആണ്, പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ അത് x x y 
അײമാണ് , കൂടാെത പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ പൂജّമെ׸بിൽ നമു്ׯ ഈ േഫാർമുല x 
ലഭിുׯെമ്ؗ നമുׯറിയാം. പൂജّ؋ിേല്ׯ ന്െറ ആർഗّുെമന്റ് 2 ആണ് േപാസിئീവ് െനഗئീവ് z y 
ആെണ׸ിൽ നأൾ ൈമനസ് െകാ؇് എടുുׯം നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം pi 2 
ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ പറയുക ഇേؚാൾ എ്ؗ പറയുക ൈമനസ് 1 ؛സ് തുടർ്ؗ എؗത് i rs zs i r 
സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ് നൽകുؗത്  വൺ ؛സ് വ؉ിന്െറ റൂ؂് ര؇്, ْപധാന ആർഗّുെമന്റ് തീئ, ആർ്ׯ ടാൻ

യുെട എؗിവ േചർ്؛ ؋സ് ൈപ നൽകുؗു  നമു്ׯ ആ ْതീ ൈപ നാല് െകാ؇് ലഭിുؗുׯ, y x k pi 
അതുേപാെല നി׹ൾ്ׯ കഴിയും ഡാഷ് റൂ؂് 2 ؛സ് 2 റൂ؂് 3 ആയ മ്ئ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾׯായി z 
കണׯാുׯക, തീئ എؗിവ കണׯാׯി അതിന്െറ ْധുവ ْപാതിനിധّം എؓാെണ്ؗ ഞാൻ r, 
കണׯാുؗുׯ , ന്െറ ْപധാന ആർഗّുെമന്റിനുت സൂْതവാകّം ഞാൻ സംْഗഹിׯാം , േപായിന്റ് z 
ഒؗാമെ؋യും നാലാമെ؋യും കٔാْഡാന്റിലാെണ്ؗ കരുതുക. യുെട ടാൻ ലും യുെട ؛സ് y x y x pi
യുെട ര؇ാമെ؋ കٔാْഡൻറ ്ആർ്ׯ ടാനിലാെണ׸ിൽ അത് യുെട ൈമനസ് ൈപ യുെട y x 
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മൂؗാമെ؋ കٔാْഡന്റ് ആർ്ׯ ടാനിലാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ z 
കരുതുക. 1 ؛സ് േകാസ് എ ؛സ് ഐ ൈസൻ എ ഇടേവള 2 ൈപയിൽ കിടؗുׯിട്؋ ഇേؚാൾ ഈ 
സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട ْധുവ ْപാതിനിധّം കണׯാׯാേനാ കെ؇؋ാേനാ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇത് ْധുവ ْപാതിനിധّ രൂപ؋ിലെ്ؗب നമു്ׯ ْശؑിുׯക. ആദّം കണׯാുׯക എؗത് rr 

സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമാണ് നൽകുؗത്, അത് ഒ്ؗ ؛സ് േകാസ് ഒരു മുഴുവൻ x y 
സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ഏത് േകാസ് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ആണ് ഇവിെട ഉتത് sin a sin a 
അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് തവണ ര؇് ലഭിുׯം , അത് ര؇്  ടി  അതായത് cos imes one plus cos a , 
ْതിേകാണമിതി സൂْതവാകّം അനുസരി്׺ , ഇത് സ്കٔയർ ൈബ ര؇ിന്െറ ര؇് മട്׹ ആെണ്ؗ cos a 
നമു്ׯ കാണാം, എؗതിന്െറ ര؇് മട്׹ േമാഡുലസായി നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, cos a by two r r cos a 

എؗതിന്െറ ര؇് മട്׹ േമാഡുലസിന് തുലّമാണ്. തീئ ഞ׹ൾ േഫാർമുല അനുസരി്׺ by two 
കണׯാുׯം, അതിനാൽ യ് ്ׯ പൂജّം മുതൽ വെരയുت ഇടേവളയിൽ ആദّ a pi z 
കٔാഡ് റന്റിലാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം , അതായത് തീئ േനരി؂് യുെട ആർ്ׯ ടാൻ െകാ؇് െകാ؇്y x x 
കണׯാׯാം. നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇത് ര؇് തവണ ൈസൻ a by 1 plus cos a a by two cos a by 

ഇര؂ി ഇത് മെئാؗുമ2 , ب ന്െറ ആണ് എؗതിനാൽ ഇേؚാൾ two cos square a by two tan of tan a 
ْശؑിുׯക  പൂജّം മുതൽ ൈപ എ ൈബ ടു വെരയുت ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപ ൈബ ടു ൈബ ടു
വെരയുت ഇടേവളയിലാണ്, അതിനാൽ ആർ്ׯ ടാൻ  നി׹ൾ്ׯ ഒരു ൈബ ടു എؗതുേപാെല മ്ئ 
ലളിതമായ വّായാമ׹ൾ നൽകുؗു .  ആ ൈമനസ് ൈപ െകാ؇് ആ തീئ ര؇് ൈമനസ് theta sa 2 sa 
ൈപ െകാ؇് പരിേശാധിുׯക അതിനാൽ േകാസ് എ ൈബ ടു എؗതിന്െറ ര؇് മട്׹ േമാഡുലസ് z 
എഴുതിയത് , പൂജّ؋ിനും ൈപയ്ുׯം ഇടയിലും മ്ئ ْപേദശ׹ൾ്ׯ എ ൈബ ടു ൈമനസ് ൈപയ് ുׯം 
ഇടയിലാെണ׸ിൽ, വّതّാസെؚടാൻ േപാകുؗ ആംഗുലസ് എ ൈബ ടു പറയുؗു, അതിനാൽ മൂലّ؋ിന്
ൈപ്ׯ തുലّമാണ്. ؛സ് ؛സ് എؗത് പൂജّമാെണؗും പൂജّ؋ിന് തനതായ ْധുവz 1 cos pi i sin pi 
ْപാതിനിധّം ഇെുؗبം ْശؑിׯാം, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ْധുവ 
ْപാതിനിധّം ഉപേയാഗി്׺ സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട ഗുണന؋ിേല്ׯ േപാകാം, നമു്ׯ ര؇് സ׸ീർ؉ 
സംഖّകൾ ഒ്ؗ ര؇് ഉെ؇്ؗ കരുതുക.  ْപാതിനിധّം z z r one cis theta one , z two r two theta
2 ഇേؚാൾ ഈ 2 െന സാധാരണ േകാം٧്ع؛ സംഖّ ഗുണന؋ാൽ ഗുണി׺ാൽ, ഇത് ആെണ്ؗ r one r two 
നമു്ׯ ْശؑിׯാം ഇവിെട നമു്ׯ അതുേപാെല ഇവിെട തീ2 ئ cos i sin theta one , factor cos  
 2 ئൈസൻ തീ 1 ئൈമനസ് സിൻ തീ 2 ئേകാസ് ഓഫ ്തീ 1 ئഅവരുെട ഉൽؚؗം തീ 2 ئസ് ഐ സിൻ തീ؛
 ടു , ْതിേകാണമിതി ئേകാസ് തീ 1 ئസ് ൈസൻ തീ؛ 2 ئൈസൻ തീ 1 ئസ് ഐ ൈടംസ് േകാസ് തീ؛
േഫാർമുല ْപകാരം നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും ഈ ഘടകം തീئ വൺ ؛സ് തീ؛ 2 ئസ് ഐ ൈടംസ് ൈസൻ
ഓഫ് തീ؛ 1 ئസ് തീ2 ئ എؗതിന്െറ േകാസ് ആണ്, ഇത് ഞ׹ളുെട സിസ് തീ؛ 1 ئസ് തീ2 ئ എؗ 
െനാേ؂ഷനിൽ എഴുതാം. അതിനാൽ ര؇് സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട ഗുണനം ലളിതമാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
ഒരു ْപധാന നിരീײണം നട؋ി.  1-െന 2-േനׯാൾ ഗുണിുׯേآാൾ , െന എؗ ഘടകം z z z 2- r 1 
െകാ؇് സ്െകയിൽ െചുإകയും ഉ؍വവുമായി ബؖെؚ؂് തീ1 ئ ആയ ഒരു േകാണിൽ കറു׹കയും 
െചുؗുإ , അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട േമാഡുലസ് േപാെല നിരീײിؗുׯത്  ْധുവ ْപാതിനിധّം 
വഴിയുت ര؇് േകാം٧്ع؛ സംഖّകളുെട ഗുണന؋ിന്െറ ഗുണനഫലം, േമാഡുലസ് r one r two 
അبാെത മെئാؗുമب, വീ؇ും ഒ്ؗ മെئാؗുമب മെئാരു ഘടകം ആണ്, അതിനാൽ r mod z mod z two 
നമു്ׯ തിരി׺റിയൽ വളെര എളുؚ؋ിൽ െചإാൻ കഴിയുؗതായി കാണുؗു. ന്െറ z one z two 
േമാഡുലസ് ന്െറ േമാഡുലസ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എؗതിന്െറ z one mod z two z one z two 
ആർഗّുെമന്റ് അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ْപധാന വാദം പരിഗണിׯാൻ 
ْശമിؗുׯതിനാൽ ര؇് േകാണുകളുെട ആെകു؋ക െചുإേآാൾ അത് സംഭവിׯാം  ൈപ അെ׸بിൽ
അبാ؋പײം അത് ൈമനസ് ൈപയ്്ׯ താെഴ േപാകാം, അതിനാൽ ْപധാന ആർഗّുെമന്റ് 
ലഭിؗുׯതിന് നأൾ കുറ്׺ ْകമീകരണം നടേ؋؇തു؇്, ആ ْകമീകരണം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇് എؗ ആർഗّുെമന്റ് ഗുണിുׯേآാൾ നമു്ׯ തٔ؋ വാദ؋ിന്െറ z z 
ആെകു؋ക ലഭിുׯം. ര؇് ന്െറ വൺ ആർഗّുെമന്റ് ഞ׹ൾ ഒരു ْകമീകരണം നടേ؋؇തു؇്, z z 
അത് ؛സ് ഇര؂ി ആണ്, അവിെട ؛സ് നൽകുؗത് മൂലّ׹ളാൽ നൽകെؚടുؗുെവ׸ിൽ , k pi k z 
ഒؗിന്െറ ആർഗّുെമന്റും ന്െറ ആർഗّുെമന്റും ْപധാന ആർഗّുെമന്റിനുتിൽ ആെണ്ؗ z 
കരുതുക.  േْശണി പിെؗ ഒؗും മാേئ؇തിب, പേײ ൈമനസ് ൈപേയׯാൾ കൂടുതേലാ കുറേവാ 
ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് ൈപ എؗതിേനׯാൾ കുറവാെണ്ؗ പറയുക , അതായത് ؛സ് ഒؗാണ് , അത് k 
പരിധി കടؗാൽ നأൾ േചർേׯ؇തു؇് ര؇് ൈപ െകാ؇് കുറയ്ؗുׯത് ൈപേയׯാൾ ൈമനസ് 
ൈപേയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ഉദാഹരണം െചإാം ഒ്ؗ ഒ്ؗ ؛സ് z iz
ര؇് റൂ؂് 3 ؛സ് ആയി കണׯാׯാം, അതിനാൽ ْധുവ േകാർഡിേനുئകളിേല്ׯ പരിവർ؋നം i 
െചᅃٝുെകാ؇് നأൾ െചؗുإ ഗുണനം എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം  റൂ؂് 2 ആയ ആണ് കൂടാെത r 
ആംഗിൾ ൈപ 4 ആണ് , ഇവിെട േമാഡുലസ് 2 ആണ് , നമു്ׯ അതിന്െറ ആംഗിൾ കണׯാׯാം, അത് 
ൈപ ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിു׺റؚിׯാൻ കഴിയും , തുടർ്ؗ അവയുെട ഉൽؚؗം േമാഡുലസ് 
സിസ് സ്െകയിലും തുകയും മാْതമായി മാറുؗു.  ഈ േകാണുകൾ നാല് ൈപ ൈബ പْؓ؇് ഡി േമാറിസ് 
േഫാർമുലയിൽ പറയുؗു , ؛സ് ആെണ׸ിൽ, പവർ േപാെല z r cos theta i sin theta z n 
ലളിതമായി ؛സ് തീئയാണ് , ഒؗിന് തുലّമായതിനാൽ  ഉദാഹരണ؋ിന് rn cos n theta i sine n n 
നأൾ നിരീײി׺ ഗുണന؋ിൽ നി്ؗ േഫാർമുല വളെര എളുؚ؋ിൽ ഉരു؋ിരി؁താണ് , അതായത് 

ന് തുലّമായ ചതുരം, അതായത് ന് തുലّമാണ്, അതായത് േല്ׯ ആണ് , അതായത് n z n z z r 
ചതുരമായ േമാഡുലസ് ഫാعർٚ സ്െകയിൽ െചᅃٝ ്നമു്ׯ ആയി ലഭിؗുׯ ആർഗّുെമന്റുകൾ cos 
സംْഗഹിുׯക.  ര؇് തീئയും ഐ ൈസൻ ടു തീئയും ഇൻഡײൻ വഴി നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, പവർ z 
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എؗത് പവർ എؗത് തീئ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ മെئാؗുമب, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു n r n cis n 
ലളിതമായ ഉദാഹരണം െചإാം , അതായത് ഒ്ؗ ؛സ് ഞാൻ എ്ؗ പവർ എ്ؗ പറയുക.  ഡയറക് ട് zs z 
ഗുണനം െചയ് താൽ ഇത് കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, കണുׯകൂ؂ൽ എളുؚമായിരിׯിب, 
പേײ നി׹ൾ ْധുവ ْപതിനിധാന؋ിേല്ׯ േപായാൽ അത് റൂ؂് 2 ഉം ഉം ആണ്, ഇേؚാൾ ഡി cis pi 4 
േമാറിസ് േഫാർമുല പറയുؗത് അത് എടുുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു 2 പവർ 500 ആയും പിെؗ cis 
1000 മട്׹ ൈപ ൈബ 4 ആയും ലഭിؗുׯത് എؗ പവറാണ്, അതായത് ര؇് ഫിഫ്ئി ൈപ എ്ؗ r 
പറയുؗു, ഇത് നി׹ൾ്ׯ ഒരു ലളിതമായ വّായാമം മാْതമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , ഇനിؚറയുؗ 
ഐഡന്റിئി ൈസൻ 5 െതളിയിׯാം  തീئ തുലّമായ 16 ൈസൻ പവർ 5 തീئ ൈമനസ് 20 ൈസൻ കّൂബ് 
തീ؛ ئസ് 5 ൈസൻ തീئയും  േകാസ് ൈഫവ് തീئയും പതിനാറ് േകാസ് പവർ അ؀് തീئ ൈമനസ് ഇരുപത്
േകാസ് കّൂബ് തീ؛ ئസ് അ؀് േകാസ് തീئ ഹിന്റസ് നൽകിയത് സിസ് ൈഫ തീئയുെട തീئ പവർ ൈഫ 
ഇൻ ഉപേയാഗിുׯക  ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട ْധുവ ْപാതിനിധّം ചർ׺ 
െചുؗുإ, ഞ׹ൾ ْധുവ ْപാതിനിധّം ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ ഗുണനം ലളിതമാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
നിരീײിുؗുׯ , അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഇതിെനുׯറിتു׺ കൂടുതൽ ഫല׹ൾ ഞ׹ൾ വീ؇ും 
ചർ׺ െചുإം 
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