
 ಹสೕ เർ౲ ൮ბಗำ ಕึದ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಮൡ౨  ಃಲโ ෩ಲේತ 
ಅಸ෥ನ൤ಗಳඝ౬  ಈ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ  ಮൡ౨  ජಜൽಂದ ಮൡ౨  ಡ ಸ෥ನ฿ದ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ඣಂൽಡ ඩ౳ ฏ෗๵ೕಣ x y x y z 
๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ಒ෫౱  ನಮಡ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ෽ಂൽಡ ඛೕലದฉ , කโ ಇದඝ౬  ಆಡბฑ ෥ലದ ೯ೕല ಅಲ౭ เฃಮ ಡ x y 
๸෽ೕ೧ಸಬ๾ൿ ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಅಂದฉ කโ ಈ ෈ಂൿವඝ౬  ಸಮತಲದย౵  ๸෽ೕ೧ಸಬ๾ൿ ಎಂൿ කโ 
ಇದඝ౬  ෈ಂൿ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ, ಅൿ ಪ౵ ๺ ಆಜฆತ౨ ං. කโ ಅౘದย౵  ಈ ෈ಂൿವඝ౬  ಪ౳ ಃ౹ ೕඪ๭ർಗ x x iy x x 
ಅౘದย౵ ನ ಪค෥ಣವඝ౬  ๰೉ಸฤ ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟಯย౵  อಬ ൽ౾ౙ ನย౵  ಇದರ ಪ౳ ෥ಣโ ಆಜං, කโ ಇย౵  y 
ಗಮඛ๯ವ ෴โඃ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  කโ ౽ഔბ๭ಯඨ ಸಮತಲದย౵  ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  ๸෽ೕ೧๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  
ಇದඝ౬  ಪ౳ ෥൐ತ฿ಜ ಅౘ ಎಂൿ ൤ಡൿಆಳ౶ มಞತ౨ ං ಆದฉ ಸಮತಲದย౵ ನ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳ ฿౲ ಌ౲ ನದย౵  කโ x 
ಇದඝ౬  ජಜ ಅౘ ಎಂൿ ಪคಗ൐ಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಇย౵  ಇൿ ౽ಲ౭ ඛಕ ಅౘ฿ಜං ಮൡ౨  ಈಗ ಈ ಸಮತಲದย౵  ಪ౳ ൟ ෈ಂൿเಡ  
කโ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ๸෽ೕ೧๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಅಂತಹ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ಸಮತಲವඝ౬  ಆಛბඨ ද౵ ೕඨ ಅಥ฿ 
๸౾ೕಣბ ಸಮತಲ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං, ಈಗ ಸಮತಲದย౵  ෴โඃ ෈ಂൿವඝ౬  ඛೕലದฉ කโ ಈ ෈ಂൿವඝ౬  
ඛಧბคಸಬ๾ൿ ෩ಲൽಂದ ඀ರವඝ౬  ൟัൽದ౪ ฉ ಅದඝ౬  කโ ಆฑ ಮൡ౨  ಆೕನ฿ದ ൮ೕഓ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಧකತ౱ ಕ

ಅౘಃౙ  ෥ಡಲ౭ ഔౣ ං x 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ෩ಲ ๒ನ౲  ಅಲ౭ เฃಮ ๒ನ౲  ಅಥ฿ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ๒ನ౲  ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಮൡ౨  ಈಗ කโ 
ಇದඝ౬  ඩ෵ಂഡ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಮൡ౨  ಈಗ කโ ຂำൟ౨ ฆವ ಎಂ්ൿ ෩ಲൽಂದ ඀ರವඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං  .  p r 
ඩ෵ಂഡ ಮൡ౨  ൮ೕഓโ ๳ฆವ ชಒಯඝ౬  ๳ฆವ เූಗ ಮൡ౨  ಧකತ౱ ಕ ಅౘ ಅಥ฿ ජಜ ಅౘದ ನഴเನ p op x 
ಆೕನವඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ಮൡ౨  ൮ೕഓವඝ౬  ඛೕലದฉ කโ ಈ ಏචಂൿ ඛಧბคಸಬ๾ൿ ಅൿ ๸ීಧವඝ౬  ಸರಳ฿ಜ r x 
ಬฉ෷ತ౨ ං ౽๺ ൮ೕഓವඝ౬  ຃඲ങඞ౲ ๺ ඛಂದ ಪಕౙ ದย౵  ඛೕಡมಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅඝ౬  ಆฑ ౽๺ ൮ೕഓ ಎಂൿ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅඃ คೕൟ ಆฑ ๭ඨ ൮ೕഓ ಎಂൿ කโ ඣೕಡಬ๾ൿ x y 
ಆದ౪ คಂದ ඀ರ ಮൡ౨  ಆೕನವඝ౬  ඛೕലದฉ කโ ಗಮඛ๯ൟ౨ ฆโದඝ౬  ಅඝ౬  ඛಂದ ಬฉಯมಞತ౨ ං r x xr cos theta
ಮൡ౨  ಅඝ౬  ൽಂದ ඛೕಡมಜං y r sin theta 
ಆದ౪ คಂದ ಇದರಥბ ನಮ౱  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಅඝ౬  ೯൤ಡ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ, z z r cos theta ir sin theta 
ಅย౵  ಎಂ්ൿ ෩ಲൽಂದ ෈ಂൿเಡ ಇฆವ ಅಂತರ฿ಜං r z 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ಋ൏ತ౱ ಕವಲ౵  ಮൡ౨   ൮ೕഓವඝ౬  ๵ච౬ ෵ಂದ ಎರഴ නಡ ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ ಮൡ౨  ෨ಂං ಇದඝ౬  ಆฑ 
ഛෳ౺  ౽๺ ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ ಐ ๭ඨ ൮ೕഓ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಅಂತಹ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲  ಎಂൿ 
ಕฉಯมಞತ౨ ං ಈ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬   ನ ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲  ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං z 
ಆದ౪ คಂದ ಮ൧౨ ෫౱  කඝ චನඪ๭ಆำ౶ ൤౨ ೕච කโ ಸಮತಲದย౵  ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  ๸෽ೕ೧๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಅಲ౭ เฃಮ x 

ಘಟಕಗำ ඛಮಡ ൟัൽං ಮൡ౨  ಈ ෈ಂൿವඝ౬  ෩ಲ ಮൡ౨  ಆೕನ ൮ೕഓൽಂದ ಄ವಲ ಸ෥ನ฿ಜ ඛಧბคಸಬ๾ൿ y 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  කโ ಮൡ౨  ൮ೕഓ ಅಂಶವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅದඝ౬  ඎ౳ เೕಯ ඛඃბ๎ಂಕ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං r 
෩ಲ ಮൡ౨  ಆೕನൽಂದ ඀ರเฆವ ವ౲ ವ๲౩  ಮൡ౨  ನಮಡ ಪค೉ತ฿ಜฆವ ౽ചბ๏ಯඨ ඛඃბ๎ಂಕ ವ౲ ವ๲౩ ෷ x 
ಅಲ౭ เฃಮ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಮൡ౨  ൮ೕഓವඝ౬  ඛೕಡมಜං y r 
ಆದ౪ คಂದ කโ ൽಂದ ඩ౳ ฏ෗๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ൮ೕഓವඝ౬  ඛೕല ඦತರ කโ ౽ഔბ๭ಯඨ ඛඃბ๎ಂಕ su r 
ವ౲ ವ๲౩ ಯย౵ ನ ෈ಂൿವඝ౬  ಮൡ౨  ಎಂൿ ๸෽ೕ೧ಸಬ๾ൿ ಎಂൿ කโ r cos theta y as r sin theta 
ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ವ౲ ൟคಕ౨ ฿ಜ ನಮಡ ಅಲ౭ เฃಮ ෽ಂൽಡ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಈಗ කโ ಈ ಮൡ౨  x y r 
൮ೕഓವඝ౬  ຂಡ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎಂ්ൿ ಪ౳ ๔౬ ෴ಜං න൭ಗರ๺ ಪ౳ ෬ಯದ ෩ಲಕ ಮ൤౨  ಈ ೉ತ౳ ಃౙ  ๼ಂൟฆಗಬ๾ൿ, 
කโ ಎಂ්ൿ ಚದರ ಮൡ౨  ವಗბದ ವಗბ෩ಲವಲ౵ ං ෎ชඞ ಅಲ౵  ಎಂൿ කโ ತౘಣ ಅคൡಆಳ౶ ಬ๾ൿ r x y 
ಆದ౪ คಂದ ෩ಲൽಂದ ඀ರโ ඡರ฿ಜ ෨ಂൽං ಅඝ౬  ವಗბ ಮൡ౨  ವಗბದ ವಗბ෩ಲൽಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං xy r x y 
ಮൡ౨  කโ ಗಮඛ๯ವ ൮ೕഓโ ౽๺ ൮ೕഓವඝ౬  ා ಮൡ౨  ๭ඨ ൮ೕഓ ෵ಂದ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ x r y y 
ಆದ౪ คಂದ ൮ೕഓ ಈ ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ಏಕ౽ಲದย౵  තซಸ෎ಀ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ๸෽ೕ೧๯ವ ෩ಲಕ ൮ೕഓ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซಸ෎ಀ ಎಂൿ කโ 
ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಅൿ ഓ౲ ඨ ൮ೕഓ ಈ ඛൽბಷౣ  ෈ಂൿเඦ൤෻ ෵ಂದ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜಲ౵ , y x x 
ಮൡ౨  ಅඝ౬  ඛೕലದฉ කโ ൮ೕഓದ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ຂಡ วಕౙ  ๻ಀ൤౨ ೕๅ ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜಲ౵  y 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಅඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಃಲโ ಸರಳ ഔೕಃಗಳඝ౬  ෥ഴ൤౨ ೕච t he theta 
ಆದ౪ คಂದ ಅದಃౙ  ຄೕಞವ ෮ದฤ කඝ ಃಲโ ๸಄ತಗಳඝ౬  ಪคಚ෵๵ೕಣ කโ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ದย౵  ๸౾ೕಣბ 
๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಬฉ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ೯൤ಡ ಇൿ ๼ೕಡ ಮൡ౨  කโ ಅದඝ౬  r cos theta ri sin theta r time cis 

ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಅย౵  ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಮൡ౨  theta cis theta s  cos theta plus i sin theta theta z 
๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ඛಂದ ๰೉ಸมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಎಂ්ൿ ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ ຄರൡ ෎ชඞ ಅಲ౵  r z 
ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ, ಇൿ ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಆಜං, ಈಗ කโ ಗಮඛ๭ದ ಃಲโ ಸರಳ ഔೕಃಗಳඝ౬  කโ ඎ౳ ವൽಂದ z 
ඩ౳ ฏ෗๭ದ ඦತರ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ ඩ౳ ൟඛಧ౲  ಪ౵ ๺ ಅඝ౬  ಮൡ౨  ๴ඨ හౘඨ ನ cos theta i sin theta cos 
ಆವತბಕ൤ಯ ෩ಲಕ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ ಇದඝ౬  ೯൤ಡ ෇ค ೯൤ಡ theta plus two k pi i theta two k pi 
ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಅย౵  ත൏ბಂಕಗಳย౵  ಇฆತ౨ ං ಅಂದฉ කඝ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂറಗ ಅಥ฿ කඝ k r theta 
൮ೕഓ ಪ౵ ๺ ഖ ಃ න ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಅโ ౽๺ ൮ೕഓ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಆฑ ๭ඨ ൮ೕഓ ಎಂಬ ಒಂൿ ಅಂಶಃౙ  xr y 
෥౲ භ ෥ഴತ౨ ๅ, ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ , ൮ೕഓ ಎರഴ නಗัಂದ ෗ನ౬ ฿ಜದ౪ ฉ කโ ಗಮඛ๯โඃචಂದฉ ಅโ 
౽ಂಡದ ෈ಂൿเಡ ನಃ౹  ෥ഴತ౨ ๅ ೦౲ ෦ൟೕಯ฿ಜ කโ ಇದඝ౬  ຂಡ ಅಥბ෥ലಆำ౶ ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಧකತ౱ ಕ ಅౘൽಂದ ൮ೕഓ ಆೕನವඝ౬  ඛೕഴವ ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ  ಈಗ ಅඃ ชಒಯඝ౬  x 
ඛೕโ ಎರഴ න ෩ಲಕ ಒಂൿ ಚಕ౳ ಃౙ  ຄೕඈ൤ ಮൡ౨  ඦತರ ಈ ൮ೕഓವඝ౬  ಅึಯಬ๾ൿ ಅಂದฉ ಇൿ ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ 
ಆಜං ഖ න ಮ൤౨  ಅඃ ชಒಯඝ౬  ൮ೕഓ ೯൤ಡ ഖ න ಎಂൿ ಆೕನವඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං, ಅඃ คೕൟ ඛೕโ ಎರഴ නಗಳ 
෴โඃ ಃ ಞಣಕಗಳඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಃ ಧකತ౱ ಕ ත൏ბಂಕವඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ කโ ಎರഴ න ಞಣಕಗัಂದ 
๯ൡ౨ โದඝ౬  කโ ඣೕಡಬ๾ൿ ಅಂದฉ කโ ಮ൤౨  ಈ ಆฏ෗ಕ ๬ยಡ ಬฆ൤౨ ೕๅ ඦತರ කโ ಈ ಆೕನ ൮ೕഓವඝ౬  
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೦౲ ෦ൟೕಯ฿ಜ ๳ค๯൤౨ ೕๅ , කโ ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ 2 ಃ න ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಅൿ ಅඃ ชಒಯඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං, ಈಗ 
ಪ౳ ๔౬ ෷ ಃ ಯ ಋ൏ತ౱ ಕ ෰ಲ౲ ಗำ ຂಡ ಎಂൿ ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆೕನ ൮ೕഓವඝ౬  ෥ഴವ ชಒಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಈಗ ಗಮඛ๭ർಗ ಇൿ ඎ౳ ವ ඛඃბ๎ಂಕ 
ವ౲ ವ๲౩ ಯย౵ ನ ಆฑ ౽෥ ൮ೕഓ ಎಂൿ කโ ຂำൟ౨ ฆโൿ ಇൿ ಆฑ ൮ೕഓ ෭ನ๺ ഖ න ฀൤෻ ಇං ಎಂൿ කඝ 
಄ವಲ ಃ ಎಂಬ ಋ൏ತ౱ ಕ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಃ ಎಂൿ ಪคಗ൐๯ൟ౨ ං౪ ೕච  ಈಗ ಒಂದඝ౬  කඝ ಇඣ౬ ಂൿ ൽ౾ౙ ನย౵  ಆೕನವඝ౬  
ಅึ෷๋൤ ඣೕಡಬ๾ൿ, ಅൿ ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರ ൽಕౙ ඝ౬  ಅൿ ෭ನ๺ ಎರഴ න ෥ഴತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ කඝ 
ಆೕನವඝ౬  ๳ค๯൤౨ ೕච ಅൿ ൮ೕഓ 
ಆದ౪ คಂದ ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ කโ ಇย౵  ಸ෥ๆಶವඝ౬  ෥ഴโൿ කโ ෴฿ಗ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಎರഴ 
ชಒಗಳ ನഴเನ ಆೕನವඝ౬  කโ ನಮ౱  ಅౘವඝ౬  ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකದ ൮ೕഓ ಎಂൿ ಅึ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ඛೕโ เฌೕඌ x 
ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರ ൽ౾ౙ ನย౵  ಅಳ൤ ෥ലದฉ ൮ೕഓವඝ౬  ಧකತ౱ ಕ ชലಯඨ౺  ಎಂൿ ಪคಗ൐ಸมಞತ౨ ං ಮൡ౨  කโ ಇඣ౬ ಂൿ 
ൽ౾ౙ ನย౵  ಅಳ൤ ෥ലದฉ ಅൿ ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರ ൽ౾ౙ ನ ඦತರ ಅಳ൤ ෥ಡมದ ಆೕನ  ಋ൏ತ౱ ಕ ౽ಂൟಯย౵  ಅൿ ನಮ౱  
ඩ౳ ൟඛಧ౲ ಃౙ  ຄಂൽಃ෴ಜං෻ ಎಂൿ ඣೕഺೕಣ, කඝ ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  ຂูೕಣ ಮൡ౨  ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  
ຂูೕಣ ಮൡ౨  ඀ರದ ಅಂತರโ 1 ಪ౵ ๺ 1 ರ ವಗბ෩ಲโ 2 ಮൡ౨  ൮ೕഓ ಎಂ්ದඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ഺೕಣ ഓ౲ ඨ ൮ೕഓ
ಆಜฆವ ๸ීಧൽಂದ ෵ಂದ ಇย౵  ಒಂൿ ಮൡ౨  ෷ඛഡ ಒಂൿ y x y x 
ಆದ౪ คಂದ කโ ൮ೕഓ ಅඝ౬  4 คಂದ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಈಗ කโ ෭ನ๺ ൮ೕഓൽಂದ ಏඝ ಅ൵ბ๯൤౨ ೕๅ෽ೕ s pi 
ಅൿ เฆದ౫  ൽ౾ౙ ನย౵ ං. ಅಂದฉ ෭ನ๺ න ಅඝ౬  4 คಂದ ඛೕโ ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽ෵ಂದ ಅಳ൤ ෥ലದฉ ಅൿ ෭ನ๺ ich 
න ಅඝ౬  කಲౙ คಂದ ಅึ෷ತ౨ ං, ಇൿ ජಜ ಅౘಃౙ  ๸ීඌ๭ඈ൤ ಈ ชಒಯ ಪ౳ ൟಫಲನ฿ಜං ಆದฉ කโ ಪ౳ ൟ෈ಂಬವඝ౬  
෥ലದฉ ಅൿ ನಮಡ ෇ฑ ಅඝ౬  ຄರൡಪല๭ ಏನඞ౬  ඛೕഴโൽಲ౵  ಇൿ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಆದฉ ಇൿ කඝ z i z 
ಅඝ౬  ඩ౳ ฏ෗๭ದ ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ಃౙ  ๭౩ ರ฿ಜං෻ ಎಂൿ ඣೕഺೕಣ 1 ಪ౵ ๺ කඝ ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ಬฉದฉ i r 
งഡ 2 ಮൡ౨  කಲౙ คಂದ ಆಜฆವ ಆೕನโ ಈಗ කโ ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ຂูೕಣ ෭ನ๺ pi 
൮ೕഓ ඩ෵ಂഡ ಅඝ౬  ಪคಗ൐๭ ಅൿ งഡ 2 ౽๺ ಆෆ ෭ನ๺ න ා ශೕฑ ಪ౵ ๺ ಐ ๴ඨ න ා ශೕฑ ౽๺ ಒಂൿ 
ಸಮ ౽ಯბ฿ಜං ಮൡ౨  ๴ඨ ෍ಸ හౘඨ ಆಜൿ౪  ಅൿ කโ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ งഡ ಎರഴ ෇ค ಅൿ ౽๺ න කฤౙ
෭ನ๺ ಐ ๴ඨ ಆಜං කಲౙ คಂದ කโ ෇ฑ ಸค ಎಂൿ ಏನඞ౬  ಪഷ෷โൽಲ౵  pi z 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರದ เฆದ౫  ൽ౾ౙ ನย౵  ಆೕನವඝ౬  ಅึ෷ൟ౨ ದ౪ ฉ කโ ಧකತ౱ ಕ ชലಯඨ ಗಳย౵  ಅึ෷൤౨ ೕๅ 
ಮൡ౨  කโ ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರದย౵  ಆೕನವඝ౬  ಅึ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಋ൏ತ౱ ಕ ชലಯඨ ಗಳย౵  ಅึ෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ಈ 
ಉർಹರൕ෷ เವค๯ತ౨ ං. ಇൿ ඛಖರ฿ಜ කโ ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲ අಂൽಡ ඣೕಡฤ ๬ಧ౲ ฿ಞವ ๸෽ೕಗඈ൤෻ 
ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಈ ಉർಹರൕಯඝ౬  ๬෥ඛ౲ ೕಕค๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๸౾ೕಣბ฿ದ ද౵ ೕඨ ನย౵  ಆೕನ ൮ೕഓඅಂൽಡ ಇฆವ ಒಂൿ ෈ಂൿವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂൿ z 
ූเ๵ೕಣ, ಈಗ කโ ಅದರ ಪ౳ ൟ෈ಂಬವඝ౬  ඛಖರ฿ಜ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ. ෇ฑ ಈಗ ಅൿ ಆೕನದ ൮ೕഓ ಎಂൿ ನಮಡ z 
ൟัൽං ಆದฉ ನಮ౱  ಸ෥ๆಶದย౵  කโ ಅದඝ౬  ෭ನ๺ ൮ೕഓ ಎಂൿ ಅึ෷൤౨ ೕๅ , ಇย౵  කโ ಪഷ෷ವ ඎ౳ ವ 
ඩ౳ ൟඛಧ౲  ಏචಂൿ ඣೕഺೕಣ ಇൿ ಆฑ ౽๺ ൮ೕഓ ಮൡ౨  ಐ ๴ඨ ൮ೕഓ ฿౲ ಌ౲ ನൽಂದ ಇದඝ౬  ಆೕನ฿ಜ 
൤ಡൿಆำ౶ ತ౨ ං ඦತರ කโ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ද౳ ೖෳ ඦൟฆವ ෴โඅೕ ಒಂൿ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಇൿ ಆೕನ ෭ನ๺ z 
൮ೕഓൽಂದ ඛೕಡಲ౭ ഔౣ ං, ಇൿ ෭ನ๺ ൮ೕഓದ ౽๺ ಮൡ౨  ෭ನ๺ ൮ೕഓದ ಐ ๴ඨ ಆಜං, ඦತರ ಇൿ ෇ฑ r z 
ຄರൡಪല๭ ෎ชඞ ಅಲ౵  ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಅಂಶโ ಇದರ ಅಥბๆඝ ಎಂൿ เವค๯ತ౨ ං  ಋ൏ತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗูಂൽಡ ත൏ბಂಕಗಳย౵  ಬದมಞವ k 
೯൤ಡ ಪ౵ ๺ ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ 2 ಅඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ โದคಂದ ಅൿ ౽ഔბ๭ಯඨ ඛඃბ๎ಂಕ ವ౲ ವ๲౩ ಯย౵  ಒಂൿ r k pi 
๸ಒ౲ ಡ ෥౲ භ ෥ഴโದඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಅൿ ಮൡ౨  ಈಗ ಮ൧౨ ෫౱  කโ r cos thet  a y r sin theta 
ನಮ౱  ಆಸ౾౨ ಯඝ౬  ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๯ൟ౨ ฆโൿ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದ ಪ౳ ൟ෽ಂൿ ෈ಂൿเಡ කโ ಮൡ౨  ൮ೕഓ r 
เಷಯದย౵  เ෗ನ౬  ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ඛೕಡฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ, ಈಗ කโ ൮ೕഓವඝ౬  ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ ಆಜ ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ංಂൿ 
ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ  ಈ ๸තಣბ ಸಮತಲವඝ౬  ಕವฑ ෥ಡฤ ಅඃ ಸಮಯದย౵  ಒಂඃ ෈ಂൿವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ವ ಎರഴ ಃ න, 
කโ ಏඝ ෥ಡ෎౽ಜฆโൿ ಎಂದฉ කโ ಎರഴ න ಮಧ౲ ಂತರ ಉದ౪ ಃౙ  ൮ೕഓವඝ౬  ಬದม෵ಸ෎౽ಜං ಅಂದฉ ඛೕโ 
൮ೕഓ කഡ ೯൤ಡ ൮ೕഓ කഡ ಪ౵ ๺ ഖ න ೯൤ಡ ൮ೕഓವඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൟ౨ ೕค ಈ ಪ౳ ඃಶದย౵  කโ ನಮ౱  ൮ೕഓವඝ౬  
ಬದม෵๭ದฉ ൮ೕഓ කഡ ෴โඃ ජಜ ๸ಒ౲ ෴ಜರಬ๾ൿ ඦತರ ಅൿ ๸තಣბ ಸಮತಲವඝ౬  ಆವค๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ෨ಖ౲ ฿ದ ฿ದโ 2 න ಮಧ౲ ಂತರದย౵  ಬದมಗ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ๬ಂಪ౳ ർ෵ಕ฿ൿංಂದฉ ඛೕโ ൮ೕഓವඝ౬  කโ ಪഷ෷ವ 0 ಎಂൿ ಪคಗ൐๯โൽಲ౵   0 คಂದ 2 ಎಂൿ pi 
කโ ಮ൤౨  චನඪ๭ಆಂಡฉ ಇದರಥბ කโ ಆฏ෗ಕ เූಗವඝ౬  ಧකತ౱ ಕ ಅౘൽಂದ ඩ౳ ฏ෗๯൤౨ ೕๅ, ಅย౵  ൮ೕഓ x 
๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ ඛೕโ ൟฆಞเಃ෽ಂൽಡ ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರ฿ಜ เฆದ౫  ಧකತ౱ ಕ ඁ๞ౣ ಆೕನದย౵  ಅึ෷ൟ౨ ೕค
ಎರഴ න 
ಆದ౪ คಂದ ๸තಣბ ಸಮತಲವඝ౬  ಆವค๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ಪ౳ ෥൐ತ ಒಂൿ ෭ನ๺ න 2 ಪ౵ ๺ න 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಇย౵  ๸තಣბ ಚ೎ბಯย౵  ಧකತ౱ ಕ ಅౘโ ෴฿ಗล ൮ೕഓ ๒ನ౲ ฿ಜฆโದคಂದ ಈ ඛൽბಷౣ  x 
ชಒ෷ ෴฿ಗล ಅౘโ ෴฿ಗล ൮ೕഓವඝ౬  ๒ನ౲ ๅಂൿ ಪคಗ൐๭ ಈಗ කโ  ಧකತ౱ ಕ ชലಯඨ ಗಳ x 
ಅಥბๆචಂൿ ൟั෵ค ಅಂದฉ ඛೕโ ๒ನ౲ ൽಂದ ඩ౳ ฏ෗๭ ඦತರ ಈ ಚಕ౳ ಃౙ  ಬඛ౬  , ಇย౵  ಈ ชಒ෷ න ಎಂൿ ൮ೕഓ 
ಮൡ౨  ಇತರ ಪ౳ ඃಶವඝ౬  කโ ಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರ฿ಜ ຄೕಞವ ෩ಲಕ ಆವค๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  කโ ಇದඝ౬  ಅಳ൤ ෥ലದฉ ಈ ඛൽბಷౣ  ชಒ෷ ಇฆತ౨ ං  ෭ನ๺ theta s pi 
ಆದ౪ คಂದ ಮಧ౲ ಂತರ ಉದ౪ โ ಎರഴ ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಈ ಮಧ౲ ಂತರದย౵  කโ ನಮ౱  ൮ೕഓವඝ౬  pi 
ಬದม෵๭ದฉ කโ ಈ ๸තಣბ ಸಮತಲವඝ౬  ಮൡ౨  ಈ ಪ౳ ඃಶದย౵ ನ ಆೕನವඝ౬  ಪคಗ൐๯൤౨ ೕๅ, ಇದඝ౬  ಪ౳ උನ ಆೕನ
ಅಥ฿ ತತ౷  ฿ದ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ನ ಮಧ౲ ಂತರ ෭ನ๺ න ഖ ಪ౵ ๺ නನย౵  ಇฆವ ൮ೕഓ ಆಜං, කโ z 
ಚ೉ბ๭ඈ൤ ඛೕโ ಈಗ ෩ಲವඝ౬  ಪคಗ൐๯ವ ඩ෵ಂഡ ෩ಲದ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲  ಏඝ ಎಂൿ කโ ಄ಳฤ 
ಬಯ๯൤౨ ೕๅ  කโ ෥ഴโඃචಂದฉ, කโ 0 คಂದ ඩ౳ ฏಭ฿ಞವ ชಒಯඝ౬  ൤ಡൿಆಂഴ ಸค ෈ಂൿเನ ෩ಲಕ 
๻ൿ ຄೕಞ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ෴โඃ ชಒಯඝ౬  0 คಂದ ඩ౳ ฏಭ฿ಞತ౨ ං ಮൡ౨  ຂಛದง ಅൿ 0 ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං, 
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ಅಂದฉ කโ ๒ನ౲  ಮൡ౨  ඛಂದ ඩ౳ ฏಭ฿ಞವ ෴โඃ ๬ಲඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ  ෩ಲൽಂದ ෈ಂൿเಡ ಇฆವ r 
ಅಂತರโ ಸ౷ ൫ ಅಂದฉ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ කඝ ൮ೕഓವඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ෴โඃ ชಒ෷ ๒ನ౲ ದ ෩ಲಕ r 
๻ൿຄೕಞತ౨ ං, කโ ಆೕನವඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ยං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಎม౵  ๬ฤಗำ ෩ಲේತ฿ಜ ๒ನ౲ ൽಂದ ෴โದඝ౬  ๻ൿຄೕಞತ౨ ๅ  ಅದರ ෩ಲಕ ๵ච౬ ಯඝ౬  
ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಅಂದฉ ಇย౵  ൮ೕഓ ಅඛ฀ൟ౳ ತ฿ಜರಬ๾ൿ ಅಂದฉ ಇย౵  ൮ೕഓ ෴โർದง ಆಜರಬ๾ൿ ಅಂದฉ 
කඝ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ದ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಮൡ౨  ൮ೕഓ ෴โඃ ෰ಲ౲ โ ෩ಲವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಎಂದฉ r 
කโ ෩ಲಃౙ  ಸค෴ಜ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมದ ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ຄಂൽಲ౵  ಎಂದಥბ ෩ಲ ෈ಂൿเಡ ๸ීඌ๭ඈ൤ 
೦ಗงಕฃಜರ෎ಀ , ඎ౳ ವ ඛඃბ๎ಂಕ ವ౲ ವ๲౩ ಡ ๸ීඌ๭ඈ൤ කโ ಉತ౨ ಮ฿ಜ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมದ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  
ຄಂൽಲ౵ , ಈಗ කโ ෷ඛಋ ಅඝ౬  ಪഷಯฤ ൮ೕഓ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ຂಡ ว౽ౙ ೈರ ෥ഴโൿ ಎಂ්ದರ ಀคൡ 
ಚ೉ბಸฤ ಹൟ౨ ರ฿ಜං౪ ೕๅ ಇದ౽ౙ ಜ ෰ಲ౲ ವඝ౬  කโ ಪ౳ ෨ಖ ฿ದದย౵  ൮ೕഓ ෭ನ๺ න ഖ න ಎಂൿ ue 
ඛಬბಂඌ๭ං౪ ೕๅ ಈಗ ಇඞ౬  ಒಂൿ ಸಮ๲౲  ಇං, ಅൿ ඪೕคಯി න ೯൤ಡ ඛಯತ౽ยಕ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ว౽ౙ ೈರವඝ౬  ಪഷಯฤ කโ ౽౷ റ౳ ಂഡ ಗัಡ ๸ීඌ๭ඈ൤ ಃಲโ ຄಂർ൐ಃಗಳඝ౬  ෥ಡ෎౽ಜං z
෮ದಲ ಅವสೕಕನದ ಪ౳ ෨ಖ ฿ದದ ๰ತ౳ ದย౵  ಮൡ౨  ಇฆತ౨ ං ಅย౵  ഓ౲ ඨ ಎಂ්ൿ ඪคಯി න ೯൤ಜನ ಒಂൿ x y 
ಆವತბಕ ౾౳ ෺෴ಜൿ౪  ಇದඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಪค๏ೕยಸಬ๾ൿ ಅಥ฿ ๬෥ನ౲ ฿ಜ කโ ಪ౵ ๺ ಯ ഓ౲ ඨ ಅඝ౬x k pi 
ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅൿ ත൏ბಂಕಗಳย౵  ಡ ತඨ ಆಜฆತ౨ ං  ๾ഴಕฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ k x  
ಆದ౪ คಂದ ನಮ౱  ಆಸ౾౨ ෷ ಪ౳ ෨ಖ ฿ದವඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ ಅಂದฉ ඛಂದ ൮ೕഓ ಅඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ x sy 
ಆದฉ ෬ยನ ๸ීಧൽಂದ කโ ൮ೕഓವඝ౬  ඛಂದ ಡ ತඨ เสೕಮ฿ಜ ඛೕಡมಞโൿ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ y y 
ಅൿ ಆೕನ ಮൡ౨  ೯൤ಡ ຂำโದඝ౬  ಒಳತಂലฆತ౨ ං ಅย౵  ත൏ბಂಕಗಳย౵  k pi ks 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಬ๾෰ಲ౲ ವඝ౬  ತඪ౭ ಸฤ ಮ൧౨ ෫౱  කโ ഓ౲ ඨ เสೕಮ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಮಧ౲ ಂತರ ෭ನ๺ නಡ 2 คಂದ pi
ಡ 2 คಂದ 2 ಡ ඛಬბಂඌ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಮಧ౲ ಂತರದย౵  ನ ഓ౲ ඨ เสೕಮವඝ౬  ಮಧ౲ ಂತರದย౵  ෭ನ๺ න ಅඝ౬  ಎರಡคಂದ ಪ౵ ๺ න ಅඝ౬  y x x 
ಎರഴ ෩ಲಕ ඛಬბಂඌ๯൤౨ ೕๅ කโ ಇದඝ౬  ಆಋბ ഓ౲ ඨ ಆෆ ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ ಅಂದฉ ನಮ౱  ഓ౲ ඨ හౘඨ w x 
ಅಂದฉ ಇൿ ഓ౲ ඨ ನ เสೕಮ ౽ಯბ฿ಜං ಅಂದฉ ෰ಲ౲ โ ಮಧ౲ ಂತರ ෭ನ๺ නಡ ಎರಡคಂದ ಪ౵ ๺ නಡ 
๭ೕ෦ತ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ൮ೕഓ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ಆෆ ಆಜං  ෩ಲಕ ಮൡ౨  කโ ಯ ಃಲโ ಞ൏౽ರൽಂದ ಸค෴ದ y x pi 
ຄಂർ൐ಃಯඝ౬  ෥ಡ෎౽ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ ನ ಃಲโ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ຄಂൽ๯โൿ ຂಡ ಎಂൿ ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ ೯൤ಡ කโ ඛೕലದ ๸౾ೕಣბ k 
๸ಒ౲ ಯ ನ ನಮ౱  ಪ౳ උನ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ z 
ಆದ౪ คಂದ ನ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ನಮ౱  ಪ౳ උನ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ම෨ბม ಆಋბ ഓ౲ ඨ ඛಂದ ෵ಂದ ಪ౵ ๺ ಃ ಪ౵ ๺ න zz y x 
ಅඝ౬  ඛೕಡมಞತ౨ ං, ಅย౵  ಪ౵ ๺ ಇൿ ನಮ౱  ಎย౵  ಇฆತ౨ ං ಎಂ්ದರ ಆඋರದ ෬ว ಸค෴ದ ຄಂർ൐ಃ෴ಜං k xy 
ಆದ౪ คಂದ ಪ౵ ๺  ನย౵  ෮ದಲ ಮൡ౨  කಲౙ ඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ನย౵ ದ౪ ฉ ಧකತ౱ ಕ ಅಥ฿ ಮൡ౨  ಧකತ౱ ಕ k 0 xy x ys  ys r 
ಅඃ කಲౙ ඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ๒ನ౲ ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಅಥ฿ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං y 
ಆದ౪ คಂದ ಎರവ ๸ದಭბಗಳย౵  කโ ಛಜ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ೯൤ಡ කโ ಇย౵  ಸคຄಂൽ๯ವ ಅಗತ౲ เಲ౵  k 
ಏಃಂದฉ ಆಋბ ഓ౲ ඨ เสೕಮโ ෭ನ๺ න ನഴเನ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಎರಡคಂದ ඛೕഴತ౨ ං  ೯൤ಡ න ෩ಲಕ  ಎರഴ 
෮ದಲ ಮൡ౨  කಲౙ ඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ෮ದಲ ಚൡෙბಜವඝ౬  ಆವค๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ කಲౙ ඡ ಚൡෙბಜ฿ಜං ಮൡ౨  xy 
ಎರಡඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ನย౵ ದ౪ ฉ ಅൿ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಋ൏ತ౱ ಕವಲ౵ ൽದ౪ ฉ කโ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ කโ x y 
ಪഷದ ෰ಲ౲  ಡ ෵ಂದ ಮൡ౨   ෭ನ๺ ಒಂದರย౵  ෩ರඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ನย౵ ದ౪ ฉ ಇย౵  කโ r tan y x xy 
ಕึൿಆಂലฆโൿ ๵ච౬ ಡ ಸ෥ನ฿ದฉ ๵ච౬ ಡ ಸಮ฿ಜದ౪ ฉ ಅൿ ಅౘ฿ಜං ಮൡ౨  ๵ච౬ ಡ x x y x 
ಸ෥ನ฿ದฉ ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ ๆึ කโ ಈ ๰ತ౳ ವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං. ๵ච౬ ಡ ඦತರ ನ z 
ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ 2 คಂದ ಆಜದ౪ ฉ ಧකತ౱ ಕ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜದ౪ ฉ කโ ෭ನ๺ ಅඝ౬  2 คಂದ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ කโ pi y pi 
ಸರಳ ಉർಹರൕಗಳඝ౬  ඣೕഺೕಣ, ನಮಡ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ කโ ෭ನ๺ ಒඨ ಅඝ౬  ඛೕಡมಜං ಎಂൿ 
ූเ๵ೕಣ ಈಗ ຂั ෭ನ๺ 1 ೯൤ಡ ඦತರ ಅඝ౬  ವಗბ෩ಲൽಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං  ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ಒನ౬  i rs zs i r 
෩ಲ ಎರഴ ಮൡ౨  ಪ౳ උನ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ൮ೕഓವඝ౬  ನ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ඛಂದ ೯൤ಡ ಪ౵ ๺ න ෩ಲಕ y x k 
ඛೕಡมಞತ౨ ං, ಅย౵  ඩ෵ಂഡ ಎರಡඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ನย౵ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಒಂർಜ ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ k 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ කฤౙ  ಪ౵ ๺ ඛಂದ ෭ನ๺ න ಆಜං න කโ ಆ ෩ฆ න ಅඝ౬  කಲౙ คಂದ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಅඃ คೕൟ ෥ಡಬ๾ൿ റ౲ ๜ งഡ 2 ಪ౵ ๺ 2 งഡ 3 ಆಜฆವ ಇತರ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗัಡ ว౽ౙ ೈರ z 
෥ഴ൤౨ ೕච, කඝ ಮൡ౨  ൮ೕഓವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ഴವ ෩ಲಕ ಅದರ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ r 
෥ഴ൤౨ ೕච , ನ ಪ౳ උನ ฿ದದ ๰ತ౳ ವඝ౬  කඝ ๸౾౹ ಪ౨ ฿ಜ ຂำ൤౨ ೕච , ඩ෵ಂഡ ෮ದಲ ಮൡ౨  කಲౙ ඡ z 
౽౷ റ౳ ಂഡ ನย౵ ං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ. ඛಂದ ನ ತඨ ಮൡ౨  ಅൿ ನ ಎರಡඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ನย౵ ದ౪ ฉ x y y x 
ಪ౵ ๺ ಅൿ ನ ෩ರඡ ౽౷ റ౳ ಂഡ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ನย౵ ದ౪ ฉ ෭ನ๺ ෵ಂದ ಇඣ౬ ಂൿ ಉർಹರൕಯඝ౬  pi y x pi 
෥ഺೕಣ, ನಮಡ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ. ಮಧ౲ ಂತರ  2 නನย౵  1 ಪ౵ ๺ ౽๺ ಎ ಪ౵ ๺ ಐ ๴ඨ ಎ z 
ಎಂൿ ಈಗ කโ ಈ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗัಡ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಅಥ฿ ಉഴ๼ലಯฤ 
ಬಯ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲  งಪದย౵ ಲ౵  ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಗಮඛ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಪคವൟბಸฤ ෮ದฤ ಅඝ౬  ವಗბ ಮൡ౨  ವಗბದ ವಗბ෩ಲൽಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං, ಇൿ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ rr x y 

ಇലೕ ೓ಕ ಮൡ౨  ಇൿ ಇย౵  කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ cos a sin square a cos square a plus sin square a 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರഴ ෇ค ಎರഴ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ಎರഴ  ഔ  ಅಂದฉ cos imes one plus cos a 
ൟ౳ ಆೕನ෦ൟಯ ๰ತ౳ ದ ෩ಲಕ ಇൿ ๲ౙ ౷ ೕฑ ා ഖ ದ ಎರഴ ಪഖౣ  ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  cos a cos a by 

ನ ಎರഴ ෇ค ෥ഴ౲ ಲ๺ ಆಜ කโ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ನ ಎರഴ ෇ค ෥ഴ౲ ಲ๺ ಡ two r r cos a by two 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ฿ದ  කโ ๰ತ౳ ಃౙ  ಅඝಞಣ฿ಜ ว౽ౙ ೈರ ෥ഴ൤౨ ೕๅ theta 
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ಆದ౪ คಂದ ಛಜ ๒ನ౲ ൽಂದ ಡ ಮಧ౲ ಂತರದย౵  ෮ದಲ ಚൡෙბಜದย౵ ං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಅಂದฉ ൮ೕഓ a pi z 
ඡರ฿ಜ ನ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ಅඝ౬  ඛಂದ ๴ඨ ෩ಲಕ ว౽ౙ ೈರ ෥ഺೕಣ  ಅඝ౬  කโ y x x a by 1 plus cos a 
ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಇൿ ಎರഴ ෇ค ๴ඨ ಇൿ ෎ฉ ಏನಲ౵  a by two cos a by two times cos square a by two 
ಇൿ ನ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ಆෆ ಅඝ౬  ಈಗ ಗಮඛ๭  ಮಧ౲ ಂತರ ๵ච౬ ෵ಂದ න ಎ ා ಎರಡರ ನഴเನ a by 2 a by 2 
ಅಂತರโ ๒ನ౲ ൽಂದ න ಎರಡರ ಅಂತರದย౵ ං, 
ಆದ౪ คಂದ ಆಋბ ഓ౲ ඨ ඛಮಡ ಎರಡคಂದ ಎರಡฏ൤ ಇತರ ಸರಳ ฿౲ ෴ಮಗಳඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಮಧ౲ ಂತರ න 2 2 නನย౵  
ಒಂൿ ๯ำ౶  ಇದ౪ ฉ ಅದඝ౬  ൧ೕค๭ ಅಥ฿ ಪഷൿಆ ౶ั   ಆ ൮ೕഓ ๬ 2 ෭ನ๺ න ෩ಲಕ ಆ ൮ೕഓ ๬ ಅඝ౬  ಎರഴ 
෭ನ๺ න ෩ಲಕ ಪค๏ೕย๭ 
ಆದ౪ คಂದ ා ഖ ಎರഴ ಪഖౣ  ෥ഴ౲ ಲ๺ ඛಂದ ಬฉಯಲ౭ ഔౣ ං ಎಂൿ ຂำತ౨ ං, ಅൿ ๵ච౬ ෵ಂದ ನഴๅ z cos a pi 
ಇದ౪ ฉ ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ಪ౳ ඃಶಃౙ  ಎರഴ ෭ನ๺ න ನഴๅ ಇದ౪ ฉ ವ౲ ൞౲ ಸತำ౶ ವ ಆೕನโ ಎಂൿ a by a by two 
ຂำತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ ෰ಲ౲ ಃౙ  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಇൿ ๵ච౬  ಮൡ౨  ๵ච౬ ಡ ෴โඃ pi z 1 cos pi i sin pi 
เ๏ಷౣ  ඎ౳ ವ ඩ౳ ൟඛಧ౲ เಲ౵  ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಉർಹರൕಗูಂൽಡ කโ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ಬಳ๭ಆಂഴ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ಞ൏౽ರಃౙ  
ຄೕತೕಣ කโ ඎ౳ ವඅಂൽಡ ಎರഴ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಒಂൿ ಎರഴ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ  ඩ౳ ൟඛಧ౲  z z r one cis 

ಮൡ౨  ಈಗ කโ ಈ 2 ಅඝ౬  ๬෥ನ౲  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ಞ൏౽ರൽಂದ theta one z two r two theta 2 
ಞ൐๭ದฉ ಇൿ ಎಂൿ කโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ ಇย౵  කโ ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ ಇย౵  r one r two cos i sin theta one 
ම౲ ಕౣ ฑ ൮ೕഓ 2 ಪ౵ ๺ ಐ ๭ඨ ൮ೕഓ 2 ಅವರ ಉತ౭ ನ౬ โ ౽๺ ಆෆ ൮ೕഓ 1 ౽๺ ಆෆ ൮ೕഓ 2 ෭ನ๺ ๭ඨ ൮ೕഓ 1 cos  
๴ඨ ൮ೕഓ 2 ಪ౵ ๺ ಐ ഛෳ౺  ౽๺ ൮ೕഓ 1 ๴ඨ ൮ೕഓ 2 ಪ౵ ๺ ๴ඨ ൮ೕഓ 1 ౽๺ ൮ೕഓ ಎರഴ ಮൡ౨  ൟ౳ ಆೕನ෦ൟಯ 
๰ತ౳ ൽಂದ කโ ඣೕಡಬ๾ൿ ಈ ಅಂಶโ ౽๺ ಆෆ ൮ೕഓ ಒඨ ಪ౵ ๺ ൮ೕഓ 2 ಪ౵ ๺ ಐ ഛෳ౺  ๴ඨ ಆෆ ൮ೕഓ 1 ಪ౵ ๺ 
൮ೕഓ 2 ಇದඝ౬  ನಮ౱  ๸಄ತ ๭๺ ൮ೕഓ 1 ಪ౵ ๺ ൮ೕഓ 2 ನย౵  ಬฉಯಬ๾ൿ. 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರഴ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳ ಞ൏౽ರโ ಸರಳ฿ಞโದඝ౬  ಗಮඛ๭ං౪ ೕๅ කโ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ದย౵  
෥ലದฉ ಅಂದฉ කโ ಅඝ౬  คಂದ ಞ൐๭ർಗ කโ ಅඝ౬  ಅಂಶൽಂದ ಅึ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ z 1 z 2 z 2 r 1 
෩ಲಃౙ  ๸ීඌ๭ඈ൤ ൮ೕഓ 1 ಆಜฆವ ಆೕನൽಂದ ൟฆಞ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෥ഴ౲ ಲ๺ ඦ൤ ಇย౵  ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ದ ෩ಲಕ ಎರഴ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ 
ಞಣಲಬ౫ ವඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಏඞ ಅಲ౵  ಮൡ౨  ಮ൤౨  ಒಂൿ ಏඞ ಅಲ౵  ಒಂൿ r one r two r mod z 
ಇඣ౬ ಂൿ ಅಂಶ ಎರഴ mod z 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಞฆತඝ౬  ಬಹಳ ๯ಲಭ฿ಜ ಞฆൟಸฤ ๬ಧ౲ ฿ಞತ౨ ං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಒಂൿ ಎರഴ z z 
෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ಒಂದರ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ෥ി ಎರഴ ಮൡ౨  ಒಂൿ ಎರഴ ฿ದൽಂದ ಞ൐๭ർಗ ෎ชඞz z z z 
ಅಲ౵ , 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෨ಖ౲  ฿ದವඝ౬  ಪคಗ൐ಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๯โದคಂದ කโ ಎರഴ ಆೕನಗಳ ෮ತ౨ ವඝ౬  ෥ലർಗ ಅൿ 
๸ಭเಸಬ๾ൿ  න ಅಥ฿ ກೋ౞  ຄೕಗಬ๾ൿ ಇಲ౵ ฿ದฉ ಅൿ ಃಳಡ ຄೕಗಬ๾ൿ ඦತರ ෭ನ๺ න 
ಆದ౪ คಂದ ಪ౳ ෨ಖ ฿ದವඝ౬  ಪഷಯฤ කโ ಃಲโ ຄಂർ൐ಃಗಳඝ౬  ෥ಡ෎౽ಜං ಆ ຄಂർ൐ಃ ಏඝ ಎಂൿ 
ඣೕഺೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಞ൐๭ർಗ ಒಂൿ ಎರഴ ฿ದವඝ౬  කโ ಞ൐๭ർಗ කโ ತತ౷  ฿ದದ ෮ತ౨ ವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ z z z 
ಎರಡರ ಒಂൿ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ಮൡ౨  කโ ಃ ಪ౵ ๺ ಎರഴ න ಆಜฆವ ຄಂർ൐ಃಯඝ౬  ෥ಡ෎౽ಜං, ಅย౵  ಪ౵ ๺ z k 
ಅඝ౬  ෰ಲ౲ ಗัಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං , ಒඨ ಮൡ౨  ನ ಆಞ౲ ბ෫ಂഡ ಅඝ౬  ಒഖౣ  ෥ಡฤ ಅโ ಪ౳ උನ ฿ದඅಳಡ z z 
ಇฆತ౨ ๅ ಎಂൿ ූเ๭ದฉ ๔౳ ೕ൐ ඦತರ ಏನඞ౬  ಬದม෵๯ವ ಅಗತ౲ เಲ౵  ಆದฉ ಅൿ ෭ನ๺ නಜಂತ ກೋ౞  ಅಥ฿ 
ಕല෫෵ದ౪ ฉ ಅൿ ෭ನ๺ න ຂำโದ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಎಂൿ ຂัದฉ කโ ๳คಸ෎ಀ ಅಂದฉ ಪ౵ ๺ ಒಂർಜං ಮൡ౨  k 
ಅൿ ๔౳ ೕ൐ಯඝ౬  ർഔದฉ කโ ಅದඝ౬  ෥ಡ෎౽ಞತ౨ ං ಎರಡคಂದ ಕึ෵ค නಜಂತ ෭ನ๺ නಜಂತ ಕല෫ ಅಥ฿ 
ಸಮ   งഡ 2 ಆಜฆವ ಆಜං ಮൡ౨  ಆೕನโ න 4 คಂದ කโ ಈಛಗศ วಕౙ  ๻౾ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಇย౵  ෥ഴ౲ ಲ๺ 2 ಆಜං r 
ಮൡ౨  කโ ಅದರ ಆೕನವඝ౬  วಕౙ  ๻ಕಬ๾ൿ ಮൡ౨  කโ ಅದඝ౬  ಆರคಂದ න ಎಂൿ ಪค๏ೕยಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  ඦತರ 
ಅವರ ಉತ౭ ನ౬ โ ෥ഴ౲ ಲ๺ ๭๺ ಮൡ౨  ෮ತ౨ ದ ෥ಪಕ฿ಞತ౨ ං.  ಈ ಆೕನಗำ කฤౙ  න ා ಹච౬ ರഴ ല ෮ೕค๺ 
๰ತ౳ โ ෥ലದฉ ౽๺ ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ ಐ ๭ඨ ൮ೕഓ ಆಜದ౪ ฉ ಪವฑ ಸರಳ฿ಜ ౽๺ ಎඨ ൮ೕഓ ಪ౵ ๺ ಐ ๴ඨ z r z n rn 
ಎඨ ൮ೕഓ ಆಜฆโದคಂದ ಒಂದ౾ౙ ಂತ ກೋ౞  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  ಉർಹರൕಡ කโ ಗಮඛ๭ದ ಞ൏౽ರൽಂದ ๰ತ౳ โ n 
ಬಹಳ ๯ಲಭ฿ಜ โ౲ ತ౭ ನ౬ ฿ಜං, ಉർಹರൕಡ ඛೕโ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ, ಅಂದฉ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಅಂದฉ z n 
2 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಅಂದฉ ಡ ಆಜฆತ౨ ං , ಇൿ ವಗბದ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅಂಶವඝ౬  ಅึ෵ค ಮൡ౨  කโ ಅದඝ౬  z z r 

ಎಂൿ ಪഷ෷ವ ฿ದಗಳඝ౬  ಒഖౣ ಟല๭ ಎಂൿ ຂำತ౨ ං.  ಎರഴ ൮ೕഓ ೯൤ಡ කඝ ಎರഴ ൮ೕഓಡ ಸ๼ cos 
๻ಀ൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇಂಡౘඨ ෩ಲಕ කโ ಪವฑ ಪವฑ ಅඝ౬  ൮ೕഓൽಂದ ಞ൐๭ದฉ ෎ชඞ ಅಲ౵  ಎಂൿ z n r n cis n 
ಪค๏ೕยಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಒಂൿ ಸರಳ ಉർಹರൕಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ಅಂದฉ ಒඨ ೯൤ಡ කඝ ಅඝ౬  ಪವฑ ಡ วಕౙ  ๻ಀ൤౨ ೕච zs z 
๬เರ ಎಂൿ ຂำ൤౨ ೕච කโ ඡರ ಞ൏౽ರವඝ౬  ෥ലದฉ කโ ಇದඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ ඦತರ 
ಉත౲ ചಶನฯ ๯ಲಭ฿ಗൽರಬ๾ൿ ಆದฉ ඛೕโ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ಃౙ  ຄೕದฉ ಅൿ งഡ 2 ಮൡ౨  คಂದ cis pi 4 
ಮൡ౨  ಈಗ ಄ವಲ ല ෮ೕค๺ ๰ತ౳ โ ൤ಡൿಆำ౶ ತ౨ ං ಎಂൿ ຂำತ౨ ං කโ ಅದඝ౬  2 ಪವฑ 500 ಮൡ౨  ඦತರ ಄ವಲ 

෇ค คಂದ 4 ಎಂൿ ಪഷ෷ವ ಶ౾౨ ಗำ ಎರഴ ඹඹౣ  න ಎಂൿ ຂำತ౨ ๅ ಮൡ౨  ಇൿ ඛಮಡ ಄ವಲ ಒಂൿ cis 1000 pi 
ಸರಳ ฿౲ ෴ಮ ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಮൡ౨  කโ ಈ ಃಳಜನ ಞฆತඝ౬  ๬෈ೕൡಪല๵ೕಣ ๴ඨ 5  ൮ೕഓ ಈಕ౷ ฯ 16 ๴ඨ 
ಪವฑ 5 ൮ೕഓ ෭ನ๺ 20 ๴ඨ ౲ಁ ෕ ൮ೕഓ ೯൤ಡ 5 ๴ඨ ൮ೕഓ ಮൡ౨  ౽๺ වํ ൮ೕഓವඝ౬  ಹൽකฆ ౽๺ ಪವฑ 
වํ ൮ೕഓ ෭ನ๺ ಇಪ౭ ൡ౨  ౽๺ ౲ಁ ෕ ൮ೕഓ ೯൤ಡ ಐൿ ౽๺ ൮ೕഓ ๼ಂಟ๺ ಅඝ౬  ๭๺ ඹ ൮ೕഓ ಎ๺ ൮ೕഓ ಪವฑ ඹ
ಇඨ ಬಳ๭  ಈ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ඎ౳ เೕಯ ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ඎ౳ ವ 
ඩ౳ ൟඛಧ౲ ವඝ౬  ಬಳ๭ದฉ ಞ൏౽ರโ ಸರಳ฿ಞತ౨ ං ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ෨ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ಈ 
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