
عام بهی كسی صرف مجهے تهی كی بات بهی پر ماڈیولس كے نمبر كمپلیكس ایک اور كنجوگیٹ كے نمبر كمپلیكس نے ہم میں لیكچر پچهلے ] موسیقی[
دیں كرنے یاد كو نمبر كمپلیكس پلس كہ جو مائنس اسے نے ہم ہے بار اور   a  ib  z  ib  z ایک یہ  ہے۔ كیا بیان پر طور كے ماڈیولس كے

جمع مربع   b كہ گے كریں فرض ہم دوران كے بحث اس لہذا ہیں دیكهتے كو خصوصیات كچه كی ماڈیولس ہم اب پر طور كے جڑ مربع كے مربع
شكل كی كہ كریں ثابت یہ صرف آئیے اور ہے ہے۔ ہوتا كم ہمیشہ حصہ اصل كا   z  x plus iy  z   zبرابر كے اس یا سے ماڈیولس كے

آف مائنس یہ ہی ساته اور كہ ہے مساوات عدم اچهی یہ ہے بڑا سے برابر كے یا حصہ حقیقی كا   mod z  z  z ماڈیولس كا حصے حقیقی كے
  mod zہے برابر كے اس یا كم سے

پاس ہمارے  كیا كہ ہے آسان ثبوت تو جو ہے حصہ اصلی كا كو مربع كے اس ہم جب اور ہے   z  x  z كریں غور پر حصے اصلی كے
كہ جو كریں غور پر مربع كے اس تو پر طور یقینی جو ہے مربع جمع مربع  x  x  y نمبر منفی غیر كچه ہم كہ ہے برابر كے اس یا كم سے مربع

ہیں رہے جوڑ  
فوری اب تو پاس كے آپ بهی جب كہ ہیں دیكهتے آپ ہے ہے برابر كے اس یا كم سے جڑ مربع كے   ly  a  b  b  یا كم سے جڑ مربع كے

ہے برابر كے اس  
كہ ہے یہ مطلب كا اس تو حصہ اصلی كا جمع مربع یہ  ہے۔ برابر كے اس یا كم سے جڑ مربع كے مربع  z  x  y  mod z نہیں كچه سوا كے

یہ طرح اسی بالكل بالكل ہے كیا اخذ اسے نے ہم سے طرح جس ہے وہی درحقیقت وه ہیں دیكهتے یہاں ہم كچه جو اور ہے  mod z اس یا كم سے
سكیں۔ كر ثابت ہم طرح اسی اختتام كا تجویز پہلی تاكہ ہوگا برابر كے مائنس حصہ خیالی كا z  mod z  mod  ہے برابر كے اس یا ہے بڑا سے

كہ جو ہے آگے سیدها یہ یقیناً  دو تجویز ہے برابر كے اس یا كم سے تمام میں نمبروں پیچیده ہمیشہ   z  mod z  zنمبر منفی غیر ایک لیے كے
بهی جب  ہے ضرورت كی كرنے مشاہده ہمیں كا جس اور ہے ہوتا ایک صرف اگر ہے ہوتا صفر ماڈیولس كا   z  z ہے ٹهیک ہو صفر

آپ جب بار ایک كیونكہ ہے آسان كرنا مشاہده كا جس ہے طرح كی دوباره پر طور بنیادی یہ تو   mod z ہیں سمجهتے برابر كے صفر كو
كہ ہے یہ مطلب كا اس لہذا ہے صفر مربع كا اس یہ كہ ہے مطلب كا اس تو جمع مربع اور ہے صفر یہ مربع    x  y   w ہیں رہے كہہ یہ ہم

یعنی چاہیے ہونا صفر كا عنصر منفی غیر ہر پر طور بنیادی كہ ہے مطلب كا جس ہے صفر مجموعہ كا نمبروں منفی غیر دو كہ   x ہونا صفر مربع
ہی ساته اور چاہیے كہ ہے نكلتا نتیجہ یہ سے جس چاہیے ہونا صفر مربع صفر برابر كے   y  x  y صفر  برابر كے

كہ ہے برابر كے كہنے یہ مگر ہے نہیں بهی كچه یہ تو اور ہے عنصر صفر ایک  z  z كی پیروی كی اس پر طور بنیادی جو ہے عنصر صفر ایک
آپ جب اور ہے طرح   z ہیں كرتے غور پر ماڈیولس كے

مائنس كہ جو ہیں كیا مشاہدات آسان دیگر تو ہے۔ بهی میں مقابلے كے ماڈیولس  z   mod z میں شاید ہے بات سی چهوٹی ایک كہ جو پر طور كے
ماڈیولس وہی ہی ساته اور ہے جوڑ كا اس پر طور بنیادی جو گا كروں اضافہ میں اس  

آپ جب كہ ہیں رہے كہہ یہ پر طور بنیادی ہم تو   az ہیں لیتے
مائنس تو   z ہے ہوتا پاس كے آپ

پر طور بنیادی یہ كہ ہیں كہتے یہ آئیے تو پلس مائنس پهر ہے۔ مائنس پاس كے آپ مائنس   x  iy  z  x  iy ہے
آپ طرح اسی ہے برابر كے فاصلے اس فاصلہ یہ تو جو ہیں كرتے عكاسی كی اس میں بارے كے محور  x  z جب ہے چوتها اب ہے ماڈل كا بار

آپ كو   z  z گے دیں ضرب سے بار
ہے۔ ملتا موڈ ہمیں تو آئیے ہوں رہا كر نہیں بحث پر اس پر طور بنیادی میں لہذا ہے واضح یہ سے لحاظ كے تعریف لہذا مربع z  z one  z میں

كہ جیسا ہوگا وہی یہ جائیں پر ماڈیولس ایک پانچویں كے ٹو كو ایک پر كرنے ضرب ساته كے ٹو  mod z  mod z  mod z one z سمجها كو
ہم مربع پورا ذریعہ كے تجویز بالا مندرجہ ہے۔ جاتا كو ٹو سے ایک  z one z  z  z ہم دوباره اور ہیں رہے كر ضرب سے بار پورے ساته كے

لیے اس ہیں جانتے كو تعلق كے كنجوجیشن جوڑ لیے كے ٹو بار ایک   z one z  z  z كا قانون كمییوٹیو اور بار  ہے۔ جاتا كیا ضرب سے دو
وه ہے كچه جو پاس ہمارے تاكہ ہیں سكتے دے اجازت كی لكهنے صرف مجهے كار آخر ہم ہوئے كرتے استعمال بار   z1  z2 ساته كے بار

ہیں كرتے استعمال كا قانون كمییٹیو مزید پهر اور ہیں سكتے كر استعمال آپ جو ہے ملتا قانون ایٹیو ایسوسی وه پر طور بنیادی ہمیں اور ہے پروڈكٹ  
كو آپ تاكہ   mod z ہے ٹهیک مربع دو زیڈ موڈ مربع ایک سكے۔ ہو حاصل

اس كو پروڈكٹ پہلے آپ كر دے ضرب ساته كے ٹو زیڈ موڈ كو ایک زیڈ موڈ ہے دیتا یہ ماڈیولس كا ٹو زیڈ ون زیڈ كہ ہے نكلتا نتیجہ یہ سے اس تو
پهر ہے۔ مترادف كے لینے ماڈیولس پہلے لئے كے نمبر كمپلیكس ایک ہر جو لیں ماڈیولس كا mu  ltiply  ah جو تجویز چهٹی اور ہے ٹهیک یہ

ہم اگر كہ ہے بتاتی یہ مساوات عدم لہذا ہیں كہتے مساوات عدم مثلث جسے گی جائے كی استعمال بار بار جو ہے مساوات عدم اچهی یا مشہور  z 
جمع ایک   z كریں غور پر ماڈیولس كے ٹو

یہ تو پلس ہے۔ برابر یا كم سے ہر ٹو ایک   mod z one  mod z  z  z سمجهنے كو مساوات عدم اس ہم آئیے میں نمبروں پیچیده لیے كے ٹو
ہے كہتا كیا یہ كہ كریں كوشش كی  

یہ كہ ہیں كہتے ہم آئیے ہیں پوائنٹس دو پاس ہمارے تو یہ كہ ہیں كہتے ہم اور ہے ایک   z  z سكتے كر منسلک پر طور قدرتی ہم پهر اور ہے ٹو
ہم تاكہ ویكٹر ایک لیے كے اس ہیں۔ اور پر طور كے ویكٹر كو ایک  z  z بنیادی ہمیں رقم جو پهر سكیں كر تصور پر طور كے ویكٹر دوسرے كو ٹو

م اس كہ ہے یہ وه ہے ہوتی حاصل پر طور
كہ جو ہے اختراع سا كون لیے كے علامت توازی جمع ایک   z  z مطلب كا اس ماڈیولس لیكچر ہے۔ كیا ذكر میں پچهلے نے میں كہ جیسا ہے، ٹو

لہذا ہے فاصلہ درمیان كے اصلیت اور نمبر كمپلیكس یہ كہ ہے جمع ایک  z  z كرتا ظاہر سے اصل كو فاصلہ درمیان كے نمبر اس ماڈیولس كا ٹو
فاصلہ فاصلہ لہذا ہے ٹهیک ہے ۔ ہے مساوی یا كم سے ویكٹر آپ لیے كے پہنچنے تک مقام اس پهر اور جائیں پر  t   o z 2  z 1 استعمال كا

 كریں
پہلے ہوئے كرتے طے فاصلہ كہ ہے مطلب كا اس تو لیے كے پہنچنے تک یہاں مزید پهر اور جائیں پر   z2  z1 ہمیشہ جو كریں استعمال كا

  dissہے ٹهیک ہیں رہے كر مشاہده ہم كا جس ہے فاصلہ كم سے سب یہ الفاظ  ہوگا۔ بڑا سے
یہ اور كریں غور پر اصطلاح ساته كے مربع اور طرف كی ہاته بائیں لہذا كریں كوشش كی كرنے ثابت كو نتیجے اس آئیے تو  mod z ذریعہ كے

پراپرٹی كہ ہے یاد مجهے اگر ہے گیا لكها كو مربع ہے۔ گیا لكها میں   mod z  z   z لاگو كو پراپرٹی كہ دیں كہہ راست براه صرف اب بار
ہے وه ہے رہا مل ہمیں جو سے كرنے جمع بار ایک   z  z كریں اطلاق كا قانون تقسیمی آپ مزید اور بار ٹو

كہ گے كریں حاصل ہم تو كو ایک ضرب ساته كے بار ایک ایک جمع بار دو ضرب دو ساته كے بار ایک  z  z  z  z  z   z  z  z ضرب دو
مقدار یہ كہ ہیں جانتے ہم اور ساته كے بار دو وه ہیں كرتے مشاہده جو ہم یہاں ہے ماڈیولس كا پلس مربع ایک ایک   z  z  z ایک اسے ہے بار دو

اس صرف آپ اگر لہذا ہے جوڑ كا پچهلے بالكل ہیں۔ رہے دیكه پر طور كے اس صرف اسے ہم نمبر اگلا  پهر ہیں مانتے پر طور كے نمبر پیچیده  
ہوں كرتا لاگو كو بار اس میں اگر كہ ہیں كرتے مشاہده كا بات  

پر بار ایک یہ تو دوباره كو خود جو ہے جاتا كیا ضرب ساته كے بار ڈبل سے موڈ یہ كہ ہیں دیكهتے ہم لہذا ہے دیتا   z  z  z2 ہم اور ہے مربع
كہ ہیں جانتے پلس بار   z   z  z ہے دیتا ضرب سے دو كو حصے حقیقی كے

یہ یہاں كہ ہے ہوتا معلوم ہمیں تو  z one z سی كون وه كہ كریں كوشش كی كرنے یاد دوباره یہ اب  اور ہے گنا دو كا حصے حقیقی كے بار ٹو
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كم سے ٹو زیڈ موڈ پلس ون زیڈ موڈ كریں حاصل ماڈیولس كا ٹو زیڈ پلس ون زیڈ ہیں رہے كر كوشش كی كرنے ثابت ٹهیک ہم جسے ہے مساوات عدم  
كہ جیسا جائیں ہو قابل كے كرنے حاصل كچه طرح كی ہاته دائیں ہم اگر ہیں چكے پہنچ تک یہاں ہم تقریبا كہ ہیں رہے دیكه ہم اب برابر كے اس یا  

تک مربع پورے  زیڈ موڈ پلس ون زیڈ موڈ  
یہاں ہم كہ ہے دیكهنا یہ صرف ہمیں لیكن ہیں چكے ہو مكمل تقریباً  ہم تو اور   mod z one  mod z ہے ٹهیک ہیں لاتے كیسے اصطلاح كی ٹو

اصلی كہ ہے بتاتا یہ تهی پہلی وه تهی لكهی نے میں جو آئے یاد تجویز وه مجهے اگر تو حصہ كا  z  z  z  موڈ مائنس ہمیشہ حصہ حقیقی كا
كم ساته ساته كے برابر كے بڑا سے یا   tha   n  mod z مساوی كے

اس ہم جب لہذا ہے ہوتا برابر یا كم سے اس ہمیشہ حصہ اصل كہ ہیں جانتے ہم جو لہذا ہیں رہے جا كرنے استعمال كو رشتے خاص اس یہاں ہم تو
ہیں رہے كر استعمال كو تعلق  

ہوتا نہیں لاگو رشتہ كا طرح اس لیے كے نمبر كمپلیكس كہ تها كیا خبردار كو آپ نے میں  ہے۔ ضرورت كی رہنے محتاط بہت میں بارے كے اس تو
ہے آتی نظر مقدار كی اوپر سے ایک كو آپ اگر  

ہیں رہے كر موازنہ یہاں ہم جب اب ہے ٹهیک ہے نمبر حقیقی پر طور مكمل یہ تو  
یہ تو اور ہے۔ نمبر منفی غیر ایک یہ پهر ہے گنا  كا ماڈیولس كے بار z1 z2 2 كہ ہے یہ وه ہیں دیكهتے آپ جو پهر اور مربع دو  mod z  

پراپرٹی پلس مربع كو گنا دو كے ماڈیولس كہ جو ضرب سے ماڈیولس كے بار سے  z one mod z one  mod z one  z  z موڈ پلس ٹو
یہ بلكہ ہے نہیں كچه یہ كہ لیں جان  ہم اور ہے برابر كے مربع پورے پلس ایک   z  mod z  mod zپهر بار ایک ہے ٹهیک تک مربع پورے ہے

وه ہے كیا اخذ نے ہم جو ہے جو پاس ہمارے ہے مطلب كا جس ہے برابر یا كم سے مربع یا كم سے اس   b  a  b یہ لہذا ہے ٹهیک ہے برابر كے
مساوات عدم كی مثلث ہماری  ہے ہوتا ثابت  

كہ جب ہے ہوتی كب لیے كے رشتے اس مساوات یہ كہ ہے سكتا پوچه كوئی سوال گا۔ چاہوں كرنا نشاندہی كی اس میں تو z one  z ماڈیولس كا
كے   one  z oneگا لكهوں پر صفحے اگلے یا ٹهیک یہاں اسے میں كہ ہے سكتا ہو برابر كے ماڈیولس كے

صرف نے ہم تو  mod z one z two دیكه كب كو مساوات میں كہ ہے یہ سوال اب مساوی یا كم سے ٹو زیڈ موڈ پلس ون زیڈ موڈ  ہے۔ كیا اخذ
ہوں سكتا  

ہیں كرتے حاصل كو مساوات عدم اس ہم جب ہوگا كب یہ اب تو  
ون زیڈ جب میں صورت اس صرف  اور اگر ہے ہوتی ظاہر مساوات لہذا ہیں كرتے استعمال كو تعلق كے مساوات عدم ہم جہاں ہے جگہ وه یہ تو  

ہو برابر كے ماڈیولس كے بار ٹو زیڈ ون زیڈ حصہ اصلی كا بار ٹو زیڈ  
حصہ اصلی كا بار ٹو زیڈ ون زیڈ كرده فراہم ایک ایک گا كہوں پر طور كے مساوات اسے میں ہے ہوتی ظاہر مساوات لہذا ہے ہوتی ظاہر مساوات تو

ہے برابر یہ كہ ہے مترادف كے كہنے یہ یہ جہاں ہے میں اوقات كے  mod z1 bar  z 1 z 2  t  مجهے ہے نمبر حقیقی منفی غیر ایک
ہے ہوتی ظاہر مساوات جب كہ ہے یہ سوال كا مساوات عدم مثلث یہ كہ كیا ثابت نے ہم دو دہرانے دوباره  

ہے ہوتا ظاہر كہ ہیں كرتے مشاہده صرف ہم تو مساوات كی اگر صرف اور اور ایک   i   f  z  z كی قسم منحصر پر طور لكیری بالكل وه دو
جو ہیں طرح كہ جیسا ہے پاس كے آپ ہے طرح كی اوقات مستقل كے ٹو ایک   z  z  z ہمیں میں صورت اس ہے اوقات مستقل ایک صرف كا ٹو

ہے كہنا مزید كا نتائج دیگر كے مساوات عدم كی مثلث اس ہیں دیكهتے آئیے ہے ملتی مساوات  
كہ ہے كیا مشاہده ابهی نے ہم تو  so of  mod كہ ہیں سكتے كر اخذ ہم سے اس اور ہے تعلق یہ ہمارا كہ ہوں دہراتا كو اس صرف ماڈیولس كا

مائنس   z one  mod zایک یہ كہ جیسا ہیں كہتے اسے ہم كہ ہیں كہتے یہ صرف ہیں كرتے اخذ كیسے اسے ہم ہے۔ برابر یا كم سے اس ٹو
موڈ لہذا ہے صرف ہم كریں غور پر ایک   z  z ایک زیڈ موڈ ہمیں بعد كے ایک پهر ہیں كرتے اطلاق كا ایک پهر ہیں گهٹاتے اور ہیں جوڑتے كو دو

ایک ماڈیولس كا ٹو زیڈ مائنس كہ ہیں جانتے ہم لیكن ہے ملتا ماڈیولس كا ٹو زیڈ مائنس كو آپ مزید اور ہے۔ ہوتا برابر یا كم سے ٹو زیڈ پلس ون زیڈ موڈ
ہے جیسا ٹو زیڈ موڈ پهر بار  

اسی ہے ٹهیک ہے۔ برابر كے اس یا كم سے ماڈیولس كے ٹو زیڈ پلس ون زیڈ ٹو زیڈ موڈ مائنس ون زیڈ موڈ كہ ہیں كرتے حاصل یہ ہم سے اس تو  
كیونكہ ہوں كرتا تبدیل كو كردار میں اگر ہے ملتا ہمیں میں صورت اس ہیں۔ سكتے بدل میں تهی كو رول كے ٹو زیڈ اور ون زیڈ ہم طرح  z one 

اور صرف آپ لہذا ہے صوابدیدی ٹو اور   z  z one  z ہیں سكتے كر تبدیل كو كردار كے ٹو
یہ كہ ہیں دیكهتے ہم تو موڈ مائنس ٹو  z  z جو ہم پر طور كے نتیجہ اور تک ماڈیولس كے ٹو زیڈ پلس ون زیڈ ہے۔ برابر یا كم سے اس جو ہے ایک

ٹهیک ہے برابر كے اس یا كم سے ماڈیولس كے  زیڈ پلس  زیڈ جو ہے ماڈیولس كا موڈولس پر  زیڈ موڈ مائنس ایک كہ ہے یہ وه ہیں كرتے مشاہده 212
پاس كے آپ ہے ٹهیک ہے صحیح مائنس یہاں پاس میرے كیا ہے ٹهیک ہے ضروری واقعی كیا  ہے پلس یہ كہ ہے سكتا پوچه سوال كوئی اب ہے  

ہے ہوسكتا نشان كا مائنس دوباره  
یا كم سے اس یہ طرح اسی ہے برابر كے اس یا بڑا سے ماڈیولس كے ٹو زیڈ موڈ مائنس ون زیڈ موڈ یہ بهی پهر ہے ہوسكتا مائنس یا جمع یہاں یہ تو

ہے برابر پلس   z1  mod z2  ماڈیولس كا
اعداد پیچیده اس وه ہیں دیكهتے ہم جو اب اور ہے مساوات عدم كی مثلث پاس ہمارے لہذا ہے آرہا نظر عمومی زیاده كچه سے مثلث مجهے یہاں تو  

كا ماڈیولس  تجویز لہذا ہے مساوات عدم عمومی زیاده بہت لیے كے جہاں 7صفر غیر  ہے  z inverse s mod z inverse  z a  
نمبر كمپلیكس جو ہیں سكتے كر اخذ نتیجہ یہ ہم ہے طرح كی پراپرٹی كنجگیشن یہ  ag  ain  z inverse  z جو ہے ہوتا شروع سے

ہے ذریعے كے  inverse  z  z inverseہم اور ہے ایک ماڈیولس كا ایک دوباره ماڈیولس كا اس پهر ہے ملتی شناخت كو آپ ہے جاتا دیا میں
ہی پہلے نے  z ہے ملتا جو كو آپ لہذا ہے دیتا ضرب سے دو زیڈ موڈ كو ایک زیڈ موڈ ایک سے دو زیڈ میں ایک ہے۔ كیا خیال تبادلہ پر ماڈیولس كے

ہے وه سے ایک كو لہذا ہے الٹا وه ہیں كرتے مشاہده جو ہم لہذا ہے برابر كے ایک یہ ضرب سے ماڈیولس كے mod z  z  mod z  z بالكل الٹا
كہ ہے یہ مطلب كا اس كہ ہے یہ وه ہیں دیكهتے ہم جو نتیجہ  ہے یہ لہذا ہے موڈ الٹا  mod z inverse  z inverse مگر ہے نہیں كچه

جو ماڈیولس كا   z by one ہے
جو ہے آٹه تجویز اور تجویز ہماری یہ تو جو ہے ماڈیولس كا ایک ہے۔ دیتا  z one by z two  mod z  by z   mod z two فرض آپ

كہ ہیں كرتے صرف كہ ہے یہ پهر نتیجہ ہے صفر غیر ٹو كہ جو پر طور كے مصنوع كی نمبر كمپلیكس دو كو ایک  z  c  z  z ضرب الٹا سے
كہ كیا ثابت صرف ہم تجویز پچهلی اور ہے ہوتا لاگو لیے كے فیكٹر ہر ماڈیولس كہ ہیں دیكهتے ہم پهر ہے جاتا دیا  z  mod z ماڈیولس كا الٹا ٹو

مگر نہیں بهی كچه یہ اور ہے ہی جیسا معكوس مكمل ٹو  mod z one by mod z two م جسے ہے نتیجہ دلچسپ اور ایک اب ہے ٹهیک
كہ ہے گیا كہا میں اس ہے جاتا كہا قانون علم توازی ماڈیولس كا ماڈیولس علاوه كے مربع پورے دو ٹو z one z  z one z  z  z مائنس ایک

كہ جو مربع پورا دو پلس مربع  mod z one  mod z2 م اسے وه ہے ٹهیک ہے برابر كے مرتبہ دو كے مربع
كریں كوشش كی كرنے مشاہده كا اس ہم آئیے ہیں كہتے كیوں قانون علامت توازی  

كو پوائنٹ آئیے تو یہ كہ ہیں كہتے ہم اور ہیں كہتے ون كہ ہیں جانتے ہم اور ہے ٹو جمع ایک   z  z  z  z جو ہے دیتا ویكٹر وہی بالكل جو ٹو
م اس

جو ہے اخترن كا علامت توازی جمع ایک اخترن دوسرا طرح اسی اور ہے دو مائنس ایک   z  z  z  z شناخت آپ اگر اب ہے۔ دیتا ویكٹر دو
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ہیں دیكهتے  
م جو ہے جاتا سمجها مجموعہ كا اس كو مربع كے وسعت كی اخترن اس كہ ہے كہتا یہ تو

م كے علامت توازی
ثبوت اور لہذا ہے خاصیت دلچسپ بہت یہ لہذا ہے برابر كے گنا دو كے رقم مربع لئے كے اطراف كے خط توازی   f  صرف كو آپ ہے آسان

طرف كی ہاته دائیں آپ كہ ہیں سكتے كر حاصل سے آسانی ہم پهر ہے ضرورت كی پهیلانے طرف كی ہاته بائیں  lhs  z كہ جو ہیں سكتے پہنچ
پلس ایک جمع مربع ٹو مائنس ایک ہے یہ  مطابق كے تعریف لہذا ہے ماڈیولس كا مربع پورے كا جمع ایک z  z  z  z  z  z ساته كے ضرب دو
جمع ایک جمع بار دو مائنس ایک ساته كے ضرب دو مائنس ایک   z  z  z  z  z وه ہیں رہے لگا حساب كا مقدار جس ہم لیے اس سے بار پوری

ہے جمع ایک جمع مربع پورے دو مائنس ایک ہے لكها نے ہم طرح اس میں مربع پورے كو جمع ایک  z  z  z  z  z  z  z ساته كے ضرب دو
بار ایک بار دو ایک ساته كے ضرب دو مائنس بار ایک یہ كہ ہیں دیكهتے ہم كر بنا آسان كو بار ٹو میں ایک   z  z  z  z  z  z  z بار ایک  ہے۔

2121 زیڈ پلس بار  زیڈ  زیڈ ہے وه ہے یہاں ہمارے جو اصطلاح باقی اور ہے مربع  زیڈ موڈ كہ جو اصطلاح دوسری اور ہے مربع ایک زیڈ موڈ جو
اور ہے مربع ون زیڈ موڈ كہ جو ہے ملتی اصطلاح دوباره ہمیں پر اصطلاح اس ٹو زیڈ بار   mod z  كے علامت مخالف فیكٹرز باقی مربع دو كے

مائنس جو فیكٹرز یہ  ہیں۔ آتے ساته سے   z one z  bar minus z one bar z كو دوسرے ایک اصطلاحات یہ كہ ہیں كہتے ہیں ٹو
موڈ وه ہے ہوتا حاصل جو ہمیں پهر ہیں دیتی كر منسوخ جمع مربع ایک   z  mod z جس كریں بات پر مسئلے ایک آئیے اور ہے گنا دو كا مربع دو

اگر كہ كریں ثابت ہے۔ شامل نشان كا ماڈیولس میں ہی ساته اور ہے برابر كے ایک ماڈیولس كا   z  z اس اور ہے برابر كے ایک بهی ماڈیولس كا ٹو
ہے نہیں برابر كے ون مائنس پیداوار كی ان بعد كے  

كہ ہیں سكتے دكها ہم تو جمع ایک جمع ایک كو دو ایک   z  z  z  z ہے ٹهیک ہے نمبر حقیقی ایک ہے۔ گیا كیا تقسیم سے دو
وه ہے گیا دیا جو كریں كوشش كی دیكهنے كو مسئلے اس ہم آئیے تو  z one z اور ہیں پر فاصلے كے یونٹ سے اصل پر طور بنیادی وه ہے ٹو

ہے وه ہے كی تعریف نے ہم كی جس مقدار پهر ہے نہیں برابر كے ون مائنس پیداوار كی ان    a كہ ہے لگتا اچها بہت كر دیكه یہ نمبر حقیقی
نے میں كہ جیسا جائے دكهایا كیسے اسے كہ ہیں دیكهتے آئیے ہے نمبر حقیقی ایک وه ہے ملتا جو ہمیں میں آخر لیكن ہے آتا نظر پیچیده ایكسپریشن

كہ اتنا بس ہے نمبر حقیقی ایک نمبر پیچیده ایک كہ تها كہا پہلے اور  z  z  bar حصہ خیالی كہ ہوئے كہتے یہ ہے۔ جیسا ایک جو ہے برابر یہ
ہے صفر  

جیسے ہیں كرتے تعریف كی اس آئیے تو نمبر كو جمع ایک جمع ایک ٹو كو پروڈكٹ ایک   a  z  z  z  z سمجهیں ساته كے ٹو
نے ہم بهی جو كریں غور پر پراپرٹی اس اب كو بار ایک  اب لہذا ہے صفر حصہ خیالی كہ ہے كرتا ظاہر جو ہے برابر كے بار ایک دعوی ہمارا تو  

جوڑ لیے كے فیكٹر پرانے لہذا ہیں رہے جا كرنے لاگو كو اس پہلے سے كرنے مطالعہ  
كہ جو ہیں رہے كر كنجوجیشن لیے كے اس ہم جب تو جمع بار ٹو z one bar z  z one bar z two bar   z one ہم اب ہے ٹهیک

كو نے ہم ہے ٹهیک طرح كسی ہے ضرورت كی جوڑنے سے طرح اسی ہے كیا نہیں استعمال ماڈیولس كنڈیشن كا   bar  z  z one  zكے ٹو
ہے ضرورت كی كرنے استعمال كو شرط اس ہمیں لیے اس ہے برابر كے ایک ماڈیولس كا برابر  

چونكہ كہ ہیں دیكهتے اب تو    mod z ہے۔ برابر كے ایک
نمبر پہلا اسے ہم آئیے ہے برابر كے ایک مربع كا اس كہ جو ہے گیا دیا ہمیں یہ تو   z ہیں كہتے مربع ایک

ہے مطلب كا اس كہ جیسا ہے وہی یہ تو میں كہ ہیں قابل كے كرنے حاصل ہم ہے ٹهیک اور ہے ایک بار ہے كیا بار بار  z  z  z   z  z ہے الٹا
كہ ہیں كرتے حاصل یہ صرف ہم سے تعلق اس لہذا بار z  g 1 بذریعہ   ہے۔  z 

نے ہم كہ ہے كیا طے ساته كے اشارے اس نے ہم تو لہذا ہے سمجها نمبر كمپلیكس اپنا كو طرح اسی z one  z one bar  z  bar s سے
  one by zپاس ہمارے ہے جاتا دیا بار ایک طرح اس میں بار ایک ہے۔ ضرورت كی كرنے استعمال كو تعلق اس صرف ہمیں اب ہے ٹهیک ہے ٹو

سے ایک جسے ہے بار ایک طرح اسی اور ہے جاتا دیا بدل سے ایک سے ایک كو بار ٹو كو ایک جمع ایک اور سے ٹو   z  z  z  z  zسے ایک
كو ایک كر بنا آسان اور ہے جاتا دیا ضرب ہم جو كو اظہار اس  ہے۔ جاتا دیا ضرب سے دو جمع ایک   z  z  z ایک ہیں كرتے ختم پر طور كے دو

جمع كو ایک ہے مطلب كا اس ہے نہیں كچه سوا كے ٹهیک ایک كہ جو ہے جاتا كیا ضرب سے دو   z  z  a ہے ٹهیک ہے نمبر حقیقی ایک
موڈ كیا  دیكها نے ہم جو لكهیں تبصره یا تبصره اپنا یہاں آئیے تو كہ ہے یہ وه ہیں دیكهتے جو ہم پهر ہے برابر كے ایک میں  z  z  z ہے ایک بار

اور كو بار كہ دیكهیں پهر بار ایک صرف اور ہے سكتا جا لكها ایک پر طور كے موڈ جو ہے وہی ماڈیولس كا بار   z  z ok  z  z ہے ایک سے
ہے۔ ایک دوباره جو  

تمام وه كریں كوشش كی سمجهنے دوباره میں بارے كے اس آئیے تو ایک ماڈیولس كا جن ہیں كہتے نمبر كمپلیكس  z  let سمجهنے اسے ہم  ہے۔
سیٹ كو دائرے كے یونٹ لہذا ہیں كرتے كوشش كی  u جیسے ہے جاتا كیا بیان پر طور كے سیٹ كے نمبروں پیچیده تمام جو سمجهیں پر طور كے

ہیں كیا عناصر تمام موجود میں سیٹ كہ كریں كوشش كی كرنے بیان یہ اب ہے ایک ماڈیولس كا جس كہ  
ہم جب تو ہم اگر ہے ٹهیک بالكل یہ ایک  ہیں لكهتے كو جمع   mod z  z  x  iy سمجهیں

تو كہ جو جمع مربع   mod z  x  y ہیں سمجهتے مربع اسے ہم اگر ہے جڑ مربع كا مربع
یہ تو جمع مربع كہ ہے جاتا دیا اسے اور ہے مربع   x  y  mod z ہے برابر كے ایک

ہیں كیا جوڑے تمام كے عناصر كہ گے پوچهیں آپ اب ہے ایک  یہ تو   xy یہ كہ ہیں واقف بہت ہم سے جس اور ہے كرتا پورا كو مساوات اس
ہے كرتا بیان پر طور كے اصل كو دائرے كے یونٹ ساته كے مركز  

ہو دائره كا اكائی پاس ہمارے تاكہ ہیں كهینچتے تصویر آئیے تو  
جوڑا پر دائرے ہے۔ آتا نظر نقطہ كوئی پر اس تو سیٹ كہ ہے مطلب كا اس اور ہے كرتا پورا كو مساوات اس جو  xy  u كو دائرے كے یونٹ اس

اور ہے پر اس جو ایک پر طور كے مثال ہیں جانتے كو پوائنٹس كے اس ہم اب ہے كرتا بیان بالكل مائنس اور ہے پر  مائنس اس جو i 1 وه پر  i  
یو یہ  ہیں بولتے جهوٹ جہاں تهی كی بحث نے ہم پر جس بنائیں دائره كا مسئلے پچهلے  nit  mod z  اخذ نتیجہ نے ہم پهر ہے برابر كے ایک

كہ كیا بذریعہ ایک مگر ہے نہیں كچه بار كہ ہے مطلب كا مساوات اس بس ہے سكتا جا دیكها سے آسانی بہت جو میں  z  z  z  z برابر كے بار
ایک میں نہیں كچه سوا كے بار كیونكہ ہے سوراخ جو ہے برابر كے ایک مربع   z  z   mod z  mod z ہے ایک

ہم جب كریں كوشش كی كرنے تصور پر گراف اس آئیے تو   i ہیں لیتے
مائنس كنجوجیشن كا اس تو كہ ہے بتاتی مساوات یہ اور ہے    i  z ہوں۔ الٹا ساته كے احترام میں كہ ہے مطلب كا جس ہے جوڑ كا اس بالكل الٹا

مائنس كہ جو كنجوجیشن كا اس مگر نہیں بهی كچه لیے كے مصنوع پیچیده   i ہیں لیتے عنصر كوئی پر لائن اس پر دائرے اس آپ اگر ہے
وه جو كریں غور پر تصویر كی عكس كے اس كریں غور پر نقطہ بهی كسی كے دائرے ہے جوڑ بالكل جو كریں غور پر تصویر كی آئینہ كے اس تو

بالكل  ہے بار   z لیں ایک آپ اگر لیے اس ہے بهی پر دائرے جو انوائس كا
گے لیں ون مائنس آپ اگر اور ہے الٹا خود عكس كا اس تو  

ہے الٹا خود دوباره عكس كا اس تو  
الٹا تو سے حوالے كے پراڈكٹ پیچیده ہے۔   ju  st ون مائنس
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ہیں لیتے میں دائرے كے یونٹ دوباره كو پروڈكٹ كے ان كو نمبروں پیچیده دو میں دائرے كے یونٹ ہم بهی جب ہیں كیے مشاہدات كیا یہاں نے ہم تو
كہ ہے خاصیت ساده ایک صرف یہ ماڈیولس كا ہے۔   z one z two  mod z one mod  z كی ان لہذا ہے ایک ماڈیولس ایک ہر اور دو

بهی جب ہے كیا مشاہده نے ہم كا جس ہے خاصیت اہم دوسری اور ایک پیداوار میں بهی   uz inverse  z  u یہ كہ یہ صرف نہ اور ہے میں
كا اس صرف الٹا اعداد پیچیده چار كریں ثابت شناخت اچهی ایک  آئیے ساته كے مشاہدے اس لہذا ہے جوڑ كا ایک  z one z  z  z  z  zدو

تین   z كریں غور پر نمبروں پیچیده یا چار
ہے كرتا پورا كو مساوات ذیل مندرجہ یہ تو مائنس ایک ساته كے پروڈكٹ ٹو مائنس تهری جمع فور مائنس ایک   z  z  z  z  z  z پروڈكٹ فور

مائنس دو یہ ساته كے تین مائنس ایک ہے برابر كے پروڈكٹ تهری مائنس دو   z  z  z  z  z  zیہ كریں مشاہده كا شناخت اس ساته كے چار
ہے سكتا ہو نمبر كمپلیكس چار بهی كوئی  

ایكسپریشن دونوں كہ گے دیكهیں آپ پهر طرف كی ہاته دائیں اور طرف كی ہاته بائیں  پهیلائیں بس ہے آسان ثبوت مطمئن كا مساوات ذیل درج تو  
جو ہے ایكسپریشن وه طرف كی ہاته بائیں كریں غور طرف كی ہاته بائیں ہم آئیے ہیں برابر مائنس ایک ٹو مائنس تهری  z  z  z  z  z جمع فور

مائنس ایک بڑهاو كو اس صرف اب تهری زیڈ مائنس دو زیڈ ہے۔ گیا كیا ضرب ساته كے چار ایک مائنس تهری ایک  z  z  z  z  z  z مائنس فور
ٹو پلس تهری ٹو پلس مزید اور فور ایک مائنس مائنس پلس  z  z  z  z  z 2  z 1 z 3  z 4 z 2  z 4 z دیكهتے ہم اب ہے ٹهیک  تین

كہ جو ہیں دیتے كر منسوخ كو دوسرے ایک وه ہیں اصطلاحات مشتركہ كچه ساته كے ان كہ ہیں   z كی ہاته دائیں ہمیں شاید ہے ٹهیک فور زیڈ ٹو
جو دیں جانے طرف ہیں بڑهاتے كو اس آئیے ہے ایک مائنس ٹو   z  z one z  z one z چار زیڈ تهری زیڈ پلس ٹو زیڈ تهری زیڈ مائنس فور

زیڈ ایک كہ كیا شناخت نے ہم فور زیڈ ایک زیڈ اور كی شناخت نے ہم كی اس اور تهری زیڈ طرح اسی اور ہیں كرتے شناخت كی عناصر دو ان ہم پهر
ہیں جاتے ہو منسوخ دونوں یہ اور ہے گئی ہو شناخت كی ٹو  

ہے برابر كے ہاته دائیں طرف كی ہاته  كیا تصدیق بطور كے بائیں نے ہم تو  
یہ تو ہے۔   ve   ry اس یہ ہیں كرتے غور پر نمبر كمپلیكس چار بهی كسی آپ جسے ہے شناخت معمولی غیر ایک یہ كہ ہے یہ بات دلچسپ

كریں فرض مسئلہ ہے اچهی كتنی شناخت یہ كہ ہے كرتا ظاہر یہ جو ہیں سكتے دیكه مسئلہ سا ساده ایک ہم اب ہے كرتا پورا كو شناخت مخصوص  
ہیں گئے دیئے پوائنٹس چار میں جہاز ایک ہمیں كہ  

میں جہاز ایک  اگر كہ دكهائیں تو   abcd پوائنٹس یا
كو اشتہار جو ہے كرتا پورا كو مساوات عدم ذیل درج تو ہے جاتا كیا ضرب ساته كے برابر یا كم سے ضرب سے جمع   bc  bd  ca  cd پلس

  abہے جاتا كیا ضرب ساته كے
كریں كوشش كی سمجهنے كو مساوات عدم خاص اس ہم آئیے تو  

لئے كے سادگی لہذا ہے ٹهیک ہے جاسكتا كیا تقسیم سے طریقے بهی كسی كو پوائنٹس اگرچہ ڈایاگرام  كریں كوشش كی كرنے ڈرا ایک ہم آئیے تو  
طور بنیادی یہ كہ ہیں كہتے یہ ہم میں حقیقت ہیں ہوئے پڑے نہیں میں لائن ایک واقعی وه جیسے ہوں رہا كر كوشش كی كرنے فرض ایسا كچه میں  

ہیں۔ كہتے طرح اس اسے آئیے لہذا ہے دیتا شكل كی قسم كسی پر   abcd  ہے
لمبائی كو اشتہار كے لمبائی آپ كہ ہے كہتی مساوات عدم یہ تو ہمیشہ یہ كریں غور پر ضرب سے bc  bd  AC جو آپ ہوگا مساوی یا كم سے

اور ہیں كرتے ضرب كو   cd  ab ہے ٹهیک ہیں دیتے ضرب ساته كے
دیں لكهنے شناخت صرف مجهے ہوئے كرتے استعمال كا شناخت پچهلی صرف ہے آسان جو كہ ہے یہ ثبوت تو  

ہے كیا پاس ہمارے تو  
جائیں ركهے میں جہاز پوائنٹس یہ جب بار ایک ہیں سكتے كر كیا ہم تو  

یہ كہ ہیں كہتے یہ ہم لہذا ہے سكتا كر شناخت طرف كی نمبر پیچیده ایک كو پوائنٹس اختتامی یا عمودی ایک ہر  ہم تو   a z one منسلک ساته كے
پر طور بنیادی یہ اور ہے اور ہے منسلک سے ٹو پوائنٹ  z  c  z   z ہے منسلک ساته كے اس یہ كہ ہیں كہتے ہم اور ہے منسلک سے تهری

كہ ہے كہتی شناخت پچهلی پهر چار مائنس ایک چار مائنس دو ہے برابر كہ جو تین مائنس ایک تین مائنس دو   z  z  z  z  z  z  z  z فور
مائنس مائنس ایک كو دو مائنس تهری   z  z  z  z گیا دیا ضرب ساته كے فور

مجهے كہ طرح اس  لكها دوباره ابهی نے میں تو كہ جو ہے ملتی اصطلاح كی سے ایک اور ہے چار سے a to d  z  z  b  c  z 2 كہ جو
سے   z 3 ہوں لیتا قدر مطلق كی شناخت اس میں جب ہے
تو مائنس   z 1  z 4 اشتہار  ہے۔ دیتی لمبائی كہ جو وسعت كی ویكٹر اس  ہے دیتا جو ماڈیولس كا

پهر جائیں لے پر شناخت اس كو نشان ماڈیولس اب تو مائنس ایک ماڈیولس كا پروڈكٹ فور مائنس ٹو  z  z  z  z اور ساته كے ماڈیولس كے تهری
ہمیں كریں لاگو كو مساوات عدم كی مثلث اور ہے ماڈیولس كا اصطلاح پوری پاس كے آپ اب   z one z three z فور زیڈ مائنس ٹو گا۔ ملے

جو ہے كرتا بیان كو لمبائی كی اشتہار یہ كہ ہیں دیكهتے ہم اب فور زیڈ مائنس تهری زیڈ آف ماڈیولس ٹو زیڈ مائنس ون زیڈ آف ماڈیولس ایک زیڈ جمع
مائنس ٹو ہے۔ برابر كے اس یا كم سے اس جو ہے لمبائی كی سی بی كہ جو ہے جاتا كیا ضرب سے تهری مائنس ایک z  z   z  z  acجو تهری

لمبائی كی مائنس دو جو ہے جاتا كیا ضرب سے فور پلس مائنس ایک جسے ہے ٹو سے   z  z  bd  z  z  ab  cd ok جاتا كیا ضرب سے
مسئلہ اور ایک  ہیں كرتے ہم اب ہیں قابل كے كرنے حاصل مساوات عدم مطلوبہ ہوئے كرتے استعمال كو شناخت اس ہم لہذا ہے  

كہ چلوں بتاتا یہ صرف میں پہلے سے جانے طرف كی مسئلے اس تو كو ہے جاتا كہا كو   z  unimodular  z  unimodular جاتا كہا
اگر ہے   mod z ہے ایک

نمبر كمپلیكس ایک كہ ہیں كہتے ہم اصطلاح ایک صرف تو اگر ہے مطلب  ہو ایک ماڈیولس كا   unimodular  z  z ly دائرے كے اكائی ہے۔
كریں غور پر مسئلے كے  

تو نمبر كہ كریں فرض اور دیں ہونے اعداد پیچیده كو مائنس ایک مائنس سے  كو اور ہے گیا كیا تقسیم z one z  z  z2 2 ٹو  z1 z2  z  
  unimodularہے نہیں

نقطہ  ہے۔ ضرورت كی كرنے منتخب كو ایک كسی سے میں ذیل مندرجہ ہمیں تو یہ ہے پر  z1 a  x م كے آپشن كے محور
ہے پڑا پر لكیر سیدهی توازی  b y م كے آپشن محور

لكیر سیدهی توازی   c ہے واقع پر دائرے كے دو رداس یہ چاہے
تو آیا كہ ہے یہ مطلب كا ماڈیولس ایک اس كے   zs  z ہے ٹهیک دو دائره كا جڑ رداس چاہے ہے دو ایک

كہ ہے گیا دیا یہ ہمیں تو گنا دو مائنس ایک مائنس دو سے دو ضرب ایک بار دو   z  z  z  z  unimodular كا نمبر اس كہ ہے یہ مطلب ہے
اور ہے ایک ماڈیولس ہے نہیں ماڈیولس كا دو آیا كہ ہے ضرورت كی جاننے یہ ہمیں پهر  z   unimodular  z ایک یا ہے میں لكیر سیدهی ایک

ہے میں دائرے ایک بالكل اگر دو جڑ یا ہے دو رداس آیا كہ ساته كے اختیار مخصوص میں دائرے  
كہ كریں كوشش كی جاننے یہ ہم آئیے تو    z ہے۔ ہوتا كیا ساته كے شرائط كی ون

نقطہ گیا دیا كہ ہیں كرتے كوشش كی دیكهنے یہ ہم آئیے  تو دو مائنس ایک مائنس دو سے بار دو كے بار دو ہے ماڈیولس كا دو  z  z  z  z ایک
اور ہے ایک ماڈیولس كا بار دو  z سكتے دیكه ہم ساته كے مفروضے پہلے اور ہیں۔ مفروضے گئے دیئے یہ ہے نہیں برابر كے ایک ماڈیولس كا ٹو
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كہ ہیں ماڈیولس كا مائنس ایک مائنس دو جو ہے گنا دو كا مربع ٹو ایک z  z  z  z  mod كہ ہیں جانتے ہم اور ہے جیسا ماڈیولس كے مربع بار دو
مربع میں ہے مطلب كا اس كہ لكهیں ہے۔ برابر كے بار ٹو مائنس ایک سے ضرب دو ٹو مائنس ایک  z  z  z  z  z  z  zطرح اسی یہ سے بار

مائنس دو جیسے ہے ایک مائنس دو كو بار دو ایک   z  z  z  z بار پوری ضرب سے بار دو
كہ ہے یہ مطلب كا اس تو   z بار ٹو زیڈ ون زیڈ مائنس دو یہ بار ٹو زیڈ بار دو ضرب ساته كے بار ون زیڈ اور ٹو زیڈ ٹو مائنس ون زیڈ مائنس  ایک

ہے۔ موڈ یہ كہ ہیں دیكهتے ہم كریں حساب ساده صرف اب اور ہے برابر كے ٹو زیڈ اور بار ون زیڈ مائنس دو   z  عنصر دوسرا اور مربع ایک
باقی اور ہے گنا چار كا مربع دو مائنس ہے ایكٹر ساته ہمارے ضرب ایک مائنس اور بار دو   mod z  f   z  z one z  zگنا دو كا بار ایک

ضرب موڈ ایک جو مربع موڈ كا اس ہے برابر كے چار یہ طرف كی ہاته دائیں ساته كے دو  z  z پڑتا نہیں فرق كوئی سے مربع  ہے موڈ پر بار دو
كیونكہ دوباره ماڈیولس كا بار گنا دو مائنس فیكٹرز بقیہ ہے ماڈیولس كا بار ایک مائنس دو   z  z  z  z  z one z ہم ہیں گنا دو كے بار ٹو

كہ كریں حاصل مساوات ذیل مندرجہ  ہم لہذا ہیں دیتے كر منسوخ وه ہیں ہوتے ظاہر پر طور عام فیكٹرز دونوں یہ كہ ہیں دیكهتے   mod z ایک
پلس مربع بار چار مائنس چار مائنس مربع دو ایک  mod  mod z  z  z دیكهتے ہم اب ہے برابر كے صفر یہ لئے كے كرنے بار كو مربع پورے

كو اصطلاح اس صرف ہم سے اس كہ ہیں mod z1 12 پهر مربع  زیڈ موڈ مربع  زیڈ موڈ بذریعہ ہیں۔ سكتے كر تقسیم پر طور كے ضرب  
اگر كہ جو كریں كوشش كی نكالنے كو اصطلاح بقیہ اور اسكوائر  زیڈ موڈ مائنس ون اسكوائر  زیڈ اسكوائر زیڈ موڈ ہم اگر عنصر عام ] موسیقی[ 12

نكالیں كامن  مائنس ہم 4  
ہم اب ہے برابر كے صفر  اس اسكوائر  زیڈ موڈ مائنس  تو 12ہے دیكهتا سے آسانی جو ہے ٹهیک لكهیں پر طور كے اصطلاح كی پروڈكٹ اسے  c 

موڈ كہ ہے گیا كیا فرض یہ اور ہے برابر كے صفر چار مائنس مربع ایک ضرب ساته كے زیڈ موڈ كو مربع  زیڈ موڈ مائنس ایک كہ ہے آتا یہ كہ 2  
ہے اصطلاح كی صفر غیر ایک یہ اصطلاح كی صفر غیر ایک  ہے یہ كہ ہے بتاتا پر طور فوری یہ ہے نہیں برابر كے ایک ٹو زیڈ  

رداس ون زیڈ موڈ كہ جو ہے درست سی آپشن كہ ہے كہتا فوراً  یہ ہے دو ایک زیڈ موڈ اور چار ہے مربع ایک زیڈ موڈ كہ ہے كرتا اخذ نتیجہ فوراً  تو
ہے ٹهیک ہے پر دائرے كے دو  

اگر تو    i كے نمبر كمپلیكس اور ہیں كرتے خیال تبادلہ پر خصوصیات مزید میں بارے كے ماڈیولس كے نمبروں پیچیده ہم كہ ہے یہ خلاصہ
ہم میں لیكچر اگلے اور كیے اخذ مسائل كچه نے ہم ہوئے كرتے استعمال كا خصوصیات كی كنجوجیشن كے نمبر كمپلیكس كر مل ساته كے ماڈیولس  

شكریہ۔ گے كریں بات میں بارے كے نمائندگی قطبی اور پلین آرگن لئے كے نمبروں پیچیده  
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