
[ਸੰਗੀਤ ] ਿਪਛਲੇ ਲੈਕਚਰ ਿਵੱਚ ਅਸੀ ਂਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਸੰਜੋਗ ਅਤੇ ਇੱਕ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਬਾਰੇ ਵੀ ਚਰਚਾ ਕੀਤੀ ਸੀ , ਮੈਨੰੂ ਹਣੇੁ ਹੀ ਿਕਸੇ ਵੀ 
ਜਨਰਲ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ ਪਲੱਸ ਨੰੂ ਯਾਦ ਕਰਨ ਿਦਓ, ਜੋ ਿਕ ਬਾਰ ਹੈ, ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਮਾਇਨਸ ਅਤੇ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਵਜୌ ਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਕੀਤਾ ਹੈ।  a ib z ib z 
ਇਹ ਇੱਕ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਵਰਗ ਦੇ ਵਰਗ ਰਟੂ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਮਾਿਡਊਲਸ ਦੀਆਂ ਕੁਝ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾਵਾਂ ਨੰੂ ਵੇਖੀਏ ਤਾਂ b 
ਇਸ ਲਈ ਇਸ ਚਰਚਾ ਦੌਰਾਨ ਅਸੀ ਂਇਹ ਮੰਨਾਂਗੇ ਿਕ ਦਾ ਰਪੂ ਪਲੱਸ ਹੈ ਅਤੇ ਆਓ ਇਹ ਸਾਬਤ ਕਰੀਏ ਿਕ ਦਾ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਹਮੇਸ਼ਾ ਘੱਟ ਹੁੰਦਾ ਹੈ।  z x iy z z 
ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਨਾਲୌ  ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਨਾਲ ਨਾਲ ਇਹ ਮਾਡ ਦੇ ਘਟਾਓ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਤୌ ਵੱਡਾ ਹੈ, ਇਹ ਚੰਗੀ ਅਸਮਾਨਤਾ ਹੈ ਿਕ ਦਾ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਜਾਂ ਦੇ ਅਸਲ z z z 
ਿਹੱਸੇ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲ ਮਾਡ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ, z 
ਇਸ ਲਈ ਸਬੂਤ ਸਧਾਰਨ ਹੈ ਕੀ  ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਦਾ ਅਸਲੀ ਿਹੱਸਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਹੈ ਅਤੇ ਜਦୌ ਅਸੀ ਂਇਸ ਦੇ ਵਰਗ ਨੰੂ ਦੇ ਅਸਲ ਿਹੱਸੇ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਸਦਾz x z 
ਵਰਗ ਵਰਗ ਹੈ ਜੋ ਿਨਸ਼ਿਚਤ ਤੌਰ 'ਤੇ ਵਰਗ ਅਤੇ ਵਰਗ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ, ਜੋ ਿਕ ਅਸੀ ਂਹਣੁ ਕੁਝ ਗੈਰ-ਨੈਗੇਿਟਵ ਨੰਬਰ ਜੋੜ ਰਹੇ ਹਾਂ। ਤੁਰੰਤ  ਤੁਸੀ ਂx x y ly 
ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਿਕ ਜਦୌ ਵੀ ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਦੇ ਵਰਗ ਮੂਲ ਦੇ ਵਰਗ ਮੂਲ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਤਾਂ ਇਸਦਾ ਮਤਲਬ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਦਾ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਵਰਗ ਅਤੇ a b z x y 
ਵਰਗ ਦੇ ਵਰਗ ਮੂਲ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ।  ਇਹ ਤୌ ਇਲਾਵਾ ਹੋਰ ਕੁਝ ਨਹੀ ਂਹੈ ਅਤੇ ਜੋ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਵੇਖਦੇ ਹਾਂ ਇਹ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਉਹ ਤਰੀਕਾ ਹੈ ਿਜਸ ਤਰ୧ਾਂ mod z 
ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਿਲਆ ਹੈ, ਿਬਲਕੁਲ ਸਹੀ ਅਰਥਾਂ ਿਵੱਚ ਇਹ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੋਵੇਗਾ ਤਾਂ ਜੋ ਪਿਹਲੇ ਪ୥ਸਤਾਵ ਨੰੂ ਖਤਮ ਕੀਤਾ ਜਾ ਸਕੇ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਅਸੀ ਂਸਾਬਤmod z 
ਕਰ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਿਕ  ਦਾ ਕਾਲਪਿਨਕ ਿਹੱਸਾ ਮਾਡ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਮਾਡ ਤୌ ਵੱਡਾ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਪ୥ਸਤਾਵ ਦੋ ਿਨਸ਼ਚਤ ਤੌਰ 'ਤੇ ਇਹ ਿਸੱਧਾ ਅੱਗੇ ਹੈ ਜੋ ਿਕ z z z 

ਹਮੇਸ਼ਾ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰਾਂ ਿਵੱਚ ਸਾਰੇ ਲਈ ਇੱਕ ਗੈਰ-ਨੈਗੇਿਟਵ ਨੰਬਰ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਸਾਨੰੂ ਕੀ ਦੇਖਣ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ। ਜਦୌ ਵੀ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਜ਼ੀਰ ੋਹੁੰਦਾ ਹੈmod z z z 
ਜੇਕਰ ਇੱਕ ਕੇਵਲ ਜ਼ੀਰੋ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਦਬੁਾਰਾ ਵਰਗਾ ਹੈ ਿਜਸਨੰੂ ਦੇਖਣਾ ਆਸਾਨ ਹੈ ਿਕਉਿਂਕ ਇੱਕ ਵਾਰ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂ ਨੰੂ ਜ਼ੀਰੋ ਦੇ ਬਰਾਬਰ z mod z 
ਸਮਝਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਇਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਇਹ ਇਸਦਾ ਵਰਗ ਜ਼ੀਰੋ ਹੈ ਇਸਲਈ ਇਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਵਰਗ ਜੋੜ ਵਰਗ ਇਹ ਜ਼ੀਰੋ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਇਹ x y  wh  
ਕਿਹ ਰਹੇ ਹਾਂ ਿਕ ਦੋ ਗੈਰ-ਨੈਗੇਿਟਵ ਨੰਬਰਾਂ ਦਾ ਜੋੜ ਜ਼ੀਰੋ ਹੈ ਿਜਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਹਰੇਕ ਗੈਰ-ਨੈਗੇਿਟਵ ਤੱਤ ਜ਼ੀਰ ੋਹੋਣਾ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਵਰਗ ਹੈ x 
ਜ਼ੀਰੋ ਹੋਣਾ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਨਾਲ ਹੀ ਵਰਗ ਜ਼ੀਰੋ ਹੋਣਾ ਚਾਹੀਦਾ ਹੈ ਜੋ ਇਹ ਿਸੱਟਾ ਕੱਢਦਾ ਹੈ ਿਕ ਬਰਾਬਰ ਜ਼ੀਰੋ ਬਰਾਬਰ  ਜ਼ੀਰ ੋਤਾਂ ਇਹ ਕੁਝ ਵੀ ਨਹੀ ਂਹੈ ਪਰ y x y 
ਇਹ ਕਿਹਣ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਜ਼ੀਰ ੋਐਲੀਮ୊ਟ ਹੈ ਅਤੇ ਇੱਕ ਜ਼ੀਰੋ ਐਲੀਮ୊ਟ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਇਸ ਦੇ ਹੇਠ ਿਲਖੇ ਵਰਗਾ ਹੈ ਅਤੇ ਹੋਰ ਸਧਾਰਨ z z 
ਿਨਰੀਖਣ ਕੀ ਹਨ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਨੰੂ ਿਵਚਾਰਦੇ ਹੋ ਜੋ ਿਕ ਮਾਇਨਸ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੇ ਿਵਰੁੱਧ ਵੀ ਸਮਾਨ ਹੈ। ਵਰਗਾ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਮਾਮੂਲੀ ਹੈ, ਹੋ z z mod z 
ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਮ୊ ਇਸ ਿਵੱਚ ਜੋੜਾਂਗਾ ਜੋ ਿਕ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਇਸਦਾ ਸੰਜੋਗ ਹੈ ਅਤੇ ਨਾਲ ਹੀ ਉਹੀ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਅਸੀ ਂਅਸਲ ਿਵੱਚ ਇਹ ਕਿਹ ਰਹੇ ਹਾਂ ਿਕ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਮਾਇਨਸ ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂਕਹੀਏ ਿਕ ਇਹ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ az z x 
ਪਲੱਸ ਹੈ। ਿਫਰ ਮਾਇਨਸ ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਮਾਇਨਸ ਮਾਇਨਸ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਦਰੂੀ ਇਸ ਦਰੂੀ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਤੁਸੀ ਂ ਧੁਰੇ ਬਾਰੇ ਇਸਦਾ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ iy z x iy x 
ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਜੋ ਿਕ ਬਾਰ ਦਾ ਮਾਡਲ ਵੀ ਉਹੀ ਹੈ ਹਣੁ ਚੌਥਾ ਇੱਕ ਜਦୌ ਤੁਸੀ ਂ ਬਾਰ ਨਾਲ ਨੰੂ ਗੁਣਾ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਸਾਨੰੂ ਮੋਡ ਿਮਲਦਾ ਹੈ।  ਵਰਗ z z z z 
ਇਸ ਲਈ ਪਿਰਭਾਸ਼ਾ ਅਨੁਸਾਰ ਇਹ ਸਪਸ਼ਟ ਹੈ ਇਸਲਈ ਮ୊ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਇਸ ਬਾਰੇ ਚਰਚਾ ਨਹੀ ਂਕਰ ਿਰਹਾ ਹਾਂ, ਆਓ ਅਸੀ ਂ ਿਵੱਚ ਦੋ ਦੇ ਪੰਜਵୈ ਇੱਕ z one z 
ਮਾਿਡਊਲਸ 'ਤੇ ਚੱਲੀਏ ਇਹ ਉਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਹੋਵੇਗਾ ਿਜਵୈ ਿਕ ਨੰੂ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ , ਨੰੂ ਮੰਿਨਆ ਜਾਂਦਾ ਹੈ।  mod z one mod z mod z one z 
ਉਪਰੋਕਤ ਪ୥ਸਤਾਵ ਦਆੁਰਾ ਪੂਰਾ ਵਰਗ ਅਸੀ ਂ ਇੱਕ ਦੋ ਨੰੂ ਇੱਕ ਤୌ ਨਾਲ ਪੂਰੀ ਬਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰ ਰਹੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਦਬੁਾਰਾ ਅਸੀ ਂਸੰਜੋਗ ਦੇ ਸਬੰਧ ਨੰੂ z z z z 
ਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਇਸਲਈ ਇੱਕ ਦੋ ਦਾ ਸੰਜੋਗ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ।  ਬਾਰ ਅਤੇ ਕਿਮਊਟੇਿਟਵ ਕਨੰੂਨ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਦੇ ਹੋਏ ਅਸੀ ਂਅੰਤ ਿਵੱਚ z z z z 
ਮੈਨੰੂ ਿਲਖਣ ਦੇ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਜੋ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਇੱਥੇ ਬਾਰ ਬਾਰ ਵਾਲਾ ਉਤਪਾਦ ਹੈ ਅਤੇ ਸਾਨੰੂ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਐਸੋਿਸਏਿਟਵ ਕਨੰੂਨ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਵਰਤ z1 z2 
ਸਕਦੇ ਹੋ ਅਤੇ ਿਫਰ ਅਗਲੇ ਕਿਮਊਟੇਿਟਵ ਕਾਨੰੂਨ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰੋ ਤਾਂ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਮਾਡ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰ ਸਕੋ।  ਇੱਕ ਵਰਗ ਮਾਡ ਦੋ ਵਰਗ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਇਹ ਿਸੱਟਾ z z 
ਕੱਢਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇਹ ਿਦੰਦਾ ਹੈ ਮਾਡ ਇੱਕ ਨੰੂ ਮਾਡ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰਕੇ ਤੁਸੀ ਂਪਿਹਲਾਂ ਉਤਪਾਦ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਇਸਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਲ୊ਦੇ z z z z 
ਹੋ ਜੋ ਹਰੇਕ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਲਈ ਪਿਹਲਾਂ ਮਾਿਡਊਲਸ ਲੈਣ ਦੇ ਸਮਾਨ ਹੈ। ਿਫਰ ਇਹ ਠੀਕ ਹੈ ਅਤੇ ਛੇਵਾਂ ਪ୥ਸਤਾਵ ਜੋ ਿਕ ਮਸ਼ਹਰੂ ਜਾਂ mu  ltiply ah 
ਵਧੀਆ ਅਸਮਾਨਤਾ ਹੈ ਜੋ ਵਾਰ-ਵਾਰ ਵਰਿਤਆ ਜਾਵੇਗਾ ਿਜਸ ਨੰੂ ਿਤਕੋਣ ਅਸਮਾਨਤਾ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਅਸਮਾਨਤਾ ਦੱਸਦੀ ਹੈ ਿਕ ਜੇਕਰ ਅਸੀ ਂ ਇੱਕ ਪਲੱਸ z 

ਦੋ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਨੰੂ ਮੰਨਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ ਮਾਡ ਇੱਕ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ। z z plus mod z two for every z one z two in 
ਆਓ ਆਪਾਂ ਇਸ ਅਸਮਾਨਤਾ ਨੰੂ ਸਮਝਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਿਕ ਇਹ ਕੀ ਕਿਹੰਦੀ ਹੈ ਤਾਂ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਦੋ ਿਬੰਦ ੂਹਨ, ਆਓ ਅਸੀ ਂਕਹੀਏ ਿਕ complex numbers 

ਇਹ ਇੱਕ ਹੈ ਅਤੇ ਆਓ ਇਹ ਕਹੀਏ ਿਕ ਇਹ ਦੋ ਹੈ ਅਤੇ ਿਫਰ ਅਸੀ ਂਕੁਦਰਤੀ ਤੌਰ 'ਤੇ ਜੋੜ ਸਕਦੇ ਹਾਂ। ਇਸਦੇ ਲਈ ਇੱਕ ਵੈਕਟਰ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂ ਇੱਕ ਨੰੂ ਇੱਕ z z z 
ਵੈਕਟਰ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਅਤੇ ਦੋ ਨੰੂ ਇੱਕ ਹੋਰ ਵੈਕਟਰ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਕਲਪਨਾ ਕਰ ਸਕੀਏ, ਿਫਰ ਜੋੜ ਉਹ ਚੀਜ਼ ਿਦੰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਅਸੀ ਂਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਹੈ z 
ਜੋ ਿਕ ਇਸ ਸਮਾਨਾਂਤਰ ਲਈ ਪਲੱਸ ਦੋ ਹੈ, ਿਜਵୈ ਿਕ ਮ୊ ਿਪਛਲੇ ਿਵੱਚ ਦੱਿਸਆ ਹੈ ਲੈਕਚਰ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਇਹ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਅਤੇz one z 
ਮੂਲ ਦੇ ਿਵਚਕਾਰ ਇੱਕ ਦਰੂੀ ਹੈ ਇਸਲਈ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇਸ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਮੂਲ ਤੱਕ ਦੀ ਦਰੂੀ ਨੰੂ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਇਸਲਈ ਦਰੂੀ ਦਰੂੀ z z t 
ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ 'ਤੇ ਜਾਓ ਅਤੇ ਿਫਰ ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਿਬੰਦ ੂ'ਤੇ ਪਹੁੰਚਣ ਲਈ ਵੈਕਟਰ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਇਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਦਰੂੀ ਲੈ ਕੇ o z 2 z 1 
ਪਿਹਲਾਂ 'ਤੇ ਜਾਓ ਅਤੇ ਿਫਰ ਇੱਥੇ ਪਹੁੰਚਣ ਲਈ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰੋ ਜੋ ਹਮੇਸ਼ਾ ਿਡਸ ਤୌ ਵੱਡਾ ਹੋਵੇਗਾ ਤਾਂ ਹੋਰ ਿਵੱਚ  ਸ਼ਬਦ ਇਹ ਸਭ ਤୌ ਛੋਟੀ ਦਰੂੀ ਹੈ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖ z2 z1 
ਰਹੇ ਹਾਂ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਇਸ ਨਤੀਜੇ ਨੰੂ ਸਾਬਤ ਕਰਨ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਤਾਂ ਖੱਬੇ ਪਾਸੇ ਅਤੇ ਵਰਗ ਦੇ ਨਾਲ ਸ਼ਬਦ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੀਏ ਅਤੇ ਇਹ ਦਆੁਰਾ mod z 
ਿਲਿਖਆ ਿਗਆ ਹੈ ਜੇਕਰ ਮੈਨੰੂ ਯਾਦ ਹੈ ਿਕ ਸੰਪੱਤੀ ਵਰਗ ਦਆੁਰਾ ਿਲਿਖਆ ਿਗਆ ਹੈ  ਬਾਰ ਹਣੁ ਿਸਰਫ਼ ਿਸੱਧੇ ਤੌਰ 'ਤੇ ਕਹੋ ਿਕ ਸੰਪੱਤੀ ਨੰੂ ਲਾਗੂ ਕਰਨਾmod z z z 
ਜੋ ਅਸੀ ਂਪ୥ਾਪਤ ਕਰ ਰਹੇ ਹਾਂ ਉਹ ਹੈ ਇੱਕ ਬਾਰ ਪਲੱਸ ਦੋ ਬਾਰ ਅਤੇ ਅੱਗੇ ਤੁਸੀ ਂਵੰਡਣ ਵਾਲੇ ਕਾਨੰੂਨ ਨੰੂ ਲਾਗੂ ਕਰਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇੱਕ ਨੰੂ z z z 

ਇੱਕ ਬਾਰ ਅਤੇ ਇੱਕ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ।  ਦੋ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਬਾਰ ਨਾਲ ਦੋ ਨਾਲ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂz z z z z z 
ਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਮਾਤਰਾ ਇੱਕ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇੱਕ ਦੋ ਬਾਰ ਇਸ ਨੰੂ ਇੱਕ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਵਜୌ ਮੰਨਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ  z z z 
ਅਗਲਾ ਨੰਬਰ ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਇਸਦੇ ਤੌਰ 'ਤੇ ਦੇਖ ਰਹੇ ਹਾਂ ਿਬਲਕੁਲ ਿਪਛਲੇ ਦਾ ਸੰਜੋਗ ਇਸਲਈ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਹਣੇੁ ਇਸ ਤਰ୧ਾਂ ਵੇਖਦੇ ਹੋ ਜੇਕਰ ਮ୊ ਇਸ ਪੱਟੀ ਨੰੂ ਲਾਗੂ 
ਕਰਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ ਇੱਕ ਬਾਰ 'ਤੇ ਨਾਲ ਡਬਲ ਬਾਰ ਗੁਣਾ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਆਪਣ ੇਆਪ ਨੰੂ ਦਬੁਾਰਾ ਿਦੰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਮਾਡ ਵਰਗ ਹੈ ਅਤੇ z z z2 
ਅਸੀ ਂਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਪਲੱਸ  ਬਾਰ ਦਾ ਇੱਕ ਅਸਲੀ ਿਹੱਸਾ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਇਹ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇੱਥੇ ਇਹ ਦੋ ਬਾਰ ਦੇ z z z z one z 
ਅਸਲ ਿਹੱਸੇ ਦਾ ਦੋ ਗੁਣਾ ਹੈ ਪਲੱਸ ਇਹ ਹਣੁ ਦਬੁਾਰਾ ਯਾਦ ਕਰਨ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੋ ਿਕ ਅਸੀ ਂਠੀਕ ਸਾਬਤ ਕਰਨ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰ ਰਹੇ ਹਾਂ ਿਕ ਅਸਮਾਨਤਾ ਕੀ ਹੈ। z 

ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਟ ੂਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਦੇਖ ਰਹੇ ਹਾਂ ਿਕ ਲਗਭਗ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ one plus z two mod z one plus mod z 
ਪਹੁੰਚ ਗਏ ਹਾਂ ਜੇਕਰ ਅਸੀ ਂਸੱਜੇ ਪਾਸੇ ਤୌ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਮਾਡ ਵਰਗਾ ਕੁਝ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਨ ਦੇ ਯੋਗ ਹੁੰਦੇ ਹਾਂ।  ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਿਵੱਚ ਿਫਰ ਅਸੀ ਂਲਗਭਗ ਪੂਰਾ ਕਰ mod z z 
ਿਲਆ ਹੈ ਪਰ ਿਸਰਫ ਸਾਨੰੂ ਇਹ ਦੇਖਣ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ ਿਕ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਮੋਡ ਇੱਕ ਅਤੇ ਮਾਡ ਦੋ ਸ਼ਬਦ ਿਕਵୈ ਿਲਆਉਦਂੇ ਹਾਂ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਜੇਕਰ ਮੈਨੰੂ ਉਹ ਪ୥ਸਤਾਵ ਯਾਦ z z 
ਹੈ ਜੋ ਮ୊ ਿਲਿਖਆ ਸੀ ਉਹ ਪਿਹਲਾ ਹੈ ਇਹ ਦੱਸਦਾ ਹੈ ਿਕ ਅਸਲ  ਦਾ ਿਹੱਸਾ ਦਾ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਹਮੇਸ਼ਾ ਮਾਇਨਸ ਮੋਡ ਦੇ ਨਾਲ ਨਾਲ ਘੱਟ ਤୌ ਵੀ ਵੱਡਾ z z z tha 
ਹੁੰਦਾ ਹੈ। ਜਾਂ ਦੇ ਬਰਾਬਰ n mod z 
ਇਸ ਲਈ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਇਸ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ ਸਬੰਧ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਨ ਜਾ ਰਹੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਹਮੇਸ਼ਾ ਇਸ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੁੰਦਾ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਜਦୌ ਅਸੀ ਂਇਸ ਸਬੰਧ ਨੰੂ ਵਰਤ ਰਹੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਸ ਬਾਰੇ ਬਹਤੁ ਿਧਆਨ ਰੱਖਣ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ  ਮ୊ ਤੁਹਾਨੰੂ ਚੇਤਾਵਨੀ ਿਦੱਤੀ ਸੀ ਿਕ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਲਈ ਅਿਜਹਾ 
ਸਬੰਧ ਲਾਗੂ ਨਹੀ ਂਹੁੰਦਾ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਤୌ ਉਪੱਰ ਮਾਤਰਾ ਦੇਖਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਇਹ ਪੂਰੀ ਤਰ୧ਾਂ ਅਸਲ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਹਣੁ ਜਦୌ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਤੁਲਨਾ ਕਰ ਰਹੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ 

ਬਾਰ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦਾ 2 ਗੁਣਾ ਹੈ ਦਬੁਾਰਾ ਇਹ ਇੱਕ ਗੈਰ-ਨੈਗੇਿਟਵ ਨੰਬਰ ਹੈ। ਅਤੇ ਦੋ ਵਰਗ ਅਤੇ ਿਫਰ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹੋ ਉਹ ਇਹ ਹੈ ਿਕ z1 z2 mod z 
ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਇੱਕ ਮਾਡ ਇੱਕ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਮਾਡ ਇੱਕ ਦਾ ਦੋ ਗੁਣਾ ਤୌ ਬਾਰ ਦੇ ਮਾਡੂਲਸ ਦਆੁਰਾ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ  ਿਗਆ ਹੈ ਜੋ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਲਈ ਮਾਡੂਲਸ ਦੋz z z z z 
ਪਲੱਸ ਮਾਡ ਦੇ ਸਮਾਨ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂ ਜਾਣੋ ਿਕ ਇਹ ਕੁਝ ਨਹੀ ਂਹੈ ਪਰ ਇਹ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਲਈ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਿਫਰ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਕੀ ਹੈ ਜੋ z mod z mod z 
ਅਸੀ ਂਿਲਆ ਹੈ ਇੱਕ ਵਰਗ ਘੱਟ ਜਾਂ ਵਰਗ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਿਜਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਇਸ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਜੋ ਇਹ ਸਾਬਤ ਹੋਵੇ  ਸਾਡੀ b a b 
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ਿਤਕੋਣ ਅਸਮਾਨਤਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਮ୊ ਇਹ ਦੱਸਣਾ ਚਾਹਾਂਗਾ ਸਵਾਲ ਕੋਈ ਪੁੱਛ ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਜਦୌ ਇਹ ਸਮਾਨਤਾ ਇਸ ਸਬੰਧ ਲਈ ਰੱਖਦੀ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਜਦୌ ਦਾ z one 
ਮਾਿਡਊਲਸ ਪਲੱਸ ਦੋ ਬਰਾਬਰ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਿਸੱਟਾ ਹੋ ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਮ୊ ਇਸਨੰੂ ਇੱਥੇ ਠੀਕ ਜਾਂ ਅਗਲੇ ਪੰਨੇ 'ਤੇ ਿਲਖਾਂਗਾ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂਹਣੇੁ ਹੀ z one z mod z

ਿਲਆਏ।  ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹਣੁ ਸਵਾਲ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਮ୊ ਬਰਾਬਰੀ ਨੰੂ ਕਦୌ ਦੇਖਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ ਕਦୌ one z two mod z one plus mod z two 
ਹੋਵੇਗਾ ਹਣੁ ਵਾਪਸ ਜਾਓ ਜਦୌ ਅਸੀ ਂਇਸ ਅਸਮਾਨਤਾ ਨੰੂ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਇਹ ਉਹ ਥਾਂ ਹੈ ਿਜੱਥੇ ਅਸੀ ਂਅਸਮਾਨਤਾ ਸਬੰਧ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਜੋ ਸਮਾਨਤਾ ਿਦਖਾਈ 
ਦੇਵੇ ਜੇਕਰ ਅਤੇ  ਕੇਵਲ ਤਾਂ ਹੀ ਜੇਕਰ ਤୌ ਬਾਰ ਦਾ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਦੋ ਬਾਰ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੋਵੇ ਤਾਂ ਸਮਾਨਤਾ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀ ਹੈ ਤਾਂz one z z one z 
ਿਕ ਸਮਾਨਤਾ ਇਸ ਿਵੱਚ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀ ਹੈ, ਆਓ ਮ୊ ਇਸਨੰੂ ਸਮੀਕਰਨ ਇੱਕ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਕਹਾਂ, ਬਸ਼ਰਤੇ ਦੋ ਬਾਰ ਦਾ ਅਸਲ ਿਹੱਸਾ ਇਹ ਬਰਾਬਰ ਹੈ।  z one z 

ਬਾਰ ਇਹ ਇਹ ਕਿਹਣ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਿਕ ਦੇ ਸਿਮਆਂ 'ਤੇ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਿਜੱਥੇ ਇੱਕ ਗੈਰ-ਨੈਗੇਿਟਵ ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਹੈ, ਆਓ ਮ୊ ਦਬੁਾਰਾ mod z1 z 1 z 2 t 
ਦਹੁਰਾਉਦਂਾ ਹਾਂ ਅਸੀ ਂਇਸ ਿਤਕੋਣ ਅਸਮਾਨਤਾ ਨੰੂ ਸਾਬਤ ਕੀਤਾ ਸਵਾਲ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਜਦୌ ਸਮਾਨਤਾ ਿਦਖਾਈ ਿਦੰਦੀ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਿਸਰਫ਼ ਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਿਦੱਖ ਦੀ ਸਮਾਨਤਾ i

ਅਤੇ ਕੇਵਲ ਜੇਕਰ ਇੱਕ ਅਤੇ ਦੋ ਉਹ ਰੇਿਖਕ ਤੌਰ 'ਤੇ ਿਨਰਭਰ ਿਕਸਮ ਦੀ ਤਰ୧ਾਂ ਹਨ ਜੋ ਿਕ ਦੋ ਦੇ ਿਨਰੰਤਰ ਸਮୈ ਵਾਂਗ ਹਨ, ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਹੈ ਿਜਵୈ ਿਕ  f z z z z 
ਇੱਕ ਦੋ ਦਾ ਿਸਰਫ਼ ਇੱਕ ਸਿਥਰ ਗੁਣਾ ਹੈ, ਇਸ ਸਿਥਤੀ ਿਵੱਚ ਸਾਨੰੂ ਸਮਾਨਤਾ ਿਮਲਦੀ ਹੈ। ਇਸ ਿਤਕੋਣ ਅਸਮਾਨਤਾ ਦੇ ਹੋਰ ਨਤੀਿਜਆਂ ਨੰੂ ਅੱਗੇ ਕਹੋ, z 
ਇਸ ਲਈ ਅਸੀ ਂਹਣੇੁ ਦੇਿਖਆ ਹੈ ਿਕ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਮ୊ ਇਸਨੰੂ ਦਹੁਰਾਉਦਂਾ ਹਾਂ ਿਕ ਸਾਡਾ ਇਹ ਸਬੰਧ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸ ਤୌ ਅਸੀ ਂਇਹ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਿਕ so of 
ਅਸੀ ਂਇਹ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਮਾਡ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਮਾਡ ਦੋ ਇਸ ਤਰ୧ਾਂ ਇਸ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ। ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਿਕਵୈ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਬਸ ਕਹੋ ਿਕ ਅਸੀ ਂz z 
ਇਸਨੰੂ ਕਿਹੰਦੇ ਹਾਂ ਿਜਵୈ ਿਕ ਇਹ ਇੱਕ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਮਾਡ ਇੱਕ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ ਅਸੀ ਂਿਸਰਫ ਦੋ ਨੰੂ ਜੋੜਦੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਘਟਾਉਦਂੇ ਹਾਂ ਿਫਰ ਇੱਕ ਨੰੂ ਲਾਗੂ ਕਰਦੇ ਹਾਂ, ਿਫਰ ਇੱਕ ਕਰਕੇ ਸਾਨੰੂ ਇੱਕ z z mod z 

ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੁੰਦਾ ਹੈ। ਅਤੇ ਅੱਗੇ ਤੁਹਾਨੰੂ ਘਟਾਓ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਪਰ ਅਸੀ ਂਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਮਾਿਡਊਲ ਦੋ ਦਾ mod z z z z 
ਮਾਿਡਊਲ ਦਬੁਾਰਾ ਮਾਡ ਜ਼ੈਡ ਦੋ ਦੇ ਸਮਾਨ ਹੈ, ਇਸਲਈ ਇਸ ਤୌ ਅਸੀ ਂਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਮਾਡ ਇੱਕ ਮਾਇਨਸ ਮਾਡ ਦੋ , ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ z z z z 
ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ।  ਠੀਕ ਹੈ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਅਸੀ ਂ ਅਤੇ ਦੋ ਦੀ ਭੂਿਮਕਾ ਨੰੂ ਥੀ ਿਵੱਚ ਬਦਲ ਸਕਦੇ ਹਾਂ  ਕੇਸ ਸਾਨੰੂ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਜੇਕਰ ਮ୊ ਰਲੋ ਨੰੂ ਇੰਟਰਚୈਜz one z s 
ਕਰਦਾ ਹਾਂ ਿਕਉਿਂਕ ਅਤੇ ਦੋ ਆਪਹਦੁਰੇ ਹਨ ਇਸਲਈ ਤੁਸੀ ਂਿਸਰਫ ਅਤੇ ਦੋ ਦੀ ਭੂਿਮਕਾ ਨੰੂ ਬਦਲ ਸਕਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ z one z z one z z 
ਦੋ ਮਾਇਨਸ ਮੋਡ ਇੱਕ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ। ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਟ ੂਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਿਵੱਚ ਅਤੇ ਇੱਕ ਿਸੱਟੇ ਵਜୌ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਘਟਾਓ z z z 
ਮਾਡ 'ਤੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਪਲੱਸ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ, ਠੀਕ ਹੈ ਹਣੁ ਕੋਈ ਸਵਾਲ ਪੁੱਛ ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇਹ z 2 z 1 z 2 
ਪਲੱਸ ਕੀ ਹੈ?  ਕੀ ਸੱਚਮੁੱਚ ਜ਼ਰਰੂੀ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਕੀ ਮੇਰੇ ਕੋਲ ਇੱਥੇ ਘਟਾਓ ਸਹੀ ਠੀਕ ਹੈ, ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਦਬੁਾਰਾ ਘਟਾਓ ਦਾ ਿਚੰਨ୧ ਹੋ ਸਕਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਇੱਥੇ ਪਲੱਸ ਜਾਂ 
ਘਟਾਓ ਅਜੇ ਵੀ ਹੋ ਸਕਦਾ ਹੈ ਇਹ ਮੋਡ ਇੱਕ ਮਾਇਨਸ ਮਾਡ ਦੋ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਤୌ ਵੱਡਾ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਇਹ ਇਸ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ  ਪਲੱਸz z z1 
ਮੋਡ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ z2 
ਇਸ ਲਈ ਇੱਥੇ ਮ୊ ਿਤਕੋਣ ਤୌ ਕੁਝ ਹੋਰ ਆਮ ਦੇਖਦਾ ਹਾਂ ਇਸਲਈ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਿਤਕੋਣ ਅਸਮਾਨਤਾ ਹੈ ਅਤੇ ਹਣੁ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਇਸ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਲਈ
ਬਹਤੁ ਿਜ਼ਆਦਾ ਆਮ ਅਸਮਾਨਤਾ ਹੈ ਇਸਲਈ ਦੇ ਉਲਟ ਉਲਟ ਦਾ ਪ୥ਸਤਾਵ 7 ਮਾਿਡਊਲਸ ਿਜੱਥੇ ਹੈ  ਗੈਰ-ਜ਼ੀਰੋ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ z s mod z z a ag  

ਇਹ ਸੰਜੋਗ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਦੇ ਸਮਾਨ ਹੈ ਅਸੀ ਂਇਹ ਨਤੀਜਾ ਕੱਢ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਜੋ ਿਕ ਉਲਟ ਨਾਲ ਸ਼ੁਰ ੂਹੁੰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਉਲਟ ਹੈ, ਦਆੁਰਾ ਉਲਟਾ ਿਦੱਤਾ ain z z z z 
ਜਾਂਦਾ ਹੈ, ਤੁਹਾਨੰੂ ਪਛਾਣ ਿਮਲਦੀ ਹੈ ਤਾਂ ਇਸਦਾ ਮਾਡੂਲਸ ਦਬੁਾਰਾ ਇੱਕ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਪਿਹਲਾਂ ਹੀ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੀ ਚਰਚਾ ਕਰ ਚੁੱਕੇ ਹਾਂ। ਇੱਕz 
ਿਵੱਚ ਦੋ ਿਵੱਚ ਮਾਡ ਇੱਕ ਨੰੂ ਮਾਡ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਜੋ ਤੁਸੀ ਂਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹੋ ਉਹ ਇੱਕ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦਆੁਰਾ ਨਾਲ ਗੁਣਾ z z z mod z z 
ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਹ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਇਸਲਈ ਅਸੀ ਂਜੋ ਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਉਲਟ ਹੈ ਇਸਲਈ ਉਲਟ ਹੈ ਿਬਲਕੁਲ ਉਲਟ ਮੋਡ mod z z 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਹੈ  ਿਸੱਟਾ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਇਸ ਦਾ ਮਤਲਬ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਉਲਟ, ਉਲਟ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਦਆੁਰਾ ਇੱਕ mod z z z 
ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਸਾਡਾ ਪ୥ਸਤਾਵ ਅਤੇ ਪ୥ਸਤਾਵ ਅੱਠ ਹੈ ਜੋ ਇੱਕ ਦਆੁਰਾ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਜੋ ਮੋਡ ਇੱਕ ਦਆੁਰਾ ਿਦੰਦਾ ਹੈ।  ਦੋ ਤੁਸੀ ਂਮੰਨਦੇ z z z z mod z 
ਹੋ ਿਕ ਦੋ ਗੈਰ-ਜ਼ੀਰੋ ਹੈ , ਨਤੀਜਾ ਦਬੁਾਰਾ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਿਸਰਫ਼ ਨੰੂ ਦੋ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਗੁਣਨਫਲ ਵਜୌ ਕਹੋ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਨੰੂ ਨਾਲ ਉਲਟਾ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ z c z z 
ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹਰਕੇ ਗੁਣਕ ਲਈ ਲਾਗੂ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਅਤੇ ਿਪਛਲੇ ਪ୥ਸਤਾਵ ਨੰੂ ਅਸੀ ਂਿਸਰਫ਼ ਇਹ ਸਾਬਤ ਕੀਤਾ ਦੋ ਇਨਵਰਸ ਦਾ z 
ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੋ ਪੂਰਨ ਉਲਟ ਦੇ ਸਮਾਨ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਮਾਡ ਇੱਕ ਤୌ ਮਾਡ ਦੋ ਹੈ, ਹਣੁ ਇੱਕ ਹੋਰ ਿਦਲਚਸਪ ਨਤੀਜਾ ਹੈ ਿਜਸਨੰੂ ਸਮਾਨਾਂਤਰ ਕਾਨੰੂਨ mod z z z OK 
ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਇਹ ਦੱਸਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਦੋ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਪਲੱਸ ਮੋਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਦੋ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਜੋ ਿਕ ਮਾਡ z z z z z z z 
ਇੱਕ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਮਾਡ ਵਰਗ ਦੇ ਦੋ ਗੁਣਾ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਉਹ ਇਸਨੰੂ ਪੈਰਲੇਲੋਗ୥ਾਮ ਕਾਨੰੂਨ ਿਕਉ ਂਕਿਹੰਦੇ ਹਨ ਆਉ ਅਸੀ ਂਇਸ ਨੰੂ ਵੇਖਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ z 2 
ਕਰੀਏ ਤਾਂ ਆਓ ਿਬੰਦ ੂਨੰੂ ਇੱਕ ਦੇ ਤੌਰ ਤੇ ਕਾਲ ਕਰੀਏ ਅਤੇ ਚਲੋ ਅਸੀ ਂਕਹੀਏ ਿਕ ਇਹ ਦੋ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਜੋ ਿਬਲਕੁਲ z z z z 
ਵੈਕਟਰ ਿਦੰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਇਸ ਸਮਾਨਾਂਤਰ ਦਾ ਿਵਕਰਣ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਦਜੂਾ ਿਵਕਰਣ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਵੈਕਟਰ ਿਦੰਦਾ ਹੈ। ਹਣੁ z z z z 
ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਪਛਾਣ ਵੇਖਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਇਹ ਕਿਹੰਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇਸ ਿਵਕਰਣ ਦੀ ਤੀਬਰਤਾ ਦੇ ਵਰਗ ਨੇ ਇਸਦਾ ਜੋੜ ਮੰਿਨਆ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਸਮਾਨਾਂਤਰਚੋਜ ਸਮਾਨਾਂਤਰ ਕਾਨੰੂਨ ਦੀਆਂ 
ਭੁਜਾਵਾਂ ਲਈ ਮੈਗਨੀਿਟਊਡ ਵਰਗ ਜੋੜ ਦੇ ਦੁੱਗਣੇ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ , 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਬਹਤੁ ਿਦਲਚਸਪ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਹੈ 
ਇਸ ਲਈ ਅਤੇ ਪ୥ਮਾਣ  ਸਧਾਰਨ ਹੈ ਤੁਹਾਨੰੂ ਿਸਰਫ਼ ਖੱਬੇ ਪਾਸੇ ਲਈ ਿਵਸਤਾਰ ਕਰਨ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹੋ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਸੱਜੇ ਪਾਸੇ f 
ਵਾਲੇ ਤੱਕ ਪਹੁੰਚ ਸਕਦੇ ਹੋ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਤੱਕ ਹੈ lhs z z z z 
ਇਸ ਲਈ ਪਿਰਭਾਸ਼ਾ ਅਨੁਸਾਰ  ਇਹ ਹੈ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਨਾਲ z z z z z z z z 
ਪੂਰੀ ਪੱਟੀ ਿਵੱਚ 
ਇਸ ਲਈ ਜੋ ਮਾਤਰਾ ਅਸੀ ਂਿਗਣ ਰਹੇ ਹਾਂ ਉਹ ਹੈ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਜੋੜ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਨੰੂ ਪੂਰੇ ਵਰਗ ਲਈ ਇਸ ਤਰ୧ਾਂ ਅਸੀ ਂਇਸ ਨੰੂ ਿਲਿਖਆ ਹੈ z z z z 

ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਇੱਕ ਦੋ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਬਾਰ ਘਟਾਓ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਇਸ ਨੰੂ ਸਰਲ ਬਣਾ ਕੇ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ z z z z z z z z 
ਇਹ ਇੱਕ ਿਵੱਚ ਹੈ।  ਇੱਕ ਬਾਰ ਜੋ ਇੱਕ ਵਰਗ ਹੈ ਅਤੇ ਦਜੂਾ ਪਦ ਜੋ ਵਰਗ ਹੈ ਅਤੇ ਬਾਕੀ ਬਿਚਆ ਸ਼ਬਦ ਜੋ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਇੱਥੇ ਹੈ ਉਹ ਹੈ z z mod z mod z2 

ਬਾਰ ਪਲੱਸ ਬਾਰ ਟ ੂਇਸ ਿਮਆਦ 'ਤੇ ਸਾਨੰੂ ਦਬੁਾਰਾ ਇਹ ਸ਼ਬਦ ਿਮਲਦਾ ਹੈ ਜੋ ਇੱਕ ਵਰਗ ਹੈ ਅਤੇ  ਦੋ ਵਰਗ ਬਾਕੀ ਦੇ ਕਾਰਕz1 z2 z1 z mod z mod z 
ਹਨ, ਦੇ ਉਲਟ ਿਚੰਨ୧ ਦੇ ਨਾਲ ਆਉਦਂੇ ਹਨ  ਇਹ ਕਾਰਕ ਜੋ ਮਾਇਨਸ ਇੱਕ ਤୌ ਬਾਰ ਮਾਇਨਸ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੋ ਹਨ, ਕਿਹੰਦੇ ਹਨ ਿਕ ਇਹ ਸ਼ਬਦ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਨੰੂ z z z z 
ਰੱਦ ਕਰਦੇ ਹਨ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਮਾਡ ਇੱਕ ਵਰਗ ਪਲੱਸ ਮਾਡ ਦੋ ਵਰਗ ਦਾ ਦੋ ਗੁਣਾ ਹੈ ਅਤੇ ਆਓ ਇੱਕ ਸਮੱਿਸਆ ਬਾਰੇ ਚਰਚਾ ਕਰੀਏ ਿਜਸ z z 
ਿਵੱਚ ਮਾਡੂਲਸ ਿਚੰਨ୧ ਸ਼ਾਮਲ ਹੈ। ਿਸੱਧ ਕਰੋ ਿਕ ਜੇਕਰ ਇੱਕ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਅਤੇ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਵੀ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਅਤੇ ਅੱਗੇ ਉਹਨਾਂz z 
ਦਾ ਗੁਣਨਫਲ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਨਹੀ ਂਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਿਦਖਾ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇੱਕ ਜੋੜ ਦੋ ਨੰੂ ਇੱਕ ਜੋੜ ਇੱਕ ਦੋ ਨਾਲ ਵੰਿਡਆ ਿਗਆ ਹੈ। ਕੀ ਇੱਕ z z z z 
ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਆਉ ਅਸੀ ਂਇਸ ਸਮੱਿਸਆ ਨੰੂ ਦੇਖਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਜੋ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਦੋ ਕੀ ਉਹ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਮੂਲ ਤୌ ਇਕਾਈ ਦਰੂੀ z one z 
'ਤੇ ਹਨ ਅਤੇ ਉਹਨਾਂ ਦਾ ਗੁਣਨਫਲ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਨਹੀ ਂਹੈ, ਿਫਰ ਉਹ ਮਾਤਰਾ ਜੋ ਅਸੀ ਂਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਕੀਤੀ ਹੈ ਹੈ।  ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਇਹ ਦੇਖਣਾ ਬਹਤੁ a 
ਵਧੀਆ ਹੈ ਿਕ ਸਮੀਕਰਨ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਲੱਗ ਿਰਹਾ ਹੈ ਪਰ ਜੋ ਅਸੀ ਂਅੰਤ ਿਵੱਚ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਇਹ ਇੱਕ ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਹੈ ਆਓ ਦੇਖੀਏ ਿਕ ਇਸਨੰੂ ਿਕਵୈ ਿਦਖਾਉਣਾ ਹੈ 
ਿਜਵୈ ਿਕ ਮ୊ ਪਿਹਲਾਂ ਿਕਹਾ ਸੀ ਿਕ ਇੱਕ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ ਇੱਕ ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਹੈ ਤਾਂ ਿਕ ਅਤੇ ਇਹ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਜੋ ਸਮਾਨ ਹੈ ਇਹ ਕਿਹੰਦੇ ਹੋਏ ਿਕ z z  bar 
ਕਾਲਪਿਨਕ ਿਹੱਸਾ ਜ਼ੀਰੋ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਆਓ ਅਸੀ ਂਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਕਰੀਏ ਿਜਵୈ ਿਕ ਇੱਕ ਨੰਬਰ ਇੱਕ ਪਲੱਸ ਦੋ ਦਆੁਰਾ ਇੱਕ ਜੋੜ ਇੱਕ ਉਤਪਾਦ ਨੰੂ ਦੋ ਨਾਲ ਸਮਝੋ ਤਾਂ ਸਾਡਾ ਦਾਅਵਾ z z z z 
ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਜੋ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ ਿਕ ਕਾਲਪਿਨਕ ਿਹੱਸਾ ਜ਼ੀਰ ੋਹੈ ਇਸਲਈ ਹਣੁ  ਇੱਕ ਬਾਰ ਨੰੂ ਹਣੁ ਸੰਪੱਤੀ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ ਜੋ ਵੀ ਅਸੀ ਂਇਸ ਨੰੂ ਲਾਗੂ ਕਰਨ ਤୌ 
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ਪਿਹਲਾਂ ਅਿਧਐਨ ਕੀਤਾ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਪੁਰਾਣੇ ਕਾਰਕ ਲਈ ਸੰਜੋਗ 
ਇਸ ਲਈ ਜਦୌ ਅਸੀ ਂ
ਇਸ ਲਈ ਸੰਜੋਗ ਕਰ ਰਹੇ ਹਾਂ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੋ ਬਾਰ ਅਤੇ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੋ ਬਾਰ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂ ਇੱਕ ਬਾਰ ਨੰੂ ਨਾਲ ਜੋੜਨ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ ਿਕਸੇ z z z z z z 
ਤਰ୧ਾਂ ਠੀਕ ਹੈ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੀ ਦੋ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲ ਦੀ ਵਰਤୌ ਨਹੀ ਂਕੀਤੀ ਹੈ, z z 
ਇਸ ਲਈ ਸਾਨੰੂ ਇਸ ਸ਼ਰਤ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਨ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਦੇਖੀਏ ਿਕ ਿਕਉਿਂਕ ਮਾਡ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ।  ਇਸਲਈ ਇਹ ਸਾਨੰੂ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਇਸਦੇ ਵਰਗ ਇੱਕ ਦੇ ਸਮਾਨ ਹੈ, ਆਓ ਇਸਨੰੂ ਇੱਕz 
ਪਿਹਲੇ ਨੰਬਰ ਇੱਕ ਵਰਗ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਕਹੀਏ ਤਾਂ ਇਹ ਉਹੀ ਹੈ ਿਜਵୈ ਿਕ ਇਸਦਾ ਅਰਥ ਹੈ ਿਵੱਚ ਬਾਰ ਇੱਕ ਹੈ ਅਤੇ ਠੀਕ ਹੈ ਅਸੀ ਂਇਹ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਨ ਦੇ ਯੋਗ z z z 
ਹਾਂ ਿਕ ਬਾਰ ਕੀ ਹੈ  ਬਾਰ ਉਲਟ ਹੈ ਇਸਲਈ ਇਸ ਸਬੰਧ ਦਆੁਰਾ ਅਸੀ ਂਿਸਰਫ ਇਹ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਬਾਰ ਹੈ  1 ਦਆੁਰਾ ਦਆੁਰਾ ਨ z z z z g z ive
ਇਸਲਈ ਅਸੀ ਂਨੋਟੇਸ਼ਨ ਦੇ ਨਾਲ ਿਫਕਸ ਕੀਤਾ ਹੈ ਿਕ ਅਸੀ ਂ ਇੱਕ ਨੰੂ ਆਪਣੀ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਮੰਨ ਿਲਆ ਹੈ ਤਾਂ ਇੱਕ ਬਾਰ ਵੀ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਤୌ z z z 
ਬਾਰ ਇੱਕ ਬਾਇ ਦੋ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਹਣੁ ਸਾਨੰੂ ਇਸ ਸਬੰਧ ਨੰੂ ਵਰਤਣ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ। ਇੱਕ ਪੱਟੀ ਿਵੱਚ s z 
ਇਸ ਲਈ ਇੱਕ ਪੱਟੀ ਿਦੱਤੀ ਗਈ ਹੈ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਇੱਕ ਬਾਰ ਹੈ ਜੋ ਇੱਕ ਨੰੂ ਇੱਕ ਨਾਲ ਬਦਿਲਆ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਦੋ ਬਾਰ ਇੱਕ ਨੰੂ ਦੋ ਨਾਲ ਅਤੇ z z z z 
ਇੱਕ ਜੋੜ ਇੱਕ ਨੰੂ ਇੱਕ ਨਾਲ ਇੱਕ ਨੰੂ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰਕੇ ਸਰਲੀਕਰਨ ਦਆੁਰਾ ਬਦਿਲਆ ਜਾਂਦਾ ਹੈ।  ਇਹ ਸਮੀਕਰਨ ਜੋ ਅਸੀ ਂz z z one plus z two
ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਖਤਮ ਕਰਦੇ ਹਾਂ, ਇੱਕ ਜੋੜ ਇੱਕ ਨੰੂ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ, ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਠੀਕ ਤୌ ਇਲਾਵਾ ਹੋਰ ਕੁਝ ਨਹੀ ਂਹੈ, ਇਸ ਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਇੱਕ z z a 
ਅਸਲ ਸੰਿਖਆ ਹੈ, ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਆਪਣੀ ਿਟੱਪਣੀ ਜਾਂ ਿਟੱਪਣੀ ਿਲਖੀਏ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਿਖਆ ਹੈ।  ਕੀ ਮਾਡ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਉਹ ਇਹ ਹੈ z 
ਿਕ ਿਵੱਚ ਬਾਰ ਇੱਕ ਹੈ ਅਤੇ ਬਾਰ ਨੰੂ ਇੱਕ ਦਆੁਰਾ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਿਲਿਖਆ ਜਾ ਸਕਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਜ਼ਰਾ ਿਧਆਨ ਿਦਓ ਿਕ ਬਾਰ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲ ਇੱਕ z z z z OK z 
ਮਾਡ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਦਬੁਾਰਾ ਇੱਕ ਹੈ। z 
ਇਸ ਲਈ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਸ ਬਾਰੇ ਦਬੁਾਰਾ ਸਮਝਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਿਕ ਉਹ ਸਾਰ ੇ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ ਕਿਹੰਦੇ ਹਨ ਿਜਨ୧ਾਂ ਦਾ ਮਾਡੂਲਸ ਇੱਕ ਹੈ  ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ z let 
ਸਮਝਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਇਸਲਈ ਯੂਿਨਟ ਸਰਕਲ ਨੰੂ ਸੈੱਟ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਸਮਝੋ ਜੋ ਿਕ ਸਾਰੀਆਂ ਕੰਪਲੈਕਸ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਦੇ ਸੈੱਟ ਵਜୌ ਪਿਰਭਾਿਸ਼ਤ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ u 
ਿਜਵୈ ਿਕ ਿਜਸਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਹੈ ਹਣੁ ਇਹ ਵਰਣਨ ਕਰਨ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੋ ਿਕ ਸੈੱਟ ਿਵੱਚ ਿਕਹੜੇ ਤੱਤ ਹਨ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਿਲਖਦੇ ਹਾਂ  ਇੱਕ ਇਹ mod z 
ਿਬਲਕੁਲ ਸਹੀ ਹੈ ਜੇਕਰ ਅਸੀ ਂ ਨੰੂ ਮੰਨਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਜੋ ਿਕ ਵਰਗ ਜੋੜ ਵਰਗ ਦਾ ਵਰਗ ਮੂਲ ਹੈ ਜੇਕਰ ਅਸੀ ਂਇਸਨੰੂ ਵਰਗ ਮੰਨਦੇ z x plus iy mod z x y 
ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ ਵਰਗ ਜੋੜ ਵਰਗ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਿਦੱਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਿਕ ਮਾਡ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਹਣੁ ਤੁਸੀ ਂਪੁੱਛਦੇ ਹੋ ਿਕ ਦੇ ਸਾਰੇ ਤੱਤ ਕੀ ਹਨ ਜੋ ਇਸ x y z xy 
ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਕਰਦੇ ਹਨ ਅਤੇ ਿਜਸ ਬਾਰੇ ਅਸੀ ਂਬਹਤੁ ਜਾਣ ੂਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਕୈਦਰ ਵਾਲੇ ਇਕਾਈ ਚੱਕਰ ਨੰੂ ਮੂਲ ਦੇ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਦਰਸਾਉਦਂਾ ਹੈ, ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂ
ਤਸਵੀਰ ਿਖੱਚੀਏ ਤਾਂ ਿਕ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਇੱਕ ਯੂਿਨਟ ਚੱਕਰ ਹੋਵੇ ਤਾਂ ਇਸ 'ਤੇ ਕੋਈ ਿਬੰਦ ੂਹੋਵੇ। ਚੱਕਰ 'ਤੇ ਜੋੜਾ ਜੋ ਇਸ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਕਰਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਇਸਦਾ xy 
ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਸੈੱਟ ਇਸ ਇਕਾਈ ਚੱਕਰ ਦਾ ਿਬਲਕੁਲ ਵਰਣਨ ਕਰਦਾ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਇਸ ਦੇ ਿਬੰਦਆਂੂ ਨੰੂ ਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਉਦਾਹਰਨ ਲਈ ਇੱਕ ਜੋ ਇਸ 'ਤੇ ਹੈ ਅਤੇ ਜੋ u i 
ਇਸ ਮਾਇਨਸ 1 'ਤੇ ਿਪਆ ਹੈ ਅਤੇ ਮਾਈਨਸ ਤੇ ਿਪਆ ਹੈ।  ਇਹ ਯੂ  ਿਪਛਲੀ ਸਮੱਿਸਆ 'ਤੇ ਚੱਕਰ ਲਗਾਓ ਿਜਸ ਬਾਰੇ ਅਸੀ ਂਚਰਚਾ ਕੀਤੀ ਹੈ ਿਜੱਥੇ i ' nit mod 

ਬਰਾਬਰ ਇੱਕ ਹੈ ਿਫਰ ਅਸੀ ਂਿਸੱਟਾ ਕੱਿਢਆ ਿਕ ਬਾਰ ਇੱਕ ਤୌ ਇੱਕ ਤୌ ਇਲਾਵਾ ਹੋਰ ਕੁਝ ਨਹੀ ਂਹੈ ਜੋ ਬਹਤੁ ਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਦੇਿਖਆ ਜਾ ਸਕਦਾ ਹੈ ਬਸ ਇਸ z z z z 
ਸਮੀਕਰਨ ਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਿਵੱਚ ਬਾਰ ਇੱਕ ਿਵੱਚ ਬਾਰ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਕੁਝ ਨਹੀ ਂਹੈ।  ਵਰਗ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਛੇਕ ਹੈ ਿਕਉਿਂਕ z z z z mod z mod 

ਇੱਕ ਹੈ ਇਸਲਈ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਸ ਗ୥ਾਫ 'ਤੇ ਕਲਪਨਾ ਕਰਨ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਜਦୌ ਅਸੀ ਂ ਲ୊ਦੇ ਹਾਂ ਇਸਦਾ ਸੰਜੋਗ ਮਾਇਨਸ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਸਮੀਕਰਨ ਦੱਸਦਾz i i 
ਹੈ ਿਕ ਉਲਟਾ ਇਸਦਾ ਸੰਜੋਗ ਹੈ ਿਜਸਦਾ ਮਤਲਬ ਹੈ ਿਕ ਮ୊ ਸਿਤਕਾਰ ਨਾਲ ਉਲਟਾ ਕਰਦਾ ਹਾਂ।  ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਉਤਪਾਦ ਲਈ ਕੁਝ ਵੀ ਨਹੀ ਂਹੈ ਪਰ ਇਸਦਾ ਸੰਜੋਗ ਜੋ z 
ਮਾਇਨਸ ਹੈ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਇਸ ਚੱਕਰ 'ਤੇ ਇਸ ਲਾਈਨ 'ਤੇ ਕੋਈ ਤੱਤ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਇਸਦੇ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ ਜੋ ਿਬਲਕੁਲ ਸੰਜੋਗ ਹੈ ਸਰਕਲ ਦੇ i z 
ਿਕਸੇ ਵੀ ਿਬੰਦ ੂ'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ ਇਸਦੇ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ ਜੋ ਿਕ ਬਾਰ ਹੈ।  ਿਬਲਕੁਲ ਦਾ ਇਨਵੌਇਸ ਜੋ ਿਕ ਚੱਕਰ 'ਤੇ ਵੀ ਿਪਆ ਹੈ, z 
ਇਸ ਲਈ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਇੱਕ ਦਾ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਉਲਟਾ ਖੁਦ ਇੱਕ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਜੇਕਰ ਤੁਸੀ ਂਘਟਾਓ ਇੱਕ ਨੰੂ ਲ୊ਦੇ ਹੋ ਤਾਂ ਇਸਦਾ ਪ୥ਤੀਿਬੰਬ ਦਬੁਾਰਾ ਖੁਦ ਹੁੰਦਾ ਹੈ, 
ਇਸ ਲਈ ਉਲਟਾ ਜੂ ਹੈ। ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਉਤਪਾਦ ਦੇ ਸਬੰਧ ਿਵੱਚ ਸୈਟ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਇੱਥੇ ਕੀ ਿਨਰੀਖਣ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਜਦୌ ਵੀ ਅਸੀ ਂਇਕਾਈ ਸਰਕਲ ਉਤੱੇ ਦੋ ਿਮਸ਼ਿਰਤ
ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਨੰੂ ਉਹਨਾਂ ਦੇ ਗੁਣਨਫਲ ਨੰੂ ਇਕਾਈ ਸਰਕਲ ਿਵੱਚ ਲ୊ਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ ਇਹ ਿਸਰਫ਼ ਸਧਾਰਨ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਹੈ ਿਕ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਮੋਡz one z mod z 
ਹੈ। ਦੋ ਅਤੇ ਹਰੇਕ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਹੈ ਇਸਲਈ ਉਹਨਾਂ ਦਾ ਗੁਣਨਫਲ ਇੱਕ ਅਤੇ ਦਜੂੀ ਮਹੱਤਵਪੂਰਨ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾ ਹੈ ਿਜਸਨੰੂ ਅਸੀ ਂਦੇਿਖਆ ਹੈ ਜਦୌ ਵੀ ਿਵੱਚ z uz z 
ਉਲਟਾ ਯੂ ਿਵੱਚ ਵੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ ਅਤੇ ਨਾ ਿਸਰਫ ਇਹ ਿਕ ਇਹ ਇੱਕ ਉਲਟਾ ਿਸਰਫ ਇਸਦਾ ਦਾ ਸੰਜੋਗ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਇਸ ਿਨਰੀਖਣ ਨਾਲ ਇੱਕ ਚੰਗੀ ਪਛਾਣ z z z 
ਸਾਬਤ ਕਰੋ ਚਾਰ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਇੱਕ ਦੋ ਿਤੰਨ ਚਾਰ ਜਾਂ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆਵਾਂ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੋ ਿਫਰ ਇਹ ਹੇਠਾਂ ਿਦੱਤੇ ਸਮੀਕਰਨ ਨੰੂ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਕਰਦਾ z z z z 
ਹੈ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਗੁਣਾ ਿਤੰਨ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਨਾਲ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਗੁਣਾ ਦੋ ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਨਾਲ ਇਹ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਗੁਣਾ ਦੇ z z z z z z z z z z 
ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਦੋ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਨਾਲ ਇਸ ਪਛਾਣ ਨੰੂ ਵੇਖੋ ਇਹ ਕੋਈ ਵੀ ਚਾਰ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਹੋ ਸਕਦੀ ਹੈ ਤਾਂ ਿਨਮਨਿਲਖਤ ਸਮੀਕਰਨ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਸਬੂਤ ਸਧਾਰਨ z z 
ਹੈ ਬਸ ਫੈਲਾਓ  ਖੱਬੇ ਹੱਥ ਦੀ ਸਾਈਡ ਅਤੇ ਸੱਜੇ ਹੱਥ ਦੀ ਸਾਈਡ ਿਫਰ ਤੁਸੀ ਂਦੇਖੋਗੇ ਿਕ ਦੋਵୈ ਸਮੀਕਰਨ ਬਰਾਬਰ ਹਨ ਆਉ ਅਸੀ ਂਖੱਬੇ ਹੱਥ ਦੀ ਸਾਈਡ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰੀਏ 
ਖੱਬੇ ਹੱਥ ਦੀ ਸਾਈਡ ਉਹ ਸਮੀਕਰਨ ਹੈ ਜੋ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਿਤੰਨ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਅਤੇ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ। ਦੋ ਘਟਾਓz z z z z z z 

ਿਤੰਨ ਹਣੇੁ ਇਸਨੰੂ ਫੈਲਾਓ ਇੱਕ ਿਤੰਨ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਚਾਰ ਘਟਾਓ ਦੋ ਿਤੰਨ ਪਲੱਸ ਦੋ ਚਾਰ ਅਤੇ ਅੱਗੇ ਪਲੱਸ ਇੱਕ ਘਟਾਓ z z z z z z z z z z z 2 z 
ਘਟਾਓ ਪਲੱਸ ਿਤੰਨ  ਠੀਕ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਉਹਨਾਂ ਦੇ ਨਾਲ ਕੁਝ ਆਮ ਸ਼ਬਦ ਹਨ ਜੋ ਇੱਕ ਦਜੂੇ ਨੰੂ ਰੱਦ ਕਰਦੇ ਹਨ ਜੋ ਿਕ1 z 3 z 4 z 2 z 4 z 

ਦੋ ਚਾਰ ਜੁਰਮਾਨਾ ਹੈ ਹੋ ਸਕਦਾ ਹੈ ਿਕ ਅਸੀ ਂਸੱਜੇ ਪਾਸੇ ਵੱਲ ਚੱਲੀਏ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਹੈ ਆਓ ਇਸ ਨੰੂ ਇੱਕ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਚਾਰ ਦਾ ਿਵਸਤਾਰ z z z z z z z 
ਕਰੀਏ। ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਦੋ ਪਲੱਸ ਿਤੰਨ ਚਾਰ ਿਫਰ ਅਸੀ ਂਇਹਨਾਂ ਦੋ ਤੱਤਾਂ ਦੀ ਪਛਾਣ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਇਸੇ ਤਰ୧ਾਂ ਿਤੰਨ ਅਤੇ ਇਹ ਅਸੀ ਂਪਛਾਣੇ ਹਨ ਅਤੇ z z z z z z
ਇੱਕ ਚਾਰ ਅਸੀ ਂਪਛਾਣੇ ਹਨ ਿਕ ਇੱਕ ਦੋ ਦੀ ਪਛਾਣ ਕੀਤੀ ਗਈ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਦੋ ਰੱਦ ਹੋ ਜਾਂਦੇ ਹਨ ਤਾਂ ਜੋ ਅਸੀ ਂਖੱਬੇ ਵਜୌ ਪੁਸ਼ਟੀ ਕੀਤੀ ਹੱਥ ਸਾਈਡ ਸੱਜੇ ਪਾਸੇ ਦੇ z z 
ਬਰਾਬਰ ਹੈ 
ਇਸ ਲਈ ਇਹ ਹੈ  ਇਹ ਿਦਲਚਸਪ ਹੈ ਿਕ ਇਹ ਇੱਕ ਗੈਰ ਮਾਮੂਲੀ ਪਛਾਣ ਹੈ ਿਜਸ ਨੰੂ ਤੁਸੀ ਂਿਕਸੇ ਵੀ ਚਾਰ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ 'ਤੇ ਿਵਚਾਰ ਕਰਦੇ ਹੋ ਇਹ ਇਸ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ve 
ਪਛਾਣ ਨੰੂ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਕਰਦਾ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਸਧਾਰਨ ਸਮੱਿਸਆ ਦੇਖ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਜੋ ਇਹ ਦਰਸਾਉਦਂੀ ਹੈ ਿਕ ਇਹ ਪਛਾਣ ਿਕੰਨੀ ਚੰਗੀ ਸਮੱਿਸਆ ਹੈ ਮੰਨ ਲਓ ਿਕ ਸਾਨੰੂ 
ਇੱਕ ਜਹਾਜ਼ ਿਵੱਚ ਚਾਰ ਪੁਆਇੰਟ ਿਦੱਤੇ ਗਏ ਹਨ ਤਾਂ ਇਹ ਿਦਖਾਓ ਿਕ ਜੇਕਰ  ਜਾਂ ਇੱਕ ਸਮਤਲ ਿਵੱਚ ਿਬੰਦ,ੂ ਿਫਰ ਹੇਠਾਂ ਿਦੱਤੀ ਅਸਮਾਨਤਾ ਸੰਤੁਸ਼ਟ ਹੁੰਦੀ ਹੈ ਜੋ abcd 
ਿਕ ਿਵਿਗਆਪਨ ਨੰੂ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਨਾਲ ਅਤੇ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ, ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਸ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ bc bd ca cd ab 
ਅਸਮਾਨਤਾ ਨੰੂ ਸਮਝਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇੱਕ ਨੰੂ ਿਖੱਚਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ।  ਡਾਇਗ୥ਾਮ ਹਾਲਾਂਿਕ ਿਬੰਦਆਂੂ ਨੰੂ ਿਕਸੇ ਵੀ ਤਰੀਕੇ ਨਾਲ ਵੰਿਡਆ ਜਾ ਸਕਦਾ
ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਇਸਲਈ ਸਰਲਤਾ ਲਈ ਮ୊ ਕੁਝ ਅਿਜਹਾ ਮੰਨਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰ ਿਰਹਾ ਹਾਂ ਿਜਵୈ ਿਕ ਉਹ ਅਸਲ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਲਾਈਨ ਿਵੱਚ ਨਹੀ ਂਪਏ ਹੋਏ ਹਨ, ਆਓ ਅਸੀ ਂ
ਕਹੀਏ ਿਕ ਇਹ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਕੁਝ ਿਕਸਮ ਦਾ ਆਕਾਰ ਿਦੰਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਇਸਨੰੂ ਇਸ ਤਰ୧ਾਂ ਕਹੀਏ।  ਹੈ ਤਾਂ ਇਹ ਅਸਮਾਨਤਾ ਦੱਸਦੀ ਹੈ ਿਕ ਤੁਸੀ ਂਲੰਬਾਈ ਦੇ abcd 
ਿਵਿਗਆਪਨ ਨੰੂ ਲੰਬਾਈ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰਕੇ ਮੰਨਦੇ ਹੋ ਇਹ ਹਮੇਸ਼ਾ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੋਵੇਗਾ ਤੁਸੀ ਂਗੁਣਾ ਪਲੱਸ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰਦੇ ਹੋ ਠੀਕbc bd AC cd ab 
ਹੈ ਤਾਂ ਸਬੂਤ ਇਹ ਹੈ ਿਕ ਿਪਛਲੀ ਪਛਾਣ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਕੇ ਜੋ ਸਧਾਰਨ ਹੈ , ਮੈਨੰੂ ਿਸਰਫ਼ ਪਛਾਣ ਿਲਖਣ ਿਦਓ ਤਾਂ ਜੋ ਸਾਡੇ ਕੋਲ ਕੀ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਕੀ ਕਰ ਸਕਦੇ ਹਾਂ ਜਦୌ ਇਹ
ਿਬੰਦ ੂਜਹਾਜ਼ ਿਵੱਚ ਰੱਖੇ ਜਾਂਦੇ ਹਨ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂ ਹਰੇਕ ਿਸਰਲੇਖ ਜਾਂ ਅੰਤਲੇ ਿਬੰਦਆਂੂ ਨੰੂ ਇੱਕ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਨਾਲ ਪਛਾਣ ਸਕਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਹ ਦੱਸੀਏ ਿਕ 
ਇਹ ਨਾਲ ਜੁਿੜਆ ਹੋਇਆ ਹੈ ਅਤੇ ਇਹ ਮੂਲ ਰਪੂ ਿਵੱਚ ਦੋ ਨਾਲ ਜੁਿੜਆ ਹੋਇਆ ਹੈ ਅਤੇ ਿਬੰਦ ੂ ਿਤੰਨ ਨਾਲ ਜੁਿੜਆ ਹੋਇਆ ਹੈ ਅਤੇ ਦੱਸ a z one z c z 
ਦੇਈਏ ਿਕ ਇਹ ਇਸ ਨਾਲ ਜੁਿੜਆ ਹੋਇਆ ਹੈ।  ਚਾਰ ਿਫਰ ਿਪਛਲੀ ਪਛਾਣ ਕਿਹੰਦੀ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਦੋ ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਘਟਾਓ z z z z z z 

ਿਤੰਨ ਦੋ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਨੰੂ ਿਤੰਨ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਇਸਲਈ ਮ୊ ਦਬੁਾਰਾ ਿਲਿਖਆ  ਇਸ ਤਰੀਕੇ z z z z z z z 
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ਨਾਲ ਿਕ ਮ୊ ਤୌ ਸ਼ਬਦ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਦਾ ਹਾਂ ਜੋ ਇੱਕ ਤୌ ਚਾਰ ਹੈ ਅਤੇ ਤୌ ਜੋ ਿਕ ਤୌ ਹੈ ਜਦୌ ਮ୊ ਇਸ ਪਛਾਣ ਲਈ ਪੂਰਨ ਮੁੱਲ ਲ୊ਦਾ ਹਾਂ ਤਾਂ a d z z b c z 2 z 3 
ਘਟਾਓ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਜੋ ਿਦੰਦਾ ਹੈ  ਇਸ ਵੈਕਟਰ ਦੀ ਤੀਬਰਤਾ ਜੋ ਿਕ ਲੰਬਾਈ ਿਦੰਦੀ ਹੈ  ਇਸਲਈ ਹਣੁ ਮਾਿਡਊਲਸ ਿਚੰਨ୧ ਨੰੂ ਇਸ ਪਛਾਣ 'ਤੇ ਲਓ, z 1 z 4 ad 

ਿਫਰ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਉਤਪਾਦ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੋ ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਨਾਲ ਅਤੇ ਹਣੁ ਤੁਹਾਡੇ ਕੋਲ ਪੂਰੇ ਸ਼ਬਦ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਅਤੇ ਿਤਕੋਣz z z z 
ਅਸਮਾਨਤਾ ਨੰੂ ਲਾਗੂ ਕਰੋ ਸਾਨੰੂ ਉਹ ਇੱਕ ਿਤੰਨ ਿਮਲਦਾ ਹੈ।  ਦੋ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਪਲੱਸ ਇੱਕ ਮਾਿਡਊਲਜ਼ ਦਾ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦਾ ਦੋ ਮਾਿਡਊਲਜ਼ z z z z z z z z
ਿਤੰਨ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਦੋ ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤੇ ਿਵਿਗਆਪਨ ਦੀ ਲੰਬਾਈ ਦਾ ਵਰਣਨ ਕਰਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਬੀ ਸੀ ਦੀ ਲੰਬਾਈ z z z 
ਹੈ ਜੋ ਇਸ ਤୌ ਘੱਟ ਜਾਂ ਬਰਾਬਰ ਹੈ।  ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਿਤੰਨ ਜੋ ਦੀ ਲੰਬਾਈ ਨੰੂ ਦੋ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਪਲੱਸ ਇੱਕ z z ac z z bd z 
ਘਟਾਓ ਦੋ ਹੈ ਿਜਸਨੰੂ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਤਾਂ ਅਸੀ ਂਇਸ ਪਛਾਣ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਕੇ ਲੋੜੀਦੀ ਅਸਮਾਨਤਾ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰਨ ਦੇ ਯੋਗ ਹੁੰਦੇ ਹਾਂ, ਆਓ ਹਣੁ z cd OK 
ਕਰੀਏ।  ਇੱਕ ਹੋਰ ਸਮੱਿਸਆ 
ਇਸ ਲਈ ਸਮੱਿਸਆ 'ਤੇ ਜਾਣ ਤୌ ਪਿਹਲਾਂ ਮ୊ ਿਸਰਫ ਇਹ ਦੱਸਾਂ ਿਕ ਨੰੂ ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਨੰੂ ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਿਕਹਾ ਜਾਂਦਾ ਹੈ ਜੇਕਰ ਇੱਕ z z mod z 
ਹੈ ਿਸਰਫ਼ ਇੱਕ ਸ਼ਬਦਾਵਲੀ ਅਸੀ ਂਕਿਹੰਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇੱਕ ਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰ ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਹੈ ਜੇਕਰ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਹੈ  ਮਤਲਬ ਹੈ ਇਕਾਈ ਚੱਕਰ ਦੀ z z ly 
ਸਮੱਿਸਆ ਨੰੂ ਵੇਖਦੇ ਹੋਏ, ਇੱਕ ਨੰੂ ਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਹੋਣ ਿਦਓ ਅਤੇ ਮੰਨ ਲਓ ਿਕ ਨੰਬਰ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਨੰੂ 2 ਘਟਾਓ ਨਾਲ ਵੰਿਡਆ z z z z2 z1 z2 
ਿਗਆ ਬਾਰ ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਹੈ ਅਤੇ ਦੋ ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਨਹੀ ਂਹੈ ਤਾਂ ਸਾਨੰੂ ਹੇਠਾਂ ਿਦੱਤੇ ਿਵਕਲਪਾਂ ਿਵੱਚୌ ਇੱਕ ਨੰੂ ਚਣੁਨ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ ।  ਿਬੰਦ ੂ ਤੇ ਿਪਆ ਹੈ z z1 a ' 
ਇਹ ਧੁਰੇ ਿਵਕਲਪ ਿਸੱਧੀ ਰੇਖਾ ਦੇ ਸਮਾਨਾਂਤਰ ਧੁਰੀ ਿਵਕਲਪ 'ਤੇ ਿਪਆ ਹੈ ਕੀ ਇਹ ਰੇਡੀਅਸ ਦੋ ਦੇ ਇੱਕ ਚੱਕਰ 'ਤੇ ਿਪਆ ਹੈ ਤਾਂ ਦੇ ਇਸ ਇੱਕ x b y c zs 
ਮਾਡੂਲਸ ਦਾ ਅਰਥ ਹੈ ਿਕ ਕੀ ਇੱਕ ਦੋ ਹੈ। ਕੀ ਰਡੇੀਅਸ ਰਟੂ ਦਾ ਚੱਕਰ ਦੋ ਠੀਕ ਹੈ, z d 
ਇਸ ਲਈ ਸਾਨੰੂ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਦਾ ਦੋ ਗੁਣਾ ਭਾਗ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਗੁਣਾ ਦੋ ਬਾਰ ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਹੈ ਭਾਵ ਇਸ ਸੰਿਖਆ ਦਾ z z z z 
ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਹੈ ਅਤੇ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਨਹੀ ਂਹੈ।  ਯੂਨੀਮੋਿਡਊਲਰ ਿਫਰ ਸਾਨੰੂ ਇਹ ਪਤਾ ਲਗਾਉਣ ਦੀ ਲੋੜ ਹੈ ਿਕ ਕੀ ਇੱਕ ਿਸੱਧੀ ਰੇਖਾ ਿਵੱਚ ਹੈ ਜਾਂ ਇੱਕ z z 
ਚੱਕਰ ਿਵੱਚ ਇੱਕ ਖਾਸ ਿਵਕਲਪ ਹੈ ਿਕ ਕੀ ਰੇਡੀਅਸ ਦੋ ਹੈ ਜਾਂ ਰਟੂ ਦੋ ਜੇਕਰ ਇੱਕ ਚੱਕਰ ਿਵੱਚ ਹੈ ਤਾਂ ਆਓ ਅਸੀ ਂਇਹ ਜਾਣਨ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਿਕ ਇੱਕ ਦੀਆਂ z 
ਸ਼ਰਤਾਂ ਨਾਲ ਕੀ ਹੁੰਦਾ ਹੈ।  
ਇਸ ਲਈ  ਆਉ ਅਸੀ ਂਇਹ ਦੇਖਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰੀਏ ਿਕ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਿਬੰਦ ੂ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਦੋ ਗੁਣਾ ਦੇ ਦੋ ਗੁਣਾ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ z z z z 
ਦੋ ਬਾਰ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਹੈ ਅਤੇ ਦੋ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਨਹੀ ਂਹੈ ਇਹ ਿਦੱਤੀਆਂ ਧਾਰਨਾਵਾਂ ਹਨ। ਅਤੇ ਪਿਹਲੀ ਧਾਰਨਾ ਦੇ ਨਾਲ ਅਸੀ ਂਦੇਖ ਸਕਦੇ ਹਾਂ z 
ਿਕ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੋ ਵਰਗ ਦਾ ਦੋ ਗੁਣਾ ਹੈ ਜੋ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਜ਼ੈਡ ਦੋ ਬਾਰ ਵਰਗ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ ਅਤੇ ਅਸੀ ਂਜਾਣਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਮਾਡ z z z z 
ਵਰਗ ਿਵੱਚ ਬਾਰ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ। ਹੇਠਾਂ ਿਲਖੋ ਿਕ ਇਸਦਾ ਅਰਥ ਹੈ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਦੋ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਇਹ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ z z z z z z z 

ਦੋ ਬਾਰ ਨੰੂ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਦੋ ਬਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰਕੇ ਪੂਰੀ ਪੱਟੀ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਤਾਂ ਇਸਦਾ ਅਰਥ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ  ਘਟਾਓ ਜ਼ੈਡ ਇਕ ਘਟਾਓ ਦੋ ਜ਼ੈੱਡ ਦੋ ਅਤੇ z z z z 
ਜ਼ੈਡ ਇਕ ਬਾਰ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕਰੋ ਦੋ ਗੁਣਾ ਜ਼ੈਡ ਦੋ ਬਾਰ ਇਹ ਦੋ ਘਟਾਓ ਜ਼ੈਡ ਇਕ ਜ਼ੈੱਡ ਦੋ ਬਾਰ ਦੋ ਘਟਾਓ ਜ਼ੱੈਡ ਇਕ ਬਾਰ ਅਤੇ ਜ਼ੈਡ ਦੋ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਅਤੇ ਹਣੁ ਿਸਰਫ 
ਸਧਾਰਨ ਗਣਨਾ ਕਰੋ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਮਾਡ ਹੈ।  ਇੱਕ ਵਰਗ ਅਤੇ ਦਜੂਾ ਕਾਰਕ ਦੋ ਵਰਗ ਦਾ ਚਾਰ ਗੁਣਾ ਹੈ ਅਤੇ ਬਾਕੀ ਐਕਟਰ ਹੈ z mod z f  
ਮਾਇਨਸ ਇੱਕ ਸਾਡੇ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਇੱਕ ਦੋ ਬਾਰ ਦਾ ਦੋ ਗੁਣਾ ਅਤੇ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦਾ ਘਟਾਓ ਦੋ ਗੁਣਾ ਦੋ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਸੱਜੇ ਪਾਸੇ ਇਹ ਚਾਰ ਪਲੱਸ ਇਸਦਾ z z z z z 
ਮਾਡ ਵਰਗ ਹੈ ਜੋ ਇੱਕ ਮਾਡ ਦੋ ਬਾਰ 'ਤੇ ਮਾਡਸ ਹੈ  ਵਰਗ ਕੋਈ ਮਾਇਨੇ ਨਹੀ ਂਰੱਖਦਾ ਿਕਉਿਂਕ ਬਾਰ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦਬੁਾਰਾ ਦਾ ਮਾਿਡਊਲਸ ਹੈ , ਬਾਕੀ ਦੇ z z z 
ਕਾਰਕ ਇੱਕ ਬਾਰ ਦੋ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਦੋ ਬਾਰ ਦੇ ਦੋ ਗੁਣਾ ਘਟਾਓ ਹਨ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਹ ਦੋ ਕਾਰਕ ਆਮ ਤੌਰ 'ਤੇ ਪ୥ਗਟ ਹੁੰਦੇ ਹਨ ਉਹ ਰੱਦ ਕਰਦੇ z z z z 
ਹਨ, 
ਇਸ ਲਈ ਅਸੀ ਂ ਹੇਠਾਂ ਿਦੱਤੀ ਸਮੀਕਰਨ ਪ୥ਾਪਤ ਕਰੋ ਿਕ ਇੱਕ ਵਰਗ ਜੋੜ ਚਾਰ ਗੁਣਾ ਦੋ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਘਟਾਓ ਇੱਕ ਪੂਰੇ mod z mod mod z z z 
ਵਰਗ ਨੰੂ ਬਾਰ ਕਰਨ ਲਈ ਇਹ ਜ਼ੀਰੋ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂਦੇਖਦੇ ਹਾਂ ਿਕ ਇਸ ਤୌ ਅਸੀ ਂਇਸ ਸ਼ਬਦ ਨੰੂ ਵੰਡੋ ਿਜਵୈ ਿਕ ਗੁਣਾ ਕਿਹ ਸਕਦੇ ਹਾਂ। ਮਾਡ mod z1 z1 
ਵਰਗ ਮਾਡ ਵਰਗ ਦਆੁਰਾ ਿਫਰ [ਸੰਗੀਤ ] ਆਮ ਫੈਕਟਰ ਜੇਕਰ ਅਸੀ ਂਮਾਡ ਵਰਗ ਵਰਗ ਇਕ ਮਾਇਨਸ ਮੋਡ ਵਰਗ ਅਤੇ ਬਾਕੀ ਬਚੇ ਸ਼ਬਦ ਨੰੂ z2 z z1 z2 
ਬਾਹਰ ਿਲਆਉਣ ਦੀ ਕੋਿਸ਼ਸ਼ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਜੋ ਿਕ ਜੇਕਰ ਅਸੀ ਂਘਟਾਓ 4 ਕਾਮਨ ਕੱਢਦੇ ਹਾਂ ਤਾਂ 1 ਘਟਾਓ ਮਾਡ ਵਰਗ ਇਸ ਨੰੂ  ਜ਼ੀਰੋ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਹੈ ਹਣੁ ਅਸੀ ਂz2 c 
ਇਸਨੰੂ ਇੱਕ ਉਤਪਾਦ ਸ਼ਬਦ ਦੇ ਤੌਰ 'ਤੇ ਿਲਖੋ ਠੀਕ ਹੈ ਜੋ ਆਸਾਨੀ ਨਾਲ ਵੇਖਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇਹ ਆਉਦਂਾ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਮਾਡ ਵਰਗ ਮਾਡ ਨਾਲ ਗੁਣਾ ਕੀਤਾ ਿਗਆ z 2 z 
ਇੱਕ ਵਰਗ ਘਟਾਓ ਚਾਰ ਬਰਾਬਰ ਜ਼ੀਰੋ ਅਤੇ ਿਦੱਤਾ ਿਗਆ ਮੰਨਣਾ ਹੈ ਦੋ ਇੱਕ ਦੇ ਬਰਾਬਰ ਨਹੀ ਂਹੈ ਇਹ ਤੁਰੰਤ ਦੱਸਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇਹ ਹੈ  ਇੱਕ ਗੈਰ-ਜ਼ੀਰ ੋਸ਼ਬਦ mod z 
ਇਹ ਇੱਕ ਗੈਰ-ਜ਼ੀਰੋ ਸ਼ਬਦ ਹੈ ਇਸਲਈ ਤੁਰੰਤ ਇਹ ਿਸੱਟਾ ਕੱਢਦਾ ਹੈ ਿਕ ਇੱਕ ਵਰਗ ਚਾਰ ਹੈ ਅਤੇ ਇੱਕ ਦੋ ਹੈ ਇਹ ਤੁਰਤੰ ਕਿਹੰਦਾ ਹੈ ਿਕ ਿਵਕਲਪ mod z mod z 

ਸਹੀ ਹੈ ਜੋ ਿਕ ਇੱਕ ਰੇਡੀਅਸ ਦੋ ਦੇ ਚੱਕਰ 'ਤੇ ਸਿਥਤ ਹੈ ਠੀਕ ਹੈ ਤਾਂ ਜੇਕਰ ਸੰਖੇਪ ਿਵੱਚ ਅਸੀ ਂਗੁੰਝਲਦਾਰ ਸੰਿਖਆਵਾਂ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਬਾਰੇ ਹੋਰ c mod z i  
ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾਵਾਂ ਬਾਰੇ ਚਰਚਾ ਕਰਦੇ ਹਾਂ ਅਤੇ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਮਾਿਡਊਲਸ ਦੇ ਨਾਲ ਿਮਸ਼ਿਰਤ ਸੰਿਖਆ ਦੇ ਸੰਜੋਗ ਦੀਆਂ ਿਵਸ਼ੇਸ਼ਤਾਵਾਂ ਦੀ ਵਰਤୌ ਕਰਦੇ ਹੋਏ ਅਸੀ ਂਕੁਝ 
ਸਮੱਿਸਆਵਾਂ ਪ୥ਾਪਤ ਕੀਤੀਆਂ ਅਤੇ ਅਗਲੇ ਲੈਕਚਰ ਿਵੱਚ ਅਸੀ ਂਕੰਪਲੈਕਸ ਨੰਬਰਾਂ ਲਈ ਆਰਗਨ ਪਲੇਨ ਅਤੇ ਧਰਵੁੀ ਪ୥ਤੀਿਨਧਤਾ ਬਾਰੇ ਚਰਚਾ ਕਰਾਂਗੇ ਧੰਨਵਾਦ 
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