
[സംഗീതം ] കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട സംേയാജനവും ഒരു േകാം٧്ع؛ 
സംഖّയുെട േമാഡുലസും ചർ׺െചᅃٝു, ഏെത׸ിലും െപാതു സ׸ീർ؉ സംഖّയും കൂടാെത ബാർ എؗ z 
സംേയാജനവും ഞ׹ൾ അതിെന ഒരു ൈമനസ് ആയും ന്െറ േമാഡുലസ് ആയും ഞ׹ൾ ib z 
നിർവചിു׺.  ഇത് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയറിൻെറ വർ״മൂലമായി ഇേؚാൾ നമു്ׯ േമാഡുലസിന്െറ
ചില േْപാؚർ؂ി േْപാؚർ؂ികൾ േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ ചർ׺യിലുടനീളം എؗത് ؛സ് z x iy 
രൂപമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുׯം, കൂടാെത ന്െറ ഈ യഥാർ، ഭാഗം എبായ്േؚാഴും z 
കുറവാെണ്ؗ െതളിയിׯാം. ന്െറ േമാഡുലസിേനׯാൾ അെ׸بിൽ തുലّമാണ്, അത് ന്െറ z mod z 
ൈമനസിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് , ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം അെ׸بിൽ ന്െറ യഥാർ، z z 
ഭാഗ؋ിന്െറ േമാഡുലസ് േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണؗത് നب അസമതٔമാണ്, mod z-
അതിനാൽ െതളിവ് ലളിതമാണ്  നമു്ׯ ന്െറ യഥാർ، ഭാഗമു؇്, അത് ആണ് , അതിന്െറ ചതുരം z x z
ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം പരിഗണിുׯേآാൾ, അതിന്െറ ചതുരം പരിഗണിുׯക, അത് തീർ׺യായും x 
ചതുരേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയ ചതുരവും ചതുരവും, അതായത് ഞ׹ൾ കുറ്׺ െനഗئീവ് x y 
അبാ؋ സംഖّകൾ േചർുؗുׯ. ഉടെന നി׹ൾ്ׯ ഉتേؚാെഴبാം , യുെട വർ״മൂല؋ിന് കുറേവാa b 
തുലّേമാ ആയ വർ״മൂല؋ിന്െറ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ b z 
ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം ചതുര؋ിന്െറയും ചതുര؋ിന്െറയും വർ״മൂലേׯ؋ാൾ കുറേവാ x y 
തുലّേമാ ആെണ്ؗ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ ഇത് അبാെത മെئാؗുമب , നأൾ ഇവിെട കാണുؗത് mod z 
യഥാർ،؋ിൽ നأൾ അത് ഉരു؋ിരി؁ രീതിയാണ് , സൂآർ؉ അർ،؋ിൽ ഇത് േനׯാൾ mod z-
കുറേവാ തുലّേമാ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ആദّ നിർേؐശം സമാപിؗുׯത് സമാനമായി നമു്ׯ 
െതളിയിׯാനാകും  ന്െറ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം ൈമനസ് േമാഡ് േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്, z z- 

െْപാേؚാസിഷൻ ര؇ിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, തീർ׺യായും അത് സ്െْടയി്ئ mod z 
േഫാർേവഡ് ഒؗാണ് , അത് എبായ്േؚാഴും സ׸ീർ؉ സംഖّകളിെല എبാ നും െനഗئീവ് mod z z- 
അبാ؋ സംഖّയാണ്, നأൾ നിരീײിേׯ؇ത് ന്െറ േമാഡുലസ് പൂജّമാകുേآാെഴبാം , ഒ്ؗ z z 
പൂജّമാെണ׸ിൽ മാْതം ശരിയാണ്, ഇത് അടിرാനപരമായി വീ؇ും േപാെലയാണ്, ഇത് നിരീײിׯാൻ 
എളുؚമാണ്, കാരണം നി׹ൾ േമാഡ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായി കണׯാׯിയാൽ അത് അതിന്െറ z 
ചതുരം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ചതുരവും യും സൂചിؚിുؗുׯ  ചതുരം ഇത് പൂജّമാണ് , ര؇് x y w 
േനാൺ-െനഗئീവ് സംഖّകളുെട ആെകു؋ക പൂജّമാണ് , അതായത് അടിرാനപരമായി ഓേരാ 
െനഗئീവ് അبാ؋ മൂലകവും പൂജّമായിരിׯണം , അതായത് ചതുരം പൂജّമായിരിׯണം, x 
അതുേപാെല ചതുരം പൂജّവും ആയിരിׯണം, അത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  y x 
പൂജّം അതിനാൽ ഇത് ഒരു പൂജّം മൂലകമാെണؗും ഒരു പൂജّം മൂലകമാെണؗും പറയുؗതുേപാെലz z 
മെئാؗുമب, അത് അടിرാനപരമായി താെഴ പറയുؗതു േപാെലയാണ് , കൂടാെത ന്െറ െമാഡّൂളുകൾz 
പരിഗണിുׯേآാൾ മ്ئ ലളിതമായ നിരീײണ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, ഇത് ൈമനസ് േമാഡുലസിന് z 
തുലّമാണ്. േപാെല തെؗ നിشാരമായ ഒരു സംേയാജനവും അേത േമാഡുലസും ആയിരിുׯം, mod z 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി പറയുؗത് നി׹ൾ എടുുׯേآാൾ ൈമനസ് ആണ് , az z 
അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ؛സ് ആെണ്ؗ പറയാം അേؚാൾ ൈമനസ് നി׹ൾ്ׯ x iy z 
ൈമനസ് ൈമനസ് ഉ؇്, അതിനാൽ ഈ ദൂരം ഈ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, അതുേപാെല തെؗ x iy 
നി׹ൾ അു׺ത؇ിെനുׯറിتു׺ അതിന്െറ ْപതിഫലനം എടുുؗുׯ, അതായത് ബാർ േമാഡലും x z 
ഇേؚാൾ സമാനമാണ് , നി׹ൾ ബാർ ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯേآാൾ നമു്ׯ േമാഡ് ലഭിുׯം  z z z 
സ്കٔയർ അതിനാൽ നിർവചനം അനുസരി്׺ ഇത് വّװമാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 
അടിرാനപരമായി ചർ׺ െചؗുإിب , നമു്ׯ ഒؗിന്െറ അ؀ാമെ؋ ഒരു േമാഡുലസിേല്ׯ z 
േപാകാം ര؇്, ഇത് േമാഡ് ഒ്ؗ ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒ്ؗ േല്ׯ പരിഗണിുׯം.  z z mod z mod z z 
േമൽؚറ؁ നിർേؐശമനുസരി്׺ ചതുരം മുഴുവനും നമു്ׯ ഒ്ؗ മുതൽ വെര ഗുണി׺ാൽ ഒؗു z z z 
മുതൽ വെര പൂർ؉ ബാറിേല്ׯ ഗുണിׯെؚടുؗു , വീ؇ും നമു്ׯ സംേയാജനെുׯ؋റിتു׺ z 
ബؖം അറിയാം, അതിനാൽ എؗതിന്െറ സംേയാജനം ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ z one z two z z one 

ആണ്.  ബാർ , കൂّأേئ؂ിവ് നിയമം ഉപേയാഗി്׺ ഒടുവിൽ എെؗ എഴുതാൻ അനുവദിׯാം, bar 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇവിെടയുتത് ബാർ ബാർ ഉت ഉൽؚؗമാണ്, അടിرാനപരമായി z1 z2 
നി׹ൾ്ׯ ഉപേയാഗിׯാനാകുؗ അനുബؖ നിയമം ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിുؗുׯ, തുടർ്ؗ കൂടുതൽ 
കൂّأേئ؂ീവ് നിയമം ഉപേയാഗിؗുׯതിലൂെട നി׹ൾ്ׯ േമാഡ് ലഭിുׯം.  ഒരു സ്കٔയർ േമാഡ് z z 
ര؇് ചതുരം ശരി, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ ര؇ിന്െറ േമാഡുലസ് നൽകുؗു എؗ നിഗമനം നൽകുؗു, z z 
ഇത് േമാഡ് ഒ്ؗ േമാഡ് ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ ആദّം ഉൽؚؗം എടുുׯക, അതിന്െറ z z 
േമാഡുലസ് എടുുׯക, അത് ആദّം ഓേരാ േകാം٧്ع؛ സംഖّയ്ുׯം േമാഡുലസ് എടുؗുׯതിന് 
തുലّമാണ്.  പിെؗ മു  ْപസിؑമായ അെ׸بിൽ നب അസമതٔമായ ആറാമെ؋ tiply it okay, ah 
നിർേؐശം ആവർ؋ി്׺ ഉപേയാഗിുׯം, അതിെന ْതിേകാണ അസമതٔം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ 
അസമതٔം ْപُാٝവിുؗുׯ , നأൾ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് േമാഡുലസ് പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് z z mod 

േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്  സ׸ീർ؉മായ സംഖّകളിെല ഓേരാ നും z one- z one z two mod z
ഈ അസമതٔം എؓാണ് പറയുؗെത്ؗ മനസിലാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് two 

േപായിന്റുകൾ ഉ؇്, ഇത് ഒ്ؗ എ്ؗ പറയാം , ഇത് ര؇് എ്ؗ പറയാം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ z z 
സٔാഭാവികമായും സഹകരിׯാം ഇതിനുت ഒരു െവക്ئർ, 
അ׹െന നമു്ׯ ഒؗിെന െവക് ടറായും ര؇് മെئാരു െവക് ടറായും ദൃശّവൽׯരിׯാൻ കഴിയും, z z 
അേؚാൾ തുക അടിرാനപരമായി നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് നൽകുؗു, ഈ സമാؓരചലന؋ിന്െറ 
ഡയഗണൽ ഏതാണ് , അത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ മു്آ സൂചിؚി׺തുേപാെല z z 
െലعർٗ േമാഡുലസ് അർ،മാؗുׯത് േകാം٧്ع؛ സംഖّയും ഉ؍വവും തأിലുت ദൂരമാണ്, അതിനാൽ 
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ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിന്െറ േമാഡുലസ് ഈ സംഖّയും ഉ؍വവും തأിലുت ദൂരെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ ശരി z z 
അതിനാൽ ദൂരം ദൂരേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് േല്ׯ േപാകുക, തുടർ്ؗ നി׹ൾ t o z 2 
െവക്ئർ ഉപേയാഗി്׺ ഈ േപായിന്റിെലു؋ക, അതിനർ،ം ഒരു ദൂരം എടുؗുׯത് േപാെലയാണ് z 1 
ആദّം  േപാകുക, തുടർ്ؗ ഇവിെട എ؋ാൻ  ഉപേയാഗിുׯക, അത് എبായ് േؚാഴും ഡിസിേനׯാൾ z2 z1
വലുതായിരിുׯം. നأൾ നിരീײിؗുׯ ഏئവും െചറിയ ദൂരം ഇതാണ് ശരി, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 
ഫലം െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഇടത് വശവും ചതുരവും ഉപേയാഗി്׺ ഈ പദം 
പരിഗണിുׯക, ഇത് േമാഡ് എഴുതിയതാണ് , ഞാൻ േْപാؚർ؂ി ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ േമാഡ് z z 
സ്കٔയർ എഴുതിയതാണ്  ബാർ ഇേؚാൾ േനരി؂് പറയൂ, ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ േْപാؚർ؂ി z z 
ْപേയാഗിؗുׯത് വൺ ബാറും ടു ബാറും ആെണ്ؗ പറയൂ, തുടർ്ؗ നി׹ൾ വിതരണ നിയമം z z 
ْപേയാഗിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ബാറും ഒ്ؗ ര؇് ബാറും ؛സ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ z z z z z 
ലഭിുׯം  ര؇ിെന ഒ്ؗ ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ര؇് ര؇് ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, ഇത് ഒരു z z z z 
ചതുര؋ിന്െറ േമാഡുലസ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, ഇവിെട ഞ׹ൾ നിരീײിؗുׯത് ഒ്ؗ z z 
ര؇് ബാർ ആണ് , അതിെന ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയായി കണׯാുׯക .  അടു؋ സംഖّയാണ് നأൾ 
കാണുؗത്  മുآേ؋തിന്െറ കൃതّമായ സംേയാജനം, അതിനാൽ നി׹ൾ നിരീײി׺ാൽ , ഞാൻ ഈ 
ബാർ ْപേയാഗി׺ാൽ, അത് ഒരു ബാറിൽ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇര؂ ബാറിേല്ׯ വീ؇ും നൽകുؗു, z z 
അതിനാൽ ഇത് േമാഡ് സ്കٔയർ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുകയും ؛സ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം.z2 z 

ബാർ ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം ര؇ായി ഗുണി׺ാൽ ഇവിെട അത് ന്െറ യഥാർ،  z z z one z two bar 
ഭാഗ؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ ആെണ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ കൂടാെത ഇത് ശരിയാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ 
ഞ׹ൾ ْശമിؗുׯ അസമതٔം എؓാെണ്ؗ വീ؇ും ഓർׯാൻ ْശമിുׯക mod z one plus mod z two
ന്െറ േമാഡുലസ് േനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ േനടുക, വലതുവശ്؋ mod z one plus mod z two- mod z

ആയി ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ മിׯവാറും ഇവിെട എ؋ിയതായി കാണുؗു. one plus mod z 
മുഴുവൻ സ് കٔയറിേലുׯം ഞ׹ൾ ഏകേദശം പൂർ؋ിയാׯി, പേײ എؗ പദംmod z one, mod z two 
എ׹െന ഇവിെട െകാ؇ുവരും എ്ؗ േനാേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഞാൻ എഴുതിയ നിർേؐശം ഞാൻ 
ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് ആദّം എഴുതിയതാണ് യഥാർ،െമ്ؗ അത് ْപُാٝവിുؗുׯ  ന്െറ z 
യഥാർ، ഭാഗം ന്െറ ഭാഗം എേؚാഴും ൈമനസ് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, z mod z 
അതുേപാെല കുറവാണ്  അെ׸بിൽ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ْപേതّക tha n mod z 
ബؖം ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ യഥാർ، ഭാഗം എبായ്േؚാഴും കുറേവാ 
തുലّേമാ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ ബؖം ഉപേയാഗിുׯേآാൾ വളെര ْശؑിേׯ؇തു؇് . 
േകാം؛ക് സ് സംഖّയ് ്ׯ അ؋രം ഒരു ബؖം ബാധകമെ്ؗب ഞാൻ മുؗറിയി്ؚ നൽകി , ഒؗിന് 
മുകളിലുت അളവ് നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇത് പൂർ؉മായും യഥാർ، സംഖّകളാണ്, ഞ׹ൾ 
ഇവിെട താരതമّം െചുإേآാൾ ഇത് ബാറിന്െറ 2 മട്׹ േമാഡുലസ് ആണ്, ഇത് വീ؇ും െനഗئീവ് z1 z2 
അبാ؋ സംഖّയാണ് കൂടാെത ര؇് സ്കٔയർ , പിെؗയും നി׹ൾ കാണുؗത് mod z z one mod z one

എؗ േْപാؚർ؂ി ؛സ് ഒ്ؗ എؗതിന്െറ ര؇് മട്׹ ന്െറ േമാഡുലസ് െകാ؇് square mod z z-
ഗുണി׺ാൽ െമാഡّൂളുകൾ ര؇് ؛സ് എؗതിന് തുലّമാണ്.  ഇത് മെئാؗുമെ്ؗب z to bar z mod z 
അറിയുക, ഇത് െമാ؋؋ിലുت ചതുര؋ിേലتുׯ േമാഡ് ഇസഡ് വൺ ؛സ് േമാഡ് ആണ്, ശരി z 
വീ؇ും നമു്ׯ ലഭി׺ത് നമു്ׯ ലഭി׺ത് സ് കٔയറിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയ ഒരു സ് കٔയർ b 
ആണ്, അത് ബി െയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, 
അ׹െന അത് െതളിയിുؗുׯ  ഞ׹ളുെട ْതിേകാണ അസമതٔം അതിനാൽ ഞാൻ അത് 
ചൂ؇ിׯാണിׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ ഈ ബؖ؋ിന് ഈ സമതٔം എേؚാഴാെണ്ؗ ഒരാൾ്ׯ േചാദിׯാം, 
അതായത് വ؉ിന്െറ േമാഡുലസിന് തുലّമായ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് എؗതിന്െറ െമാഡّൂളായിരിׯാം z z z 
ഞാൻ ഇത് ഇവിെട എഴുതാം അെ׸بിൽ അടു؋ േപജിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േമാഡ് z one z 

എ്ؗ ഉരു؋ിരി؁ു.  എؗതിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് two mod z one plus mod z two 
ഇേؚാൾ േചാദّം ഞാൻ എേؚാഴാണ് സമതٔം കാണുؗത്, അതിനാൽ ഇത് എേؚാൾ സംഭവിുׯം, ഈ 
അസമതٔം നമു്ׯ ലഭിുׯേآാൾ തിരിെക േപാകൂ , ഈ അസമതٔ ബؖം നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯ 
ലമാണിത്, അതിനാൽ സമതٔം ദൃശّമാകും ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം z one z to bar z one z two barر
ന്െറ േമാഡുലസിന് തുലّമായാൽ മാْതേമ സമതٔം ദൃശّമാകൂ, അതിനാൽ സമതٔം ദൃശّമാകുേآാൾ 
ഞാൻ അതിെന സമവാകّമായി വിളിׯെ؂ , ഒ്ؗ ര؇് ബാറിന്െറ യഥാർ، ഭാഗം ഒ്ؗ നൽകിയാൽz z 
ഇത് തുലّമാണ്  ബാർ, ഇത് എؗത് ന്െറ സമയ؋ാണ് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, mod z1 z 1 z 2 
അവിെട ഒരു െനഗئീവ് അبാ؋ യഥാർ، സംഖّയാണ് , ഞാൻ വീ؇ും ആവർ؋ിׯെ؂, ഈ t 
ْതിേകാണ അസമതٔ േചാദّം ഞ׹ൾ െതളിയിു׺ , സമതٔം ദൃശّമാകുേآാൾ, തുലّത ദൃശّമാകുؗത് 
ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ കൂടാെത ഉം ഉം േരഖീയ ആْശിത തരം േപാെലയാെണ׸ിൽ i  f z one z two 
മാْതം, ര؇ിന്െറ رിരം സമയ׹ൾ േപാെലയാണ് നി׹ൾ്ׯ ഉ؇ാകുؗത്, എؗത് z z one z 
ര؇ിന്െറ رിരമായ സമയമാണ്, 
അ׹െനെയ׸ിൽ നമു്ׯ തുലّത ലഭിുؗുׯ നമു്ׯ േനാׯാം ഈ ْതിേകാണ അസമതٔ؋ിൽ നിؗുت
മ്ئ അനؓരഫല׹ൾ ഞ׹ൾ നിരീײിു׺, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ആവർ؋ിׯെ؂, ഞ׹ൾ്ׯ ഈ 
ബؖമുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിു׺ , ഇതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ മനشിലാׯാം, േമാഡ് ഒ്ؗ ൈമനസ് േമാഡ് z 

ര؇് ഇതിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ. നമു്ׯ ഇത് എ׹െന ലഭിുׯം, ഇത് ഒؗായതിനാൽ z 
നമു്ׯ ഇതിെന വിളിׯാം, അതിനാൽ ഒ്ؗ പരിഗണിുׯക , ഞ׹ൾ ര؇് േചർുׯകയും mod z z 
കുറയ്ുׯകയും െചുإക, തുടർ്ؗ ഒ്ؗ ْപേയാഗിുׯക, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ؛സ് mod z mod z z 
ര؇ിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്. തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഇസഡ് ര؇ിന്െറ േമാഡുലസ് 
ലഭിുׯം, പേײ ൈമനസ് ഇസഡ് ര؇ിന്െറ േമാഡുലസ് വീ؇ും േമാഡ് ര؇് േപാെലയാെണ്ؗ z 
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ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ആ േമാഡ് ഒ്ؗ ൈമനസ് േമാഡ് ര؇് വൺ ؛സ്z z z 
ഇസഡ് ര؇ിന്െറ െമാഡّൂളിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ലഭിുׯം.  ശരി സമാനമായി നമു്ׯ z one, z 

എؗിവയുെട പ്׸ മാئാം  ഉം ഉം ഏകപײീയമായതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ two z one z two z one, z two 
എؗിവയുെട േറാൾ പരُ١രം മാئാൻ കഴിയും എؗതിനാൽ ഞ׹ൾ േറാൾ പരُ١രം മാുئകയാെണ׸ിൽ, 
ഇത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, അത് അതിൽ കുറേവാ തുലّേമാ z mod z 
ആണ്. വൺ ؛സ് ന്െറ േമാഡുലസിേല്ׯ, ഒരു നിഗമനെമؗ നിലയിൽ ഞ׹ൾ നിരീײിؗുׯത്,z z 2 
ഇത് ഒരു ൈമനസ് േമാഡ് െല േമാഡുകളുെട േമാഡുലസിെന സൂചിؚിുؗുׯ, അത് ؛സ് z 2 z 1 z 2 
ന്െറ േമാഡുലസിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, ഇേؚാൾ ഒരാൾ്ׯ േചാദّം േചാദിׯാം ഇതാണ് ؛സ്
ശരിുׯം ആവശّമാേണാ ശരി, ൈമനസ് ശരി ശരി നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ചിصം വീ؇ും നൽകാേമാ, 
അതിനാൽ ഇത് ഇവിെട ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ആയിരിׯാം എؗി؂ും ഇത് േമാഡ് ഒ്ؗ ൈമനസ് z 
േമാഡ് ര؇ിന്െറ െമാഡّൂളിെനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്.  ؛സ് േമാഡ് ന്െറ േമാഡുലസ് z z1 z2 
അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ ْതിേകാണ؋ിൽ നി്ؗ കൂടുതൽ െപാതുവായ ചിലത് കാണുؗു , അതിനാൽ 
നമു്ׯ ْതിേകാണ അസമതٔമു؇്, ഇേؚാൾ നأൾ കാണുؗത് ഈ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ്ׯ കൂടുതൽ 
െപാതുവായ അസമതٔമാണ്, അതിനാൽ വിപരീത വിപരീത؋ിന്െറ 7 േമാഡുലസ് z s mod z 
നിർേؐശിുׯക.  പൂജّമبാ؋ സ׸ീർ؉ സംഖّ ഇത് സംേയാജന േْപാؚർ؂ി്ׯ സമാനമാണ് , ഇത് ag  z 
വിപരീതമായി ആരംഭിؗുׯ ഈ ഫലം നമു്ׯ ലഭിുׯം , അത് വിപരീതമായി നൽകുؗു, z z z 
വിപരീതമായി നൽകുؗു, നി׹ൾ്ׯ ഐഡന്റിئി ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ അതിന്െറ േമാഡുലസ് വീ؇ും z 
ഒؗിന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗാണ് , ഞ׹ൾ ഇതിനകം ന്െറ േമാഡുലസ് ചർ׺ െചᅃٝു  ഒ്ؗ ര؇് എؗത് z z 

ഒ്ؗ ഗുണി׺ാൽ ര؇് നൽകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് െന ഒ്ؗ mod z mod z mod z 
െകാ؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ നിരീײിؗുׯത് വിപരീതമാണ്, z 
അതിനാൽ വിപരീതം കൃതّമായി വിപരീത േമാഡാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ്  വിപരീതം mod z z mod  z 

ന്െറ ഒരു േമാഡുലസ് അبാെത മെئാؗുമب , അതായത് ന്െറ ഒ്ؗ ര؇് എؗതിന്െറ േമാഡുലസ് z z z 
ആണ് ഒ്ؗ എؗതിന്െറ േമാഡുലസ് ആയ എ؂് ആണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗാണ് നിഗമനം.  mod z 

പൂജّമെ്ؗب നി׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, ഫലം വീ؇ും ര؇് േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട mod z two, z two 
ഗുണനമായി എ്ؗ പറയുക , അത് ഒ്ؗ െകാ؇് വിപരീതമായി ഗുണി׺ാൽ ഓേരാ ഘടക؋ിനും c z 
മുآെ؋ നിർേؐശ؋ിനും േമാഡുലസ് ْപേയാഗിؗുׯത് ഞ׹ൾ കാണുؗു. എ്ؗ െതളിയിു׺ ര؇് z 
വിപരീത؋ിന്െറ േമാഡുലസ് േമാഡ് ര؇് മുഴുവൻ വിപരീതവും  സമാനമാണ്, ഇത് േമാഡ് ഒ്ؗ, z z 
േമാഡ് ര؇് എؗതبാെത മെئാؗുമب, ഇേؚാൾ സമാؓരചലന നിയമം എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ മെئാരു z 
രസകരമായ ഫലം , ഒ്ؗ ര؇് സൂآർ؉ സ്കٔയർ ؛സ് േമാഡുലസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് z z z one z two z z 
ര؇് മുഴുവൻ ചതുരം, ഇത് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ തുലّമാണ്, കൂടാെത ചതുരം mod z mod z2 
ശരി, എؓുെകാ؇ാണ് അവർ ഇതിെന സമാؓരചലന നിയമം എ്ؗ വിളിؗുׯത്, നമു്ׯ ഇത് 
നിരീײിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ േപായിന്റ് എ്ؗ ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിׯാം. ഇത് ര؇് z z 
ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം  , ഈ സമാؓരേരഖയുെട ഡയഗണൽ ആയ വൺ ؛സ് ടു െവക് ടറിെന z z 
കൃതّമായി നൽകുؗു, അത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ആണ് , അതുേപാെല തെؗ മേئ ഡയഗണൽ ഒ്ؗ z z z 
ൈമനസ് ര؇് െവക് ടറും നൽകുؗു ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഐഡന്റിئി കാണുകയാെണ׸ിൽ , ഈ z 
ഡയഗണലുകളുെട കാؓിമാന؋ിന്െറ ചതുരം അതിന്െറ ആെകു؋കയായി കണׯാുؗുׯ, അത് 
സമാؓരചലന സമാؓരചലന നിയമ؋ിന്െറ വശ׹ളിൽ കാؓിമാന؋ിന്െറ ഇര؂ി തുകയ്്ׯ 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വളെര രസകരമായ േْപാؚർ؂ിയാണ്. എഫ് എؗത് ലളിതമാണ്, നി׹ൾ 
ഇടതുവശേׯ്؋ വിപുലീകരിേׯ؇തു؇്, തുടർ്ؗ നി׹ൾ്ׯ വലതുവശ്؋ എ؋ാൻ കഴിയും lhs ,
അതായത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് എؗ േമാഡുലസ് മുഴുവൻ z z z z 
സമചതുര؋ിേലുׯം .  ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ബാർ ؛സ് z z z z z 
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ മുഴുവൻ ബാറിേലുׯം ഞ׹ൾ z z z 
കണׯാؗുׯ അളവ് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് മുഴുവൻ ചതുരവും ഒ്ؗ ആണ് ൈമനസ് മുഴുവനായും z z z z 
സമചതുര؋ിേല്ׯ ഇസഡ് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് എ്ؗ എഴുതി ഒരു ബാർ ര؇് ബാർ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് z z z z z 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒ്ؗ ബാർ ൈമനസ് ര؇് ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇത് ഒ്ؗ ആയി z z z z 
ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം.  ഒരു ബാർ ഒരു ചതുരവും മേئ പദം സ്കٔയറുമാണ് , mod z mod z2 
േശഷിؗുׯ പദം ഇവിെട നമുتുׯത് ബാർ ؛സ് ബാർ ര؇് ആണ്, ഈ പദ؋ിൽ നമു്ׯ z1 z2 z1 z 
വീ؇ും വൺ സ്കٔയർ എؗ പദം ലഭിുׯം. ര؇് സ്കٔയർ േശഷിؗുׯ ഘടക׹ൾ mod z mod z 
വിപരീത ചിصേ؋ാെടാؚം വരുؗു ൈമനസ് ഒരു മുതൽ ബാർ ൈമനസ് ഒരു ബാർ ര؇് z z z z 
വെരയുت ഈ ഘടക׹ൾ ഈ നിബؖനകൾ പരُ١രം റؐാുؗുׯെവ്ؗ പറയുؗു, അേؚാൾ നമു്ׯ 
ലഭിؗുׯത് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് േമാഡ് ര؇് ചതുര؋ിന്െറ ഇര؂ിയാണ്, കൂടാെത േമാഡുലസ് mod z z 
ചിصം ഉൾെؚടുؗ ഒരു ْപٍ٠ം ചർ׺ െചإാം ഒؗിന് തുലّമായ ഒؗിന്െറ െമാഡّൂളും അതുേപാെല z z 
ര؇ിന്െറ േമാഡുലസും ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ അവയുെട ഉൽؚؗം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമെ׸بിൽ 

ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിെന ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ കാണിׯാം ഒരു യഥാർ، , z z z z 
സംഖّയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം നിരീײിׯാൻ ْശമിׯാം, നൽകിയിരിؗുׯത് z one z two 
ആണ്, അവ അടിرാനപരമായി ഉ؍വ؋ിൽ നിؗുت യൂണി്ئ ദൂര؋ിലാണ് , അവയുെട ഉൽؚؗം 
ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമب, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ അളവ് യഥാർ، സംഖّ പദْപേയാഗം a  
സ׸ീർ؉മാെണ്ؗ കാണുؗത് വളെര സേؓാഷകരമാണ്, പേײ അവസാനം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
യഥാർ، സംഖّയാണ് , സ׸ീർ؉ സംഖّ ഒരു യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ പറയാൻ ഞാൻ േനരെ؋ 
സൂചിؚി׺തുേപാെല ഇത് എ׹െന കാണിׯാെമ്ؗ േനാׯാം , 
അ׹െന ഉം ഉം  ബാർ അത് തുലّമാണ് സാ׸ൽؚിക ഭാഗം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ z z 
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നിർവചിׯാം എؗത് ؛സ് ടു എؗ സംഖّയായി കണׯാׯാം  ഇേؚാൾ ഒരു ബാർ a z one z 
പരിഗണിുׯക, ഞ׹ൾ അത് ْപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗതിനു മു്آ നأൾ പഠി׺ എبാ േْപാؚർ؂ികളും 
പരിഗണിുׯക, അതിനാൽ പഴയ ഘടക؋ിനായുت സംേയാജനം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിന് 
സംേയാജനം നടു؋േآാൾ ഒരു ബാർ ര؇് ബാർ ؛സ് ഒരു ബാർ ര؇് ബാർ ശരിയാണ് ഇേؚാൾ z z z z 
ഞ׹ൾ വൺ ബാർ േല്ׯ എ׹െനെയ׸ിലും ബؖെؚടുേ؋؇തു؇്, ഞ׹ൾ ഒ്ؗ  എؗ z z z 
അവر േമാഡുലസ് ഉപേയാഗി׺ിب  അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് അതിന്െറ ചതുരം 
ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ ഇതിെന ഒരു ആദّ നآർ വൺ സ്കٔയർ എ്ؗ വിളിׯാം, z 
അതിനാൽ ഇത് േല്ׯ എ്ؗ സൂചിؚിؗുׯതിന് സമാനമാണ് , ശരിയാണ് ബാർ എؓാണ് എ്ؗ z z z 
നമു്ׯ മനസിലാׯാൻ കഴിയും  ബാർ വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ ഈ ബؖ؋ിലൂെട നമു്ׯ z z z 
ബാർ ആെണ്ؗ ലഭിുׯം  1 ന്െറ ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒ്ؗ നുأെട സ׸ീർ؉ സംഖّയായി g z z 
കണׯാുؗുׯ എؗ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ഉറؚി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒ്ؗ ബാർ z 
അതുേപാെല തെؗ മുതൽ ബാർ ൈബ ര؇് വെര ശരിയാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ബؖം z s z 
ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇്. ഒരു ബാറിൽ ഒരു ബാർ നൽകിയാൽ നമു്ׯ വൺ ബാർ ഉ؇്, അത് ഒ്ؗ z z 
െകാ؇് മാئിرാപിുؗുׯ , അതുേപാെല ബാറിന് പകരം ര؇് , ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ഒ്ؗ എؗിവ z two z z 
ലളിതമാׯി ര؇് െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ  ഈ പദْപേയാഗം നأൾ അവസാനിؗുׯതിെന ؛സ് z z one z

െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ മെئാؗുമب, ഒരുtwo z z two 
ശരിയبാെത മെئാؗുമب ഇത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ് ശരി, അതിനാൽ നി׹ളുെട അഭിْപായേമാ 
ഞ׹ൾ നിരീײി׺ അഭിْപായേമാ ഇവിെട എഴുതാം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ നأൾ mod z 
കാണുؗത് േല്ׯ ബാർ ഒؗാണ് , ബാർ ൽ ഒؗായി എഴുതാം, ബാറിന്െറ േമാഡുലസ് z- z z z ok- z mod 

ൽ ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാെണ്ؗ വീ؇ും ْശؑിുׯക. അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിെനുׯറി്׺ വീ؇ും z-
മനشിലാׯാൻ ْശമിׯാം, േമാഡുലസ് വൺ െലتുئ എبാ േകാം٧്ع؛ സംഖّകളും പറയാം  ഞ׹ൾ z 
ഇത് മനസിലാׯാൻ ْശമിുׯക, അതിനാൽ യൂണി്ئ സർׯിളിെന െസ്ئ ആയി കണׯാുׯക, ഇത് u 
എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെടയും െസئായി നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, അതായത് േമാഡുലസ് ഒؗാണ്, 
ഇേؚാൾ എ്ؗ എഴുതുേآാൾ െസئിലുت എبാ ഘടക׹ളും എؓാെണ്ؗ വിവരിׯാൻ mod z 
ْശമിുׯക. നأൾ െന ؛സ് ആയി കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ, എؗത് ചതുര؋ിന്െറ z- x iy mod z x 
വർ״മൂലമായ ചതുരവും ചതുരവും ആയി കണׯാׯിയാൽ, അത് ചതുരവും ചതുരവും ആണ് ,y y x y 
കൂടാെത എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ. ഈ സമവാകّെ؋ mod z xy 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ എبാ േജാഡി മൂലക׹ളും എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ ഇേؚാൾ േചാദിുؗുׯ , അത് യൂണി്ئ 
സർׯിളിെന േകْؕമായി വിേശഷിؚിؗുׯത് നമു്ׯ വളെര പരിചിതമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചിْതം 
വരയ്ׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു യൂണി്ئ സർׯിൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇതിൽ ഏത് േപായിന്റും 
എടുׯാം  സർׯിളിെല േജാടി ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋ , അതിനർ،ം െസ്ئ യു ഈ xy 
യൂണി്ئ സർׯിളിെന കൃതّമായി വിവരിുؗുׯ എؗാണ് ഇതിനർ،ം ഇേؚാൾ ഇതിെല േപായിന്റുകൾ
നമുׯറിയാം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇതിൽ കിടؗുׯ ഒ്ؗ , ഈ ൈമനസ് 1 , ൈമനസ് എؗിവയിൽ i 
കിടؗുׯ ഒ്ؗ  ഈ യു  സർׯിൾ മുآെ؋ ْപٍ٠ം ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝത് എؗത് ഒؗിന് nit mod z 
തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ബാർ ഒ്ؗ എؗതبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾ നിഗമനം െചᅃٝു,  അത് വളെര z z 
എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും , ഈ സമവാകّം അർ،മാؗുׯത് േല്ׯ ബാറിന് തുലّമായ z- z 

േല്ׯ ബാറിന് തുലّമായത് മെئാؗുമب എؗാണ്. ചതുരം ദٔാര׹ൾ്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം z- z mod z 
ഒؗാണ്, അതിനാൽ എടുുׯേآാൾ ഈ ْഗാഫിൽ നമു്ׯ ദൃശّവൽׯരിׯാൻ ْശമിׯാം mod z i 

അതിന്െറ സംേയാജനം ൈമനസ് ആണ് , ഈ സമവാകّം പറയുؗു വിപരീതം അതിന്െറ i z 
സംേയാജനമാണ്, അതായത് ഞാൻ ബഹുമാനേ؋ാെട വിപരീതമാണ് എؗാണ് . സ׸ീർ؉മായ 
ഉൽؚؗ؋ിന് അതിന്െറ സംേയാജനമبാെത   മെئാؗുമب.  കൃതّമായി ന്െറ ഇൻേവാᅃ٧ ്z 
സർׯിളിലും ഉ؇്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഒെؗടു؋ാൽ അതിന്െറ മിറർ ഇേമജ് തെؗ വിപരീതമാണ്, 
നി׹ൾ ഒ്ؗ ൈമനസ് എടു؋ാൽ അതിന്െറ മിറർ ഇേമജ് വീ؇ും 
അ׹െന വിപരീതം ആണ് സ׸ീർ؉മായ ഉൽؚؗവുമായി ബؖെؚ؂് ൈമനസ് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ju st 
യൂണി്ئ സർׯിളിൽ ര؇് സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ എടുുׯേآാെഴبാം ഞ׹ൾ ഇവിെട നട؋ിയ 
നിരീײണ׹ൾ എെؓാെׯയാണ് , യൂണി്ئ സർׯിളിൽ അവയുെട ഉൽؚؗം വീ؇ും z one z two 
ന്െറ േമാഡുലസ് ആണ്. ര؇്, ഓേരാ േമാഡുലസും ഒؗാണ്, അതിനാൽ അവയുെട mod z one mod z 
ഉൽؚؗം ഒ്ؗ , ര؇ാമേ؋ത് ْപധാനെؚ؂ േْപാؚർ؂ിയാണ്, അത് വിപരീതമായി ലും uz u- 
ഉتേؚാെഴبാം ഞ׹ൾ നിരീײിു׺, മാْതമب ഈ ഒ്ؗ വിപരീതം ന്െറ സംേയാജനം മാْതമാണ്, z z z 
അതിനാൽ ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട നമു്ׯ േനാׯാം  ഒരു നب ഐഡന്റിئി െതളിയിുׯക നാല് 
സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അെ׸بിൽ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ പരിഗണിുׯക, z z z z 
തുടർ്ؗ അത് ഇനിؚറയുؗ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഉൽؚؗം മൂ്ؗ z z z 
ൈമനസ് നാല് ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് നാല് ഉൽؚؗം ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇത് ഒ്ؗ ൈമനസ് z z z z z z z 
മൂ്ؗ ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമാണ് ര؇് ൈമനസ് നാല് ഈ ഐഡന്റിئി നിരീײിുׯക, ഇത് z z 
ഏെത׸ിലും നാല് സ׸ീർ؉ സംഖّയാകാം, തുടർ്ؗ ഇനിؚറയുؗ സമവാകّം തൃلിٝകരമായ െതളിവ് 
ലളിതമാണ്.  ഇടത് വശവും വലത് വശവും അേؚാൾ ര؇് പദْപേയാഗ׹ളും തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ 
കാണും, നമു്ׯ ഇടത് വശം ഇടത് വശം പരിഗണിׯാം, ഇത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് z z z z 
നാല് ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് നാല് െകാ؇് ഗുണി׺താണ് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇേؚാൾ അത് z z z z 
വികസിؚിുׯക ഒ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ നാല് ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ ؛സ് ര؇് ഇസഡ് z z z z z z z 
നാല് , കൂടുതൽ ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് മൂ്ؗ  ശരി , അവ z z 2 z 1 z 3 z 4 z 2 z 4 z 
പരُ١രം റؐാؗുׯ ചില െപാതുവായ നിബؖനകൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അത് ര؇് ഇസഡ് z 

Pru
tor
@
IIT
K



നാല് െകാتാം ഒരുപേײ നമു്ׯ വലതുവശേׯ്؋ േപാകാം, അത് ഒ്ؗ നമു്ׯ ഇത് ര؇് z z one z 
ൈമനസ് ഒരു നാല് വികസിؚിׯാം ൈമനസ് മൂ്ؗ ഇസഡ് ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ഇസഡ് നാല് തുടർ്ؗ z z z z 
ഞ׹ൾ ഈ ര؇് ഘടക׹ളും അതുേപാെല തെؗ ْതീയും ഇത് ഞ׹ൾ തിരി׺റി؁ു , വൺ z z 
ഇസഡ് നാല് ഒരു ഇസഡ് ര؇് തിരി׺റി؁ുെവ്ؗ തിരി׺റി؁ു, ഇവ ര؇ും റؐാׯെؚടുؗു, അതിനാൽ
ഞ׹ൾ ഇടത് എ്ؗ പരിേശാധിു׺റؚിു׺ ൈക വശം വലതു വശ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ അത് ആണ്ve 
ഇത് നിشാരമبാ؋ ഒരു ഐഡന്റിئി ആെണؗത് രസകരമാണ്, ഏത് നാല് സ׸ീർ؉ സംഖّയും ഇത് ഈ 
ْപേതّക ഐഡന്റിئിെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ْപٍ٠ം കാണാൻ കഴിയും , 
ഈ ഐഡന്റിئി എْത നبതാെണ്ؗ െതളിയിؗുׯ ഒരു ْപٍ٠ം നമു്ׯ ഒരു വിമാന؋ിൽ നാല് 
േപായിന്റുകൾ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ പറയുക. അെ׸بിൽ ഒരു വിമാന؋ിെല േപായിന്റുകൾ, abcd 
അേؚാൾ താെഴ പറയുؗ അസമതٔം തൃപ് തിെؚടുുؗു؋, അത് െയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ bc- 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, അത് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, ഈ ْപേതّക ca + cd + ab ok 
അസമതٔം മനشിലാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു വരയ്ׯാൻ ْശമിׯാം  ഡയْഗം 
ആെണ׸ിലും േപായിന്റുകൾ അത് ഏത് വിധ؋ിലും വിതരണം െചإാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 
ലാളിതّ؋ിനായി ഞാൻ ഒരു വരിയിൽ കിടؗുׯത് േപാെലയുت എെؓ׸ിലും അനുമാനിׯാൻ 
ْശമിുؗുׯ , വാُവٝ؋ിൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ഒരുതരം ആകൃതി നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇതിെന ഇ׹െന വിളിׯാം  ആെണ׸ിൽ, ഈ അസമതٔം പറയുؗത് പരസّ؋ിന്െറ ൈദർഘّം abcd 

െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നി׹ൾ കണׯാുؗുׯ എؗാണ് നി׹ൾ ഗുണിؗുׯ എസിയും സിഡിയും bc 
എബി ഉപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ാൽ ശരി, അതിനാൽ െതളിവ് മുآെ؋ ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗി്׺ ഇത് വളെര 
ലളിതമാണ് , അതിനാൽ ഐഡന്റിئി എഴുതാൻ ഞാൻ അനുവദിൂׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ എؓാണ് 
െചإാനാകുക, ഈ േപായിന്റുകൾ വിമാന؋ിൽ സൂײിു׺കഴി؁ാൽ നമു്ׯ എؓാണ് െചإാൻ 
കഴിയുക  ഓേരാ ശീർഷക׹ളും അെ׸بിൽ അവസാന േപായിന്റുകളും ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയിേല്ׯ 
തിരി׺റിയാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ഒؗുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവؗും ഇത് z 
അടിرാനപരമായി ര؇ുമായി ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവؗും േപായിന്റ് ْതീയുമായി z c z 
ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവؗും നമു്ׯ പറയാം.  നാല് അേؚാൾ മുآെ؋ ഐഡന്റിئി പറയുؗു ഒ്ؗ z z 
ൈമനസ് നാല് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ അത് ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ര؇് ൈമനസ് നാല് ൈമനസ്z z z z z z z 

ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ മാئിെയഴുതി  ഈ z z z z 
ഐഡന്റിئിയുെട േകവല മൂലّം എടുുׯേآാൾ, ഒ്ؗ മുതൽ നാല് വെരയും മുതൽ വെരയും z z b c a 

വെരയും മുതൽ വെരയും എനി്ׯ ലഭിؗുׯ വിധ؋ിൽ ൈമനസ് ന്െറ to d z 2 z 3 z 1 z 4 
േമാഡുലസ് നൽകുؗു നീളം നൽകുؗ ഈ െവക് ടറിന്െറ വّാلിٝ ഇേؚാൾ ഈ ഐഡന്റിئിയിേല്ׯ 
േമാഡുലസ് ചിصം എടുുׯക, തുടർ്ؗ ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ േമാഡുലസുت വൺ ൈമനസ് നാല് z z z z 
ഉൽؚؗ؋ിന്െറ േമാഡുലസ് എടുുׯക , ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ മുഴുവൻ പദ؋ിന്െറയും േമാഡുലസ് ഉ؇്, 
ْതിേകാണ അസമതٔം ْപേയാഗിുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിുׯം  ര؇് ൈമനസ് നാല് z one z three z z 
 സ് ഒരു േമാഡുലസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് േമാഡുലസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് നാല്, ഇത് z z z z z؛
പരസّ؋ിന്െറ ൈദർഘّെ؋ ര؇് ൈമനസ് ْതീ െകാ؇് ഗുണി׺തായി വിവരിുؗുׯ, അത് z z bc 
യുെട നീളം അെ׸بിൽ തുലّമാണ്  ഒ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ , അതായത് ര؇് ൈമനസ് നാല് െകാ؇് z z z z 
ഗുണി׺ാൽ ര؇് ൈമനസ് നാല് , അത് ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് , ഇത് െകാ؇് z z bd z z cd ok 
ഗുണി׺ാൽ ഈ ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ആവശّമുت അസമതٔം േനടാനാകും. ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി, 
അതിനാൽ ْപٍ؋٠ിേല്ׯ േപാകുؗതിന് മു്آ ഞാൻ സൂചിؚിׯെ؂, യൂണിേമാഡുലാർ ആെണ്ؗ z 
പറയെؚടുؗു , ഒؗാെണ׸ിൽ, എؗത് ഒരു പദാവലി മാْതമാണ് .  ആണ് എؗാണ് mod z z z ly 
അർ،മാؗുׯത് യൂണി്ئ സർׯിൾ ْപശ് ന؋ിൽ, അതിനാൽ ഒ്ؗ സ׸ീർ؉ z z 
സംഖّകളായിരിׯെ؂ , കൂടാെത ഒ്ؗ ൈമനസ് എؗ സംഖّെയ 2 ൈമനസ് െകാ؇് z z2 z1 z2 
ഹരി׺ാൽ അത് യൂണിേമാഡുലാർ ആെണؗും ര؇് യൂണിേമാഡുലാർ അെുؗبം കരുതുക, തുടർ്ؗ z 
ഇനിؚറയുؗ േചായ് സിൽ ഒ്ؗ തിരെ؁ടുേׯ؇തു؇് .  േപായിന്റ് യിൽ കിടുؗുׯ, അത് z1 a x 
അ؋ײിന് സമാؓരമായി  ഒരു േനർേരഖയിൽ കിടുؗുׯ േറഡിയസ് റൂ؂് ര؇ിന്െറ സർׯിൾ 
ശരിയാെണ׸ിൽ, ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തവണ ര؇ിെന ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ഗുണി׺ ര؇് ബാർ z z z z 
എؗത് യൂണിേമാഡുലാർ അർ،മാؗുׯത് ഈ സംഖّയുെട േമാഡുലസ് ഒؗാണ്, ര؇് േമാഡുലസ് z 
അب  അേؚാൾ ഒ്ؗ േനർേരഖയിലാേണാ അേതാ ആരം ര؇ാേണാ അേതാ ഒരു unimodular z 
വൃ؋؋ിൽ ആെണ׸ിൽ റൂ؂് ര؇് ആേണാ എؗ ْപേതّക ഓപ്ഷനുت ഒരു വൃ؋മാേണാ എ്ؗ 
കെ؇േ؋؇തു؇്.  
അ׹െന തؗിരിؗുׯ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ര؇് എؗതിന്െറ േമാഡുലസ് ആെണ്ؗ z z 
നമു്ׯ േനാׯാം കൂടാെത ആദّെ؋ അനുമാന؋ിൽ , ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തവണ ര؇് z z 
ചതുര؋ിന്െറ േമാഡുലസ് ര؇് ൈമനസ് ഒരു ര؇് ബാർ സ്കٔയറിൻെറ േമാഡുലസിന് z z 
തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, കൂടാെത േമാഡ് സ്കٔയർ േല്ׯ ബാറിേല്ׯ z z z 
തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ര؇് ഗുണി׺ാൽ ഒ്ؗ z z z 
ൈമനസ് ര؇് ബാറിേല്ׯ ഇത് ര؇് ൈമനസ് ഒരു ര؇് ബാർ ര؇് ൈമനസ് ഒരു ര؇് ബാർ z z z z z 
മുഴുവൻ ബാർ ഗുണി׺തിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ  ൈമനസ് ഒ്ؗ z zz 
ൈമനസ് ടു ര؇്, ഒ്ؗ ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ര؇് തവണ ര؇് ബാർ ഇത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ z z z z 

ര؇് ബാർ ര؇് ൈമനസ് ഒരു ബാറും ര؇് എؗതിന് തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ ഇത് േമാഡ് ആെണ്ؗ z z z 
ഞ׹ൾ കാണുؗ ലളിതമായ കണുׯകൂ؂ൽ നടു؋ക  ഒരു ചതുരവും മേئ ഘടകം ര؇് z mod z 
ചതുരവും ബാׯിയുت ന്െറ നാല് മടു׹ം ആണ്  നടൻ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഞ׹േളാെടാؚം ഒ്ؗ f z z z 
ര؇് ബാറിന്െറ ര؇് മടു׹ം ൈമനസ് ഒരു ബാറിന്െറ ര؇് മടു׹ം ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ z z 
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വലതുവശ്؋ ഗുണി׺ാൽ ഇത് നാലിന് തുലّമാണ്, അതിന്െറ േമാഡ് സ്കٔയർ ഒരു േമാഡ് ര؇് z 
ബാറിൽ േമാഡ് ആണ് ചതുരം ْപٍ٠മب, കാരണം ബാറിന്െറ േമാഡുലസ് വീ؇ും ന്െറ േമാഡുലസ് z z 
ആയതിനാൽ േശഷിؗുׯ ഘടക׹ൾ ഒരു ബാറിന്െറ ര؇് ൈമനസ് ര؇് തവണ ഒരു ര؇് z z z z 
ബാറിന്െറ ര؇് ൈമനസ് ആണ്, ഈ ര؇് ഘടക׹ളും സാധാരണയായി കാണെؚടുؗതായി ഞ׹ൾ 
കാണുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് റؐാുؗുׯ  ഇനിؚറയുؗ സമവാകّം േനടുക, ഒരു സ്കٔയർ mod z 
 ,ര؇് സ്കٔയർ ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് ഒരു മുഴുവൻ ചതുരവും ബാർ mod mod z z z ്׹സ് നാല് മട؛
െചؗുإതിന് ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇതിൽ നി്ؗ ഈ പദെ؋ ഗുണി׺ാൽ വിഭജിുׯക mod z1 
എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം േമാഡ് സ്കٔയർ േമാഡ് സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ പിؗീട് നأൾ z1 z2 mod z 
സ്കٔയർ സ്കٔയർ ഒ്ؗ ൈമനസ് േമാഡ് സ്കٔയർ െകാ؇ുവരാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ , z1 z2 
ബാׯിയുت പദമായ ൈമനസ് 4 േകാമൺ എടു؋ാൽ 1 ൈമനസ് േമാഡ് സ്കٔയർ ഇതാണ്  z2 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നأൾ സി ഒരു ഉൽؚؗ പദമായി എഴുതുക ശരി , ഒരു ൈമനസ് േമാഡ് z2
സ്കٔയർ േമാഡ് ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് നാല് പൂജّ؋ിന് തുലّമായി ഗുണി׺ാൽ അത് വരുؗതായി z 
എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാം, കൂടാെത അനുമാനം നൽകിയാൽ േമാഡ് ര؇് ഒؗിന് തുലّമെ്ؗب ഇത് z 
ഉടനടി പറയുؗു പൂജّമبാ؋ പദം ഇെതാരു പൂജّമبാ؋ പദമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ചതുരം നാല് mod z 
ആെണؗും ഒ്ؗ ര؇് ആെണؗും ഉടനടി നിഗമനം െചുؗുإ , ഇത് ഉടൻ തെؗ പറയുؗു എؗ mod z c 
ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് , അത് ഒ്ؗ േറഡിയസ് ര؇് വൃ؋؋ിൽ കിടؗുׯതാണ് ശരി എ׸ിൽ ഞാൻmod z 
 സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട േമാഡുലസിെന കുറിتു׺ കൂടുതൽ േْപാؚർ؂ികൾ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുؗുإ , 
സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട േമാഡുലസുമായി േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട സംേയാജന ഗുണ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ 
ഞ׹ൾ ചില ْപٍ׹٠ൾ ഉരു؋ിരി؁ു , അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ആർേഗാൺ തലം , സ׸ീർ؉ 
സംഖّകൾتുׯ ْധുവ ْപാതിനിധّം എؗിവെയുׯറി്׺ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുؗുإ നؕി 
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