
[సంڶతం ] గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ   సంࡆగం మ࠾ࡍ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ 
ऐࡍంۨ చࡍڷ ంۧ࠭, 
ఏ߄ࣃ ߕ޼రణ స࠲घ ళనం సంఖङ గం పऱ࣒ࡆన సం࠼అ ࡛ࠈ ࠾ࡍమ ߘ  న࣒ iz ib ib࠳ ߖߖ޳ ࠭࠲ 
మݡࠪ ࠾ࡍङ ల࣒ ߖ ڴరछ ۨంۧ࠭.z 
  ఇ޴ 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లంڴ ఇߩओ ङݡࠪ ݡ ల࣒ ࡅకए ऒߖڜ   ऴߦపࡎ द࣒  ऴߦపࡎ दల޳۫ ߘभ ం ڒబܽद 
సం ఈ చరऐڝ ߖ޵  అంޑ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ भ޳ఊࣕ ߖఉంܿంద ࡹపంࡐ  ం మࡅ ࠾ࡍకए  ఈ ߖజ࠳న z x iy z 
࠙గం ఎలऱߩओ एڕత ݢ వڴ ఉంܿంద޳ߧࡐߖ ߖभ ం.

ङݡࠪ ల࣒ కం݄ ޳ࡶ సࠪనం అڼ࡮ ఇࡅ ޴కए एڕన࣒ కం݄ ఎ࠳  వڴ ఉంܿంࡅ , ޴కए    z mod z z 
࢐సफవ ࠙గం ࡅ ޳ࡶకए  ࢐సफవ ࠙గం ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ కం݄ తڕए వ޳ࡶ ڴ సࠪనంڴ ఉండటం z mod z 
మంۨ అసࠪనత ڒబܽद ࣆ ࡮ۧ ࢓܌ࡏలభం  మనࡅ ڕకए  z x ߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴న ࠙గం ఉం࠳జߖ 
࣋ए छ కएࡅ ࡛ కएࡅ   ࢐సफవ ࠙ߖڴऒ  పࡍగణڕࣆޓ ړࡹనऒ ओߩ ए࣋ ߖ޳ ,ݡ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ అߖ పࡍగށంచంݟ, z x 
అ޴ ఖۨऐ తంڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, x y 
అం݄ ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  ऴపږޒల సంఖङ లࣆݟܔ ߘफߕऒ ࠭.
 
ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ ߝంటࢗ ओߩ డ࡮ऱ కएࡅ   వర ठ࠮లం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న వర ठ࠮లం కం݄ b b 
తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం 
అࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ కएࡅ బܽदڒ ࡏ  ࢐సफవ ࠙గం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ z x y 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴.
 ఇ޴ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ mod z 
మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ۫࣋࢐ ޴సफړߖ࢐ మనం ఉతओ నऒ ం ࣄۯన ߄࢑నం ࠪऴత࠲ సంߪరप అర बంࡹ ఇ޴ mod z
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠴దܽ ऴపߦޒదన࣋ڵ࠭ ߘफ అ࢑ ޻ధం࠭࠲ ڴ 
కएࡅ  ంచగల࠭ߧࡐߖ  ఊࣔతघ క ࠙గం ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴   z mod z 

కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ߕࣆऒ  అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  ఒకܽ ߕࣆऒ  అޙ࠼ ࠪऴత࠲ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ మࢁऱ ڴ࡮ z z 
ఉంܿం޴, ఇ޴ గమߖంచడం ࣆలభం ఎం޶కం݄ ఒకߕࣆ ߖ ࡏࠬ ࡍࣃऒ  mod z ޴फ అ࣋ށగࡍప ڴసࠪనం ړ
ए࣋ ߖ޳ छ ऒߕࣆ ࡛  అߖ అర बం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफం޴  చదరߩ ఇߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ x y w  
ల సంఖङږޒऴప ݡంࡓ ల ࠴తफం ߕࣆऒ  అߕޔࠋۮ ࠭࠲ ߖऒ ࠭, ఇ޴ 
ऴߦథࠫకంڴ ऴపޒ ऴపږޒల ࠮లకం తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ అం݄ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  అ࠼ ఉం࡯ݞ x 
అڼ࡮ ࣋ए छ ࡛ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ, అߕࣆ ޴ऒ  y x y  ޴ంۨంڵ࠭ ߖసࠪనం సࠪనం అ ړ
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ఒక ޴బܽद ఇڒ  ऒߕࣆ ޴ߝఅ ࠾ࡍలకం మ࠮  పओۮ ߖలకం అ࠮  డం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ , z z 
ఇ޴ ऴߦథࠫకంߖ޳ ڴ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿం޴ మࡅ ࡏࠬ ࠾ࡍకए ङݡࠪ  ల࣒ ߘ పࡍగణనړࡹ z 
నऒڕࣆޓ ओߩ ङݡࠪ న࣒࠳ ޴ఏࠫܽ, ఇ ࡱలనࢣࡍరణ ప߄ࣃ ఇతర ݡ ల࣒ ڕ వङ  z mod z ޴ఉంܿం ڴకంࡔޒ
నऒۨ ޴ఇ ߝڴࡍ޴ࠪ ࢑షయం ڒవ۪ऐ ङݡࠪ ޻అ ࠾ࡍగం మࡆసం ߖ޳ ڴథࠫకంߦऴ ړߖ޵ ߘߝ , ల࣒ ߖ 
फࣃݟܔ ओ߮ۮ ڴథࠫకంߦऴ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ నऒڕࣆޓ ࡏࠬ ޴ ओߩ వదभ ఉనऒ ࠬ ݡ  az z ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ 
ऴߦథࠫకంڴ  ప ऱ࣒  అߩۮ ߖओ  ం.x iy޳ంڕ
 అߩओ  z x iy ޻అ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜరం޷ రం ఈ޷ బܽद ఈڒ ޴న࣒ ఉం࠳ న࣒࠳ ڕࠬ న࣒࠳ ݡ
࢑ధంࡏࠬ ڴ అࣾం ࡍڷంۨ ऴపࠉޒంࠉం࠵ ࡛ࠈ ۯడݞږ ࡽ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿంߖ ޜ ࡛ࠈ ࡏࠬ , ޴ x z z z
ओߩంۨనށڷ ए࣋  ޴फంࣆవ ݭ࠵ ڕమన ݡ छ రछߖ బܽदڒ ࡛ చనం ऴపڒరం ఇ޴ సओ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद ߖ޵ ߘߝऒz 
ऴߦథࠫకంڴ చࡍऐ ంచడం ޶ࡶ, మనం ఒకܽ ࡓంړݡ ఐదవ ఒక ࠪݡङ ల࣒ ࡿࢗ ړभ ం, ఇ޴ ఒకܽ z z mod z mod 

छ޳ దనߦޒऴప ߯  ޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴ ఒక ࢓܌ࡏ ݡంࡓ నݟంచబށڷ ޜ  తफం z mod z z࠴ ࡌ
చޔరऴߖࣃऒ  మనం వࡓ ߤంߖݡ వߘ ߤంށڷ ޜ ݟంۨ ࠴తफం ړ ࡛ࠈ ߰ంߕޔ޶ऒ ࠭ మ࠾ࡍ మࢁऱ z z z z 
సంࡆగం ࡍڷంۨ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఒక ࡓంڝ ݡసం సంࡆగం ఒక ࡓ ࡛ࠈంޜݡ z z z z 
క ࠾ࡍమ ࡛ࠈ  ޴ంޔݡంచబށڷ ङ࠭ ݄ܽ࢟ చ दܼ ऒߖ  ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ۨవరڕ నߘऒ  ऴ࢐࣋ంڕ޶ 
అߘమࣃޒफ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ మన వదभ ఉనऒ న ఉతओݟږ ޜ ࡛ࠈ  ࡛ࠈ  ޴ z1 ڴథࠫకంߦऴ ࠭࠲ ࠾ࡍफ మޒ z2
బంధ చߘంచగల అڵࡆఉప ࡏࠬ दܼ ऒߖ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఆ߯ త޶పࡍ క ङ࠭ ݄ܽ࢟ చ दܼ ऒߖ  
ఉపࣃڵࡆफ ందవ۪ऐ߰ ߖ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ .mod z
  ఒక చޔరऴసం ࡓంݡ చޔరऴసం సڒ ࡔబܽद ఇࡅ ޴కए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకߖߖ޳ mod z z one z two mod z 

దట ఉతओ࠴ ࡏࠬ फ࣋ށڷ ޜݡంࡓ ङݡࠪ ߖ޳ ߖफޒ ల࣒ ڝࣆޓ ߖంݟ, ఇ࠴ ޴దట ऴపޒ సంړ ऱషद సంఖङ  mod zڕ
ङݡࠪ ల࣒ ڕࣆޓ ߘంܿం޴.
 అߩओ  tiply it OK ah ޻ప޻మంۨ అసࠪనత ప ޳ࡶ దमࣄऴప ޴దన ఇߦޒఆరవ ऴప ࠾ࡍమ  ࠭ ݡ
ఉపڵࡆంచబޔݡంߖߖ޵ ,޴ ऴࠜޒజ అసࠪనత అࣃࡱߧ ߖफ పऱ࣒ ߤవ ࠭࠲ బܽद అసࠪనతڒ ,ࡏ  z z ݡంࡓ 
కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ߖ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ఇ޴ వߤ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అࡖ߮ ߖए ం޴.mod z 
  సంړ ऱషद సంఖङ లߖࡹ ऴపޒ వࡓ ߤంࡓ ړݡంݡ కߧ࡯, ఈ అసࠪనత ఏࠫ ޔࠋۮం޾ అర बం z z mod z 
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆۯ भ޳ ం, ڒబܽद మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉߕऒ పओۮ ߖఒకܽ అ ޴ఇ ,࠼ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ z 
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పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ంݟ, ఆ߯ మనం సహజంڴ అߘబం߅ంచవ۪ऐ కࢗ సం ఒకڝ ߖ޵  द࡛ కࢗ బܽद మనం ఒకڒ  द࡛  z zڴ 
మࡓ ࠾ࡍంߖݡ మࡖక ڒࢗद࡛ ܌࢑ ڴవۯ ܘࡷయవ۪ऐ , అߩओ ऒߖ޳ ۯంࠚల ڴథࠫకంߦऴ ڕతफం మన࠴ ݡ  z 
ఇࣆफం޴, ఇ޴ ఈ సࠪంతర చࡏޔग ࢑కర ړߖ܉ पం అం݄ ఒకܽ పऱ࣒ एࡖ߮ ࡹగతం ߘߝ బܽदڒ ݡంࡓ  నऒ ऱܿڴz z 
కऐࡵ ङݡࠪ ࡛ ల࣒ అం݄ ఇڒ ޴ం߭ऱڡझ  సంఖङ  మ࠮ ࠾ࡍలం మధङ పऱ࣒ ߤబܽद వڒ రం޷   z z ݡంࡓ 
ङݡࠪ ల࣒ ఈ సంఖङ మధङ ړߖ࡮࠮ ڕ  ఉనऒ ऒߖࡌ޷  एڕరం కం݄ త޷ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ  వ ޳ࡶ t 
సࠪనంڴ ఉంܿంࢀࢗ ړ2 ޴ऱ, ఆ߯ ࠬڒࢗ ࡏद࡛ 1ߖ ఉపڵࡆంۨ ఈ ࠉంڝࡏۯ ߘ࢓޶ంݟ, అం݄ o z z 
࠭ంࢗ ړ ڴ޶ళ ऱంݟ, ఆ߯ ఇకए డڝࡏۯ ڕవߖ ړߖݞ ఉపڵࡆంచంݟ, అ޴ ఎలऱߩओ z2ڴ޴కం݄ ߭దभ ޴ ࣒ݟ ݢ z1
ఉంܿం޴.
 పࡱ޳ ఇ޴ మనం గమߖంۯ అޒ తڕए వ ޷రం సڒ ࡔబܽद ఈ ఫߖޑ࡯ऒ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ  भ޳ ం ڒబܽद 
ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ మ࠾ࡍ చޔరऴసంޜ అߝ పߖ޳ऒ  పࡍగށంచంݟ మ࠾ࡍ ఇۯ ޴త ऴ࢐యబޔݡం޴, mod z 
ࡎపߦऴ ߘߝ दࡏڷ ߖफڕࣆۯం݄ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ओߩఇ ࡛ࠈ  ޴ంݟऴ࢐యబ ࡌ పओۮ ڴࡏߝ ݡ ం࠭࠲ ,ݟ mod z z z 
߰ంޔ޶నऒ  ఆࣄफߖ వࡍ फంపܑయడం వ࡛ࠈ ߤ పऱ࣒ పओۮ ߖఅ ࡛ࠈ ݀  ంݟ మݟ ࡏࠬ ࠾ࡍवࣄदࠌङ ܽ࢟ z z 
చ दܼ ऒߖ  వࡍ फంపܑయంݟ, ఆ߯ ࠭࠲ ఆ ఒక ఒక ࡛ࠈ పऱ࣒  ఒక ࡓం࡛ࠈ ݡ పऱ࣒  z z z z z࠭ޑ޶फ ߰ం࣋ށڷ ޜ 
పऱ࣒ ࡛ࠈ ఒక ݡంࡓ  फࣃށڷ ޜ ࡛ࠈ ݡంࡓ ݡంࡓ  ణం ఒక ࣋एࠪࡍఈ ప ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡏ छ కएࡅ ࡛  z z z z 
ङݡࠪ ల࣒ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం గమߖం޴ۯ ఒక ࡓంߖߖ޳ ࡛ࠈ ݡ ఒక సంړ ऱషद z z 
సంఖङ . ݟంచంށగࡍప ڴ
  త޶పࡍ సంఖङ  మనం ڴߖ޳ ߖߖ޳ ࠪऴతࣆ۫ ࠲फߕऒ ࠭  సڴࡍठ  ࡏࠬ కߘగం కࡆసం ߖ޳ పܽߘ࠭ 
గమߖంۨనటऱߘߝ , ޙ࠼ ఈ ߖ ࡛ࠈ వࡍ फంపܑ࣋फ, అ޴ ఒక ߘ ࡹ ࡛ࠈంݟ డށڷ ړ ࡛ࠈ ࡽࠋంచబޔݡం޴, అ޴ z 
మࢁऱ ߖ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ అࣃ۫ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  అ࡛ࠈ  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ z mod z2 z z z 
కएࡅ ऒߖڴ࠙ న࠳జߖ  ऒߖݞంచށڷ ޜܽݟంࡓ   ఇࣆफం޴ 
బܽद ఇకएڒ డ అࡅ ޴కए  ࢐సफవ ࠙ࡓ ړߖڴంࡓ ݡ ऱܿ ఎڕए వ అ࠭࠲ ߖ ߰ం࠭ޑ޶ z one z two bar 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ߖఅ ࡍమనం స ݡ फనऒࣆ  అసࠪనత ఏࠫ݇ మࢁऱ ࡏڷफ 
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆۯ ంచంࡅ ݟకए ङݡࠪ  ల࣒ ߖ z one plus z mod z one plus mod z two 
కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ߰ందం࠴ ݟతफం చޔరऴړߖࣃ అߩओ  ޙ࠼అ ,࠭ࣃۯ फࡍߪ ߩ޳޳ ࠭࠲ ݡ
మనం ఇకए డ మ࠾ࡍ అߝ పߖ޳ऒ  ఎڕࣆޓ ࡮వࣃफ  బܽद mod z one mod z twoڒ ࡔబܽद సڒ ࡯ݞ۫ ࠵
ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ߘదనߦޒన ऴపࣄऴ࢐ ߘߝ एࡖ߮ ߖఅ ޴దܽ࠴ ޴ం݄ అڕ ంࡅ  ޴కए  కएz zࡅ న ࠙గం࠳జߖ 
ओߩన ࠙గం ఎలऱ࠳జߖ एڕత ڼ࡮అ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ న࣒࠳ ݢ వ ړ ޳ࡶ సࠪనం mod z tha  n mod z
ࡍߖ బܽद మనం ఈڒ भషद సంబంߖ߄ऒ  ఇకए డ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद మనࣄ࡯ޘ ڕనߖ ޴జ࠳న ࠙గం 
ఎలऱߩओ एڕకం݄ త ߖ޳ ݢ వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఈ సంబంߖ߄ऒ  
ఉపࣆڵࡆफనऒ ओߩ .࡯ݞఉం ڴऴగతफ܉ ࡮ۧ ݡ
झڡం߭ऱڒ   నంబ࡛ ڕ అܿవంܽ సంబంధం వࡍ फంచదߘߝ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  ࣛచऐ న ఉనऒ߯ߖ޳ఒక ࡏࠬ ,ߘంۧࡍ  
పߖހࠪࡍऒ  ۫࣋फ అࡍߪ ޴ फ࢐ ڴసफవ సంఖङ ओߩఇ ࡔస ࡱ మనం ఇకए ݡ డ ߱࡯ऐ నߩओ  z1 z2 ࡛ࠈ ޴ఇ ݡ
కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ࡓ  ڕ ऱܿ ఉం޴, ఇ޴ మࢁऱ ऴపږޒల సంఖङ 2 ࠾ࡍరऴసం మޔచ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޶ڒ  mod z 
మࢁऱ ࠬ޴࣋۫ ࡏ ఏࠫటం݄, ఆࣄफ ఒక ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ఒకܽࡓ ړంࡓ ݡ ऱܿ ߘంړ ࡛ࠈ ݟ z mod z mod z z 
ङݡࠪ ల࣒ ށڷ ޜంచబޔݡం޴, ఇ࠴ ޴తफం ࣋ए छ ङݡࠪ ڕ ࡛ ల࣒ ࡓంݡ పऱ࣒  వࡵ ఉంܿం޴ z mod z 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ  ఇ޴ మڒ ࠬࡔదڝࣆࡱޘ ߖ , ఇ࠴ ޴తफం ࣋ए छ  mod z one plus mod z ߖఅ ړ ࡛
चࢁమ ࡔస , ݟంڝࣆࡱޘ  మన దగ ठర ఉనऒ ఏࠫటం݄ , ࣋ए ޴ छ ࡛ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న చޔరऴసం b a 
అࣆۨࣇ ߖफం޴, అ޴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद అࣆߧࡐߖ ޴फం޴.b 
  ࠪ ऴࠜޒజ అసࠪనత ڒబܽद ߖߖ޳ ߘߝ ఎޒफ ۫ߦలڕߘంܿߕऒ  ߘ
ఈ సంబంړߖ߄ ఈ సࠪనతछ ం ఉనऒ ओߩ అడగవ۪ऐ ߕࡕఎవ ݡ , అం݄ వߤ పऱ࣒ ङݡࠪ ݡంࡓ  ల࣒ వߤ z z z 
ङݡࠪ ల࣒ ڕ సࠪనం అߘߝ ߖ ఇకए డ ऴࣃ࢐फ छࡌత ޳ࡶ ࡔస ߘ mod z one z two ߖ ࠭࠲ బܽदڒ ܋߮ ޒ
߰ం࠭޳  వߤ పऱ࣒ एڕకం݄ త ݡంࡓ  వ ޳ࡶ సࠪనం ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄ ߘߝ mod z mod z 
సࠪనޑछ ऒߖ  ఎߩओ फࣃ۫ ݡ ओߩఎ ޴బܽद ఇڒ ߘ ओߩఇ ޴ߝఅ ޴ంޔڷࡏజ ݡ  ߖమనం ఈ అసࠪనత ݡ
߰ం޴నߩओ ऒߖ߄ఈ అసࠪనత సంబం ,ݟళऱంࢗ ڕకߘࢗ ݡ  మనం ఉపڵࡆం۪ߝڕ ऴప޻శం ఇڒ ޴బܽद 
సࠪనతछ ం కࣆߧߖफం޴ మ࠾ࡍ ఒక ݀ ࡅ ࡛ࠈకए ङݡࠪ  ల࣒ ړ సࠪన࠳న ఒక ߘంࡅ ࡛ࠈ ݟకए  z z z z 
࢐సफవ ࠙గం ࠪऴత࠲ కߘక సࠪనతछ ం కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद సࠪనతछ ం కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद 
फࣃࡱߧ ڴసࠬకరణం ߖߖ޳ ߘߝ  ߘ

ఒక ࡓంࡹ ࡛ࠈ ݡ ఒకܽ అం޴ంۨన ࢐సफవ ࠙ߖڴऒ  ఇ޴ సࠪనం   ࡛ࠈ ఇ޴  సమࡹ࠻ऱ  , z z mod z1 z 2 z 1
అۮ ߖపओ సࠪనం,  ఇకए ړߖݞ డ అ޴ߝ ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ  అۮ ߖపओ ऒߘన ړߖݞ  మࢁच  వృతం tࡌనߩ 
भ޳ۯ ం, ఈ ऴࠜޒజ అసࠪనత ऴపశऒ  సࠪనతछ ం కߧߖంۨనߩओ జం అసࠪనత ऴపశऒࠜޒఈ ऴ ࠭࠲ ݡ  ߘ
.ంۧ࠭ߧࡐߖ

మ࠾ࡍ వߤ మࡓ ࠾ࡍంښ ݡవలం ࡓంࡅ ݡకए  త రకం   f z z zࡍ߄య ఆڥࡔ ల వంܽ࠻న సమ࠳बరࣄ 
కएࡅ ݡంࡓ ޴ߝఅ ߤవ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ࡏࠬ ࠲ఉం݄ ࠪऴత ڴ࡮  ఆ z z ,޴ఉంܿం ࡵల వ࠻న సమ࠳बరࣄ 
సందరग ంࡹ మనڕ సࠪనతछ ం లࣆࠚफం޳۫ ,޴भ ం ఈ ऴࠜޒజ అసࠪనత ߘంݟ ఇతర పࠪހࡍలۮ ߘపओ ంݟ 
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ङݡࠪ బܽदڒ , ల࣒ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ߘ గమߖంۧ࠭ ڒబܽद ࠭࠲ ఈ సంబంߖ߄ऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ 
एڕకం݄ త ߖ޳ ݡంࡓ న࣒࠳ మనం ఒకܽ ݟంߘ ߖ޵ వ ޳ࡶ సࠪనం అߖ ऴగࣕంచవ۪ऐ  mod z mod z 
ऒߖ޵ ࠭࠲  ఎ࡮ ߰ందగలం, ఇ޴ ఒకܽ ڒబܽद ޳ࡱߧ ߖߖ޵भ ం అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఒకܽߖ పࡍగణړࡹ mod z 
ࡍవ ߖߖ޳ఆ߯ ఒక ,ࣄ࢘ࣄޓ ంۨݟܔ ߖݡంࡓ వలంښ ࠭࠲ ,ంܼ࠭ڕࣆޓ फంపܑ࣋फ z 

ఒకܽ ఒకܽ పऱ࣒ एڕకం݄ త ݡంࡓ  వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠳ ࡏࠬ ࠾ࡍన࣒ , mod z mod z z z 
కएࡅ ݡంࡓ ङݡࠪ  ల࣒ ߖ ߰ం࠳ ߗڒ ࡏޑ޶న࣒ ࡓంࡅ ݡకए ङݡࠪ  ల࣒ మࢁऱ ࡓంݡ వࡵ z mod z 
ఉంܿందڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ߘ ߖ޵ం࠭࠲ ݟ ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ వߤmod z mod z z 
 ప ऱ࣒ ङݡࠪ ݡంࡓ  ల࣒ ڕ సࠪనంڴ ߰ం࠭ޑ޶.z 
 సࡔ అ࢑ ޻ధంڴ మనం మߦ ࠾ࡍऴతలࡏࠪ ࡹ ߘऐ వ۪ऐڝ   z one z two thi z 
వߤ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఏకపࣾంڴ ఉనऒ ం޶న ߦ ߘߝऴతߘ పరసओ రం ࠪࡏऐ పరసओ ࡏࠬ ,ం݄ڕ ర ࠪࡍओ  z z ݟ
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంߦ ݡऴతࡏࠪ ߘऐ వ۪ऐڝ , అߩओ एڕన࣒ ఒకܽ కం݄ త࠳ ݡంࡓ ޴ఇ ݡ వ ޳ࡶ z z mod z 
సࠪనంڴ ఉంܿంద࠭࠲ ߖ గమߖంۧ࠭.

వߤ పऱ࣒ కएࡅ ݀  ङݡࠪ  ల࣒ ړ మڵ࠭ ࠾ࡍంڴߩ మనం గమߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ݭ࠵  z z 
 వదभ ఉనऒ ङݡࠪ ల ݭ࠵  ల࣒ ࣆۨࣇ ߖफం޴, అ޴  ప ऱ࣒ ङݡࠪ   ల࣒ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ z 2 z 1 z 2

ఉంܿం޴, ఇߩओ ఈ పऱ࣒ ࡏఒక ݡ  అߖ ऴపࢢऒ ంచవ۪ऐ   ఇߖ ޴జంڴ అవసరࠪ సߘߝ ࡔ ఇకए డ ࠳న࣒ ߖజ࠲ 
అߕ࠼ సࡏࠬ ࡔ మࢁऱ ࠳న࣒ ࡏڷफߘ కڵ࡯ ఉండగలڒ ࡌబܽद అ޴ ఇకए డ ప ऱ࣒ వ۪ऐڒ న࣒࠳ ޳ࡶ   ఇపओ ޴ఇ ڔܽ

ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡࠪ ݡङ ల࣒ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఇߖ޵ ޴ mod z mod z 
కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴   ప ऱ࣒ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ ऴࠜޒజం z1 mod z2 
ऒߖ޳న࠳రణ߄ࣃ ంతࡍమ ݟంߘ ऒߕफࣆ۫  ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴జ అసࠪనత ఉంࠜޒऴ ڕబܽद మనڒ ߘ మనం ݡ
फనऒࣆ۫ ړఈ సం ޴ ऱషद సంఖङ ల߄ࣃ ࡮ۧ ڕరణ అసࠪనత ڒబܽद ऴపߦޒదన 7 ࠪݡङ ల࣒ ఆࠆ ఇనछ ࡛झ  z s 

మం ఇకएࡹ࢑ డ ߕࣆऒ ړసం ߖڒ  ऱషद సంఖङ  ఇ޴ సంࡆగ లࣾߖހऒ  mod z z a  ag  z ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡯߱ 
 ޜమంࡹ࢑
ऴߦరంభమࡃङ ङࡃరంభమߦऴ ޜమంࡹ࢑   ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  మనం ߰ందవ۪ऐ   z 
ఒకܽ ࡓంݡ ఒక ڷణకం ࡓంݡ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ߰ంݡࠪ ޴޻ङ ల࣒ ޜ ఒకܽ z mod z mod z mod z z 
మం ఖۨऐࡹ࢑ బܽदڒ మంࡹ࢑ ޴ۯంߖబܽद మనం గమڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴फ ఇ࣋ށڷ తంࡹ࢑ ڴమ mod z z 
కएࡅ మంࡹ࢑ మంࡹ࢑ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ ߩంڵ࠭  ޴బܽद ఇڒ ݭ࠵ ङݡࠪ  ల࣒ mod z z 
తపओ  మࡖకܽ ڒదߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం޴, అ޳ ޴छ  z ࠾ࡍదన మߦޒऴప ࠪ ޴క ఇߘక ,޴ఉంܿం ڴఒకܽ ࡌ
ऴపߦޒదన ఎ޴ࠫߖ, ఇ޴ వࡓ ࠑ ߤంݡࠪ ݡङ ల࣒, ఇ޴ ఒకܽڴ ఇࣆफం޴.z z mod z 

ऒߕࣆ ޴ߝఅ ࡏࠬ घ࠲స ݡంࡓ ߖవలం అښ ऱࢁతం మ࡯ఊࣕ࣋फ , ఫ ࡏࠬ ߖదߖڒ  ళన   mod z two z two c 
సంఖङ ల ఉతओ పओۮ ڴफޒ వ۪ऐ , అ޴ ఒకܽ ށڷ ړߖࠪࡹ࢑ ޜంచబޔݡం޴, అߩओ రకం z zڒ ޒऴప ࠭࠲ ݡ
మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ ऴపߦޒదనݡࠪ ڕङ ల࣒ వࡍ फంపܑయడం ۫ࣃफ ࠭.
 అߧࡐߖ ߖంۧࡓ ݡంࡹ࢑ ݡమం ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ࡓం࠴ ݡతफం ࡹ࢑మం వࡵ ఉంܿం޴ z mod z 
మ࠾ࡍ ఇ޴ వࡓ ࠑ ߤంݡ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇߩओ गࡏޔసࠪంతర చ ݡ జం చటदం అߖ mod z mod z 
ړక ఆసࡖమ ݦవబࡱߧ फకర࠳న ఫ࡯తం ఇ޴ ఒక ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴసం మݡࠪ ࠾ࡍङ ల࣒ ࡅకए  z z 
ङݡࠪ ల࣒ అࡖ߮ ߖए ం޴.

ఒక ࡓంݡ ఒక ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴసం, ఇ޴  z z z z 
వߤ ࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ ࡛ ऱܿ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ పऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ సߖߖ޵ ࡏ࢐ ࡔ సࠪంతర mod z mod z2

చࡏޔग జం చటदం అߖ ఎంࣆࡱߧ ڕ޶फߕऒ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߖగమ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ࡏ भ޳ ం ڒబܽद ࣋ 
भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖ ݋ం࠼ߦ ం మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ అߩۮ ߖओ పऱ࣒ ߤవ ࠾ࡍం మ޳ంڕ  ݀ అ޴ߝ z one z z z 
ఈ సࠪంతర చࡏޔग ࢑కర ړߖ܉ पంڴ ఉంڒࢗ ݦद࡛ ߘ ఖۨऐ తంڴ ఇࣆफందߖ  మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మࡖక ࢑కర पం z
ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంڒࢗ ݡद࡛ ߖ ఇࣆफందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.z 
 ఇߩओ ࡍڷ ࡏࠬ ݡ फంࣄ۫ ߘߩనటऱޙ࠼, ఈ ࢑కࡌप ల పࠪࡍణం ࡅకए  వࡌठ ऒߖ   సࠪంతర చࡏޔग జం 
సࠪంతర చࡏޔग జం చటदం ࡅకए కएࡅ ణంࠪࡍల ప܉ࠜ  ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ సࠪన࠳న ޑ࠴ ߖ޳फ ऒߖ  
పࡍగࣃށफ ړఆస ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ࡏ फకర࠳న ఆࣄफ ڒబܽद మ࠾ࡍ ऴ߱  అࣆ ࡮ۧ ޴ߝలభం, ࠬࡏ ఎడమ ࢙ڕߩ f 
࢑సफࡍంۧ࡯, అߩओ ऒߖݞవڝࡏۯ ړ ߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ ݡ ందవ۪ऐ߰ ڴలభంࣆ ࠭࠲  , lhs
ఇ޴ వߤ పऱ࣒  ݀ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࠪݡङ ల࣒ ࠴తफం చޔరऴڒ ړߖࣃబܽद ߖరछ చనం ऴపڒరం  z z z z 
ఇ޴ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ݡంࡓ  పऱ࣒ ࡛ࠈ ݀   ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ కߧ࡯ ఒక ࠳న࣒ ࠴ ޜతफం z z z z z z z z 
एړࡵ బܽद మనంڒ ࡯ంۧށڷ ړ ࡛ࠈ ంۯ పࠪࡍణం వߤ పऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ݡంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒  వ࠴ ߤతफం z z z 
చޔరऴ࠳ ړߖࣃన࣒ ڒబܽद ߖߖ޳ ࠭࠲ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ࡛ࠈ ݀ ࡛ࠈ ߤవ ݡంࡓ   వࡓ ߤంݡ z z z z z z z z 
వ࠳ ࡛ࠈ ߤన࣒ ݀ ށڷ ޜ ࡛ࠈంచంߖߖ޳ ,ݟ సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ  z z z ڕమన ߖఅ ڴఒకܽ ޴ఇ ࡌ
కࣆߧߖफం޴.
  ఒక ࡛ࠈ ఒక చޔరऴసం మ࠾ࡍ మࡖక పదం ࣋ए छ ࡛ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన పదం ఇకए డ ఉనऒ  mod z mod z2 ޴

పऱ࣒ ࡛ࠈ ऱ ఒక ࣋एࢁఈ పదం߯ మనం మ ݡంࡓ ࡛ࠈ  छ ࡛ అߝ పߖ޳ऒ  ߰ం࠭ޑ޶ z1 z2 z1 z mod z 
మࡓ  ࠾ࡍంݡ ࣋ए छ వङ ࡱڒరڒ న࡯ڵࠫ ࡛ फࣃవ ޜफࡏڷ కࡔޒ  mod z z z ݟంߘ న࣒ ఒక࠳ ࡱڒరڒ ఈ  ࠼
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 z z mod ޴ۯంࠚల ڕఆ߯ మన ,࠼ޑࠋۮ ߖभ అ޶కܽ రڜߖ޳ఒక ࡱబంధనߖ ఈ ݡంࡓ ࡛ࠈ న࣒ ఒక࠳ ࡛ࠈ
ఒక చదరߩ పऱ࣒ ङݡࠪ ࠾ࡍరऴసం మޔచ ݡంࡓ  ల࣒ ࡏڷफݟږ ޜన సమసङ ऐࡍచ ߘ भ޳ ం.z mod z 

వࡅ ߤకए   z 
ङݡࠪ ల࣒ ఒకړߖ޳ సࠪనం అࡓ ڼ࡮ంݡࠪ ݡङ ల࣒ ݞږ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࢐ܽ ࠾ࡍ ఉతओ  న࣒ z࠳ फޒ
ఒకܽړ సࠪనం ڒనటऱߖ ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఒకܽ పऱ࣒  ఒక ࡓంڵ࠙ ޜݡంۧమߖ z one plus z two z z 
۫పవ۪ऐ  ࢐సफవ సంఖङ  సڒ ࡔబܽद ఈ సమసङ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߖగమ ߘ भ޳ ం, ఇవछ బݟన޴ z one z two 
అ࢑ ऴߦథࠫకం࠮ ڴలం ߘం޷ ݋ߖ࠿ ݟరం߯ ఉߕऒ ఉతओ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࠼  ޶ڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
అߩओ రछߖ మనం ݡ ۨంۨన పࠪࡍణం ࢐సफవ సంఖङ  వङ ڔ फకరణ ړ ऱషदంڴ కߧߖంచడం ۧ࡮ ఆనందంڴ ఉం޴, a  
࢐సफవ సంఖङ ޴ۯంࠚల ڕమన ړࡍవۨ ߗڒ   అۮ ߖపओ ओߧۮ ޶ం࠭ ڕఇంత ߘߝ ړߖݞ న ऱܿߖ޵ ڴऒ  ఎ࡮ 
भ޳۫ ࡹంۧߧ۫ ం మڒ ࠾ࡍబܽद సంړ ऱషद సంఖङ  ࢐సफవ సంఖङ  అۮ ߖపओ వ۪ऐ .z z 
ऒߕࣆ త ࠙గంߖఊࣔజ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴అ ࡛ࠈ   అޕࠋۮ ߖ, అߝ సంఖङ పऱ࣒ ߤవ ߘ  a z z ߤవ ߖ݀ 
 ప ऱ࣒  వߤ ऴ߱డڡ द ݀ޜ పࡍగ޳ށभ ం, ڒబܽद మన ࢐޳ అ޴ߝ ఊࣔతघ క ࠙గం ߕࣆऒ  అߧ۫ ߖంړ ࡛ࠈ ۯ z z 
సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ ओߩఇ  ݡ ࡍవ ߖߖ޳ మనం ,ݟంచంށగࡍప ߘ ࡛ࠈ ݡ फంపܑయړߖݞ ࠭ం޶ మనం 
అధङ యనం ࣄۯన ఆࣄफߖ పࡍగށంచంڒ ,ݟబܽद ߦత ڒరకం ڝసం సంࡆగం ڒబܽद ړߖ޵ ࠭࠲ సంࡆగం 
फనऒࣆۯ ओߩ పऱ࣒ ࡛ࠈ ݡంࡓ ࡛ࠈ ఒక ݡ  ఒక ࡓ ࡛ࠈం࡛ࠈ ݡ సࡔ ఇߩओ z z z z z z ړ ߘ ࡛ࠈ ߤమనం వ ݡ
ఎ࡯࠻ۯ ݋ࡶࡍ ߕڽ࡮ సࡔ మనం వࡅ ߤకए  కంݟషݡࠪ ߤङ ల࣒ ߖ ఒకړߖ޳ సࠪన࠳న ݀ z z 
ङݡࠪ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంచڒ ޶ࡶబܽद మనం ఈ కంݟషߘ ߤ ఉపڵࡆంۧڒ ࡯బܽद ఇߩओ  ݡ

ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ۫޳भ ం  ڒబܽद ఇ޴ మనڕ ఇవछ బݟంߖ޳ ,޴ ࣋ए छ ࡛ ఒకܽڴ ఉనऒ ݄ऱ ߖߖ޵ mod z 
మనం ࠴దܽ సంఖङ  వߤ ࣋ए छ ࡛ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद ఇ࡛ࠈ ړࡹ ޴ ఒకܽ అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ సࡔ z z z 
మనం ࡛ࠈ అం݄ ఏࠫ݇ ߰ందగ࡛ࠈ  ࠭ޑڷࡱ అࡹ࢑ ޴ߝమం ڒబܽद ఈ సంబంధం ޳छ  మనం z z z z ࡌ
छ޳   ࠭ޑ޶ం߰ ߖఅ ࡛ࠈ झڡం߭ऱڒ ࠪ ߘ ߤవ ࠭࠲ ,ఉం݄ ࡌ  నంబ࡛ ڴ పࡍగࣃށफ ࠭ g z 1 z z 
ओߩఇ ࡔస ޴ఉంܿం ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ ࡛ࠈ ݟంߘ ڴ࢑ధం ޻అ ࡛ࠈ ߤబܽद వڒ  మనం ఈ z z s z ݡ
సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆం࡛ۧࠈ ࡹ ࡛ࠈ ࡯ ఇవछ బޔݡంڒ ޴బܽद మనڕ వߖ ࡛ࠈ ߤ వ޳ ߤछ ࡎభ ࡌ फ ࣃۯफ  z z ࡏ
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࡓ ڴం࡛ࠈ ݡ లߘ ఒకܽ ݀ޜ భࡎ फ ࣃۯफ పऱ࣒ ߤవ ࠾ࡍమ ࡏ  వࠑ ߤ వߘ ߤ z z z 
సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ  z.޴ంޔݡంచబށڷ ޜݡంࡓ ޜఒకܽ ࡌ
  ఈ వङ ڔ फకరణߘ మనం వߤ పऱ࣒  z z z z ޜ݀ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜ݀ ڴంచڵ࠙ ޜ݀ 
తపओ ࡔస ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇ࢐ ޴సफవ సంఖङ  సڒ ࡔబܽद ࠬ ࢐ङ ఖङ ఇకए ߘ డ ऴࣃ࢐भ ం ޳ࡶ a 
మనం గమߖంۨన ࢐ङ ఖङ  mod z z ړࡹ ࡛ࠈ ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ మనం ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ݟऴ࢐యం ߘ

ఒకܽ మ޳ ߖ ࡛ࠈ ࠾ࡍछ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴఒకܽ ࡌ  మ࠾ࡍ మࢁऱ ࡅ ࡛ࠈకए ङݡࠪ  ల࣒ z z z ok z mod z 
छ޳ .ݟంచంߖగమ ߖఉంܿంద ڴఒకܽ ࡌ
ङݡࠪ బܽदڒ  ల࣒ వ݋ࡵ ߤ 
ఉనऒ झڡం߭ऱڒ   సంఖङ లߖऒ ంܽۮ ߗపओ ంࡍڷ ߖ޵ ,ݟంۨ మࢁऱ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  z ࠭࠲ 
అర ߖߖ޵ बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ एࡍస ݋ߖ࠿ బܽदڒ ࠭ ऒߖఅ ޴ఇ ,ݟంచంށగࡍప ڴ ݋࣊ ߘ ࡽ  సంړ ऱషद u
సంఖङ ల సࠫߖ ڴޒరछ ۨంచబݟంݡࠪ ߖ޵ ,޴ङ ల࣒ ఒకܽ ఇߩओ ऒߖఅ ߖࡹ ݋࣊ ݡ  ఏࠫ݇ ࡱڒల࠮ 
࢑వࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ, 
ओߩనࣄऴ࢐ ߖబܽद మనం అڒ ప  ߖ మనం ݡ ऱ࣒ ఖۨऐ ޴फ ఇ࣋ށగࡍప ڴ  తంڴ ఉంܿం޴, mod z z x iy
ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం అ࠼న ߖ మనం ࣋ए छ ए࣋ ޴फ అ࣋ށగࡍప ڴ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  x y mod z x y
࣋ए छ ࡛ మړߖ޳ ࠾ࡍ ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ ఇవछ బޔݡం޴.mod z 

అߖऒ  జత ࠮లࡱڒ ఏ࢑ అߖ ఇߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ࠾ࡍమ ࡏڴݟఅ ࡏࠬ ݡ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴  xy xy 
మ࠾ࡍ ఇ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए ऒߖޑబܽद మనం ۨऴڒ ,ࣆࡱޘ ڴࠈ ڕࠪ ߖफందࣆࡍ࢑వ ޜంऴదంښ ߘ ࡽ  ݟయంڶ 
एࡍస ݋ߖ࠿ ڕబܽद మనڒ ऒߖ޵ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡽ  ఏ ࠼ߦం݋ అڕࣆޓ ߕ࠼ంܼ࠭  వృతफంߖࡹ జత xy 
ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޴ మ݋࣊ ࠾ࡍ ఖۨऐ తంڴ ఈ ݋ߖ࠿ సࡍए అర ߖఅ ޴फంࣆࡍ࢑వ ߘ ࡽ बం, u 
ఇߩओ ద ఉనऒࠬ ߖ޵ ݡ ం࠼ߦ  ऱܿ మనࣆࡱޘ ڕ, ఉ޳హరణߖ޵ ڕ ࠬద ఉనऒ ం࠼ߦ  ऱܿ మ࠾ࡍ ఈ ࠳న࣒ 1
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠬద ఉߕऒ एࡍస  ࠾ ఈ  ࠼ పܽ సమసङߘ࠭ ࡽ  ఏࠫటం݄ , ఒకړߖ޳ i nit mod z 
సࠪనం అ࠭࠲ ߖ చࡍऐ ంۧ࠭, అߩओ తపओ ࠑ ޴ߝఅ ࡛ࠈ ࠭࠲ ݡ  మࡖకܽ ڒదࡌߖ ߖम  ంۧ࠭, z z zࡍ
ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభంڴ ۫డగ޴ڼ࡯ ఈ సࠬకరణం అం݄ ߘంړ ࡛ࠈ ݟ సࠪనం ړ ࡛ࠈ సࠪనం ఏࠬ ޶ڒ  z z z 

చޔరऴసం రంऴ߄లޜ సࠪనం, ఎం޶కం݄ ఒకܽ ڒబܽद మనం ڕࣆޓనऒ ओߩ  mod z mod z i ࡹ ࠆڴఈ ऴ ݡ
దృశङ ࠪనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం 
మం ఖۨऐࡹ࢑ ఈ సࠬకరణం ࠾ࡍన࣒ మ࠳ గంࡆసం ߖ޳ తంߖ޳ ڴ సంࡆగం అޔࠋۮ ߖం޴, అం݄i z 
అర ߖమం అࡹ࢑ ޜరవంۀ ߘߝ बం.
  సంړ ऱషद ఉతओ గం తపओࡆసం ߖ޳ ړफޒ  మࡏࠬ , ޶ڒ ࠬࡔ ఈ సࡍए ऒߖڒల࠮ ߕ޼ఖ߯ ఏࡔ ఈ ߖࡹ ࡽ  
ఖۨऐ ޴ం݄ , అڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖ ܘ࠲ऴర࡛ ఇࠫ ߖ޳ ,ం݄ڕࣆޓ తంڴ సంࡆగం సࡍए  z ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡽ
ठڴࡍస  ࡛ࠈ ఆ ޴అ , ݟంచంށగࡍప ߖ ܘ࠲ऴర࡛ ఇࠫ ߖ޳ ,ݟంచంށగࡍప ߘ ݋ం࠼ߦ కएࡅ   ఇݞږ ࣒࠼࢐ ߤ z 
సࡍए ߯ ࡽ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఒక ڕࣆޓ ߖߖ޳ం݄ ߖ޳ ࠫऴర࡛ ఇܘ࠲ అࡹ࢑ ޻మంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
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झڡం߭ऱڒ ܌ మంࡹ࢑ ڴ࢑ధం ޻ऱ అࢁమ ܘ࠲ऴర࡛ ఇࠫ ߖ޳ ం݄ڕࣆޓ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡏࠬ  ऴ߱డڡ द ړ సంబం߅ంۨ 
 సदం࠳ ߵన࣒ ఒకܽ ڒబܽद మనం ݋ߖ࠿ సࡍए झڡం߭ऱڒ ݡంࡓ ࡹ ࡽ  నంబ࡛ లڕࣆޓ ߘనऒ ओߩ డ࡮ऱ ఇకए ࠭࠲  డ 
 ఏࠫܽ ࡱలనࢣࡍన పࣄۯ
एࡍస ݋ߖ࠿ , ఉతओ ࢐ܽ ࡹ ࡽ एࡍస ݋ߖ࠿ ऱࢁమ ߖफޒ  फ , z one zࣄరణ ఆ߄ࣃ వలంښ ޴ం݄ ఇڕࣆޓ ࡹ ࡽ

ङݡࠪ ల࣒ two mod z one mod.
ङݡࠪ ޒऴప ࠾ࡍమ ݡంࡓ ల࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࢐ܽ ఉతओ ండవ ࠭ఖङࡓ ࠾ࡍफ ఒకܽ మޒ  z uz   ޴फ, ఇࣄన ఆ࠳

ఉనऒ ݞږ ࡹ మంࡹ࢑ ओߩ కएࡅ వలంښ మంࡹ࢑ ఈ ఒక ࠾ࡍంۧ࠭ మߖగమ ࠭࠲ ݡ  u z z z 
సంࡆగం ࠪऴతڒ ࠲బܽद ఈ పࢣࡍలనޜ మనం ۫޳भ ం  ఒక చకए ࡍڷ ߖ फంߧࡐߖ ߘߩంచంݟ     
ఇ޴ వ࠳ ߤన࣒ ݡ࠮ ఉతओ ࡍڷ ఈ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ సࠪనం ړफޒ फంߘߩ గమߖంచంݟ ఇ޴ z z z z 
ఏڷࡱߕ ߕ޼ సంړ ऱషद సంఖङ వ۪ऐڒ  , ఆ߯ ऴړం޴ సࠬకరణం సంతృߧफ ۮం޴న ࣆ ࢓܌ࡏలభం అޙ࠼ 
࢑సफࡍంచంݟ  ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݡ వङ ڔ फకరణࡱ సࠪనంڴ ఉߕऒ యࣃ۫ ࡏࠬ ߖफ  , ࡏ
ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ࢙ߩ అߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ڷࡱߕ పऱ࣒  z z z z z 
ఒకܽ ࠳న࣒ ށڷ ڷࡱߕంచబޔݡంࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ ఇߩओ  ఒక z z z z z ݟంచంࡍ࢑సफ ߖߖ޳ ݡ
పऱ࣒ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ న࣒ ఒక࠳ ݡ࠮ ంత పऱ࣒ࡍమ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡంࡓ   ఒక z z z z z z z 

న࣒  ప࠳ న࣒࠳ ऱ࣒ ओߩఇ ࡔస  ݡ࠮   z 2 z 1 z 3 z 4 z 2 z 4 z ޜయడంۯ भ޶కܽ రڜߖ޳ఒక అ࢑ ݡ
ऒߖڜ ऒߕఉ ࡱబంధనߖ రణ߄ࣃ  యߖ మనం ۫ࣆफߕऒ ࠭, అࡓ ޴ంߝڴࠈ ڷࡱߕ ݡ ఉండవ۪ऐ , అ޴ z z z
వߩ࢙ ݟڕ ߤనࡿࢗ ڕभ ం, ఈ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࢑ ߖసफࡍంపܑ޳भ ం ࠳న࣒ ݡ࠮ z one z z one z four z z 
పऱ࣒ ݡంࡓ ओߩఅ ڷࡱߕ ݡ࠮  ࡍڷ ߘలڒల࠮ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ݡ फࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంݡ࠮ ڴz z z 
మࡍڷ ࠭࠲ ߖߖ޵ ࠾ࡍ फంۧ࠭ మࡍڷ ࠭࠲ ڷࡱߕ ࠾ࡍ फంۧ࠭ మ࠾ࡍ z one z z one z four 
ࡍڷ ࠭࠲ फంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఒక ࡓంࡍڷ ݡ फంచబݟందߖ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ ర޶भ ۯయబడڒ ࠼ޑబܽद మనం z 
ఎడమ࢙ڴߩ ధృ࢒కࡍంచబݟనڕߩ࢙ ݟڕ ߩ࢙ ޒۯ ࢑ సࠪనం ڒబܽद అ޴ ఆసړ फకర࠳న ࢑షయం ve  
ఏࠫటం݄, ࠬࡏ ఏڒ ڷࡱߕ ߕ޼ం߭ऱڡझ  సంఖङ ङޙఈ ऴప ޴ం݄ అڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘ క ࡍڷ फంߘߩ 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴ అ࢑࠙ ࡏࠬ ߖంۯ ఒక ߄ࣃరణ సమసङ  ఇߩओ మనం ۫డవ۪ऐ ݡ , ఈ ఐݥంܾܽ ఎంత 
మంۨ޾ సమసङ  అۮ ߖపओ ంݟ, ఒక ࢑ࠪనంࡹ మన࠼ߦ ڷࡱߕ ڕం ऱܿ ఇۧऐ రۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ۫పంݟ  

छࡌఆ త ࡱ ݋ం࠼ߦ ߖࡹ ߤऱ߮ ޳ࡶ త ړం޴ అసࠪనతలߘ abcd 
కం݄ తڕए వ ړ ޳ࡶ సࠪనం࣋ށڷ ڴफ  ప ऱ࣒ फ bc bdߧफ ఈ అసࠪనత సంతృ࣋ށڷ ޜࡔంۨ సށڷ ޜ  ca cd ab 

ङޙబܽद ఈ ऴపڒ ޴ంޔ޶ంۮ క అసࠪనతߘ అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంڒ ݟబܽद మనం ڶ ߖయړߖݞ a
ऴపయޒऒ भ޳ ం.
నపओ࠼ऴతం అۨڣࡔ   యవ۪ऐۯ ނߧపం ߕߞࡹޒఏ పదम ߘంటऱ࠼ߦ ڔܽ  అ࢑ ߘߝ సంڝ బܽद సరళతڒ 
ऒޒऴపయ ړߖݞ࢑ంచ࠙ ߖదࡶ వడంڝݡప ࡹఖࡔ ఒక ڴజంߖ ऒߕफࣆ  న࠳࢑ధ ఒక ڴథࠫకంߦऴ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ , ߘ
ఆߖࡌڒऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ߖߖ޳ ఇ޳ࡱߧ ࡮भ ం  abcd 
అޙ࠼ ఈ అసࠪనత ࠬࡏ ऴపకటన ߰డށڷ ޜ ࢓ంచబޔݡందࣃ࢑࠙ ࡏࠬ ߖफ ओߩఎలऱ ޴ఇ ,ࡏ ࢑కర ݢ पంޜ bc

కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ bd 
ఉంܿంށڷ ࡏࠬ  ޴ంۯ మށڷ ޜ ߖ ࠾ࡍంచంݟ సڒ ࡔబܽद ߘ࠭ ࢓܌ࡏపܽ ࡍڷ फంߘߩ ac cd AB
ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࡍڷ ߘߝ బܽदڒ లభంࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ࡌ फంߘߩ ऴࣃ࢐फ బܽद మన దగڒ ߘ ठర ఏࠫ ఉంڒ ޴బܽद 
మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ ఈ ࠼ߦంటऱ࢑ࠪ ߘనంࡹ ఉంۨన తࡌछ త మనం ఏࠫ ۯయగలం.
 ऴపࡌࢣ ޒल లڵ࠭ ޳ࡶ ߘంࠉ ߩం࢓޶లߘ సంړ ऱషद సంఖङ ࡍڷ ڕ फంచగలڒ ޶బܽद ఇ޴ వޜ ߤ a z 
అߘబం߅ంచబݟందߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴߦథࠫకంࡓ ڴంޜݡ అߘబం߅ంచబݟందߖ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ z c z 
ऴޜޓ అߘబం߅ంచబݟందۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇޜߖ޵ ޴ అߘబం߅ంచబݟందߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ

ࡍڷ పܽߘ࠭ ఆ߯ ڷࡱߕ फంߩ ఒక ࠳న࣒ ࡓ ڷࡱߕం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ అޔࠋۮ ߖం޴, అ޴   z z z z z z
ఒక ࠳న࣒ ࡓ ݡ࠮ం࠳ ݡన࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒక ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ޜڷࡱߕ z z z z z z z 
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ޴ంݟంచబށڷ ࡍڷ ఈ ߘߝ ߘࣃऴ࢐ ڵࡍޒ ݦ फంڝ ߩసం  
సంߪరप ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘనऒ ओߩ కएࡅ  న࣒࠳  ,ݡ ङݡࠪ  ల࣒ ڕࣆޓ ߘߝ ߘనऒ ओߩ z 1 ݟంߘ ߤవ ݡ z 4 z z
ऒߖ޳ప ߝఅ ݟంߘ ڕవర ݟంߘ ࠾ࡍమ ࡛ࠂ  ߰ంߘޑ޶.b c a d 
 ߰డߘ࢓ ఇۯऐ  ఈ ڒࢗद࡛ పࠪࡍణం  ऴపకటన ڒబܽद ఇߩओ ࡍڷ ఈ ݡ फంݡࠪ ڕߩङ ల࣒ ࡏڷफڝࣆޓ ߘంݟ, ఆ߯ z 
ङݡࠪ ޓన࣒ ऴ࠳ ݡంࡓ ల࣒ ޜ ఒక ࠳న࣒ ڷࡱߕ ఉతओ కएࡅ फޒ ङݡࠪ  ల࣒ ڝࣆޓంݟ మ࠾ࡍ z z z 
ఇߩओ కएࡅ తफం పదం࠴ ࡏࠬ ݡ ङݡࠪ  ల࣒ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ࡍవ ߖజ అసࠪనతࠜޒऴ ࠾ࡍమ ࡏ फంపܑ࣋फ మనڕ

వࣆफంࡓ  ޴ం࠳ ݡన࣒ ڷࡱߕ పऱ࣒  ఒక ࠪݡङ ల࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ z one z three z z z z z 
ङݡࠪ ల࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ڷࡱߕ ఇߩओ  న ऴపకటన z z z zݟంచబށڷ ޜޓన࣒ ऴ࠳ ݡంࡓ ޴ఇ ࠭࠲ ݡ
߰డ࢑ ߘ࢓వࣆࡍफం޴, అ޴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ఒక ࠳న࣒ ݡ࠮ అం݄ bc z z ac 
߰డ࢓ 

ప  ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࡓంݡ , ఇޜ ޴ z z bd z z ab cd ok 
ࡍڷ బܽद మనం ఈڒ ޴ంޔݡంచబށڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంۨ ڒవలࣄన అసࠪనతߘ ߰ందగߕޔڷࡱऒ ࠭.
 ఇంڜక సమసङ బܽद సమసङڒ  ऱ࠭ࢇࢗ ړ ంݡࠪߖ࠿ ޶ङ ల࡛ అۮ ߖపओ బޔݡందߦۮ ߖओ  z ,ߘ
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ఒక݅ݡ࠵ߖ࠿ ޙङ ల࡛ అۮ ߖపओ బޔݡంښ ޴వలం ఒక ప࠙ࡍష ࠪऴత࠲ అߦۮ ࠭࠲ ߖफ ࠭ , mod z z z 
కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ఒకޙ޼ సంړ ऱషद సంఖङ  ఏకڴޒࡎ ఉంܿం޴.

అߖ అర बం ݋ߖ࠿ సࡍए సమసङ ࡽ ړసం ߤబܽद వڒ ߯ ऱషद సంఖङ వछߖఉండ ڴࡱ ంݟ మ࠾ࡍ   z ly ing z z 
వ࠳ ߤన࣒  సంఖङ ङݡࠪߖ࠿ ޴అ ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ ࡛ࠈ  న࣒࠳  ߘ ల࡛ మࡓ ࠾ࡍంݡ z z2 2 z1 z2 z 

ఏకڒ ޶ڒ ޒࡎబܽद మనం ఈ ऴړం޴ ఎంߧకࡹ ఒకߖ޳ऒ  ఎం۪࠼ߦ ࡯࢐ڝం݋ ߯ ఉంܿం޴, అ޴ z1 a
అࣿړߖ సࠪంతరంڴ సరళ ࡔఖ߯ ఉంܿం޴ ఎంߧక సరళ ࡔఖڕ సࠪంతరంڴ అࣾం ఐۨऑ కం అ޴ x b y c 

࢐ङ రࣃ बం ࡓంݡ వృతफం ࠬద ఉంܿం޴ 
కएࡅ బܽदڒ  ఈ ఒక ࠪݡङ ల࣒ ࡅకए  అర बం ఒకܽ ࡓంݡ అ࢐ ߕ࠼ङ రࣃ बం ࠮లం ࡓంݡ వృతफం సࡔ zs z d 
ࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ڕబܽद మనڒ ऱܿ ࡓంࡓ ߖݡం࠳ ݡన࣒ ఒక ށڷంۨన ࡓంޜ ࡛ࠈ ݡ z z z z 
అం݄ ఈ సంఖङ ޴ఉంܿం ڴޒࡎఏక ޴అ ޙݟంచబڵ࠙ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡࠪ ݡङ ల࣒ z 
ङݡ࠵ߖ࠿ ޶ڒ ల࡛ అߩओ फޑవృ ޳ࡶ ޳ఉం ࡹఖࡔ సరళ ߤమనం వ ݡ ࡍߖ ߝఅ ޳ࡶ ޳ఉం ࡹరంڒ भషद z 
ఎంߧకޜ వృޑफ ࢐ङ ޳ࡶ ޳ఉం ࡹరంڒ రࣃ बం ࡓం޳ࡶ ޳ڒ ݡ ఒక వృతफంࡹ ఉనऒ టऱ݋ࡐ ޙ࠼ ݀ అ޴ߝ z 
వړ ߤ షరޔలޜ ఏࠫ జޔڷࡏంڝࣆࡱޘ ޾వړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.
బܽद ఇవछڒ   బݟన ࠼ߦంݡࠪ ݋ङ ల࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡంࡓ ݡంࡓ ݡ ऱܿ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ z z z z 
ङݡࠪ ࡛ࠈ ݡంࡓ ల࣒ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡࠪ ݡङ ల࣒ ఒకړߖ޳ సࠪనం ޶ڒ ఇ࢑ ఇవछ బݟన ఊహࡱ అߖ z 
भ޳۫ ం మ࠴ ࠾ࡍదܽ ఊహޜ వ࠳ ߤన࣒ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ࡓంݡ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ङݡࠪ  ల࣒ ࡓంݡ z z 
ए࣋ ࡛ࠈ ݡంࡓ న࣒ ఒక࠳ छ కएࡅ ࡛ ङݡࠪ  ల࣒ వࡵ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ࣋ए छ  z z mod z z z ړ ࡛ࠈ ݟంߘ ࡛
సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
  ఇ޴ 

ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡంߖݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంށڷ ޜ ݡంచߖݞऒ z z z z ݟऴ࢐యం ߖफందࣆۨࣇ 
, ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఒక ࡓం࡛ࠈ ݡ లࡓ ߘం࠳ ݡన࣒ ఒక ࡓం࣋ށڷ ޜ ࡛ࠈ ݡफ ࠴తफం ޜ ࡛ࠈ z z z z 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఒకܽ అࣆۨࣇ ߖफం࠳  ޴న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡంݡ మ࠾ࡍ z zz z z 
వࡓ ޜ ࡛ࠈ ߤంࡏࣃ ݡऱ ࡓం࣋ށڷ ޜ ࡛ࠈ ݡफ ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఒక ࡓంࡓ ࡛ࠈ ݡం࠳ ݡన࣒ వ࡛ࠈ ߤ z z z z 
మࡓ ࠾ࡍంڴ࡮ ݡ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  z ݟయంۯ ߘరణ గణన߄ࣃ ۯంߧߖక ڕమన ߖఅ ݭ࠵ ޴ఇ ݡ

ఒక చޔరऴసం మ࠾ࡍ మࡖక ڒరకం ࡓంݡ చޔరऴࡓ ڷࡱߕ ړߖࣃ ऱܿ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన నܿݡ z mod z f  
ࡓ ݡంࡓ ړ ࡛ࠈ ݀ ߤవ ޜࠪ న࣒ ఒకܽ࠳ ऱܿ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వࡅ ࡛ࠈ ߤకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࡓంޜݡz z z z z 
ए࣋ ݭ࠵ ߖ޳ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ޴फ ఇ࣋ށڷ ߩ࢙ ݟڕ छ  z  ࡱ ݭ࠵ వదभ ࡛ࠈ ݡంࡓ ݭ࠵ ఒక ޴సࠪనం, అ ޜ ࡛
చޔరऴసం పܽदం޶ࡶ ߩ ఎం޶కం݄ ࡅ ࡛ࠈకए ङݡࠪ  ల࣒ మࢁऱ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒, ࠫ࡯ڵన ڒరࡱڒ z z z 
ఒక ࡅ ࡛ࠈకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࠳న࣒ , ఒక ࡓంࡅ ࡛ࠈ ݡకए  z z z ࡱڒరڒ ݡంࡓ ऱ ఈࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ 
फࣃߧߖక ڴరణం߄ࣃ యࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ .࠼ޑయబడۯ भ޶ర బܽद అ࢑ڒ ࠭
ऒߖހసࠬకర ޴ంړ    ߰ందంݟ, ఒక చదరߩ పऱ࣒ ࡓ ڷࡱߕ  ऱܿ ࡓంݡ చదర࠳ ߩన࣒ mod z mod mod z 
ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ڷࡱߕ ऒߕࣆ ޴ఇ ړߖݞయۯ ࡛ࠈ  ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ  మనం z z ݡ
फࣃ۫ ऒߖ޳మనం ఈ ప ݟంߘ ߖ޵ ,࠭ ए࣋ ݟంచం܊࢑భ ڴరంڒణڷ  छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ mod z1 mod z1 mod z2 
छ޳ ओߩఅ ࡌ  ݡ
ए࣋ ࠭࠲ छ ࡛  ࣋ए छ ࡛ వ࠳ ߤన࣒  ࣋ए छ ऒޒऴపయ ړߖݞవࡌڕࣆޓ ߖ ࡛ ࣋फ ߄ࣃరణ ڒరకం mod z z1 mod z2
మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన పదం 
న࣒  ࣋ए࠳  ం݄ڕࣆޓ ߖ ߤమڒ  న࣒࠳ छ ࡛ ఇߕࣆ  ޴ऒ ओߩసࠪనం ఇ ړ ఒక ఉతओ ࣄ మనం ݡ फ 4ޒ 1 mod z2
పదంڴ ऴ࢐యంݟ సࡔ , ఒక ࠳న࣒ చޔరऴߖࣃऒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ న࣒࠳ ߩफ 1 చదర࣋ށڷ ޜ  mod z2 mod z ړ
సࠪనం మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ఊహ ࡓంݡ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒదߖ ఇࢗ ޴ంటޔࠋۮ ߝం޴.mod z 
ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ޴పదం ఇ ߖڒ   ఒకܽ mod z mod z ࠾ࡍమ ڷࡱߕ రऴసంޔఒక చ ߝంటࢗ బܽदڒ పదం ߖڒ 
 ߝంటࢗ ޴ఇ ,ࡏంۧڵ࠭ ߝంటࢗ ߖఅ ݡంࡓ

ఎంߧక సࡕనదߧۮ ߖओ ం޴, అ޴ ఒకܽ ࢐ङ రࣃ बం ࡓంݡ వృతफం ࠬద ఉంܿం޴ c mod z 
సంऀపफ సంఖङ  ߘߝ బܽदڒ ల ࠪݡङ ల࣒ ࡍڷంۨ మ࠾ࡍ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ ޜ కࣄ࡯ సంړ ऱషद 
సంఖङ కएࡅ   సంࡆగ లࣾހలߘ ఉపڵࡆంۨ ߖڜ ࠭࠲ऒ  సమసङ లߘ ߰ం࠭޳ మ࠾ࡍ త޶పࡍ 
ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల ڝసం ఆࡌठ ధङߖޒߦవ ऴ߇ऴ ࠾ࡍమ ߤऱ߮ ߤ ం ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ ࠭ 
ధనङ Pru ࡱ޳࢐
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