
[இைச ] கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் , கலப்௖ எண்ணின் இைண௵ மற்௥ம் ஒ௠ கலப்௖ எண்ணின் 
மா௄லஸ் ஆழயவற்ைறப்   பற்௣ ௳வாொத்ேதாம்  இௌ ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் b 
வரக்்க௛லமாக இப்ேபாௌ மா௄ல௻ன் ஼ல பண்௖க்ஷ௥கைளப் பாரப்்ேபாம், எனேவ இந்த 
௳வாதம் ௚௱வௌம் என்பௌ ௔ளஸ் வூவத்ொல் இ௠ப்பதாகக் க௠ௌேவாம், ேம௩ம் z x iy z 
இன் உண்ைமயான பஶொ எப்ேபாௌம் ஶைறவாக இ௠ப்பைத நி௡௔ப்ேபாம்.

இன் மா௄லைஸ ௳ட அல்லௌ சமமாக உள்ளௌ, அேத ேபால் இௌ இன் ைமனைஸ ௳ட z mod z 
அொகமாக உள்ளௌ , இன் உண்ைமயான பஶொ அல்லௌ இன் உண்ைமயான பஶொ௜ன் z z 
மா௄லஸ் ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ப்பௌ நல்ல சமத்ௌவ௘ன்ைம, mod z 
எனேவ ஆதாரம் எளிைமயானௌ என்ன  எங்களிடம் இன் உண்ைமயான பஶொ உள்ளௌ, அௌ z x
இன் உண்ைமயான பஶொையக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ம்ேபாௌ, அதன் ச ◌ஓரத்ைத சௌரமாகக் x x 
க   ◌ஓௌழேறாம், அௌ நிசச்யமாக சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ x y 
சமமாகேவா இ௠க்ஶம், அ   
◌ாவௌ இப்ேபாௌ ஼ல எ   ◌ிரம்ைற எண்ைணச ்ச   ரக்்ழேறாம்.
  உ  உங்களிடம் இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம், இன் வரக்்க௛லத்ொற்ஶக் ஶைறவான அல்லௌ b 
சமமான வரக்்க௛லத்ைத ௳டக் ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ப்பைத நீங்கள் b 
காண்ழ௤ரக்ள், எனேவ இன் உண்ைமயான பஶொயானௌ சௌரம் ஷட்டல் சௌரத்ொன் z x y 
வரக்்க ௛லத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ப்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.
 இௌ ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, mod z 
நாம் இங்ஶ பாரப்்பௌ உண்ைம௜ல் நாம் ெபறப்பட்ட ௳தம் தான், ௚௱ைமயான அரத்்தத்ொல் 
இௌ ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம், எனேவ ௚தல் mod z 
௚ன்ெமா௯ைவ இேதேபால் நாங்கள் நி௡௔க்க ௚ூ௞ம்  இன் கற்பைனப் பஶொயானௌ z mod z 
௚ன்ெமா௯௵ இரண்ைடக் காடூ்௩ம் ைமனஸ் ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ mod z 
சமமாகேவா இ௠க்ஶம் இன் மா௄லஸ் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் ஒன்௥ z z 
ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால் மட௄்ம் சரி இௌ அூப்பைட௜ல் ௙ண்௄ம் ேபான்றௌ, இௌ கவனிக்க 
எளிதானௌ, ஏெனன்றால் நீங்கள் ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக க௠ொனால் அௌ அதன் mod z 
சௌரம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இௌ சௌரம் ஷட்டல் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ  சௌரம் இௌ x y 
ௗஜ்யம் மற்௥ம் எொரம்ைற அல்லாத இரண்௄ எண்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ௗஜ்௷யமாஶம் , w 
அதாவௌ ஒவ்ெவா௠ எொரம்ைறயான உ௥ப்௖ம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , அதாவௌ x 
சௌரம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அேத ேபால் சௌரம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், y 
இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் சமமாக இ௠க்ஶம்.x y 
  ௗஜ்௷யம் எனேவ இௌ என்பௌ ௗஜ்௷ய உ௥ப்௖ என்௥ம் என்பௌ ௗஜ்௷ய உ௥ப்௖ என்௥ம் z z 
ஷ௥வைதத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, இௌ அூப்பைட௜ல் ௔ன்வ௠வனவற்ைறப் ேபான்றௌ 
மற்௥ம் இன் மா௄லைஸ நீங்கள் க௠த்ொல் ெகாள்௬ம்ேபாௌ மற்ற எளிய அவதானிப்௖கள் z 
என்ன, இௌ இன் ைமனஸ் மா௄லைஸப் ேபான்றௌ.z 
  அேத மாொரி என்பௌ அற்பமான ஒன்௥, ஒ௠ேவைள நான் இத௑டன் ேசரக்்கலாம் , இௌ mod z 
அூப்பைட௜ல் அதன் இைணப்பாக௵ம் அேத மா௄லஸாக௵ம் இ௠க்கலாம், எனேவ நாங்கள் 
அூப்பைட௜ல் ெசால்வௌ என்னெவன்றால் , நீங்கள் ஐ எ௄க்ஶம்ேபாௌ, உங்களிடம் ம   னஸ் az 

உள்ளௌ, எ  ேவ இௌ அூப்பைட௜ல் ௔ளஸ் என்௥ ச   ல்லலாம்.z x iy 
  ௔ன்னர ்ைமனஸ் உங்களிடம் ைமனஸ் க௯த்தல் உள்ளௌ, எனேவ இந்த ்ரம் இந்த z x iy 
்ரத்ைதப் ேபாலேவ உள்ளௌ, அேதேபால் 

அசா் பற்௣ய ௔ரொப௧ப்ைப௞ம் நீங்கள் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழ௤ரக்ள், அதாவௌ பார ்மாொரி௞ம்x z 
இப்ேபாௌ நான்காவௌ ஒன்றாஶம் , நீங்கள் படூ்௞டன் ஐப் ெப௠க்ஶம்ேபாௌ நமக்ஶ ேமாட் z z 
ழைடக்ஶம்.

சௌரம் , வைரயைற௜ன்பூ ெதளிவாக உள்ளௌ, எனேவ நான் இைதப் பற்௣  z 
௳வாொக்க௳ல்ைல , ஒன்௣ன் ஐந்தாவௌ ஒ௠ மா௄லஸஓக்ஶ இரண்டாகச ்ெசல்ேவாம், இௌ z z 

ஒன்௥ இரண்டால் ெப௠க்கப்ப௄வௌ ேபாலேவ mod z mod z 
இ௠க்ஶம் .
  ேமற்ஷ௣ய ௚ன்ெமா௯௳ன் ௛லம் ௚௱ சௌர௚ம் ஒன்௥ இரண்ைட ஒன்௥ ௚தல் z z z z 
வைர ெப௠க்ஶழேறாம் , ௙ண்௄ம் இைணதல் பற்௣ய ெதாடரை்ப நாம் அ௣ேவாம், எனேவ z 
ஒ௠ இரண்௄க்கான இைணப்பானௌ இரண்௄டன் ெப௠க்கப்ப௄ம் ஒ௠ பட்ூயாஶம்.z z z 
  பட்ூ மற்௥ம் பரிமாற்றச ்சட்டத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ இ௥ொயாக நான் எ௱த அ௑மொக்கலாம், 
எனேவ எங்களிடம் இ௠ப்பௌ பார ் படூ்௞டன் ஷூய தயாரிப்௖ ஆஶம், ேம௩ம் நாங்கள் z1 z2 
அூப்பைட௜ல் நீங்கள் பயன்ப௄த்தக்ஷூய ௌைணச ்சட்டத்ைதப் ெப௥ழேறாம், ௔ன்னர ்
ேம௩ம் மாற்௣யைமக்ஶம் சட்டத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ நீங்கள் ேமாட் ஐப் z 
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ெபறலாம்.
  ஒ௠ சௌர ேமாட் இரண்௄ சௌரம் சரி, எனேவ இௌ ஒ௠ இரண்ூன் மா௄லஸ் க்ஶ z z z mod z 
ஒன்௥ இரண்டால் ெப௠க்கப்ப௄ம் என்ற ௚ூைவ அளிக்ழறௌ mod z 
௔ன்னர ்௚  மற்௥ம் ஆறாவௌ ௚ன்ெமா௯வான tiply it okay 
௔ரபலமான அல்லௌ நல்ல சமத்ௌவ௘ன்ைம ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் பயன்ப௄த்தப்ப௄ம் இௌ 
௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ சமத்ௌவ௘ன்ைம ஒன்௥ z 
ஷட்டல் இரண்ூன் மா௄லைஸக் க௠த்ொல் ெகாண்டால் இௌ ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா z mod z 
அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம்.
  கலப்௖ எண்களில் உள்ள ஒவ்ெவா௠ ஒ௠ இரண்௄க்ஶம் இந்த z z mod z two, 
சமத்ௌவ௘ன்ைமைய அௌ என்ன ெசால்ழறௌ என்பைதப் ௖ரிந்ௌெகாள்ள ௚யற்஼ப்ேபாம்,
 அதனால் நமக்ஶ இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன, இைத ஒன்௥ என்௥ ெசால்லலாம், இைத z z 
இரண்௄ என்௥ ெசால்லலாம், ௔றஶ நாம் இயல்பாகப் பழகலாம்.
 இதற்ஶ ஒ௠ ொைசயன் எனேவ நாம் ஒன்ைற ஒ௠ ொைசயனாக௵ம் , இரண்ைட மற்ெறா௠ z z 
ொைசயனாக௵ம் காட஼்ப்ப௄த்தலாம், ௔ன்னர ்ஷட௄்த்ெதாைக நாம் அூப்பைட௜ல் எைதப் 
ெப௥ழேறாேமா அௌதான் இந்த இைணயான வைரபடத்ொன் ௛ைல௳ட்டம் ஒன்௥ ஷட்டல் z z 
இரண்௄ ஆஶம், எனேவ நான் ௚ன்௖ ஶ௣ப்௔ட்டௌ ேபால ௳ரி௵ைர மா௄லஸ் என்பௌ இௌ 
கலப்௖ எண் மற்௥ம் ேதாற்றத்ொற்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் என்௥ அரத்்தம் எனேவ ஒன்௥ z 
ஷட்டல் இரண்ூன் மா௄லஸ் இந்த எண்ணிற்ஶம் ேதாற்றத்ொற்ஶம் இைடேய உள்ள z 
்ரத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ சரி எனேவ ்ரம் ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா t 
இ௠க்ஶம் க்ஶச ்ெசன்௥, ௔ன்னர ்நீங்கள் ொைசயன் ஐப் பயன்ப௄த்ொ இந்த o z 2 z 1 
௖ள்ளிைய அைட௞ங்கள், இதன் ெபா௠ள் என்னெவன்றால், ௚த௧ல் ெசல்ல௵ம், ௔ன்னர ்z2 z1 
ஐப் பயன்ப௄த்ொ இங்ஶ அைடய௵ம் , அௌ எப்ேபாௌம் ூஸ் ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம்.
 ெசாற்கள் இௌ நாம் கவனிக்ஶம் ௘கக் ஶ௥ழய ்ரம் சரி, எனேவ இந்த ௚ூைவ நி௡௔க்க 
௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ இடௌ ௖றம் மற்௥ம் சௌரம் என்ற ெசால்ைலக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ங்கள், 
இௌ ஆல் எ௱தப்பட்டௌ.mod z 

பார ்இப்ேபாௌ ேநரூயாகச ்ெசால்௩ங்கள், ெசாத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌவைத நாங்கள்  z 
ெப௥வௌ ஒ௠ பார ்மற்௥ம் இரண்௄ பட்ைட என்௥ ெசால்௩ங்கள், ேம௩ம் நீங்கள் z z 
௳நிேயாகச ்சட்டத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள், ௔ன்னர ் ஒன்ைற ஒ௠ பட்ூ மற்௥ம் ஒ௠ z z z z
இரண்௄ பார ்ஷட்டல் ஆல் ெப௠க்ஶேவாம்.z 
  இரண்௄ ஒ௠ பட்ூ௜ல் ெப௠க்கப்படட்ௌ மற்௥ம் இரண்௄ இரண்௄ பட்ூ௜ல் z z z 
ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் 
இௌ ஒ௠ சௌரத்ொன் மா௄லஸ் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், ேம௩ம் இங்ேக நாம் கவனிப்பௌz 

ஒ௠ இரண்௄ பட்ூைய ஒ௠ கலப்௖ எண்ணாகக் க௠ௌங்கள்.z z 
  அ௄த்த எண்ைண அதன் எண்ணாகேவ பாரக்்ழேறாம்  ௚ந்ைதய ஒன்௣ன் இைண௵ சரியாக 
உள்ளௌ, எனேவ நீங்கள் கவனித்தால் , நான் இந்த படூ்ையப் பயன்ப௄த்ொனால், அௌ ஒ௠ 
படூ்௜ல் உடன் ெப௠க்கப்பட௄் இரடை்டப் பட்ூ௜ல் உள்ளௌ, அௌ ௙ண்௄ம் ஐத் த௠ழறௌ, z z 
எனேவ இௌ ேமாட் சௌரம் என்பைதக் காண்ழேறாம், ேம௩ம் அௌ ௔ளஸ் என்பைத z2 z 
நாங்கள் அ௣ேவாம்.

படூ் இன் உண்ைமயான பஶொைய இரண்டால் ெப௠க்ஶழறௌ, எனேவ இங்ேக அௌ   z z z 
ஒ௠ இரண்௄ பட்ூ௜ன் உண்ைமயான பஶொ௜ன் இரண்௄ மடங்ஶ என்பைத நாங்கள் z 
ெப௥ழேறாம், ேம௩ம்  இௌ சரி என்பைத நி௡௔க்க ௚யற்஼க்ஶம் சமத்ௌவ௘ன்ைம என்ன 
என்பைத ௙ண்௄ம் நிைன௵ப௄த்த ௚யற்஼க்க௵ம்.

இன் மா௄லைஸ க்ஶ ஶைறவாகேவா அல்லௌ  z one plus z mod z one plus mod z two
சமமாகேவா 
ெபற௵ம் ௚௱ சௌரத்ொற்ஶம் ௔றஶ நாம் ழட்டத்தட்ட ௚ூத்ௌ௳ட்ேடாம், ஆனால் mod z one 
மற்௥ம் என்ற ெசால்ைல எப்பூ இங்ஶ ெகாண்௄ வ௠வௌ என்பைத மட௄்ம் பாரக்்க mod z two 
ேவண்௄ம், எனேவ நான் எ௱ொய க௠த்ைத நிைன௵ப௄த்ொனால் அௌதான் உண்ைமயானௌ 
என்௥ ஷ௥ழறௌ இன் உண்ைமயான பஶொ இன் ைமனஸ் ேமாட் க்ஶ சமமானைத ௳ட z z z 
ெபரியதாக௵ம் அேத ேபால் ஶைறவாக௵ம் இ௠க்ஶம்  அல்லௌ க்ஶ சமம் எனேவ tha n mod z 
நாம் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட உறைவ இங்ேக பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம், எனேவ உண்ைமயான பஶொ
எப்ெபா௱ௌம் ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம், எனேவ நாம் இந்த உறைவப் 
பயன்ப௄த்ௌம் ேபாௌ ௘க௵ம் கவனமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
  ஒன்௥க்ஶ ேமல் உள்ள அளைவ நீங்கள் பாரத்்தால், கலப்௖ எண்ேக்ஶ அத்தைகய ெதாடர௖் 
ெபா௠ந்தாௌ என்௥ நான் எசச்ரித்ேதன், 
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இப்ேபாௌ நாம் இங்ேக ஒப்௔௄ம் ேபாௌ இௌ ௚ற்௣௩ம் உண்ைமயான எண்கள் சரி , இௌ z1 z2 
படூ்௜ன் மா௄ல௻ன் 2 மடங்ஶ ஆஶம், இௌ எொரம்ைற எண் அல்ல.
 மற்௥ம் இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் ௙ண்௄ம் நீங்கள் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், ெசாத்ௌ mod z z 
ஒ௠ ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் ஒன்௣ன் இரண்௄ மடங்ஶகள் க்ஶ பட்ூ௜ன் mod z mod z z 
மா௄லஸால் ெப௠க்கப்ப௄ம், அௌ மா௄லஸ் ௚௱ சௌரத்ொற்ஶம் சமமாக z two plus mod z 
இ௠க்ஶம்.
 இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல என்பைத அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள் , இௌ ௚௱ சௌரத்ொற்ஶம் ேமாட் ஒன் z 
௔ளஸ் ேமாட் ஆஶம்.z 
  எங்கள் ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம எனேவ நான் அைத ாடூ்க்காட்ட ௳௠ம்௖ழேறன் ஒன் z 
ஷட்டல் இரண்௄ மா௄லஸஓக்ஶ சமமான ஒன் மா௄லஸஓக்ஶ இந்த சமத்ௌவம் எப்ேபாௌ z z 
இ௠க்ஶம் என்௥ ஒ௠வர ்ேகடக்லாம், நான் அைத இங்ேக சரி அல்லௌ அ௄த்த பக்கத்ொல் 
எ௱ௌழேறன், எனேவ நாங்கள் ஐப் ெபற்ேறாம்.mod z one z two 

ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இப்ேபாௌ   mod z one plus mod z two 
சமத்ௌவத்ைத நான் எப்ேபாௌ பாரக்்ழேறன் என்பௌ தான் இப்ேபாௌ ேகள்௳ 
, இௌ எப்ேபாௌ நடக்ஶம், இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமைய நாம் ெப௥ம்ேபாௌ, இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைம
உறைவப் பயன்ப௄த்ௌம் இடமாஶம், எனேவ சமத்ௌவம் ேதான்௥ம்  ஒ௠ இரண்௄ z z 
படை்ட௜ன் மா௄லஸஓக்ஶச ்சமமான ஒ௠ க்ஶ பட்ூ௜ன் உண்ைமயான பஶொ இ௠ந்தால் z z 
மட௄்ேம சமத்ௌவம் ேதான்௥ம் எனேவ சமத்ௌவம் ேதான்௥ம் சமன்பா௄ ஒன்௥ 

ஒ௠ இரண்௄ பட்ூ௜ன் உண்ைமயான பஶொைய ஒன்௥ வழங்ழயௌ சமன்பா௄ என்௥ z z 
அைழக்ழேறன்.

இௌ என்பௌ இன் சமயங்களில் உள்ளௌ என்௥ ஷ௥வதற்ஶச ்  mod z1 bar, z 1 z 2 
சமமானதாஶம், அங்ஶ என்பௌ எொரம்ைற அல்லாத உண்ைமயான எண் என்௥ ௙ண்௄ம் t 
ெசால்ழேறன், இந்த ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம ேகள்௳ைய நி௡௔த்ேதாம், சமத்ௌவம் 
ேதான்௥ம் ேபாௌ சமத்ௌவம் ேதான்௥வைத நாம் கவனிக்ழேறாம்.

மற்௥ம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ என்றால் மட௄்ேம அைவ ேநரியல் சார௖் வைகையப்  f z z 
ேபால இ௠ந்தால் , அௌ இரண்ூன் நிைலயான ேநரங்கைளப் ேபான்றௌ என்௥ நீங்கள் z 
ைவத்ொ௠க்ழ௤ரக்ள், ஒன்௥ என்பௌ இரண்ூன் நிைலயான ேநரங்கள் ேபான்றௌ z z 
அப்பூயானால் நாம் சமத்ௌவத்ைதப் ெப௥ழேறாம் பாரப்்ேபாம்  ேம௩ம் இந்த ௚க்ேகாண 
சமத்ௌவ௘ன்ைம௜ன் ௔ற ௳ைள௵கைளச ்ெசால்௩ங்கள் 
, எனேவ மா௄ல௻ன் மா௄லைஸ நாங்கள் கவனித்ேதாம், எனேவ இைத ௙ண்௄ம் 
ெசால்ழேறன், நமக்ஶ இந்த ெதாடர௖் உள்ளௌ , இொ௧௠ந்ௌ நாம் ஒன்௥ க௯த்தல் mod z mod z 
இரண்௄ ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ப்பைதப் ெபறலாம்.
 இைத எப்பூப் ெப௥வௌ, இௌ ஒன்௥ என அைழப்ேபாம், எனேவ ஒன்ைறக் க௠த்ொல் mod z 
ெகாண்௄ இரண்ைடக் ஷடூ் க௯த்ௌ௳ட௄் , ஒன்ைறப் பயன்ப௄த்ொனால் , ஒன்௥ z mod z mod 

ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄க்ஶ ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா ழைடக்ஶம் ேம௩ம் z z 
நீங்கள் ைமனஸ் ௅௳ன் மா௄லைஸப் ெப௥௴ரக்ள், ஆனால் ைமனஸ் இரண்ூன் மா௄லஸ் z z 
௙ண்௄ம் ேமாட் ௅ ேபாலேவ இ௠க்ஶம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ இொ௧௠ந்ௌ z 
அந்த ேமாட் ஒ௠ ைமனஸ் ேமாட் இரண்௄ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ூன் மா௄லஸஓக்ஶ z z z z 
இரண்௄ ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா ழைடக்ஶம்.
  சரி இேதேபால் நாம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ பங்ஶகைள இல் மாற்௣க் ெகாள்ளலாம்  z z thi 
z 
ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ தன்னிசை்சயாக இ௠ப்பதால், ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூன் z z z 
பாத்ொரத்ைத நீங்கள் மாற்௣க் ெகாள்ளலாம்.

ஒன் ௔ளஸ் ௅௳ன் மா௄லஸஓக்ஶ மற்௥ம் ௚ூவாக நாம் கவனிப்பௌ என்னெவன்றால்,   z z 
இௌ ஒ௠ ைமனஸ் ேமாட் இல் உள்ள ேமாடக்ளின் மா௄லைஸக் ஶ௣க்ழறௌ, இௌ z 2 z 1 
ஷட்டல் இன் மா௄லஸஓக்ஶக் ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ழறௌ, இப்ேபாௌ z 2 
ஒ௠வர ்இந்தக் ேகள்௳ையக் ேகடக்லாம், இௌ என்ன? ௘க௵ம் அவ஼யமானதா சரி சரி, நான் 
இங்ேக ைமனஸ் சரி சரி, நீங்கள் ௙ண்௄ம் ைமனஸ் அைடயாளத்ைத ைவத்ொ௠க்க ௚ூ௞மா, 
அௌ இங்ேக ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் இன்௑ம் இ௠க்கலாம், இௌ ஒ௠ க௯த்தல் mod z mod z 
இரண்ூன் மா௄லைஸ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ.

மா௄லஸ் எனேவ இங்ஶ ௚க்ேகாணத்ொல் இ௠ந்ௌ ெபாௌவான ஒன்ைறக்   z1 plus mod z2 
காண்ழேறன் , எனேவ நாம் ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைமையக் ெகாண்௄ள்ேளாம், இப்ேபாௌ 
நாம் பாரப்்பௌ இந்த ஼க்கலான எண்க௬க்ஶ ௘க௵ம் ெபாௌவான சமத்ௌவ௘ன்ைமயாஶம், 
எனேவ ௚ன்ெமா௯௵ 7 இன் தைலவழ் தைலவழ் 7 மா௄லஸ் எங்ேக z s mod z z a  
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ௗஜ்௷யமற்ற கலப்௖ எண் இௌ தைலவழ் ag  z 
என்௥ ெதாடங்ஶம் இந்த ௚ூைவப் ெபறலாம்.
  
ஒன்௥ இரண்ூல் ஒன்௥ ஐ இரண்டால் ெப௠க்ஶழறௌ, எனேவ நீங்கள் ெப௥வௌ z mod z mod z 

ஐ ஆல் மா௄லஸால் ெப௠க்ழனால் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ நாம் கவனிப்பௌ தைலவழ்mod z z 
எனேவ தைலவழ் சரியாக தைலவழ் ேமாட் எனேவ இௌ  ௚ூ௳ல் நாம் பாரப்்பௌ mod z z 
என்னெவன்றால், தைலவழ் என்பௌ இன்ெவர௻்ன் மா௄லைஸத் த௳ர mod z z 
ேவெறான்௥௘ல்ைல , அௌ ௛லம் ஒன்௥ ஆஶம், எனேவ இௌ எங்கள் ௚ன்ெமா௯௵ மற்௥ம் z 
௚ன்ெமா௯௵ எட௄், இௌ ஒன்௥க்ஶ இரண்ூன் மா௄லஸ் ஆஶம், இௌ ேமாட் ேமாட் ஐக் z z z 
ெகா௄க்ஶம்.

என்றால், என்பௌ ௗஜ்௷யமல்ல என்௥ நீங்கள் க௠ொனால் , இதன்   mod z two z two 
௳ைளவாக ௙ண்௄ம் என்௥ இரண்௄ கலப்௖ எண்ணின் ெப௠க்கல் என்௥ ஒன்ைற ஆல் c z z 
ெப௠க்ழனால் தைலவழாகப் ெப௠க்ழனால் ஒவ்ெவா௠ காரணிக்ஶம் ௚ந்ைதய 
௚ன்ெமா௯௵க்ஶம் மா௄லஸ் பயன்ப௄த்தப்ப௄வைதக் காண்ழேறாம்.
 என்பைத நி௡௔த்தார ் இரண்௄ தைலவழ் மா௄லஸ் இரண்௄ ௚௱ தைலவழ் அேத z mod z 
தான் மற்௥ம் இௌ ஒன்௥ இரண்௄ சரி இப்ேபாௌ மற்ெறா௠ ாவார஼யமான ௚ூ௵ mod z mod z 
இைண வைரபடம் சட்டம் என்௥ அௌ ஒ௠ இரண்௄ ௚௱ சௌர ஷட்டல் மா௄லஸ் என்௥ z z 
ஷ௥ழறௌ ஒ௠ இரண்௄ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ ௚௱ சௌரம் இௌ இரண்௄ மடங்ஶ z z z z mod 

ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் சரி, இைத ஏன் அவரக்ள் இைணயான வைரபடம் என்௥ z mod z2 
அைழக்ழறாரக்ள், இைத நாம் கவனிக்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ என ெசால்௩ம் z one 
௖ள்ளிைய அைழப்ேபாம்.
 இௌ இரண்௄ என்௥ ஷ௥ேவாம் , ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ z z z 
என்பௌ இந்த இைணயான வைரபடத்ொன் ௛ைல௳ட்டமான ொைசயைனக்  ெகா௄க்ழறௌ 
என்பைத நாம் அ௣ேவாம், அௌ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ ஆஶம்.z z 
 இப்ேபாௌ நீங்கள் அைடயாளத்ைதப் பாரத்்தால், 
இந்த ௛ைல௳ட்டங்களின் அள௵ சௌரமானௌ அதன் ஷட௄்த்ெதாைகயாகக் க௠தப்ப௄ழறௌ 
, இௌ இைணயான இைண வைரபடம் சடட்த்ொன் பக்கங்க௬க்ஶ இரண்௄ மடங்ஶ சௌரத் 
ெதாைகக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ௘க௵ம் ாவாரஸ்யமான ெசாத்ௌ.

என்பௌ எளிைமயானௌ, நீங்கள் இடௌ பக்கமாக ௳ரி௵ப௄த்த ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்நீங்கள்  f 
வலௌ ௖றம் க்ஶ வரலாம் என்பைத நாங்கள் எளிதாகப் ெபறலாம், lhs 
இௌ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ஒ௠ க௯த்தல் மா௄லஸ் ௚௱ சௌரத்ொற்ஶம்z z z z 
ஆஶம்.
  இௌ ஒன் ௔ளஸ் இரண்ைட ஒன் ௔ளஸ் ௅ பார ்௔ளஸ் ஒ௠ ைமனஸ் இரண்௄ z z z z z z 
ெப௠க்ழனால் ஒ௠ ைமனஸ் ௚௱ பட்ூ௜ல் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ எனேவ நாம் கணக்ழ௄ம் z z 
அள௵ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ ைமனஸ் ௚௱ சௌரத்ொற்ஶம் z z z z 
இவ்வா௥ எ௱ொேனாம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ ெப௠க்கல் ஒ௠ பட்ூ இரண்௄ பட்ைட z z z z 
௔ளஸ் ஒ௠ இரண்௄ ெப௠க்கல் ஒ௠ பட்ைட க௯த்தல் இரண்௄ பட்ைட அைத z z z z 
எளிதாக்ஶவதன் ௛லம் இௌ ஒ௠ என்௥ நாம் பாரக்்ழேறாம்  ஒ௠ பட்ூ௜ல் ஒ௠ z z mod z 
சௌரம் மற்௥ம் மற்ெறா௠ ெசால் சௌரம் மற்௥ம் ௙த௚ள்ள ெசால் இங்ேக உள்ளௌ mod z2 z1 z2
பார ்மற்௥ம் இரண்௄ இந்த வாரத்்ைத௜ன் ௙ௌ நாம் ௙ண்௄ம் ஒ௠ சௌரம் z1 bar z mod z 
மற்௥ம்  இரண்௄ சௌர ௙த௚ள்ள காரணிகள் எொர ்ஶ௣௞டன் வ௠ழறௌ  இந்த mod z 
காரணிகள் ைமனஸ் ஒ௠ ௚தல் பார ்ைமனஸ் ஒ௠ பார ் இரண்௄ வைர இந்த z z z z 
௳ொ௚ைறகள் ஒன்ைறெயான்௥ ரத்ௌ ெசய்வதாகக் ஷ௥ழன்றன, ௔ன்னர ்நமக்ஶக் ழைடப்பௌ 
இரண்௄ மடங்ஶ ேமாட் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் ேமாட் இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் மா௄லஸ் z z 
அைடயாளத்ைத உள்ளடக்ழய ஒ௠ ஼க்கைலப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்.

ஒன்௣ன் மா௄லஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் அேத ேபால் இன் மா௄லஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக  z z 2 
இ௠ந்தால், ேம௩ம் அவற்௣ன் தயாரிப்௖ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இல்ைல என்றால், ஒன்௥ z 
ஷட்டல் இரண்ைட ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்டால் வஶக்கப்ப௄வைதக் காட்டலாம்.z z z 
 உண்ைமயான எண்ணாக இ௠ந்தா௩ம் சரி, இந்தச ்஼க்கைலக் கவனிக்க ௚யற்஼ப்ேபாம், 
ெகா௄க்கப்படூ்௠ப்பௌ ஒன்௥ இரண்௄, அைவ அூப்பைட௜ல் ேதாற்றத்ொ௧௠ந்ௌ அலஶ z z 
்ரத்ொல் உள்ளன , அவற்௣ன் தயாரிப்௖ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இல்ைல, ௔ன்னர ்நாம் 
வைரய௥த்த அள௵ ஒ௠  உண்ைமயான எண் ெவளிப்பா௄ ஼க்கலானதாக இ௠ப்பைதப் 
பாரப்்பௌ ௘க௵ம் மழழ்ச஼்யாக இ௠க்ழறௌ, ஆனால் இ௥ொ௜ல் நமக்ஶக் ழைடப்பௌ 
உண்ைமயான எண்  இௌ ஒ௠ கலப்௖ எண்ைண உண்ைமயான எண் என்௥ ெசால்ல நான் ௚ன்௖ 
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ஶ௣ப்௔ட்டௌ ேபால் இைத எவ்வா௥ காட௄்வௌ என்௥ பாரப்்ேபாம் மற்௥ம் பட்ைட அௌ z z  
சமம், அௌ சமம் கற்பைனப் பஶொ ௗஜ்௷யம் என்௥ ெசால்௧, ஒ௠ எண்ைண ஒன் ௔ளஸ் z z 
௅ைவ ஒன்௥ ஷட்டல் ஒ௠ தயாரிப்௖டன் இரண்௄ என்௥ க௠ௌவௌ ேபால் வைரய௥ப்ேபாம், z z 
எனேவ கற்பைனப் பஶொ ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பைதக் காட௄்ம் ஒ௠ பட்ூக்ஶ சமமானதாக நமௌ 
ஷற்௥ உள்ளௌ.
  ஒ௠ பட்ூைய இப்ேபாௌ நாம் பயன்ப௄த்ௌவதற்ஶ ௚ன்௖ பூத்த ெசாத்ைத க௠த்ொல் 
ெகாள்௬ங்கள், எனேவ பைழய காரணிக்கான இைண௵, எனேவ இதற்ஶ 
இைணயாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ஒ௠ பார ் இரண்௄ பட்ைட மற்௥ம் ஒ௠ பார ் இரண்௄ பார ்z z z z 
சரி இப்ேபாௌ நாம் ஒ௠ பட்ூைய க்ஶ எப்பூயாவௌ ெதாடர௖்ப௄த்த ேவண்௄ம் சரி, நாம் z z z
ஒன்௣ன் நிபந்தைன மா௄லைஸ ஒன்௥க்ஶ சமமான இரண்௄க்ஶ சமமான மா௄லைஸப் z 
பயன்ப௄த்த௳ல்ைல, எனேவ நாம் இந்த நிைலையப் பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம், எனேவ இப்ேபாௌ

ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பதால் பாரப்்ேபாம்  எனேவ இௌ நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, mod z 
அதன் சௌரம் ஒன்றானௌ , அைத ௚தல் எண் ஒ௠ சௌரம் என்௥ அைழப்ேபாம், எனேவ இௌ z 

படூ்௜ல் ஐக் ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் சரி படூ் என்ன என்பைதப் ெபற ௚ூ௞ம்.z z z 
பார ்என்பௌ தைலவழ் எனேவ இந்த உற௳ன் ௛லம் நாம் பார ் என்௥ ெப௥ழேறாம்    z z z g 

1 ஆல் ஆல், எனேவ நாம் ஒன்ைற நமௌ கலப்௖ எண்ணாகக் க௠ௌழேறாம் என்ற ஶ௣ப்௖டன்z z 
சரி ெசய்ௌள்ேளாம், 
எனேவ ஒ௠ பட்ூ௞ம் இேதேபால் க்ஶ பார ் க்ஶ ஒன்௥ இரண்௄ சரி, இப்ேபாௌ நாம் z z s z 
இந்த உறைவப் பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம்.
 ஒ௠ பட்ூ௜ல் ஒ௠ பார ்ெகா௄க்கப்படட்ால் , பட்ூைய ஒன்௥ ஒன் ஆல் z one z 
மாற்௣யைமத்ௌள்ேளாம், அேதேபால் க்ஶ பொலாக மற்௥ம் z two bar z two one plus one 

ஐப் ெப௠க்ழனால் ஒன்௥ இரண்டாகப் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ.by z one z 
  இந்த ெவளிப்பா௄ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ைட ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்டால் வஶக்கப்ப௄வௌ z z z 

இரண்டால் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல, இௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண் சரி, z 
எனேவ உங்கள் க௠த்ைத இங்ேக எ௱ௌேவாம் அல்லௌ நாங்கள் கவனித்த க௠த்ைத 
எ௱ௌேவாம்  என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்றால் நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இன் mod z z z
படூ் ஒன்௥ மற்௥ம் பட்ூைய என ஒன்௥ எ௱தலாம்.z z ok 
 ௙ண்௄ம் அந்த படூ்௜ன் மா௄லஸ் ல் ஒன்௥ ேபால் இ௠ப்பைதக் கவனி௞ங்கள்.z mod z 
 எனேவ இைதப் பற்௣ ௙ண்௄ம் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ௚யற்஼ப்ேபாம், அைனத்ௌ கலப்௖ z 
எண்களின் மா௄லஸ் ஒ௠ ெலட்டாக இ௠க்ஶம்  இைதப் ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ௚யற்஼க்ழேறாம், 
எனேவ ௟னிட் வட்டத்ைத 
அைனத்ௌ ஼க்கலான எண்களின் ெதாஶப்பாக வைரய௥க்கப்படட் ௟னிட் வட்டமாகக் 
க௠ௌங்கள், அதன் மா௄லஸ் ஒன்௥ இப்ேபாௌ ெதாஶப்௔ல் உள்ள அைனத்ௌ ஷ௥க௬ம் என்ன 
என்பைத ௳வரிக்க ௚யற்஼க்க௵ம், 
எனேவ நாம் ஐ எ௱ௌம்ேபாௌ ஐ ௔ளஸ் என்௥ நாம் க௠ொனால், mod z z x iy 
இௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லமான ஐ நாம் சௌரமாகக் க௠ொனால், அௌx y mod z 

சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் மற்௥ம் என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்௥ ெகா௄க்கப்படட்ால் x y mod z 
அௌ  இந்தச ்சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப௄த்ௌம் அைனத்ௌ ேஜாூ உ௥ப்௖க௬ம் எைவ என்௥ xy 
இப்ேபாௌ நீங்கள் ேகடழ்௤ரக்ள், 
ேம௩ம் இௌ ௟னிட் வட்டத்ைத ைமயமாகக் ெகாண்௄ ௳வரிக்ழறௌ என்பௌ எங்க௬க்ஶ ௘க௵ம்
பரிசச்யமானௌ,  எனேவ நமக்ஶ ஒ௠ அலஶ வட்டம் உள்ளௌ, எனேவ படத்ைத வைரேவாம், 
எனேவ இைதப் பற்௣ எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் எ௄க்கலாம்  இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் 
வட்டத்ொல் உள்ள ேஜாூ xy 
இந்த ௟னிட் வட்டத்ைத சரியாக ௳வரிக்ழறௌ  
என்௥ அரத்்தம்  இந்த ௟  வட்டம் ௚ந்ைதய ௔ரசச்ைன௜ல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக nit mod z 
இ௠க்ஶம் இடத்ொல் நாங்கள் ௳வாொத்ேதாம், என்பௌ ௛லம் ஒன்௥ என்பைதத் த௳ர z bar z 
ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ேதாம்,  இௌ ௘க௵ம் எளிதாகக் காணக்ஷூயதாக 
உள்ளௌ.

சௌரம் ௌைளக௬க்ஶச ்சமம், ஏெனனில் என்பௌ ஒன்௥, எனேவ இந்த  mod z mod z 
வைரபடத்ொல் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ம்ேபாௌ அதன் இைணப்பானௌ க௯த்தல் என்பைத i i 
இந்தச ்சமன்பா௄ ெசால்ழறௌ.
 ஼க்கலான தயாரிப்௖க்ஶ அதன் இைணப்ேப த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல 
, இந்த வட்டத்ொல் உள்ள இந்த வரி௜ல் ஏேத௑ம் ஒ௠ உ௥ப்ைப நீங்கள் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், 
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அதன் கண்ணாூப் படத்ைதக் க௠த்ொல்  ெகாள்௬ங்கள்.
இன் ௳ைலப்படூ்யல் சரியாக வட்டத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ நீங்கள் ஒன்ைற எ௄த்தால் அதன்  z 

கண்ணாூப் ௔ம்பேம தைலவழாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் நீங்கள் ஒன்ைறக் க௯த்தால் அதன் 
கண்ணாூப் படத்ைத ௙ண்௄ம் தாேன
 அதனால் தைலவழ் ஜக ஆஶம் ஼க்கலான தயாரிப்ைபப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ஸ்டம் ைமனஸ் 
ஒன்௥, எனேவ நாம் இங்ஶ இரண்௄ கலப்௖ எண்கைள ௟னிட் வட்டத்ொல் எ௄க்ஶம் 
ேபாெதல்லாம் 
அவற்௣ன் தயாரிப்௖கைள ௙ண்௄ம் அலஶ வட்டத்ொல் எ௄க்ஶம் ேபாௌ நாம் இங்ேக ெசய்த 
அவதானிப்௖கள் என்ன? 

இரண்௄ மற்௥ம் ஒவ்ெவா௠ மா௄லஸஓம் ஒன்௥ எனேவ அவற்௣ன் தயாரிப்௖ ஒன்௥ மற்௥ம் z 
இரண்டாவௌ ௚க்ழயமான ெசாத்ௌ ஆஶம், இௌ இன் uz 
தைலவழ் இல் இ௠க்ஶம் ேபாெதல்லாம் நாம் கவனித்ேதாம், ேம௩ம் இந்த ஒ௠ தைலவழ் u z z 
என்பௌ இன் இைணப்பாக மட௄்ேம உள்ளௌ, எனேவ இந்த கவனிப்௖டன் நாம் பாரப்்ேபாம்  z 
ஒ௠ நல்ல அைடயாளத்ைத நி௡௔க்க௵ம்     
இௌ ஒ௠ ைமனஸ் ௛ன்௥ தயாரிப்௖க்ஶ சமம் இரண்௄ க௯த்தல் நான்ஶ இந்த z z z z 
அைடயாளத்ைதக் கவனி௞ங்கள் அௌ ஏேத௑ம் நான்ஶ கலப்௖ எண்ணாக இ௠க்கலாம், ௔ன்னர ்
௔ன்வ௠ம் சமன்பா௄ ொ௠ப்ொகரமான ஆதாரம் எளிைமயாக இ௠க்ஶம் .
  இடௌ ௖றம் மற்௥ம் வலௌ ௖றம் இரண்௄ ெவளிப்பா௄க௬ம் சமமாக இ௠ப்பைதக் காண்௕ரக்ள்
, இடௌ ௖றம் இடௌ ௖றம் என்பைத க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம் , இௌ ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ z z z 
௛ன்௥ க௯த்தல் நான்ஶ ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் நான்ஶ ெப௠க்கல் இரண்௄ ைமனஸ் z z z z 

௛ன்௥ இப்ேபாௌ அைத ௳ரிவாக்ஶ     z 
சரி, அைவகள் ஒன்ைறெயான்௥ ரத்ௌெசய்வொல் ஼ல ெபாௌவான ௳ொ௚ைறகள் இ௠ப்பைதக் 
காண்ழேறாம், அௌ நான்ஶ நன்றாக இ௠க்கலாம் ஒ௠ேவைள நாம் வலௌ பக்கம் z two z 
ெசல்லலாம், அதாவௌ 

ஒன்௥ , இந்த ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ நான்ஶ என்பைத ௳ரிவாக்ஶேவாம் z z z z z 
க௯த்தல் ௛ன்௥ இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ நான்ஶ ௔ன்னர ்நாம் இந்த இரண்௄ z z z z 
ஷ௥கைள௞ம் அேத ேபால் ௛ன்௥ மற்௥ம் இைத அைடயாளம் கண்௄ ஒ௠ நான்ஶ z z z 
அைடயாளம் காணப்பட்டௌ மற்௥ம் ஒ௠ நான்ஶ அைடயாளம் காணப்பட்டௌ மற்௥ம் ஒ௠ z z z
இரண்௄ அைடயாளம் காணப்பட்டௌ மற்௥ம் இைவ இரண்௄ம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழன்றன, 
எனேவ நாம் இடௌ௖றமாக சரிபாரக்்கப்பட்டௌ  வலௌ பக்கத்ொற்ஶ சமமான ைக பக்கம் எனேவ 
அௌ ve 
எந்த நான்ஶ கலப்௖ எண்ைண௞ம் நீங்கள் க௠ௌவௌ அற்பமான அைடயாளமல்ல   என்பௌ 
ாவாரஸ்யமாக உள்ளௌ.

அல்லௌ ஒ௠ ௳மானத்ொல் உள்ள ௖ள்ளிகள், ௔ன்னர ்௔ன்வ௠ம் சமத்ௌவ௘ன்ைமயானௌ  abcd 
ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா ெப௠க்கப்ப௄ம் ௳ளம்பரத்ைத bc ca plus cd 

உடன் ெப௠க்ழ உடன் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ சரி, எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட AB 
சமத்ௌவ௘ன்ைமைய ௖ரிந்ௌ ெகாள்ள ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ஒ௠ வைரய ௚யற்஼ப்ேபாம்  
வைரபடமாக இ௠ந்தா௩ம், ௖ள்ளிகைள எந்த வைக௜௩ம் ௳நிேயாழக்க ௚ூ௞ம், எனேவ 
எளிைமக்காக நான் உண்ைம௜ல் ஒ௠ வரி௜ல் ெபாய் இல்ைல என்௥ க௠ௌழேறன் 
, உண்ைம௜ல் அௌ ஒ௠௳த வூவத்ைத அளிக்ழறௌ என்௥ ெசால்லலாம் , எனேவ அைத இப்பூ 
அைழப்ேபாம்  abcd 
என்றால், இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைம ௳ளம்பரத்ொன் நீளத்ைத நீளத்தால் ெப௠க்ஶவதாக நீங்கள்bc 
க௠ௌழ௤ரக்ள் என்௥ ஷ௥ழறௌ,  இௌ எப்ேபாௌம் ஶ௥க்காக இ௠க்ஶம் ஐ ௳ட bd 
ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா 
இ௠க்ஶம்  நீங்கள் ெப௠க்ஶம் ஏ஼ மற்௥ம் ஼ூைய உடன் ெப௠க்ழனால் சரி, எனேவ ஆதாரம்AB 
௚ந்ைதய அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ எளிைமயானௌ, நான் அைடயாளத்ைத 
எ௱ௌழேறன், எனேவ நம்௘டம் என்ன இ௠க்ழறௌ, இந்த ௖ள்ளிகைள ௳மானத்ொல் ைவத்த௵டன்
நாம் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம்  ஒவ்ெவா௠ ௚ைனகைள௞ம் அல்லௌ இ௥ொப் ௖ள்ளிகைள௞ம் ஒ௠ 
கலப்௖ எண்ேடன் அைடயாளம் காண ௚ூ௞ம், எனேவ இௌ ஒன் உடன் ெதாடர௖்ைடயௌ a z 
என்௥ம், இௌ அூப்பைட௜ல் இரண்௄ மற்௥ம் என்பௌ ௖ள்ளி ௛ன்௥டன் z c z 
ெதாடர௖்ைடயௌ என்௥ம் ஷறலாம் .

நான்ஶ ௔ன்னர ்௚ந்ைதய அைடயாளம் ஒ௠ க௯த்தல் நான்ஶ இரண்௄ க௯த்தல்   z z z z z 
௛ன்௥ என்௥ ஷ௥ழறௌ, அௌ ஒ௠ க௯த்தல் ௛ன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் நான்ஶ க௯த்தல்z z z z 

ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ ௛ன்௥ க௯த்தல் நான்ஶ ெகாண்௄ ெப௠க்கப்ப௄ழறௌz z z z 
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 அதனால் நான் ௙ண்௄ம் எ௱ொேனன்  இந்த அைடயாளத்ொற்கான ௚௱ைமயான மொப்ைப 
நான் எ௄க்ஶம்ேபாௌ, 

௚தல் நான்ஶ வைர௜லான ௚தல் வைர௜௩ம் , ௚தல் வைர௜௩ம் , ௚தல் z 1 z a d b c z 2 
வைர௜௩ம் z 3 

ழைடக்ஶம்.
 இந்த ெவக்டரின் அள௵ நீளத்ைதக் ெகா௄க்ஶம்  ௳ளம்பரம் எனேவ இப்ேபாௌ இந்த 
அைடயாளத்ொற்ஶ மா௄லஸ் அைடயாளத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், ௔ன்னர ்

இரண்௄ ைமனஸ் ௛ன்௥ மா௄லஸ் ெகாண்ட ஒ௠ ைமனஸ் நான்ஶ தயாரிப்௖களின் z z z z 
மா௄லஸ் , இப்ேபாௌ உங்களிடம் ௚௱ காலத்ொன் மா௄லஸ் உள்ளௌ மற்௥ம் ௚க்ேகாண 
சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் பயன்ப௄த்ொனால், அௌ ஒ௠ ௛ன்௥ ஐப் ெப௥ழேறாம்.z z z 
  இரண்௄ க௯த்தல் நான்ஶ ஷட்டல் ஒ௠ மா௄லஸ் ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ மா௄லஸ் z z z z z 
௛ன்௥ க௯த்தல் நான்ஶ இப்ேபாௌ இௌ ௳ளம்பரத்ொன் நீளத்ைத இரண்௄ க௯த்தல் z z z 
௛ன்றால் ெப௠க்ஶவைத ௳வரிக்ழறௌ, இௌ இன் நீளம் அல்லௌ அதற்ஶ சமம்  ஒன் bc z 
ைமனஸ் ௛ன்௥ என்பௌ ஏ஼௜ன் நீளத்ைத z 

௅ ைமனஸ் ஃேபார ்ஆல் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, இௌ ௔.z z 
ூ ௔ளஸ் ஒ௠ ைமனஸ் இரண்௄, இௌ ஼ூ ஓேக உடன் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த z z 
அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ நாம் ௳௠ம்௔ய சமத்ௌவ௘ன்ைமைய இப்ேபாௌ ெசய்யலாம்.
  இன்௑ம் ஒ௠ ௔ரசச்ைன எனேவ ௔ரசச்ைனக்ஶ ெசல்௩ம் ௚ன் என்௥ z unimodular z 
ஷறப்ப௄வைத மட்௄ம் ஶ௣ப்௔௄ழேறன் என்பௌ என்பௌ ஒ௠ கைலசெ்சால்.z mod z 

என்பௌ ஆஶம் ௟னிட் வட்ட ஼க்க௧ல் எனேவ ஒ௠ ஼க்கலான எண்களாக  z ly ing z z 
இ௠க்கட௄்ம் மற்௥ம் ஒ௠ ைமனஸ் என்ற எண்ைண 2 ைமனஸ் படூ்யால் z z2 z1 z2 
வஶத்தால் மற்௥ம் ஒேர மாொரி இல்ைல என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் .unimodular z two 
  ௖ள்ளி இல் உள்ளௌ, அௌ அசா்க்ஶ இைணயாக ஒ௠ ேநர ்ேகாட்ூல் உள்ளௌ z1 a x 

ேநர ்ேகா௄ அசா்க்ஶ இைணயான ௳௠ப்பம் இௌ ஆரம் இரண்௄ வட்டத்ொல் உள்ளதா, b y c 
எனேவ இன் இந்த ஒ௠ மா௄ல௻ன் ெபா௠ள் ஒன்௥ இரண்௄ ஆரம் ௡ட் இரண்ூன் zs z d 
வட்டம் சரி, எனேவ ஒ௠ ைமனஸ் இரண்௄ மடங்ஶ இரண்ைட இரண்டால் வஶத்தால் z z z 
ஒன்௥ ெப௠க்கப்ப௄ம் இரண்௄ பட்ைட என்பௌ ஒேர மாொரியான ெபா௠ள் , இந்த எண்ணின் z 
மா௄லஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூன் மா௄லஸ் அல்ல.z 

௔ன் நாம் ஒ௠ ேநர ்ேகாட்ூல் உள்ளதா அல்லௌ ஒ௠ வட்டத்ொல் ஆரம்   unimodular z 
இரண்டாக உள்ளதா அல்லௌ ஒ௠ வட்டத்ொல் இ௠ந்தால் ௡ட் இரண்டா என்பைத ஶ௣ப்௔ட்ட 
௳௠ப்பத்ௌடன் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
 
 அதனால்  ெகா௄க்கப்படட் ௖ள்ளியானௌ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ இரண்ூன் மா௄லஸ் z z 
என்பைத பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
 மற்௥ம் ௚தல் அ௑மானத்ொன் ௛லம் ஒ௠ ைமனஸ் இரண்௄ மடங்ஶ இரண்௄ சௌரத்ொன் z z 
மா௄லஸ் இரண்௄ ைமனஸ் ஒ௠ இரண்௄ பார ்சௌரத்ொன் மா௄லைஸப் ேபாலேவ z z 
இ௠ப்பைதக் காணலாம், ேம௩ம் ேமாட் சௌரம் க்ஶ படூ்௜ல் என்பௌம் நமக்ஶத் z z z z 
ெதரி௞ம்.
 இௌ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ இரண்ைட ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ ஆல் z z z z 
ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ என்பைத எ௱ௌங்கள்  க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ இரண்௄ zz z 
மற்௥ம் ஒ௠ பட்ைட இரண்௄ ௚ைற இரண்௄ பட்ைட ெகாண்௄ ெப௠க்கப்படட்ௌ இௌ z z 
இரண்௄ ைமனஸ் ஒ௠ இரண்௄ பார ்இரண்௄ ைமனஸ் ஒ௠ பார ்மற்௥ம் இரண்௄ அேத z z z z 
தான் இப்ேபாௌ நாம் பாரக்்க இௌ ேமாட் என்௥ பாரக்்க எளிய கணக்வ௄  ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் z 
மற்ற காரணி இரண்௄ சௌரத்ொன் நான்ஶ மடங்ஶ மற்௥ம் ௙த௚ள்ள நூகர ்ைமனஸ் mod z f  

ஒன்௥ எங்க௬டன் ஒ௠ இரண்௄ பட்ூ௜ல் இரண்௄ மடங்ஶ ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் z z z z
ஒ௠ பட்ூ௜ன் ைமனஸ் இரண்௄ மடங்ஶ இரண்௄ வலௌ பக்கம் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ இௌ z 
நான்ஶ மற்௥ம் அதன் ேமாட் சௌரம் ஒ௠ ேமாட் இரண்௄ பட்ூ௜ல் ேமாடஸ்் ஆஶம்  சௌரம் ஒ௠ z 
ெபா௠ட்டல்ல, ஏெனன்றால் பட்ூ௜ன் மா௄லஸ் ௙ண்௄ம் இன் மா௄லஸ் ௙த௚ள்ள z z 
காரணிகள் ஒ௠ பார ் இன் இரண்௄ ைமனஸ் இரண்௄ ௚ைற ஒ௠ இரண்௄ பட்ூ௜ன் z z z z 
இரண்௄ ைமனஸ் ஆஶம், இந்த இரண்௄ காரணிக௬ம் ெபாௌவாகத் ேதான்௥வைதப் 
பாரக்்ழேறாம், எனேவ அைவ ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழன்றன.

ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் நான்ஶ மடங்ஶ இரண்௄ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ  mod z mod mod z 
க௯த்தல் ஒ௠ என்௥ ௔ன்வ௠ம் சமன்பாடை்டப் ெபற௵ம், ௚௱ சௌரத்ைத௞ம் படூ்ய௧ட z z 
இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்ழேறாம் ேமாட் ஸ்ெகாயர ்ேமாட் z1 z2 
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சௌரம் ௔ன்னர ்[இைச ] ெபாௌவான காரணியாக நாம் சௌரம் சௌரம் ஒன்௥ க௯த்தல் mod z z1 
சௌரம் மற்௥ம் ௙த௚ள்ள காலமானௌ mod z2 

ைமனஸ் 4 ெபாௌ என்பைத எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் 1 க௯த்தல் சௌரம் இௌ  mod z2 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நாம் ஒ௠ தயாரிப்௖ச ்ெசால்லாக எ௱த௵ம் சரி, இௌ ஒ௠ c 
க௯த்தல் ேமாட் சௌரத்ைத உடன் ெப௠க்ழனால் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் நான்ஶ z2 mod z 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பைத எளிதாகக் காணலாம் மற்௥ம் ெகா௄க்கப்படட் அ௑மானம் mod

இரண்௄ ஒன்௥க்ஶ சமம் இல்ைல இௌ உடனூயாக ெசால்ழறௌ.z 
 ௗஜ்௷யமற்ற ெசால் இௌ ௗஜ்௷யமற்ற ெசால் எனேவ ஒ௠ சௌரம் நான்ஶ மற்௥ம் mod z mod z 
ஒன்௥ இரண்௄ என்௥ உடனூயாக ௚ூவைடழறௌ, இௌ உடனூயாக ௳௠ப்பம் சரியானௌ c 
என்௥ ஷ௥ழறௌ, அௌ ஒன்௥ ஆரம் இரண்௄ வட்டத்ொல் உள்ளௌ சரி என்றால் நான் mod z 
஼க்கலான எண்களின் மா௄லஸ் மற்௥ம் கலப்௖ எண்ணின் மா௄லஸ் மற்௥ம் ஼க்கலான 
எண்ணின் மா௄லஸ் பற்௣ய ஷ௄தல் பண்௖கைள 
நாங்கள் ௳வாொக்ழேறாம், ஼ல ஼க்கல்கைளப் ெப௥ழேறாம், அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஆரக்ான் 
௳மானம் மற்௥ம் ஼க்கலான எண்க௬க்கான ௌ௠வ ௔ரொநிொத்ௌவம் பற்௣ ௳வாொக்ழேறாம் 
நன்௣ 

Pru
tor
@
IIT
K




