
[संगीत ] शेवटǉा लेƁरमȯे आʉी कॉ̱ɘेƛ नंबरचे संयुİƵत आिण कॉ̱ɘेƛ नंबरचे मोǰूलस यावर चचाŊ केली होती , मला फƅ 
कोणतीही सामाɊ कॉ̱ɘेƛ संƥा ɘस आठवते जे बार आहे आिण आʉी ते चे मायनस आिण मोǰूलस ʉणून a ib z z ib 
पįरभािषत केले आहे.
  हे चौरस अिधक वगाŊचे वगŊमूळ ʉणून b 
आता आपण मॉǰुलसचे काही गुणधमŊ गुणधमŊ पाš या
 ȑामुळे या संपूणŊ चचőसाठी आपण गृहीत धŝ की हा ɘस फॉमŊ आहे आिण चा हा खरा भाग नेहमी कमी असतो हे िसȠ z x iy z 
कŝया.

ǉा मॉǰुलस पेƗा िकंवा ȑाǉा समान तसेच ते ǉा उणेǉा बरोबरीने मोठे आहे ही चांगली असमानता आहे की चा  z mod z z 
वाˑिवक भाग िकंवा ǉा वाˑिवक भागाचा मॉǰूलस पेƗा कमी िकंवा समान आहे ʉणून पुरावा काय आहे  आपʞाकडे z mod z 

चा खरा भाग आहे जो आहे आिण जेʬा आपण ȑाचा चौरस चा खरा भाग िवचारात घेतो तेʬा ȑाचा वगŊ ʉणजे चौरस आहे z x z x 
जो िनिʮतपणे चौरस अिधक वगाŊपेƗा कमी िकंवा समान आहे ʉणजे आपण आता काही गैर-ऋण संƥा जोडत आहोत.x y 
 
ताǽाळ  तुʉी पाहाल की जेʬाही तुमǉाकडे हे ǉा वगŊमूळ पेƗा कमी िकंवा बरोबरीचे असते तेʬा ǉा वगŊमूळाǉा ly a b b 
पेƗा कमी िकंवा बरोबरीचे असते तेʬा याचा अथŊ असा होतो की चा वाˑिवक भाग z 

वगŊ अिधक वगाŊǉा वगŊमूळापेƗा कमी िकंवा समान आहे  हे िशवाय दुसरे काहीही नाही x y mod z 
आिण आपण येथे जे पाहतो ते खरे तर आपण Ǜा Ůकारे काढले आहे तेच आहे अगदी अगदी िनरपेƗ अथाŊने हे पेƗा कमी िकंवाmod z 
समान असेल जेणेकŜन पिहʞा Ůˑावाचा िनʺषŊ िनघेल ȑाचŮमाणे आपण हे िसȠ कŝ शकतो  चा काʙिनक भाग उणे z mod z
पेƗा मोठा िकंवा समान आहे पेƗा कमी िकंवा समान आहे Ůˑाव दोन हे िनिʮतपणे सरळ पुढे आहे की ही mod z mod z 
जिटल संƥांमधील सवŊ साठी नेहमीच एक नॉन-ऋणाȏक संƥा असते आिण आपʞाला काय िनरीƗण करणे आवʴक आहे जेʬा z 
जेʬा चे मॉǰुलस शूɊ असते तेʬा फƅ एक शूɊ असेल तर ठीक आहे हे मुळात पुɎा सारखे आहे जे िनरीƗण करणे सोपे आहेz z 
कारण एकदा तुʉी ला शूɊ बरोबर मानले तर याचा अथŊ ȑाचा वगŊ शूɊ आहेmod z 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा होतो की चौरस अिधक चौरस हा शूɊ आिण आहे  आʉी असे ʉणत आहोत की दोन गैर-ऋणाȏकx y  w 
संƥांची बेरीज शूɊ आहे याचा अथŊ असा होतो की मूलतः  Ůȑेक नॉन-ऋणाȏक घटक शूɊ असणे आवʴक आहे ʉणजे चौरस x 
शूɊ असणे आवʴक आहे तसेच वगŊ शूɊ असणे आवʴक आहे जे िनʺषŊ काढते की बरोबर शूɊ समान  शूɊ ʉणजे हे y x y 
झेड हे शूɊ घटक आहे आिण हे शूɊ घटक आहे असे ʉणǻासारखेच नाही आिण जे मूलत: ȑाǉा खालीलŮमाणे आहे आिण इतर z 
साधी िनरीƗणे कोणती आहेत जेʬा तुʉी चे मापांक िवचार करता जे वजा मोǰूलस िवŜȠ देखील समान असते.z z 

Ůमाणेच जे एक Ɨुʟक आहे कदािचत मी यात जोडेल जे मुळात ȑाचे संयुƵ आहे तसेच समान मॉǰुलस आहे ʉणून आʉी mod z 
मुळात असे ʉणत आहोत की जेʬा तुʉी ƽाल तेʬा मायनस तुमǉाकडे असेल तर आपण ʉणूया की हे मुळात अिधक az z x iy
आहे नंतर वजा तुमǉाकडे उणे वजा आहेz x iy 
 ȑामुळे हे अंतर या अंतरासारखे आहे ȑाचŮमाणे तुʉी ȑाचे Ůितिबंब अƗ बȞल ƽा जे बारचे मॉडेल देखील तेच आहे आता चौथा x z 
एक आहे जेʬा तुʉी बारसह गुणाकार करता तेʬा आʉाला मोड िमळेल  चौरस ʉणजे ʩाƥेनुसार हे ˙ʼ आहे ʉणून मी z z z 
मुळात यावर चचाŊ करत नाही, चला ǉा टू ǉा पाचʩा एक मोǰुलसकडे जाऊ या ते ला दोन z one z mod z one mod z 
सह गुणाकार केʞास ला समजा.mod z one z 
  वरील Ůˑावानुसार संपूणŊ वगŊ आपʞाला वन दोन ने एक ते सह गुणाकार कŝन संपूणŊ बारला िमळत आहे आिण पुɎा z z z z 
आपʞाला संयुƵािवषयीचा संबंध मािहत आहे ʉणून एक दोन साठी एक दोन सह गुणाकार केला जातो.z z z z 
  बार आिण कʄुटेिटʬ कायȨाचा वापर कŝन आʉी शेवटी मला फƅ िलš देऊ शकतो जेणेकŜन आमǉाकडे जे आहे ते बार z1 

बार असलेले उȋादन आहे आिण आʉाला मुळात तुʉी वापरता येणारा सहयोगी कायदा िमळेल आिण नंतर पुढील कʄुटेिटʬ z2 
कायदा वापरा जेणेकŝन तुʉाला िमळू शकेल.mod z 
  एक ˍेअर मोड दोन ˍेअर ओकेz 
 ȑामुळे हा िनʺषŊ िनघतो की एक दोनचे मापांक ते एक दोन सह गुणाकार देते, तुʉी Ůथम उȋादन ƽा z z mod z mod z 
ȑाचे मापांक ƽा जे Ůȑेक संिमŵ संƥेसाठी Ůथम मॉǰूलस ƽा नंतर ते ठीक आहे आिण सहावा Ůˑाव जो mu  ltiply ah 
ŮिसȠ िकंवा छान असमानता आहे जी वारंवार वापरली जाईल ती वापरली जाईल Ǜाला िũकोण असमानता ʉणतात ʉणून असमानता 
सांगते की जर आपण वन ɘस दोनचे मॉǰूलस मानले तर हे वन पेƗा कमी िकंवा समान आहे.z z mod z 

Ůȑेक साठी Ůȑेक मȯे कॉ̱ɘेƛ नंबसŊ मȯे हे असमानता काय ʉणते ते समजून  plus mod z two z z one z two 
घेǻाचा Ůयȉ कŝ या
 ȑामुळे आपʞाकडे दोन गुण आहेत हे आहे असे ʉणू या आिण हे दोन आहे असे ʉणू या आिण मग आपण नैसिगŊकįरȑाz one z 
संबȠ कŝ शकतो यासाठी ʬेƃर ʉणजे एक ʬेƃर आिण दोन हे दुसरे ʬेƃर ʉणून İʬǛुअलायझ कŝ शकू मग बेरीज देतेz z 
जे आपʞाला मुळात िमळते ते या समांतरभुज चौकोनासाठी कोणता कणŊ आहे जो वन अिधक दोन आहे ʉणून मी मागील मȯे z z 
नमूद केʞाŮमाणे लेƁर मॉǰुलस याचा अथŊ असा आहे की ही कॉ̱ɘेƛ संƥा आिण मूळ यामधील अंतर आहे ʉणून वन ɘस z z
दोनचे मॉǰूलस या संƥेतील मूळ ते अंतर दशŊिवते ठीक आहे ʉणून अंतर पेƗा कमी िकंवा समान आहे वर जा आिण नंतरt o z 2 

या िबंदूवर पोहोचǻासाठी ʬेƃर वापŝन पुढे जा ʉणजे याचा अथŊ असा आहे की एक अंतर घेऊन Ůथम वर जा आिण नंतरz 1 z2 
येथे पोहोचǻासाठी चा वापर करा जे नेहमी िडˋपेƗा मोठे असेल.z1 
 शɨ हे सवाŊत कमी अंतर आहे जे आपण पाहत आहोत ठीक आहे, तर आपण हा िनकाल िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝ या ʉणून 
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डावीकडील बाजू आिण चौकोन या शɨाचा िवचार कŝ आिण हे ने िलिहलेले आहे जर मला आठवत असेल तर mod z mod z 
चौरस ने िलिहलेला आहे  बार आता थेट सांगा की मालमȅा लागू कŝन आʉाला जे िमळत आहे ते एक बार अिधक दोन z z z z 
बार आहे आिण पुढे तुʉी िवतरण कायदा लागू कराल तर आʉाला एक एक बार अिधक एक दोन बार अिधक ने z z z z z 
गुणाकार िमळेल.

वन बारसह दोन गुणाकार अिधक दोन दोन बारसह गुणाकार केला आिण आपʞाला मािहत आहे की हे Ůमाण वन ˍेअर z z z z 
ɘसचे मॉǰूलस आहे आिण येथे आपण जे पाहतो ते वन दोन बार आहे ȑाला एक जिटल संƥा ʉणून मानू .z z 
  पुढील Ţमांक आʉी फƅ ȑाचा ʉणून पाहत आहोत मागील एकाचे तंतोतंत संयुƵन
 ȑामुळे जर तुʉी फƅ असे िनरीƗण केले तर मी ही पǥी लावली तर ती एका पǥीवर ने दुहेरी पǥीने गुणाकार केली जाते जी ˢतः ला z 
पुɎा देतेz 
 ȑामुळे आपʞाला हे चौरस आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की ɘस  बार हा चा खरा भाग दोनने गुणाकार mod z2 z z z 
देतो ʉणून आपʞाला कळते की येथे ते वन दोन बारǉा वाˑिवक भागाǉा दोन पट आहे अिधक हे आता पुɎा आठवǻाचा z z 
Ůयȉ कŝया की असमानता काय आहे हे आपण ठीक आहे हे िसȠ करǻाचा Ůयȉ करत आहोत.

चे िमळवा पेƗा कमी िकंवा बरोबरीचे  z one plus z two modulus mod z one plus mod z two mod z 
दोन आता आपण पाहत आहोत की जर आपʞाला उजʩा बाजूस असे one plus mod z mod z one plus mod z 

काहीतरी िमळू शकले तर आपण जवळजवळ येथे पोहोचलो आहोत.
  संपूणŊ ˍेअरमȯे मग आपण जवळजवळ पूणŊ झालो आहोत पण फƅ आपण हे पाहणे आवʴक आहे की आपण येथे mod z one
आिण दोन शɨ कसे आणायचे ठीक आहे, जर मला मी िलिहलेले Ůˑाव आठवले तर ते असे नमूद करते की वाˑिवक  चा mod z z 
भाग चा खरा भाग नेहमी वजा मोड ǉा समान पेƗा मोठा तसेच कमी िकंवा ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून z z tha  n mod z 
आपण हे िविशʼ संबंध येथे वापरणार आहोत
 ȑामुळे आपʞाला जे मािहत आहे ते खरे भाग नेहमी पेƗा कमी िकंवा समान असते ʉणून आपण हे संबंध वापरत असताना आपण या 
बȞल खूप सावधिगरी बाळगणे आवʴक आहे  मी तुʉाला चेतावणी िदली की कॉ̱ɘेƛ नंबरसाठी असा संबंध लागू होणार नाही जर 
तुʉाला एक वरील Ůमाण िदसले तर ती पूणŊपणे वाˑिवक संƥा आहे ठीक आहे आता जेʬा आʉी येथे तुलना करत आहोत तेʬा ती z1

बारǉा मॉǰूलसǉा 2 पट आहे पुɎा ती एक गैर-ऋण संƥा आहे.z2 
 आिण दोन चौरस आिण पुɎा तुʉी जे पाहता ते असे आहे की गुणधमŊ एक चौरस अिधक mod z z one mod z mod z one 
ǉा दोन पटीने ǉा मोǰुलसने बार ते बार गुणाकार केला ʉणजे संपूणŊ ˍेअरला दोन अिधक आिण z modulus z mod z 
आʉी  हे जाणून ƽा की हे काहीही नाही पण हे वन ɘस ते संपूणŊ ˍेअर आहे ठीक आहे पुɎा जे आपʞाकडे आहेmod z mod z 
ते ˍेअर पेƗा कमी िकंवा समान आहे जे चा अथŊ ǉा पेƗा कमी िकंवा समान आहे ठीक आहे जेणेकŝन ते िसȠ होईल  b a b 
आमची िũकोण असमानता ʉणून मी ते दाखवू इİǅतो 
या संबंधासाठी ही समानता केʬा असेल असा Ůʲ कोणी िवचाŝ शकतो ʉणजे जेʬा चे z one plus z two modulus of 

ǉा ǉा बरोबरीचे असते तेʬा हा िनʺषŊ असू शकतो मी ते इथे ठीक आहे िकंवा पुढǉा पानावर िलहीनz one modulus 
 ȑामुळे आʉी फƅ काढले आहे.mod z one z two 
  मॉड झेड वन ɘस मॉड झेड टू पेƗा कमी िकंवा समान आता Ůʲ आहे की मला समानता केʬा िदसली तर आता हे केʬा होईल जेʬा 
आपण ही असमानता िमळवू तेʬा परत जा हीच ती जागा आहे िजथे आपण असमानता संबंध वापरतो
 ȑामुळे समानता िदसून येते जर आिण  फƅ जर वन ते बारचा वाˑिवक भाग वन दोन बारǉा मॉǰूलसǉा बरोबरीचा z z z z 
असेल तर समानता िदसते ʉणून समानता िदसून येते मी याला समीकरण ʉणू याला 

दोन बारचा वाˑिवक भाग Ůदान केला आहे  हे  ǉा वेळी असते असे ʉणǻासारखे आहे z one z mod z1 bar z 2 z 1 
जेथे ही एक नॉन-ऋणाȏक वाˑिवक संƥा आहे मी पुɎा पुɎा सांगतो आʉी हे िसȠ केले की िũकोण असमानता Ůʲ आहे जेʬा t 
समानता िदसते तेʬा आʉी फƅ िनरीƗण करतो की समानता िदसते आिण फƅ जर एक आिण दोन ते रेखीय अवलंिबतi  f z z 
Ůकारासारखे आहेत जे दोनǉा İ̾थर वेळांसारखे आहेत, तुमǉाकडे एक ʉणजे दोनची फƅ एक İ̾थर वेळा आहे अशा z z z 
पįरİ̾थतीत आʉाला समानता िमळते ते पाš या या िũकोणाǉा असमानतेचे इतर पįरणाम पुढे सांगा ʉणून आʉी आȅाच पािहलं की 
मॉǰुलस ऑफ सो मी फƅ हेच पुɎा सांगतो की आमचा हा संबंध आहे आिण यावŝन आपण काढू शकतो की एक वजा mod z 

दोन पेƗा कमी िकंवा समान आहे.mod z 
 आपण हे कसे िमळवूया फƅ असे ʉणूया की हा एक आहे ʉणून मॉड एक िवचारात ƽा आʉी फƅ दोन जोडतो आिण वजा z z 
करतो मग एक लागू करतो मग एक कŝन एक मॉड वन ɘस दोन पेƗा कमी िकंवा समान असतो.mod z z z 
 आिण पुढे तुʉाला मायनस टू चे मापांक िमळेल पण आʉाला मािहत आहे की मायनस टू चे मापांक पुɎा टू सारखे आहेz z mod z 
 ȑामुळे यावŝन आपʞाला वजा दोन हे वन ɘस दोन ǉा मॉǰुलस पेƗा कमी िकंवा समान िमळते.mod z one mod z z z 
  ठीक आहे ȑाचŮमाणे आपण वन आिण दोन ची भूिमका अदलाबदल कŝ शकतो जर मी भूिमका बदलली तर एक आिण z z z z 
दोन हे अिनयंिũत आहेत ʉणून आपण फƅ वन आिण दोनची भूिमका अदलाबदल कŝ शकता तर आपण हे दोन वजा मोड z z z 

वन पेƗा कमी िकंवा समान असʞाचे िनरीƗण करतो.z 
वन ɘस टू ǉा मॉǰुलसमȯे आिण िनʺषŊ ʉणून आपण जे िनरीƗण करतो ते ʉणजे  z z 

एक मायनस मॉड वर मोड्सचे मॉǰूलस जे अिधक ǉा मॉǰूलसपेƗा कमी िकंवा समान आहे ठीक आहे आता z 2 z 1 z 2 
कोणीही Ůʲ िवचाŝ शकतो की हे ɘस आहे खरोखर आवʴक आहे ठीक आहे माǟाकडे येथे उणे खरे आहे ठीक आहे, तुमǉाकडे 
पुɎा वजा िचɎ असू शकते ʉणून ते येथे अिधक िकंवा वजा असू शकते तरीही हे एक वजा दोन ǉा मॉǰूलसपेƗा mod z mod z 
मोठे िकंवा समान आहे ȑाचŮमाणे हे पेƗा कमी िकंवा समान आहे  चे मॉǰुलस ʉणून येथे मला िũकोणातून z1 plus mod z2 
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काहीतरी अिधक सामाɊ िदसत आहे
 ȑामुळे आपʞाकडे िũकोण असमानता आहे आिण आता आपण पाहतो ती या जिटल संƥांसाठी अिधक सामाɊ असमानता आहे 
ʉणून Ůˑािवत करा 7 मॉǰूलसचे ʩुǿम ʩुǿम जेथे आहे  शूɊ नसलेली जिटल संƥा आयन हे संयुƵन z s mod z z ag  
गुणधमाŊसारखेच आहे जे ʩुǿमाने सुŝ होणारा हा पįरणाम ʩुǿमाने Ȫारे ʩुǿमात िदला जातो, तुʉाला ओळख िमळते z z z z 
मग ȑाचे मॉǰूलस पुɎा एकचे मॉǰूलस एक आहे आिण आʉी आधीच ǉा मोǰूलसची चचाŊ केली आहे.z 

देते एक ला दोन ने गुणाकार केला तर तुʉाला जे िमळेल ते चा मोǰुलस एक ने   one in z two mod z mod z mod z 
ने गुणाकार केला तर हे एक बरोबर आहे ʉणून आपण जे िनरीƗण करतो ते ʩुǿम आहे ʉणून ʩुǿम हे z mod z mod z 

नſी ʩुǿम मोड आहे ʉणून हे आहे  िनʺषŊ ʉणजे आपण जे पाहतो तो असा आहे की ʩुǿम हे ʩुǿमाचे z mod z z 
मॉǰुलस आहे जे एक बाय आहे, तर ते आमचे Ůपोिझशन आिण Ůपोिझशन आठ आहे जे वन बाय टू चे मोǰुलस आहे जे z z z z 

एक बाय देते.mod z z 
दोन तुʉी असे गृहीत धरले की दोन शूɊ शूɊ आहे , पįरणामी पुɎा फƅ हा दोन जिटल संƥेचा गुणाकार ʉणून   mod z z c 

ʉणा जो एक ने ने ʩुǿमात गुणाकार केला तर आपण पाहतो की Ůȑेक घटकासाठी मॉǰुलस लागू केला जातो आिण मागीलz z z 
Ůˑाव आʉी फƅ हे िसȠ केले दोन ʩुǿमांचे मापांक हे दोन संपूणŊ ʩुǿमासारखे आहे आिण हे दुसरे काहीही नाही z mod z 
परंतु दोन ठीक आहे आता आणखी एक मनोरंजक पįरणाम आहे Ǜाला समांतरभुज चौकोन ʉणतात तोmod z one by mod z 
असे सांगतो की दोन संपूणŊ चौरस अिधक मॉǰुलसचे मॉǰूलस दोन एक वजा दोन पूणŊ चौरस जो z one z z one z z z 

एक चौरस अिधक चौरस ǉा दोन पट सारखा आहे ठीक आहे ते ȑाला समांतरभुज चौकोन का ʉणतात , आपण हेmod z mod z2 
पाहǻाचा Ůयȉ कŝया ʉणून आपण से िबंदूला वन ʉणू या आिण आपण असे ʉणूया की हे दोन आहे आिण आपʞाला मािहत z z 
आहे की एक अिधक दोन हे तंतोतंत वेƃर देते जे या समांतरभुज चौकोनाचे कणŊ एक अिधक दोन आहे आिण ȑाचŮमाणे z z z z 
दुसरा कणŊ एक वजा दोन सिदश देतो.z z 
 आता जर तुʉी ओळख पािहली तर ते असे ʉणते की 
या कणाōǉा पįरमाणाचा 
चौरस समांतरभुज चौकोन कायȨाǉा बाजंूǉा पįरमाणाǉा चौरस बेरीजǉा दुɔट मानला जातो,
 ȑामुळे हा अितशय मनोरंजक गुणधमŊ आहे ʉणून आिण पुरावा  सोपे आहे तुʉाला फƅ डाʩा बाजूसाठी िवˑाįरत करणे f 
आवʴक आहे मग आʉी सहजपणे िमळवू शकतो तुʉी उजʩा बाजूला पोहोचू शकता जे एक अिधक दोन चौरस अिधक lhs z z 

एक वजा संपूणŊ चौरसाचे मॉǰूलस आहे ʉणून ʩाƥेनुसार  हे एक अिधक दोन सह गुणाकार एक अिधक दोन बारz z z z z z 
अिधक एक वजा दोन सह गुणाकार एक वजा संपूणŊ पǥीवरz z z z 
 ȑामुळे आपण जे Ůमाण मोजत आहोत ते एक अिधक दोन संपूणŊ वगŊ अिधक एक आहे वजा संपूणŊ ˍेअरला अशा Ůकारे z z z z 
आʉी एक अिधक दोन गुणाकार एक बार दोन बार अिधक एक दोन सह गुणाकार एक बार वजा दोन बार z z z z z z z z 
असे िलिहले एक बार ʉणजे एक ˍेअर आिण दुसरी टमŊ जी ˍेअर आहे आिण बाकीची टमŊ जी आपʞाकडे mod z mod z2 
आहे ती बार अिधक या टमŊवर आपʞाला पुɎा वन ˍेअर ही संǒा िमळेल आिण  z1 z2 z1 bar z two mod z mod z 
चे दोन चौरस उरलेले घटक हे िवŜȠ िचɎासह येतात  हे घटक जे वजा वन ते बार वजा वन बार दोन ʉणतात या संǒा z z z z 
एकमेकांना रȞ करतात मग आपʞाला जे िमळते ते वन ˍेअर अिधक दोन ˍेअरǉा दुɔट आहे आिण आपण mod z mod z 
एका सम˟ेवर चचाŊ कŝ या Ǜामȯे मॉǰूलस िचɎाचा समावेश आहे हे िसȠ करा की जर चे मॉǰुलस एक ǉा बरोबरीने z one 
तसेच दोन चे मॉǰुलस देखील एक समान असेल आिण पुढे ȑांचे उȋादन वजा एक ǉा बरोबर नसेल तर आपण दशŊवू शकतो की z z
एक अिधक दोन ला एक अिधक एक दोन ने भागले आहे.z z z 
 खरी संƥा आहे ठीक आहे, ʉणून आपण या सम˟ेचे िनरीƗण करǻाचा Ůयȉ कŝया जे िदले आहे ते एक दोन आहे ते मुळात z z 
उȋȅीपासून एकक अंतरावर आहेत आिण ȑांचे उȋादन वजा एकǉा बरोबरीचे नाही तर आʉी पįरभािषत केलेले Ůमाण आहे.a 
  वाˑिवक संƥा ही अिभʩƅी İƑʼ िदसते हे पाšन खरोखर छान आहे परंतु शेवटी आपʞाला जे िमळते ती एक वाˑिवक संƥा 
आहे हे कसे दाखवायचे ते पाš या मी आधी सांिगतʞाŮमाणे जिटल संƥा ही वाˑिवक संƥा आहे असे ʉणायचे आहे जेणेकŝन z 
आिण ते समान आहे जे समान आहे काʙिनक भाग शूɊ आहे असे ʉणणे ʉणजे ला संƥा वन ɘस दोन बाय वनz  bar a z z 
ɘस वन हे दोन बरोबरचे उȋादन समजा अशी ʩाƥा कŝयाz z 
 ȑामुळे आमचा दावा हा काʙिनक भाग शूɊ आहे हे दाखवणा̴या पǥीǉा बरोबरीचा आहे.
 आता बारचा िवचार करा आपण आधी जे काही अɷास केले आहे ते आपण लागू करणार आहोत ʉणजे जुɊा घटकासाठी संयु̑ न, जे̺ हा 
आपण यासाठी संयु̑ न करत आहोत जे एक बार दोन बार अिधक एक बार दोन बार आहे ठीक आहे आता आपण वन z z z z z 
बारला ला ला जोडǻाची गरज आहे, ठीक आहे, आपण चा कंिडशन मॉǰूलस वापरला नाही ȑाचŮमाणे दोन समानz z z one z 
टू एकचा मोǰूलस वापरला आहे, ʉणून आपʞाला ही अट वापरǻाची आवʴकता आहे, ʉणून आता आपण ʉणू की mod z 
बरोबर एक आहे.
  तर हे आपʞाला िदले आहे जे ȑाचा चौरस एक आहे याला Ůथम Ţमांक वन ˍेअर ʉणू या ʉणजे हे मȯे बार एक आहे z z z 
असे सूिचत करते आिण ठीक आहे आपण बार काय आहे हे समजू शकतो.z 

बार हा ʩुǿम आहे ʉणून या संबंधाने आपʞाला फƅ बार आहे असे Ůाɑ होते  1 बाय Ȫारे आयʬन ʉणून   z z z g z 
आपण वन ला आमची कॉ̱ɘेƛ संƥा मानली आहे असे नोटेशनसह िनिʮत केले आहे z 
ȑामुळे एक बार अशा Ůकारे ते बार एक बाय दोन आहे ठीक आहे आता आपʞाला फƅ हा संबंध वापरǻाची z z s z 
आवʴकता आहे बारमȯे एक बार िदलेला आहे ʉणून आपʞाकडे एक बार आहे जो एकाने वन ने बदलला आहे आिण z z 
ȑाचŮमाणे दोन बार एक ने दोन ने आिण एक अिधक एक एक ने एक ने गुणाकार केला आहे ही अिभʩƅी आपण एकz z z z z 
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अिधक दोन भािगले एक अिधक एक दोन ने गुणाकार करतो जे एक बरोबर काहीच नाही हे दशŊिवते की ही खरी संƥा आहेz z z a 
ठीक आहे ʉणून आपण येथे फƅ तुमची िटɔणी िकंवा आʉी काय िनरीƗण केले ते एक िटɔणी िलšया एक बरोबर आहे मगmod z 
आपण जे पाहतो ते मȯे बार एक आहे आिण बारला बरोबर एक असे िलिहले जाऊ शकते आिण फƅ लƗात ƽा की z z z z z 
बारचे मॉǰूलस एक बाय मोड सारखे आहे जे पुɎा एक आहे चला तर मग या बȞल पुɎा समजून घेǻाचा Ůयȉ कŝया ȑा सवŊ z z 
कॉ̱ɘेƛ नंबर Ǜांचे मॉǰूलस एक आहे  आपण हे समजून घेǻाचा Ůयȉ करतो ʉणून युिनट वतुŊळाचा सेट ʉणून िवचार let u 
कŝ जो सवŊ जिटल संƥांचा संच ʉणून पįरभािषत केला जातो जसे की Ǜाचे मॉǰूलस एक आहे आता संचातील सवŊ घटक कोणते 
आहेत याचे वणŊन करǻाचा Ůयȉ करा 
ʉणजे जेʬा आपण ǉा बरोबरीने िलš  एक हे अगदी तंतोतंत आहे जर आपण ला अिधक मानले तर जे mod z z x iy mod z 

वगŊ अिधक वगाŊचे वगŊमूळ आहे, जर आपण ȑाचा वगŊ मानला तर तो वगŊ अिधक वगŊ आहे आिण ȑाला एक x y x y mod z 
बरोबर िदलेला आहे.
 आता तुʉी िवचाराल की घटकांची सवŊ जोडी कोणती आहे या समीकरणाचे समाधान करते आिण जे आपʞाला खूप पįरिचत आहे xy 
की ते कŐ ū असलेʞा एकक वतुŊळाचे मूळ ʉणून वणŊन करते ʉणून आपण िचũ काढू या ʉणजे आपʞाकडे एकक वतुŊळ आहे
 ȑामुळे यावरील कोणताही िबंदू ƽा  वतुŊळावरील ची जोडी जी या समीकरणाचे समाधान करते आिण याचा अथŊ हा संच या xy u 
एकक वतुŊळाचे तंतोतंत वणŊन करतो, आता आपʞाला यावरील िबंदू मािहत आहेत, उदाहरणाथŊ यावर असलेला एक आिण जो या वजा i 
1 वर आहे आिण वजा वर आहे.i 
  हा यू  वतुŊळ आधीǉा सम˟ेवर आपण चचाŊ केली होती िजथे एक ǉा बरोबरीचे आहे मग आपण असा िनʺषŊ काढलाnit mod z 
की बार हे एक बाय िशवाय दुसरे काहीही नाही जे अगदी सहज पाहǻासारखे आहे फƅ या समीकरणाचा अथŊ असा आहे की z z z 
मȯे बार बरोबर एक मȯे बार यािशवाय दुसरे काहीही नाही  चौरस समान एक ʉणजे िछūे आहेत कारण z z z mod z mod z
एक आहे ʉणून आपण या आलेखावर कʙना करǻाचा Ůयȉ कŝया जेʬा आपण घेतो तेʬा ȑाचे संयुİƵत वजा असते आिण हेi i 
समीकरण सांगते की ʩुǿम हे ȑाचे संयुƵ आहे ʉणजे मी आदराने उलट करतो  गंुतागंुतीचे उȋादन हे दुसरे ितसरे काही नाही, तर z 
ȑाचे संयुƵन जे वजा आहे, जर तुʉी या वतुŊळावरील या रेषेवरील कोणताही घटक घेतला तर ȑाची आरशातील Ůितमा िवचारात ƽा i 
जी अचूक संयुƵन आहे, वतुŊळावरील कोणȑाही िबंदूचा िवचार करा, ȑाची आरशातील Ůितमा िवचारात ƽा जी ती बार आहे.z 

चे इ̢ʬॉइस जे वतुŊळावर देखील आहे,  z 
 ȑामुळे जर तुʉी एक घेतले तर ȑाची आरशातील Ůितमा ˢतः च ʩुǿम आहे आिण जर तुʉी वजा एक घेतली तर ितची आरशाची 
Ůितमा पुɎा ˢतः च उलट आहे.
 İƑʼ उ̝ पादना̓ या संदभाŊत वजा एक ̱ हणून जे̺ हा आपण एकक वतुŊळावर दोन संिमŵ सं̏ या घेतो ते̺ हा st 
̝ यांचे उ̝ पादन पु̢ हा एकक वतुŊळात घेतो तेʬा आपण येथे कोणती िनįरƗणे केली आहेत, हा फƅ एक साधा गुणधमŊ आहे की z one z

चे आहे दोन आिण Ůȑेक मापांक एक आहे ʉणून ȑांचे उȋादन एक आिण दुसरा two modulus mod z one mod z 
महȇाचा गुणधमŊ आहे Ǜाचे आपण िनरीƗण केले आहे जेʬा जेʬा मधील ʩुǿम देखील मȯे असतो आिण इतकेच नाही z uz u 
की हा एक ʩुǿम फƅ ȑाचे चे संयोग आहे ʉणून या िनरीƗणासह आपण पाš या  एक छान ओळख िसȠ करा चार जिटल z z z 
संƥा एक दोन तीन चार िकंवा जिटल संƥा िवचारात ƽा मग ते खालील समीकरण एक वजा दोन गुणाकार तीन z z z z z z z 
वजा चार अिधक एक वजा चार गुणाकार दोन वजा तीन सह हे समान आहे एक वजा तीन गुणाकार सह दोन z z z z z z z z 
वजा चार या ओळखीचे िनरीƗण करा ही कोणतीही चार जिटल संƥा असू शकते तर खालील समीकरण समाधानी पुरावा सोपे आहे z 
फƅ िवˑार करा  डाʩा हाताची बाजू आिण उजवी बाजू नंतर तुʉाला िदसेल की दोɎी अिभʩƅी समान आहेत डाʩा बाजूचा िवचार 
कŝया डाʩा हाताची बाजू ʉणजे एक वजा दोन तीन वजा चार अिधक एक वजा चार सह गुणाकार दोन वजा z z z z z z z z
तीन आता फƅ ȑाचा िवˑार करा एक तीन वजा एक चार वजा दोन तीन अिधक दोन चार आिण पुढे अिधकz z z z z z z z 

एक वजा वजा अिधक तीन  ठीक आहे आता आपण पाहतो की काही सामाɊ अटी आहेतz z 2 z 1 z 3 z 4 z 2 z 4 z 
Ǜात ते एकमेकांना रȞ करतात ते दोन चार दंड आहे कदािचत आपण फƅ उजʩा बाजूकडे जाऊ या जी एक आहे चला या z z z 

एक दोन वजा एक चारचा िवˑार कŝया उणे तीन दोन अिधक तीन चार मग आपण हे दोन घटक ओळखतो z z z z z z z z 
आिण ȑाचŮमाणे तीन आिण हे आʉी ओळखले आिण एक चार आʉी ओळखले की एक दोन ओळखले गेले आहे आिण हेz z z z 
दोन रȞ होतात ʉणून आʉी डावीकडे काय सȑािपत केले हाताची बाजू उजʩा बाजूǉा समान आहे ʉणून ती आहे  ve ry 
मनोरंजक आहे की ही एक Ɨुʟक ओळख आहे जी तुʉी कोणȑाही चार जिटल संƥेचा िवचार करता ती या िविशʼ ओळखीचे समाधान
करते आता आʉी एक साधी सम˟ा पाš शकतो जी दशŊवते की ही ओळख िकती छान आहे सम˟ा समजा आʉाला एका िवमानात चार
गुण िदले आहेत तर ते दाखवा जर  िकंवा समतल िबंदू नंतर खालील असमानता समाधानी आहे जी जािहरात पेƗा कमी िकंवाabcd bc 
समान सह गुणाकार केली जाते सह गुणाकार अिधक अिधक सह गुणाकार ʉणून आपण ही िविशʼ असमानता bd ca cd ab ok 
समजून घेǻाचा Ůयȉ कŝया ʉणून आपण काढǻाचा Ůयȉ कŝया  आकृतीत जरी िबंदू कोणȑाही Ůकारे िवतरीत केले जाऊ a 
शकतात ठीक आहे,
 ȑामुळे साधेपणासाठी मी असे काहीतरी गृहीत धरǻाचा Ůयȉ करीत आहे की ते खरोखर एका ओळीत पडलेले नाहीत असे आपण ʉणू
या की ते मुळात एक Ůकारचा आकार देते ʉणून आपण ȑाला असे ʉणू या  असेल abcd 
तर ही असमानता ʉणते की तुʉी 
लांबीǉा जािहरातीला बीसी लांबीने गुणाकार करता हे नेहमी या कणाŊǉा पेƗा कमी िकंवा समान असेल तुʉी गुणाकार bd AC plus

ने ने गुणाकार केला आहे ठीक आहे तर पुरावा आहे जो साधा आहे फƅ मागील ओळख वापŝन मला फƅ ओळख िलš Ȩा cd ab 
ʉणजे आमǉाकडे काय आहे मग आʉी काय कŝ शकतो एकदा हे िबंदू िवमानात ठेवले की आʉी  Ůȑेक िशरोिबंदू िकंवा शेवटचा 
िबंदू एका जिटल संƥेकडे ओळखू शकतो ʉणून आपण असे ʉणूया की हे शी संबंिधत आहे आिण हे मुळात दोनशी a z one z 
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संबंिधत आहे आिण िबंदू तीनशी संबंिधत आहे आिण आपण असे ʉणूया की हे ȑाǉाशी संबंिधत आहे  चार नंतर मागील c z z 
ओळख सांगते की एक वजा चार दोन वजा तीन ʉणजे एक वजा तीन दोन वजा चार वजा एक वजा दोनz z z z z z z z z z 

तीन वजा चार ने गुणाकार केला ʉणून मी पुɎा िलिहले  अशा Ůकारे मला ते ही संǒा िमळते z z a d 
जी एक ते चार आिण ते जे ते असते जेʬा मी या ओळखीसाठी पįरपूणŊ मूʞ घेतो तेʬा वजा चे z z b c z 2 z 3 z 1 z 4 
मॉǰूलस जे देते  या सिदशाची िवशालता जी लांबी देते  ʉणून आता या ओळखीसाठी मॉǰुलस िचɎ ƽा नंतर एक वजा ad z z 
चार उȋादनाचे मापांक दोन वजा तीनचे मॉǰूलस ƽा आिण आता तुमǉाकडे संपूणŊ पदाचे मापांक आहे आिण िũकोण z z 
असमानता लागू करा आʉाला ते एक तीन िमळेल  दोन वजा चार अिधक एक एक मापांक एक वजा दोन z z z z z z z z 
मापांक तीन वजा चार आता आपण पाहतो की हे दोन वजा तीन सह गुणाकार केलेʞा जािहरातीǉा लांबीचे वणŊन करते जे z z z z 

पेƗा कमी िकंवा समान आहे  एक वजा तीन जो ची लांबी bc z z ac 
दोन वजा चार ने गुणाकार केला आहे जो अिधक एक वजा दोन आहे जो ने ने गुणाकार केला आहेz z bd z z ab cd ok 

 ȑामुळे ही ओळख वापŝन आपण इİǅत असमानता Ůाɑ करǻास सƗम आहोत आता आपण कŝया  आणखी एक सम˟ा ʉणून 
सम˟ेकडे जाǻापूवŎ मी फƅ नमूद करतो की हे युिनमॉǰुलर आहे असे ʉटले जाते हे युिनमॉǰुलर आहे असे ʉटले जाते जर z z 

एक असेल तर आʉी असे ʉणतो की जर चे मॉǰूलस एक असेल तर एक जिटल संƥा युिनमॉǰुलर असते.mod z z 
 ʉणजे आहे एकक वतुŊळाǉा सम˟ेवर ʉणून ही जिटल संƥा असू Ȩा आिण समजा संƥा एक वजा z ly ing z one z z 

ने भागाकार 2 वजा बार एकसमान आहे आिण दोन एकसमान नाही तर आपʞाला खालीलपैकी एक िनवडǻाची z2 z1 z2 z 
आवʴकता आहे  िबंदू वर आहे तो z1 a 

अƗाǉा समांतर सरळ रेषेवर आहे पयाŊय सरळ रेषेला समांतर अƗ पयाŊय तो िũǛा दोनǉा वतुŊळावर आहे की नाही x b y c 
ȑामुळे ǉा या एका मॉǰूलसचा अथŊ एक दोन आहे की नाही िũǛा ŝटचे वतुŊळ दोन ठीक आहे की नाही, ʉणून आपʞाला zs z 
िदलेले आहे की एक वजा दोन गुिणले दोन भािगले दोन वजा एक गुणाकार दोन पǥी ʉणजे या संƥेचे मापांक एक आहे z z z z 
आिण दोनचे मॉǰूलस नाही  युिनमॉǰुलर मग आपʞाला हे शोधून काढावे लागेल की एक सरळ रेषेत आहे की वतुŊळात िविशʼ z z 
पयाŊय आहे की िũǛा दोन आहे की मूळ दोन आहे की नाही हे मुळीच वतुŊळात असेल तर वनǉा İ̾थतीचे काय होते ते शोधǻाचा z 
Ůयȉ कŝया.

 ȑामुळे  आपण हे पाहǻाचा Ůयȉ कŝया की िदलेला िबंदू एक वजा दोन दोन भािगले दोन गुिणले दोन गुिणले दोन वजा एक z z z 
दोन बारचे मापांक एक आहे आिण दोनचे मापांक एकाǉा बरोबर नाही ही िदलेली गृिहतके आहेत.z z 

 आिण पिहʞा गृहीतकाने आपण हे पाš शकतो की एक वजा दोन पट दोन ˍेअरचे मॉǰूलस जे दोन वजा एक दोन बार z z z z 
ˍेअरचे मॉǰूलस सारखे आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की ˍेअर मȯे बार Ůमाणेच आहे.mod z z z 
 खाली िलहा की याचा अथŊ एक वजा दोन दोन ने गुणाकार एक वजा दोन पǥीवर हे दोन वजा एक दोन बारने दोन z z z z z z 
वजा एक दोन बारने गुणाकार पूणŊ बार सारखे आहे ʉणजे याचा अथŊ असा होतो की एक  वजा एक वजा दोन दोन z z z zz z 
आिण एक बार दोन गुिणले दोन बार हे दोन वजा एक दोन बार दोन वजा एक बार आिण दोन सारखे आहे आिण z z z z z z 
आता फƅ साधी गणना करा आपण पाहतो की हे मोड आहे  एक चौरस आिण दुसरा घटक ǉा चार पट दोन चौरस आिण z mod z 
उवŊįरत अिभनेता वजा एक आमǉा बरोबर गुणाकार केला एक दोन बार आिण एक पǥीǉा दोन पटीने गुणाकार केलाf  z z z z 

दोन उजʩा बाजूने हा चार बरोबर आहे आिण ȑाचा मॉड ˍेअर एक मोड दोन बारवर मोड आहे ˍेअर काही फरक पडत नाहीz z 
कारण बारचे मापांक पुɎा चे मापांक आहे उवŊįरत घटक एक बारचे वजा दोन पट दोन एक दोन बारचे वजा दोन पट z z z z z z 
आहेत आपण पाहतो की हे दोन घटक सामाɊतः  िदसतात ते रȞ करतात ʉणून आपण  खालील समीकरण िमळवा की एक mod z 
चौरस अिधक चार गुणा दोन चौरस वजा चार वजा एक पूणŊ चौरस बार करǻासाठी हे शूɊ आहे आता आपण mod mod z z z 
पाहतो की यावŝन आपण या शɨाला गुणाकार असे ʉणू शकतो मॉड ˍेअर मॉड ˍेअर नंतर [संगीत ] कॉमन mod z1 z1 z2 
फॅƃर जर आपण मॉड ˍेअर ˍेअर एक वजा मोड ˍेअर आिण उरलेला टमŊ आणǻाचा Ůयȉ केला तर उणे 4 कॉमन z z1 z2 
काढले तर 1 वजा मोड ˍेअर हा  शूɊ बरोबर आहे आता आपण एक उȋादन संǒा ʉणून िलहा ठीक आहे जे सहज लƗात येतेz2 c 
की एक वजा चौरस सह गुणाकार केला जातो एक चौरस वजा चार शूɊाǉा समान आिण गृहीत धरले की mod z2 mod z mod z
दोन एक समान नाही हे लगेच सांगते की हे आहे  शूɊ नसलेली संǒा ही शूɊ नसलेली संǒा आहे ʉणून लगेच िनʺषŊ काढला की mod 

एक चौरस चार आहे आिण एक दोन आहे हे लगेच ʉणते की पयाŊय बरोबर आहे ʉणजे एक िũǛा दोनǉा z mod z c mod z 
वतुŊळावर आहे 
तर ठीक आहे  संƗेपात आʉी जिटल संƥांǉा मापांकाǉा अिधक गुणधमाōबȞल चचाŊ करतो आिण जिटल संƥेǉा संयुगाǉा 
गुणधमाōचा एकिũत वापर कŝन 
आʉी काही सम˟ा काढʞा आिण पुढील ʩाƥानात आʉी जिटल संƥांसाठी आगॉŊन ɘेन आिण Ŭुवीय Ůितिनिधȕ याबȞल चचाŊ 
कŝ धɊवाद.
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