
[സംഗീതം ] മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ സ׸ീർ؉ സംഖّകളും അതിന്െറ ബീജഗണിത 
ْപവർ؋ന׹ളുെട സ׸ലനവും ഗുണനവും ഞ׹ൾ അവതരിؚി׺ മുൻ നിർവചന׹ൾ ഓർأിׯാൻ 
തുട׹െ؂, ഞ׹ൾ ആദّം അവതരിؚി׺ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട നിർവചനം വീ؇ും ആവർ؋ിׯെ؂, 
അതിൽ എبാ ഘടക׹ളുെടയും ഒരു കൂ؂ം അട׹ിയിരി؛  .ുؗുׯസ് അവിെട എؗിവ a ib, a, b 
യഥാർ، സംഖّകളിൽ നി്ؗ വരുؗു , ഞ׹ൾ പറ؁ത് ര؇് േകാം٧്ع؛ സംഖّകൾ തുലّമാണ്, അത് c 
 ിൽ മാْതം, ന് ib c׸സ് ആണ് , ഇത് വീ؇ും ഒരു നിർവചനമാെണ؛ തുലّമായ ഒരു ׯസ് ഐഡി്؛
തുലّമാെണ׸ിൽ കൂടാെത ന് തുലّമായ ഈ േസ ഇകٔിലിئി റിേലഷൻ ഞ׹ൾ കാണി׺ത്, നമു്ׯ d- 
ഓേരാ േകാം٧്ع؛ സംഖّയും ഒരു ഓർഡർ േജാഡിയായി തിരി׺റിയാം.    ഞ׹ൾ നിർവചി׺ യഥാർ، 
ഭാഗവും സാ׸ൽؚിക ഭാഗവും ഗുണനവും നി׹ൾ സംْഗഹിؗുׯതുേപാെല, ؛സ് ഐ ൈടംസ് ആഡ് 
 ാഷർױൾ പറയുؗു േ׹ഞ ളുമായി ബؖെؚ؂്׹ന؋സ് ഡിസി ഓെക, അതിനാൽ ഈ ര؇് ْപവർ؛
േലാ അേസാസിേയئീവ് േലാ കൂّأേئ؂ീവ് നിയമവും ഐഡന്റിئികളും അതുേപാെല തെؗ അവ 
നിലനിൽؗുׯതിന്െറ വിപരീതവും തൃلിٝെؚടുു؋കയും വിതരണ നിയമം തൃلിٝെؚടുു؋കയും  
െചുؗുإ. ഞ׹ൾ നിരീײി׺ േകാം؛ക് സ് നآർ സി؋زിെല ഉൽؚؗം ഇതിലുെ؇്ؗ ْശؑിു׺ , 
ഞ׹ൾ ആരംഭിെ׸׺ിലും ഞാൻ ഒരു സാ׸ൽؚിക സംഖّയാെണ്ؗ നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, ഞാൻ 
വിമാന؋ിെല ഒരു സാ׸ൽؚിക സംഖّയാണ്, അത് പൂജّം േകാമ വൺ അبാെത മെئാؗുമب, 
അതിനാൽ ഇത് ഇനി അേإാ സാ׸ൽؚിക സംഖّയب. േകാം؛ക് സ് നآർ സി؋زിെല ഏത് സംഖّയും 
െ؛യിനുമായി നമു്ׯ തിരി׺റിയാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ സ׸ീർ؉ ഫീൽഡിെല ഈ ْപേതّക േഡാ؂്
ഉൽؚؗവുമായി ബؖെؚ؂് ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ആയി മാറുؗു എؗതാണ്. i 
അതുേപാെല , നി׹ൾ യഥാർ، വരിയിെല േപായിന്റുകൾ മാْതം പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് 
 ം, iുׯഒരു േഡാ؂ായി സൂചിؚി تസ് ഐ സീേറാ ഉ؛ ൾ അതിെന ബിأസ് പൂജّമായി എഴുതാം ന؛
അതിനാൽ ഈ ഗുണന؋ിന് കീഴിൽ ഇത് ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും ഇത് യഥാർ، ab 
സംഖّകളിലും പൂജّ؋ിലും ഉت ഒരു ഉൽؚؗമാണ്, ഇത് നأൾ െകാ؇് സൂചിؚിׯാൻ േപാകുؗു i ab 
, ഞ׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ പറയുക ഐഡി ഉപേയാഗി്׺ ഐബി േഡാ؂് ഉൽؚؗം എ്ؗ 
പറയുؗ സാ׸ൽؚിക സംഖّകൾ, ആ ഉൽؚؗവുമായി ബؖെؚ؂് അത് ൈമനസ് ബിഡി ഓെക ؛സ് 
ഐ സീേറാ ആയി മാറുؗുെവ്ؗ നമു്ׯ കാണിׯാൻ കഴിയും , ഇത് യഥാർ، ഭാഗം മാْതമാണ് ഞ׹ൾ 
സൂചിؚിׯാൻ േപാകുؗത്. യഥാർ،؋ിൽ കാണുക, ؛സ് ؛സ് എؗിവയ്്ׯ ഇേؚാൾ a ib , c idi 
േനരി؂് ഗുണനം െചإാൻ കഴിയും , ഉൽؚؗെ؋ എ׹െന നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ എനി്ׯ 
അത് എ׹െന െചإാം, അതിനാൽ ഇവിെട എؗത് യഥാർ، ഭാഗം മാْതം വഹിؗുׯ ഒരു സ׸ീർ؉ a 
സംഖّയാണ്, എؗത് ആണ്  പൂർ؉മായും ഒരു സാ׸ൽؚിക സംഖّയും സമാനമായി മെئാരു ib a c 
സ׸ീർ؉ സംഖّയും എؗാൽ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം െകാ؇് മാْതം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാണ്, z 
ഇത് ര؇്, ഇത് മൂ്ؗ നാല് എ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഉപേയാഗിׯാൻ z z z 
േപാകുؗ ഈ ْപേതّക ഉൽؚؗം വിതരണ നിയമം  അെതാരു േഡാ؂ാണ്, അതിനാൽ ഈ സി ؛സ് 
ഐഡിയും ഐബിയും സി ؛സ് ഐഡി ഉപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ െസ്ئ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ കാണുؗു, ഇത് 
വീ؇ും ഡിസ്ْടിബّൂ؂ീവ് നിയമം എ്ؗ പറയുക, ഒരിׯൽ കൂടി നി׹ൾ ഇത് ْപേയാഗിുׯേآാൾ ഇത് 
എസി ؛സ് ഐഡി ؛സ് ഇവിെട ഐബിസി ൈമനസ് ബിഡി എبാം ഒരുമി്׺ ഞ׹ൾ ഒരു ഉൽؚؗമായി 
നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഇേؚാൾ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ സേؕശ സേؕശ׹ൾ എെؓാെׯയാണ്, 
അതിനാൽ ഇവിെട ഞ׹ൾ ഉൽؚؗെ؋ ഈ രീതിയിൽ നിർവചിുؗുׯ, ഫലമായു؇ാകുؗ െവക്ئർ 
ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ എبാ നിയമ׹ളും പരിേശാധി്׺ േْപാؚർ؂ികൾ 
ഉപേയാഗിുؗുׯെവ്ؗ ഞാൻ േനാׯെ؂  ഈ ഫീൽഡ് സിؑാؓ׹ളിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും, അതിനാൽ ഇനി ഉൽؚؗം ഓർأിേׯ؇തിب, സാധാരണ േപാെല ഉൽؚؗം െചുإക, ഇവിെട 
ഞ׹ൾ ഐ സ്കٔയർ ൈമനസ് വൺ ആണ് എؗ വُٝു ത ഉപേയാഗിു׺, അതിനാൽ ഈ വُٝു ത 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ  അടിرാനപരമായി സാധാരണ േപാെല ഉൽؚؗം ശരിയാׯാം, ഇേؚാൾ ഞാൻ 
കുറ്׺ കൂടി െനാേ؂ഷനുകൾ പരിചയെؚടു؋െ؂, ഒ്ؗ അതിന്െറ യഥാർ، ഭാഗമാണ്, അതിനാൽ z 
എؗത് ന്െറ ഒരു ؛സ് യഥാർ، ഭാഗമാെണ്ؗ പറയാം, അത് എ്ؗ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, z ib re re z 
അത് വളെര യഥാർ،മാണ്  ന്െറ ഭാഗം ഉം ന്െറ സാ׸ൽؚിക ഭാഗവുമാണ്, അത് എؗത് z a z imz b 
എؗ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിുؗുׯ  , ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം പൂജّമാെണ׸ിൽ ഇത് മൂؗിൽ ര؇് z 
ആെണ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ, പൂർ؉മായും ഒരു ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു  സാ׸ൽؚിക സംഖّ z 
അതിനാൽ ഒؗുകിൽ ഇത് തികു׺ം സാ׸ൽؚിക സംഖّയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു അെ׸بിൽ ഒരു 
സാ׸ൽؚിക സംഖّയാണ് അതുേപാെല തെؗ ന്െറ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം പൂജّമാെണ׸ിൽ z z 
പൂർ؉മായും യഥാർ،മാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ ഈ ലളിതമായ െനാേ؂ഷനുകൾ 
ഉപേയാഗി്׺ ഞാൻ പുതിയ നിർവചന؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം. ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട 
സംേയാജനം നിർവചിؗുׯത് ന്െറ ബാർ സംേയാജനമാണ്, ഇവിെട ഒരു ؛സ് ആണ്, അവിെട z z z ib 

ബാറായി ഉപേയാഗിؗുׯ െനാേ؂ഷൻ ൈമനസ് ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ബാറിന്െറ z ib z 
നിർവചനം എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം.  അതിനർ،ം നമു്ׯ സ׸ീർ؉മായ തലം ഉ؇് , നമു്ׯ 
േപായിന്റ് പരിഗണിׯാം, അത് ؛സ് ആണ്, അതായത് സാ׸ൽؚിക യൂണിئിൽ ഇത് ആണ്, z ib ib 
യഥാർ، യൂണിئിൽ ഇത് ഇേؚാൾ ബാർ എؗത് കൃതّമായി സൂചിؚിؗുׯത് ഞ׹ൾ ൈമനസ് ആയ z 
യൂണി്ئ എടുുؗുׯ എؗാണ്. ഉം ബാറും ഞ׹ൾ ആണ്  ഇത് ഒരു ൈമനസ് ആയി ib z denoti ib 
കാണുകയാെണ׸ിൽ , ഇത് യഥാർ، അു׺ത؇ുമായി ബؖെؚ؂് ന്െറ മിറർ ഇേമജ് അبാെത z 
മെئാؗുമب, അതിനാൽ ബാർ ഒؗുമب, മറി്׺ ന്െറ മിറർ ഇേമജാണ്, നമു്ׯ അײം അെ׸بിൽ z z x 
യഥാർ، േരഖ എ്ؗ പറയാം. ഉദാഹരണം എ്ؗ കരുതുക, ടു ؛സ് ْതീ ബാർ െവറും ര؇് ൈമനസ് z iz 
ْതീ ഐ ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, അത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ നി׹ൾ പറയെ؂, അ؀് ബാർz 
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എؗത് ഒരു മാئവുമിب, കാരണം അ؀് മാْതമാണ്  അത് യഥാർ، േരഖയിൽ കിടؗുׯതിനാൽ 
അതിന്െറ മിറർ ഇേമജുകൾ ൈലനിൽ തെؗ വീ؇ും കാണാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ചില േْപാؚർ؂ികൾ 
േനാׯാം , ഒരു യഥാർ، സംഖّയാെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ, ബാറിന് z z 
തുലّെമ്ؗ പറയുക. ന്െറ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ക؇ാൽ ബാറിന് z z 
തുലّമാണ്, അതായത് മിറർ ഇേമജ് ْപേയാഗി׺തിന് േശഷം നമു്ׯ ഒേര സംഖّ ലഭിുؗുׯ, അത് 
യഥാർ، വരിയിൽ കിടׯണം, അതാണ് നأൾ അവകാശെؚടുؗത്, അതിനാൽ ആെണ׸ിൽ  z a 
 ത് ഒരു ib z z a plus ibؗുׯസ് അേؚാൾ ബാറിന് തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക, എؓാണ് അർ،മാ؛
ൈമനസ് ആണ്, അേؚാൾ ഞ׹ൾ ര؇് സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ തുലّമാׯണെമ്ؗ ib 
ആവശّെؚടുؗതായി െപെ؂്ؗ വّװമാകും, തുടർ്ؗ ഘടകം തിരി്׺ ഒരുേപാെലയായിരിׯണം, 
അതിനാൽ ആദّ ഘടക׹ൾ എؓായാലും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഫീൽഡ് അു׺ത؇ിലൂെട നി׹ൾ്ׯ 
റؐാׯാം. ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ ര؇് മട്׹ ആെണ׸ിൽ ഇത് സംഭവിുؗുׯ , അത് ന്െറ ib z 
സാ׸ൽؚിക ഭാഗമبാെത മെئാؗുമب, ന്െറ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം പൂജّമാെണ׸ിൽ മാْതം ശരിയാണ്, z 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് ന് തുലّമായേؚാെഴبാം ഒരു ലളിതമായ നിർേؐശമാണ് ബാർ z 
അേؚാൾ അത് ഒരു യഥാർ، സംഖّ ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഒരു േകാം٧്ع؛ സംഖّ ഒരു യഥാർ، 
സംഖّയാെണ്ؗ പറയാൻ ഞ׹ൾ പതിവായി ഉപേയാഗിؗുׯ ഈ ْപേതّക വാദം, ബാറിന് തുലّമായ z 

എ്ؗ കാണിׯാൻ ഇത് മതിയാകും, ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ കാണിׯാൻ അ؋രം ആശയം പതിവായി z 
ഉപേയാഗിുׯം  ഒരു യഥാർ، സംഖّ േْപാؚർ؂ി ര؇് നأൾ വീ؇ും ബാറിനു േവ؇ി സംേയാജനം z 
ْപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ േല്ׯ മടുؗു׹ ശരി ഇത് വീ؇ും ഇത് ഒരു േനരായ േഫാർേവഡ് z 
ആണ്, ഒരു ؛സ് ആകെ؂, തുടർ്ؗ ബാർ ഒരു ൈമനസ് ആണ്, ഇത് പറയുؗത് േപാെല കാണാം  z ib z 
ൈമനസ് ബി , ഇസഡ് ഇര؂ ബാർ അതിനാൽ വീ؇ും നി׹ൾ അതിന്െറ സംേയാജനം എടുുׯക, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ കാണുؗത് ഇതാണ് ؛സ് ഐ എؗും ൈമനസ് ബി യുെട ൈമനസ് ബി എؗും 
പറയുؗു, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, ഞാൻ എؓാണ് െചؗുإത് എؗത് 
വളെര വّװമാണ് ഞ׹ൾ ഒരു വാദം എഴുതാൻ ْശമിുؗുׯ മൂؗാമേ؋ത് ര؇് േകാം٧്ع؛ 
സംഖّകളുെട ആെകു؋ക കണׯാׯിയാൽ അതിന്െറ സംേയാജനം എടുുׯക, ഇത് വൺ ബാർ z 
 സ് ആെണؗുംz z ib؛ ാൻ എളുؚമാണ്, ഒ്ؗׯരിׯസ് എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇത് വീ؇ും ദൃശّവൽ؛

ര؇് ؛സ് ഐഡി ആെണؗും പറയാം. വൺ ؛സ് ടു ബാർ, ഇത് ഒരു ؛സ് സി ؛സ് ഐ ൈടംസ് z c z z 
ബി ؛സ് ഡി പൂർ؉   സംേയാജനമാണ്  വൺ ബാർ ؛സ് മുതൽ ബാർ നാലാമെ؋ േْപാؚർ؂ി z z 
അبാെത മെئാؗുമب , അതായത് എؗ സ׸ീർ؉ സംഖّയിെല ഓേരാ നും ബാറിേലുׯം z z z 
എبായ്േؚാഴും ഒരു യഥാർ، സംഖّ എؗത് െനഗئീവ് അبാ؋ ര؇് യഥാർ، സംഖّയാണ് , 
അതിനാൽ നമു്ׯ ആയി പരിഗണിׯാം എ്ؗ വّװമാണ് ഒരു ؛സ് ആയ െപാതുവായ ഘടകം z ib 
പറയുക , ഞ׹ൾ അത് പരിഗണിുؗുׯ  ഗുണന؋ിലൂെടയുت സംേയാജനം നമു്ׯ ഇത് ഒരു ചതുരവും 
ബി ചതുരവും ആെണؗും ഓേരാ പദവും െനഗئീവ് അെുؗبം അതിനാൽ തുക വീ؇ും െനഗئീവ് 
അെുؗبം അതിനാൽ ഈ ْപേതّക നിർേؐശ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ നിരീײകർ്ׯ ഒരു അഭിْപായേമാ 
അഭിْപായേമാ േപാെല നി׹ൾ്ׯ ഉെ؇്ؗ അനുമാനിׯാം  ര؇് അവയുെട ഉൽؚؗം പൂജّമب,z one z 
അേؚാൾ നമു്ׯ ര؇ും പൂജّമെ്ؗب നമു്ׯ നിഗമനം െചإാം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ഒരു z one z 2 
വّായാമമായി ഉേപײിؗുׯ െതളിവ് ഇതിെനുׯറി്׺ ചിؓിുׯക, അതിനാൽ നി׹ൾ മുآെ؋ 
ഗുണെ؋ അതിന്െറ സംേയാജന؋ാൽ ഗുണിുׯേآാൾ നി׹ൾ എؓാണ് നിരീײിؗുׯത് െനഗئീവ് 
അبാ؋ യഥാർ، സംഖّ ഈ ْപേതّക പരാമർശം അവസാനിؚിׯാൻ നി׹ൾ ഈ വُٝു ത 
ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതായത് ഒ്ؗ ടു ബാറിേല്ׯ ഒരു ബാർ ടു ബാറിേല്ׯ നമു്ׯ ഒരു ബാർ z z z z z z
ടു ബാറിേല്ׯ മാئാം, അത് മനشിലാׯാൻ എളുؚമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ആദّം എടുؗുׯ z one z 

എ്ؗ ഞാൻ പരിഗണിׯെ؂ ഉൽപؗം, തുടർ്ؗ അതിന്െറ സംേയാജനം എടുുׯക, അത് ഓേരാ two bar 
സ׸ീർ؉ സംഖّയുെടയും സംേയാജനം എടുؗുׯതിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ഉൽؚؗം ര؇ും ഒേര 
സ׸ീർ؉ സംഖّയായിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് േകാമിന്െറ ആദّ ഉൽؚؗം പരിഗണിׯാം. plex 
നآറുകൾ എؗത് ؛സ് ഐഡി െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അതിന്െറ സംേയാജനം എടുുׯക , a plus ib c 
ഈ ഉൽؚؗം എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, ഇത് ൈമനസ് ബിഡി ആെണ്ؗ, അതിനാൽ ac 
സംേയാജന؋ിന് േശഷം നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഐഎഡി ؛സ് ബിസി ലഭിുׯം, ഈ ഉൽؚؗം മെئാؗിൽ 
നി്ؗ വരുؗതാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാം .  ൈമനസ് ഐബിയും സി ൈമനസ് ഐഡിയും 
മെئാؗുമب , വൺ ബാർ ടു ബാറിേലتുׯ അടു؋ െْപാേؚാസിഷൻ വിപരീത സംേയാജനമാണ്, z z z 
അത് ആദّം സംേയാജനം എടു؋തിന് േശഷം അതിന്െറ വിപരീതം എടുുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
േചാദിؗുׯത് നി׹ൾ നുت സംേയാജനം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ എؗതാണ്  വിപരീതമായി z-
നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് അടിرാനപരമായി നി׹ൾ േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട സംേയാജനം 
എടുؗുׯതിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ അതിന്െറ വിപരീതം എടുുׯക, അതിനാൽ ഈ ْപവർ؋നം 
കൂّأേئ؂ിവ് ശരിയാണ്, നമു്ׯ ഇത് മനشിലാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നിർവചനം അനുസരി്׺ z 
വിപരീതമാണ് അതിനർ،ം തീർ׺യായും ഇവിെട നമു്ׯ പൂജّമبാ؋തായിരിׯണം, അതിനാൽ z 
നിർവചനം അനുസരി്׺ വിപരീതം അതിനർ،ം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ ലഭിുׯം , z z 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ മുകളിലുت േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗി്׺ സംേയാജനം ْപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
സംേയാജനം ْപേയാഗിുؗുׯ  ഈ ഉൽؚؗ ഘടക؋ിന് വലതുവശം ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, 
അതിനാൽ അത് ഒേര ഘടകം നൽകുؗു, നി׹ൾ ആദّം സംേയാജനം എടുؗുׯതുേപാെല ഉൽؚؗ 
സംേയാജനവും സമാനമാണ്, തുടർ്ؗ അതിന്െറ ഉൽؚؗം വീ؇ും എടുുׯക, അതായത് വിപരീത z 
ബാർ ബാറിന് വിപരീതമാണ് എؗാണ്.  ശരി, ഇത് െതളിയിׯാൻ നി׹ൾ ഇذെؚടുؗത് ഇതാണ് , z z 
ബാർ വിപരീതം വിപരീത ബാറിന് വലത് ഏഴാമെ؋ േْപാؚർ؂ി തെؗയാണ്, അതായത് ഒ്ؗ ര؇് z z z 

Pru
tor
@
IIT
K



പരിഗണിുׯക, അതിന്െറ സംേയാജനം എടുുׯക , ഇത് ഒ്ؗ ബാറിെന െകാ؇് ഹരി׺തിന് z z 
തുലّമായിരിുׯം  വിഭജനം അർ،മാؗുׯതിന്, ര؇് പൂജّമبാ؋ിട്؋ ഞ׹ൾ z 
അനുമാനിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ ബؖം വീ؇ും മുകളിലുتതിൽ നി്ؗ പിؓുടരുؗു, 
അതിനാൽ അ؀്, ആറ് എؗി׹െന അ؀്, ആറ് എؗിവ സംേയാജിؚി്׺ നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗത് z 
ഓേരാؗായി ലഭിുׯം . മുഴുവൻ സംേയാജനവും നൽകിയിരിؗുׯത് ര؇് വിപരീതമുت z two z z 
ഒരു ഉൽؚؗമായി മനشിലാׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ര؇് വിപരീതം എഴുതുؗത് ഒؗുമب, പേײ z 
ഞാൻ ഇത് വീ؇ും ര؇് എؗ െനാേ؂ഷൻ മാْതമാണ്, അതായത് ഇത് വിപരീതമാണ് അതിനാൽ z z2 
അതിന്െറ ബാർ െْപാേؚാസിഷൻ 5 പറയുؗത്, ഇത് വിപരീത ബാർ ഉت ഉൽؚؗമാണ്, ശരിയാണ് z 2 
ഇത് ഓേരാ ഘടക؋ിേലുׯം ബാർ എടുׯാം  , ഇത് അടിرാനപരമായി നമു്ׯ ഇത് ലഭിുؗുׯ, 
കാരണം മുകളിലുت നിർേؐശം  ൽ നി്ؗ ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒരു ബാർ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ z- z 
കാണുؗു.  വിപരീതം ഞാൻ വീ؇ും ആവർ؋ിׯെ؂, അതിനാൽ ഇത് ബാറാണ്, ഒടുവിൽ ഞ׹ൾ 
നിഗമനം െചᅃٝത് ഒരു ബാറിേല്ׯ എؗതിനാണ്, ഞാൻ സൂചിؚി׺തുേപാെല ഇത് വിപരീത z z 
ഘടകമبാെത മെئാؗുമب, ഞ׹ൾ ഇത് ര؇് ബാറിൽ ഒؗായി എഴുതുؗു, അതിനാൽ നിർേؐശം z 
എ؂ായിരിׯാം  ഇവിെട െവറുെമാരു കമന്റ് അെ׸بിൽ ഒരു പരാമർശം ആണ് നأൾ എ്ؗ z ok 
എഴുതുേآാൾ ഒ്ؗ എؗ െനാേ؂ഷൻ എഴുതുേآാൾ അത് െവറും ഇൻേവٌ٧് ഓെക ആണ് എؗാണ് z z 
അർ،മാؗുׯത്.  ഒ്ؗ ശരി, അതിനാൽ ഈ ْപേതّക അർ،؋ിൽ ഞ׹ൾ അതിെന z 
വിപരീതമായി എ്ؗ എഴുതുؗു, z ok 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ഒെര؉ം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു െനാേ؂ഷൻ മാْതമാണ്, അത് z 
വിപരീതമാണ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് . അതിനാൽ വിപരീതെുׯ؋റി്׺ ഒരിׯൽ ഞ׹ൾ z 
കമന്റ ്െചയ് താൽ ജൂ എ്ؗ േനാׯാം  ന്െറ നമു്ׯ ബാർ െകാ؇് ഗുണി്׺ ഹരിׯാെമ്ؗ കാണുക, 1 z z 
അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ബാറിെന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ബാറാണ്, അതിനാൽ ഈ ഘടകം z z z 
എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം ഇെതാരു ൈമനസ് ഉം ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ആണ്. ഒരു ؛സ് ib b ib 
എഴുതിയത്, ഞ׹ൾ വിപരീതം കണׯാുׯേآാൾ നി׹ൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ, z z 
വിപരീത؋ിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ സമവാകّം പരിഹരിׯാൻ ْശമിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഫാعർٚ 

ബാർ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ കണׯാׯാൻ കഴിയുؗത് കാണാം .  വിപരീതം എളുؚ؋ിൽ z z 
ഗുണി׺ാലും ബാർ െകാ؇് ഹരി׺ാലും നമു്ׯ വിപരീതം കണׯാׯാൻ കഴിയും, അതായത് z z a 
ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് ചതുരവും സ്കٔയർ െْപാേؚാസിഷൻ എ؂്, ഇത് ലളിതമാണ്, ഇത് b iba b 

ന്െറ യഥാർ، ഭാഗമാണ് എ്ؗ എഴുതാം. ؛സ് ബാർ ര؇ായി തുലّമായി ന്െറ സാ׸ൽؚിക z z z z 
ഭാഗം ൈമനസ് ബാർ ര؇ായി എഴുതാം ഇത് നأൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് z z i ok, z z 
ന്െറ യഥാർ، ഭാഗമبാെത മെئാؗുമب, ന്െറ മട്׹ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം അതിന്െറ സംേയാജനം z i z 
ൈമനസ് ഐ ൈടംസ് ഇേമജിന്െറ യഥാർ، ഭാഗമാണ്  ന്െറ സംഖّാ ഭാഗം ഇേؚാൾ വّװമാണ്, z z 
ന്െറ യഥാർ، ഭാഗം ؛സ് ബാർ ര؇ായി മെئാؗുമب, അതുേപാെല തെؗ ന്െറ സാ׸ൽؚിക z z z 
ഭാഗം ൈമനസ് ബാർ ര؇ാണ്, ഞാൻ നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ْപٍ٠ം െചإാം സ׸ീർ؉ സംഖّ ؛സ് z z x 

ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋  അത് ഒരു ؛സ് ഐബി ؛സ് സി ؛സ് ഐഡിയുെട iy 
വർ״മൂലമാണ്, തുടർ്ؗ ഈ സംഖّകൾ അതായത് സ്കٔയർ ചതുരം മുഴുവൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു xy x y 
ചതുരവും ബി സ്കٔയർ ൈബ സി സ്കٔയർ ൈബ ചതുരവും നൽകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ d 
കാണുؗത് എؓാണ് േകാം٧്ع؛ എ്ؗ കരുതുക  സംഖّ ؛സ് എؗത് ഒരു ؛സ് ന്െറ x iy ib 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ؛സ് ഐഡി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ഈ ബؖം ഉരു؋ിരി؁ു c 
വരാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് െതളിയിേׯ؇തു؇് , എؗത് ചില യുെട വർ״മൂലമാണ് z b z 
സ്കٔയർ ആണ് ശരി, ൽ എؗതിന്െറ അർ،ം എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , അത് ന് b z- z b 
തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടുു؋േآാൾ നأൾ അതിെന യുെട az b 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായ എ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ അനുമാനം നൽകി നമു്ׯ എؓാണ് z 
ലഭിؗുׯത്  ؛സ് ആണ് മുഴുവൻ ചതുരവും ഒരു ؛സ് വിഭജിؗുׯതിന് തുലّമായിരിׯണം x iy ib 
സി ؛സ് ഐഡി ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ േകാം٧്ع؛ നآർ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഐഡന്റിئി 
കാണുകയാെണ׸ിൽ സ׸ീർ؉മായ മൂലّ׹െളാؗും ഉൾെؚ؂ി؂ിب, ഒടുവിൽ അത് ഈ ഘടക؋ിന് 
തുലّമായ ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇേؚാൾ ഓർؗുׯതുേപാെല, ബാർ z 
ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯേآാഴാണ് േْപാؚർ؂ിയിൽ ഒ്ؗ  അത് െനഗئീവ് അبാ؋ റിയൽ നآർ z 
നൽകുؗു, അത് ഒരു പേײ കൃതّമായി അതിന്െറ സംേയാജനമായ ഘടകം െകാ؇് ഗുണിേׯ׺ാം എؗ
സൂചന നൽകുؗു, അതിനാൽ അേത സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട സംേയാജനം ഇവിെട നമു്ׯ പറയാം ഇതാണ്
നأൾ ബാർ െകാ؇് ഗുണിؗുׯത്. നി׹ൾ േല്ׯ ബാറിേല്ׯ എടുുׯേآാൾ മുآെ؋ z z one z-
ഗുണ׹ൾ ഒരു ബാർ ര؇് ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ z z 
ബؖ؋ിലൂെട നി׹ൾ ഉടൻ തെؗ അത് ؛സ് ചതുരം ൈമനസ് സൂآർ؉ ചതുരം െകാ؇് x iy x iy 
ഗുണി׺തായി കാണും , ഇേؚാൾ ഇത് െചإാൻ കഴിയും അനുബؖ നിയമം അതിനാൽ ഇതിന്െറ 
അർ،െമؓാെണ്ؗ നി׹ൾ എഴുതുക , ഇത് ؛സ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ؛സ് െകാ؇് x iy x iy 
ഗുണി׺ാൽ ഇവിെട ൈമനസ് ഗുണി׺ാൽ ൈമനസ് ആണ് ഉൽؚؗം ൈമനസ് ؛സ് x iy x iy x x iy 
ഗുണി׺ാൽ അതിന്െറ സഹ ഗുണം ചതുരവും ചതുരവും നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ njugation x y 

ചതുരം ചതുരം മുഴുവൻ വലത് ചതുരവും ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ഇടത് x y 
വശമാണ്, അതിനാൽ ആണ് ഞ׹ൾ പരിഗണി׺ത് , സമാനമായി വലതുവശ്؋ നി׹ൾ്ׯ എؓാണ് lh 
ഉتത് ؛സ് മുഴുവൻ ചതുരവും  ഒരു ؛സ് ؛സ് ഐഡി ആണ് , ഞ׹ൾ അതിന്െറ അനുബؖ x iy ibc 
സംേയാജന സംേയാജനമാണ് എടുؗുׯത്, ഞ׹ൾׯറിയാം ഒ്ؗ ര؇് ബാർ നൽകിയിരിؗുׯത് z z z 
ഒരു ബാർ േല്ׯ െകാ؇് ഹരി׺ാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, അതായത് ഇത് ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ്z z ibc 
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ഐഡിയും അത് ഒരു ചതുരവും നൽകുؗ ഉൽؚؗവും ആണ് സ് കٔയർ , ഇത് സ് കٔയർ ؛സ് ഡി b c 
സ് കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ നൽകിയ അനുമാന؋ാൽ ഇവ ര؇ും തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ആവശّമായ ബؖം ലഭിുؗുׯ, അതായത് സ് കٔയർ ؛സ് സ് കٔയർ മുഴുവൻ സ് കٔയർ ؛സ് ബി x y 
സ് കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ സി സ് കٔയർ ؛സ് ഡി സ് കٔയർ 
അ׹െന ഉപേയാഗിുؗുׯ  ഗുണന؋ിന്െറ സ്ٔ؋ ഒരാൾ്ׯ ഇനിؚറയുؗ ലളിതമായ ഐഡന്റിئികൾ
ലഭിുׯം, അതായത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് മുഴുവൻ ചതുരവും , ഈ ഉൽؚؗം എؓാണ് ഞ׹ളുെട z z 
പׯലുتത് എ്ؗ ഞാൻ േനരി؂് എഴുതെ؂, ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ഉൽؚؗമാണ്  വിതരണ നിയമം z z z 
ഒؗിെന ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് വീ؇ും ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് െകാ؇് വീ؇ും z z z z z 
നി׹ൾ ഡിസ്ْടിബّൂ؂ീവ് േലാഗ് ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇് തവണ വിതരണ നിയമം 
ഉപേയാഗിുؗുׯ , അതായത് ഒരു ചതുരവും ഒ്ؗ ര؇് ؛സ് ര؇് ഗുണി׺ിരിുؗുׯ  വൺ ؛സ്z z z z z 

ടു സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ , ഉൽؚؗം കൂّأേئ؂ീവ് ആണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് ഘടക׹ളും തുലّമാണ് z 
ഒരു ചതുരം ര؇് തവണ ദാഹിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ ഉരു؋ിരി؁ത് യഥാർ، സംഖّയിെല z 

യഥാർ، സംഖّകെള േപാെലയാണ്, ഒരു ؛സ് ബി എടുുׯേآാൾ നമു്ׯ ഒരു സമചതുരം ലഭിുׯം. ؛സ് 
ടു എബി ؛സ് ബി സ്കٔയർ ഒേര േഫാർമുല േകാം٧്ع؛ സംഖّയ്ുׯം പിടിുؗുׯ , അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ 
ഫലം ക؇ുകഴി؁ാൽ, വൺ ؛സ് ഇസഡ് ടു േപാെലയുت മ്ئ ഐഡന്റിئികൾ െതളിയിׯാൻ z 
നി׹ൾ്ׯ പറയാം, മുഴുവൻ കّൂബും ഒരു കّൂബും മൂ്ؗ തവണ വ؉ും നൽകുؗു  ചതുര ഉൽؚؗം z z z
ര؇് മൂ്ؗ തവണ ഒ്ؗ ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് കّൂബ് , ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് ചതുരം z z z z z 
എؗിവ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ْപധാനമായും z z z z 
പറയാൻ ْശമിؗുׯത് നി׹ൾ െചുإേآാൾ  ഈ ഓؚേറഷൻ അത് നി׹ൾ ആദّം യഥാർ، ഭാഗം 
സംേയാജിؚി്׺ വീ؇ും നി׹ൾ സംْഗഹിؗുׯ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം സംേയാജിؚിേׯ؇തിب, തുടർ്ؗ 
നി׹ൾ ഉൽؚؗം എടുׯണം, ഇത് ആവശّമിب, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി അത് നൽകുؗ 
ഐഡന്റിئി േപാെലയാണ് നമു്ׯ കഴിയുؗ യഥാർ، സംഖّ സി؋زിന് സമാനമാണ് ഞ׹ളുെട േْപാ
വർ്ׯ െചإാൻ ബീജഗണിത ْപവർ؋ന׹ൾ ഒരു ലളിതമായ വّായാമം ഒ്ؗ ര؇് ര؇് സ׸ീർ؉ z z 
സംഖّകളായിരിׯെ؂, തുടർ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ബാർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒരു ബാർ കൂ؂ിേ׺ർ്؋ ഒരു z z z 
യഥാർ، സംഖّയാണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം ഇവിെട െചإാം. മൂ്ؗ േകാം٧്ع؛ സംഖّകളുെട 
ആെകു؋കയും ഗുണനവും  യഥാർ،മാെണ׸ിൽ, താെഴؚറയുؗവയിൽ ഏതാണ് സാധّമായത്, ചില 
േജാടി മൂ്ؗ ടّൂؚിൾ ഇസഡ് വൺ ഇസഡ് ര؇് സ׸ീർ؉ സംഖّകളിൽ സാധّമാെണ്ؗ ചിലർ്ׯ 
പറയാനാകും. ഇവിെട നൽകിയിരിؗുׯത് ഞ׹ൾ മൂ്ؗ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ പരിഗണിുؗുׯ , 
അവയുെട ആെകു؋ക, ഉൽؚؗം ഒരു യഥാർ، സംഖّ നൽകുؗു, അതിനാൽ ഇനിؚറയുؗവയിൽ 
ഏതാണ് സാധّമായ ആദّ േചായ് സുകൾ എؗതാണ് ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട േചാദّം.  സംഖّകൾ hree 
യഥാർ،മب, കൃതّമായി മൂ്ؗ സംഖّകളിൽ രെ؇؉ം യഥാർ،മبാ؋ മൂؗാമെ؋ േചായ് സ് ആണ്, 
മൂ്ؗ സംഖّകളും യഥാർ،മبാ؋ നാലാമെ؋ േചായ് സ് ആണ്, മൂ്ؗ സംഖّകളും പൂർ؉മായും 
സാ׸ൽؚികവും പൂജّമبാ؋തുമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മൂ്ؗ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ ഒ്ؗ ര؇് z z 
നൽകിയിت؂ു ഞ׹ളുെട േചാദّ؋ിേല്ׯ േനാׯാം  മൂ്ؗ അവയുെട ആെകു؋ക യഥാർ،മാണ്, z 
അവയുെട ഉൽؚؗം യഥാർ، സംഖّയാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ആദّ േചായ് സ് േനാׯാം ഇത് കൃതّമായി 
മൂ്ؗ സംഖّകളിൽ ഒ്ؗ യഥാർ،മب, സാധّമായ ഉ؋രം ഇب, അതിനാൽ എؗത് സാധّമب, a 
അതിനാൽ ഇവിെട അത് ഇവിെടയു؇് നി׹ൾ ഏകതٔം സാ׸ൽؚിക സംഖّെയ׸ിലും 
േശഷിؗുׯതായി നി׹ൾ കണׯാുؗുׯ അെ׸بിൽ യഥാർ، സംഖّ ആയിരിׯാം , അതായത് z1 
എؗ സംഖّയب, ഉت ഒരു െസ്ئ ഉെ؇׸ിൽ അത് ബാറിന് തുലّമبാ؋ ആണ്, അതായത് ഇത് z1 z z1 
ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയാണ്. സാ׸ൽؚിക ഭാഗം പൂജّമേب , ബാׯി പറയുؗത് ര؇് z 
അടിرാനപരമായി യഥാർ،  സംഖّകളായി തിരെ؁ടുׯാം  നി׹ളുെട us z two plus z three 
പׯലുتത് ؛സ് മാْതമാണ്  അർ،മാؗുׯത് അത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയب, z one a plus b  
അതിനാൽ യുെട സാധّത തتിׯളയുؗു, മൂ്ؗ സംഖّകളിൽ രെ؇؉ം ശരിയب എؗതിന്െറ a 
സാധّത നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് െസ്ئ േജാഡികൾ നൽകാേമാ, അവ ഒരുമി്׺ സ׸ീർ؉
സംഖّകളാെണ്ؗ പറയാം യഥാർ، സംഖّ നുأെട വّവرെയ തൃلിٝെؚടുു؋ം , അതിനാൽ a  
ഞ׹ൾ ആവശّെؚടുؗത് നി׹ൾ എനി്ׯ മൂ്ؗ േജാഡി തരൂ എؗതാണ്, അതിനാൽ തുക 
യഥാർ،മായിരിׯണം , ഞ׹ൾ നൽകിയിരിؗുׯ അനുമാനം ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
തൃപ് തിെؚടുؗു؋ ഒരു ْടിؚിളിനായി തിരയുؗു  ഈ അവر അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ െചإാൻ 
കഴിയുؗത് നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ഒരു തിരെ؁ടു്ؚ നട؋ാം എؗതാണ്, ഞ׹ൾ്ׯ z1 

അതിന്െറ സംേയാജനമായി എടുׯാം, തുടർ്ؗ അവയുെട ആെകു؋ക ഒരു യഥാർ، സംഖّയായി z2 
മാറും, അതിനാൽ യഥാർ، സംഖّയായി ജീവിׯാം, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ അടിرാനപരമായി ഇത് z3 
ഇذമാകും  ഇത് സാധّമാെണ്ؗ േതാؗുؗു  അതായത് ഞാൻ ഒؗിെന رിരമായ ഉദാഹരണമായി z 
എടുുؗുׯ, ഞാൻ എടുؗുׯത് ര؇് അതിന്െറ സംേയാജനമാണ്, മൂ്ؗ എؗത് നമു്ׯ ഒ്ؗ പറയാം, z z 
അേؚാൾ എനിׯറിയാവുؗത് അവയുെട ആെകു؋ക യഥാർ،മാെണؗും നി׹ൾ ഉൽؚؗം 
എടുുׯേآാൾ മൂ്ؗ ഒരുമി്׺ ഒരു യഥാർ، സംഖّ നൽകുؗു . ബാറിേല്ׯ എؗത് െനഗئീവ് z z z 
അبാ؋ യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, തുടർ്ؗ ഉت ഉൽؚؗം വീ؇ും ഒരു z 3 
യഥാർ، സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ഇത് തൃلിٝെؚടുؗു؋ത് േപാെലയാണ് 
അെത ഇത് സാധّമാണ് അതിനാൽ േചാᅃ٧ ്സി മൂ്ؗ സംഖّകളും യഥാർ،മب, അത് വീ؇ും സാധّമാണ്, 
അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു െസ്ئ േജാടി തരുؗത് േപാെല, ഈ ബؖെ؋ 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ിട്؋ നി׹ൾ്ׯ മെئാരു െസ്ئ േജാഡി ഉപേയാഗി്׺ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഒരു െസ്ئ 
ഒരു ൈമനസ് ര؇് ആയി വീ؇ും അേത സംഖّയും ْതീയും പരിഗണിുׯക, ഇേؚാൾ ഞാൻ IZ z 
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േപാകുؗതായി നി׹ൾ കാണുؗു കൃْതിമം കാണിുׯക, അതിനാൽ എനി്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇവിെട 
പറയുക ൈമനസ് 2 ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ െചേإ؇ത് ഞാൻ സംْഗഹിുׯേآാൾ അത് ഒരു i 
യഥാർ، സംഖّയായിരിׯണം, അതിനാൽ സٔാഭാവികമായും ഞാൻ തിരെ؁ടുുؗുׯ, പേ2 ײy 
തീർ׺യായും ഞ׹ൾ അത് കാേണ؇തു؇് നി׹ൾ േْപാ െചുإേآാൾ ഉൽؚؗം യഥാർ، 
സംഖّയാേണാ എ്ؗ  ഡക് ട ്
അ׹െന ഒ്ؗ ഇസഡ് ടു എ്ؗ നأൾ കാണുؗു, അത് കൃതّമായി സ്കٔയർ എ്ؗ പറയുؗു, z z 
അതിനാൽ സ്കٔയർ എؗത് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ഐ സ്കٔയർ എ്ؗ പറയുؗു, അത് ൈമനസ് വൺ z 
ആണ് , ൈമനസ് ര؇് തവണയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് ര؇് ആണ്. നി׹ൾ്ׯ 
ലഭിؗുׯത് ഒരു യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ പറയുക, അതിനാൽ നി׹ൾتുׯ വّായാമം എؓാണ്, ഈ
േജാഡിെയ തൃلിٝെؚടുؗു؋ മെئാരു േജാഡി നി׹ൾ കെ؇ുؗു؋ എؗതാണ്. ഞാൻ ഇത് വീ؇ും ഒരു 
വّായാമമായി വിടുؗു, പേײ ഉ؋രം ഞാൻ എഴുതാം ഉ؋രം വീ؇ും ഈ തിരെ؁ടു്ؚ അب  
സാധّമാണ്, പേײ നി׹ൾ അത് െചإാൻ ْശമിുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝെത്ؗ 
സംْഗഹിׯാം, ഞ׹ൾ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട സംേയാജനം അവതരിؚിു׺, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
നിരവധി േْപാؚർ؂ികൾ പഠിു׺, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ചർ׺െചؗുإത് ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട േമാഡുലസ്
ആണ്, അതിനാൽ ആദّം ഞ׹ൾ എ׹െന നിർവചിׯണെമ്ؗ ഞാൻ ഓർׯെ؂.  യഥാർ، സംഖّ 
സി؋زിനായുت േമാഡുലസ്, അതിനാൽ യുെട െമാഡّൂളിെന യഥാർ، സംഖّകളിൽ യുെട a a 
േമാഡുലസ് നിർവചിുؗുׯ ആെണ׸ിൽ െനഗئീവب ൈമനസ് ആെണ׸ിൽ പൂജّേׯ؋ാൾ a a a a 
കുറവാെണ׸ിൽ അേത ഒ്ؗ തെؗ ൈമനസ് എؗതിെനാؚം പരമാവധി ആയി എഴുതാം.  ok a ok a 
ഇത് േമാഡുലസ് നിർവചനം നآർ നൽകുؗു  േചാദّവും സമാനമായി േകാം٧്ع؛ നآർ സി؋زിനും w 
െചإാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി നി׹ൾ ഒരു സംഖّെയ 0 മായി താരതമّം 
െചؗുإ ബؖവുമായി ബؖെؚ؂ ആദّെ؋ നിർവചനേമാ ര؇ാമെ؋ നിർവചനേമാ ക؇ാൽ പിെؗ 
ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി ഈ േമാഡുലസ് േചാദّം നിർവചിׯാൻ കഴിയുേമാ? േകാം؛ക് സ് നآർ 
സി؋زിെല ബؖേׯ؋ാൾ കുറവ് ഉ؋രം ഇب എؗുتതാണ്, അതിനാൽ യഥാർ، സംഖّയിൽ 
നമുتുׯതിെന ْകമെؚടുؗു؋ ഒരു തര؋ിലുت ബؖം നമു്ׯ സാധّമെؗب ഒരു ആശയം എനി്ׯ 
െപെ؂്ؗ പറയെ؂.  േകാം٧്ع؛ നآർ സിزം അതിനാൽ ഞാൻ വിശദമായി എഴുതുؗിب, പേײ കുറ്׺ 
ഏകേദശ ആശയം നൽകെ؂, അതിനാൽ ആദّം ഞാൻ എഴുതെ؂ അതിൽ കുറെവാؗുമിب, അതായത് സി
ഓെകയിൽ ര؇് േകാം٧്ع؛ സംഖّകെള താരതമّം െചإാൻ കഴിയിب . ശരിേയׯാൾ കുറവുت ഒരു 
ബؖമുെ؇്ؗ കരുതുക , സിയിൽ ഒരു ബؖമുെ؇്ؗ കരുതുകയാെണ׸ിൽ, എ്ؓ സംഭവിുׯം, ഏത് 
സംഖّയും മേئ സംഖّയുമായി താരതമّെؚടു؋ാം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഈ സാഹചരّ؋ിൽ, 
അ׹െന ഒؗുകിൽ നأൾ ഉടനടി അവസാനിؗുׯത് ഒؗുകിൽ പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാണ് എؗത് ri 
പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിു׺കഴി؁ാൽ അടിرാനപരമായി ഈ ْപേതّക
ബؖം േനരി؂് പരിഗണിേׯ؇തിب കാരണം, നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഓർഡർ റിേലഷൻ ഉتേؚാെഴبാം, ഒരു 
ഓർഡർ റിേലഷൻ ഉെ؇׸ിൽ അത് െകാ؇് ഗുണി׺ ഒരു സംഖّ െനഗئീവായിരിׯിب എ്ؗ നമു്ׯ 
കാണിׯാൻ കഴിയും, അതായത് സ്കٔയർ 0-േനׯാൾ വലുതായിരിׯണം എؗാൽ സ്കٔയർ അത് i i 
ൈമനസ് 1 ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം.  0-ൽ കുറവാണ്, അതായത് ൈമനസ് 1 0-േനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ 
ഈ ْപേതّക ബؖം നി׹േളാട് പറയും, പേײ ഞ׹ൾ്ׯ ഇത് ൈവരുّؑമാണ്, അതിനാൽ നأൾ 
അഭിമുഖീകരിؗുׯത് ഞ׹ൾ േനരിടുؗത് സാധാരണ േപാെല േമാഡുലസ് നിർവചിׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ 
കഴിയിب .  യഥാർ، േരഖ എؗാൽ അടിرാനപരമായി അത് ശാരീരികമായി ْപതിനിധീകരിؗുׯത് 
എؓാെണ്ؗ കാണാൻ ْശമിׯാം, അേؚാൾ നമു്ׯ േമാഡുലസിെന മെئാരു അർ،؋ിൽ 
ബؖെؚടു؋ാം, അതിനാൽ നأൾ ഒരു യഥാർ، ൈലൻ എടുുׯേآാൾ ഉ؇്, അത് ഒരു aa 
േപാസിئീവ് ആയിരിׯാം  നآർ ഒരു െനഗئീവ് സംഖّ ആയിരിׯാം, േമാഡ് എبായ്േؚാഴും e 
പൂജّ؋ിൽ നിؗുت ദൂരെ؋ പരാമർശിുؗുׯ ശരി, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു െനഗئീവ് 
സംഖّയുെ؇׸ിൽ നി׹ളുെട പׯലുتെതؓും പറയുകയാെണ׸ിൽ, ൈമനസ് ബി എ്ؗ പറയാം, 
തുടർ്ؗ അടിرാനപരമായി അത് പറയുؗത് േപാെല തെؗ േമാഡ് ബി പറയുؗു പൂജّ؋ിനും ൈമനസ്

നും ഇടയിലുت ദൂരം ശരി, അതിനാൽ ഈ ദൂരം ഒരു ആശയമായി നമു്ׯ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയ്്ׯ b 
ഒരു േമാഡുലസിനായി ചിؓിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഒരു ؛സ് ആകെ؂, തുടർ്ؗ േപായിന്റ് z ib z 
 ക, അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ ഇവിെട ൈദർഘّം പറയുؗു  എؗത് ib bുׯസ് ന് തുലّമായി പരിഗണി؛
അടിرാനപരമായി ഇവിെടയുت യൂണിئാണ്, അത് ഇവിെട ആണ് , ഇവിെട നീളം ആണ് , നമു്ׯ ib a 
പൂജّം ഉتത് ഇേؚാൾ ശരിയുമായി ബؖെؚടു؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ, അതിനാൽ mod z 
ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ ഈ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ സൂചിؚിؗുׯ ന്െറ േമാഡുലസ് z 
നിർവചിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ.  ഇതിനുت ദൂരം എؓാെണ്ؗ അറിയുക, ഈ ദൂരം ഒരു 
ചതുരവും ബി ചതുരവും േചർؗ വർ״മൂലമാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത്
ഇേؚാൾ നأൾ േമാഡുലസിെന ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ േപായിന്റിേലتുׯ ദൂരമായി നിർവചിׯാൻ 
ْശമിുׯകയാണ്, അതിനാൽ ചതുരമായി നിർവചി׺ിരിؗുׯ േമാഡുലസ് റൂ؂്  ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ബി 
സ്കٔയർ ഇേؚാൾ നأൾ നിരീײിؗുׯത് അത് എبായ്േؚാഴും െനഗئീവ് അبാ؋ സംഖّയാണ് , ഒരു 
േപായിന്റ് കൂടി ആണ്, അതിനാൽ ടു വിമാന؋ിേലتുׯ ബؖം ക؇ാൽ, ഈ േപായിന്റ ്ഇത് ഒരു r 
േകാമ ബി ആെണؗും ഈ േപായിന്റ ്നമു്ׯ അറിയാം  ഇത് പൂജّം േകാമ പൂജّമാണ് , യൂױിഡിയൻ ദൂരം 
നൽകുؗ ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരം നأൾ എഴുതിയതുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؓാണ് െചؗുإത്, അത് ടു വിമാനവുമായി നമു്ׯ ബؖമുت കാരّവുമായി r 
െപാരു؋െؚടുؗു അതിനാൽ നമു്ׯ ലളിതമായ ഉദാഹരണം േനാׯാം , എؗത് വൺ ؛സ് ഐ z 
ആെണ്ؗ സ׸ൽؚിുׯക, തുടർ്ؗ േമാഡ് നിർവചനം അനുസരി്׺ ഇത് 1 ചതുരവും 1 ചതുരവും z 
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ആയതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ റൂ؂് 2 ലഭിുׯം , കൂടാെത ഒരു യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ z 
കരുതുകയാെണ׸ിൽ നമു്5 ׯ എ്ؗ പറയാം, തുടർ്ؗ േമാഡ് 0 െവറും  സ്കٔയർ വീ؇ും നأൾ phi 
ബؖെؚടുؗു؋ത് േപാസിئീവ് സംഖّയാണ്, കാരണം നأൾ അതിെന ഒരു ദൂരമായി കാണുؗു, അത് 

ആണ് , എؗത് കുറ്׺ ശരിയാെണ׸ിൽ എؗത് ന് തുലّമാെണ׸ിൽ എؗത് ഒരു phi z z i mod z z 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമാെണ്ؗ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം. ഈ ലളിതമായ പരീײയിലൂെട  mples 
നമു്ׯ േമാഡുലസ് ഫംഗ് ഷനുت ചില ഗുണ׹ൾ േനാׯാം, ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝെത്ؗ സംْഗഹിׯാം,
ഞ׹ൾ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട സംേയാജനം അവതരിؚിുؗുׯ , അതിന്െറ ഗുണവിേശഷതകൾ 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ അവതരിؚിുؗുׯ, അത് ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ സ׸ീർ؉ സംഖّയിേലتുׯ ദൂരം 
ബؖിؚിؗുׯ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട േമാഡുലസ് ഞ׹ൾ അവതരിؚിുؗുׯ .  കൂടുതൽ 
േْപാؚർ؂ികൾ ഞ׹ൾ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ചർ׺ െചുإം നؕി 
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