
[संगीत ] िपछले ʩाƥान मŐ हमने सİʃŵ संƥा के संयुƵन और एक सİʃŵ संƥा के मापांक पर भी चचाŊ की , मुझे िकसी भी सामाɊ 
सİʃŵ संƥा को याद करने दŐ  ɘस संयुƵन जो िक बार है हमने इसे माइनस और के मापांक के ŝप मŐ पįरभािषत a ib z ib z 
िकया है िजसे हमने पįरभािषत िकया है  इसे एक वगŊ और वगŊ के वगŊमूल के ŝप मŐ अब हम मापांक के कुछ गुणधमŘ को देखते हœ,b 
 इसिलए इस चचाŊ के दौरान हम यह मानŐगे िक ɘस के ŝप का है और आइए हम यह सािबत करŐ  िक का यह वाˑिवकz, x iy z 
भाग हमेशा कम होता है।

के मापांक से या उसके बराबर और साथ ही यह के ऋण के बराबर से अिधक है   z mod z 
यह अǅी असमानता है िक का वाˑिवक भाग या के वाˑिवक भाग का मापांक से कम या बराबर हैz z mod z 
 इसिलए Ůमाण सरल है Ɛा  हमारे पास का वाˑिवक भाग है जो है और जब हम इसके वगŊ पर िवचार करते हœ तो का z x z 
वाˑिवक भाग इसके वगŊ पर िवचार करते हœ जो िक वगŊ है जो िनिʮत ŝप से वगŊ ɘस वगŊ से कम या बराबर है यानी हम अब x x y 
कुछ गैर ऋणाȏक संƥा जोड़ रहे हœ तुरंत  आप देखते हœ िक जब भी आपके पास से कम या उसके बराबर होता है, का a, b b 
वगŊमूल, के वगŊमूल से कम या उसके बराबर होता है, तो इसका मतलब यह है िक का वाˑिवक भाग b z 

वगŊ और वगŊ के वगŊमूल से कम या बराबर है।x y 
  यह मॉड जेड के अलावा और कुछ नही ंहै और हम यहां जो देखते हœ वह वाˑव मŐ िजस तरह से हमने इसे Ůाɑ िकया है वह पूणŊ अथŊ मŐ
भी है, यह मॉड जेड से कम या बराबर होगा तािक पहले Ůˑाव को समाɑ िकया जा सके इसी तरह हम सािबत कर सकते हœ िक  का z 
काʙिनक भाग माइनस से बड़ा या बराबर है, Ůˑाव दो से कम या बराबर है, िनिʮत ŝप से यह सीधा आगे है जो mod z mod z 
िक हमेशा जिटल संƥाओ ंमŐ सभी के िलए एक गैर ऋणाȏक संƥा है और हमŐ Ɛा िनरीƗण करने की आवʴकता है जबmod z z 
भी का मापांक शूɊ होता है यिद केवल शूɊ है तो यह मूल ŝप से िफर से जैसा है िजसे देखना आसान है Ɛोिंक एक बार जब z z 
आप को शूɊ के बराबर मानते हœ तो इसका मतलब है िक इसका वगŊ शूɊ हैmod z 
 इसिलए इसका अथŊ है िक वगŊ ɘस वगŊ यह शूɊ है और कौन  पर हम कह रहे हœ िक दो गैर-ऋणाȏक संƥाओ ंका योग शूɊ x y  
है िजसका अथŊ है िक मूल ŝप से Ůȑेक गैर-ऋणाȏक तȕ शूɊ होना चािहए अथाŊत वगŊ शूɊ होना चािहए और साथ ही वगŊ शूɊ x y 
होना चािहए जो यह िनʺषŊ िनकालता है िक शूɊ के बराबर के बराबर है  शूɊ तो यह और कुछ नही ंबİʋ यह कहने के समान x y 
है िक एक शूɊ तȕ है और एक शूɊ तȕ है जो मूल ŝप से इसके अनुसरण की तरह है और अɊ सरल अवलोकन Ɛा हœ जब z z 
आप के मापांक पर िवचार करते हœ जो िक माइनस मापांक के समान है।z z 
 मॉड जेड के समान जो एक तुǅ है, शायद मœ इसमŐ जोड़ दंूगा जो मूल ŝप से इसका संयुƵन है और साथ ही एक ही मापांक है,
 इसिलए हम मूल ŝप से कह रहे हœ िक जब आप एज़ लेते हœ तो माइनस जेड आपके पास है तो हम कहते हœ िक यह मूल ŝप से एƛ 
ɘस आई है िफर माइनस आपके पास माइनस माइनस है,z x iy 
 इसिलए यह दूरी इस दूरी के समान है, इसी तरह आप अƗ के बारे मŐ इसका Ůितिबंब लेते हœ जो िक बार मॉडल भी वही है अब x z 
चौथा है जब आप बार के साथ गुणा करते हœ तो हमŐ मॉड िमलता है वगŊz z z 
 इसिलए पįरभाषा के अनुसार यह ˙ʼ है
 इसिलए मœ मूल ŝप से इस पर चचाŊ नही ंकर रहा šं, आइए हम एक के पांचवŐ एक मापांक पर जाएं दो मŐ यह के समान z z mod z 
होगा जो के साथ गुणा िकया जाता है दो Ůमाण को एक माना जाता है  उपरोƅ Ůˑाव से पूरा वगŊ हम एक mod z mod z z z z
दो को एक से के साथ पूरे बार मŐ गुणा कर रहे हœ और िफर से हम संयुƵन के बारे मŐ जानते हœz z 
 इसिलए एक दो के िलए संयुƵन एक बार दो से गुणा िकया जाता है  बार और कʄूटेिटव कानून का उपयोग करके हम z z z z 
अंत मŐ मुझे बस िलखने दे सकते हœ,
 इसिलए हमारे पास यहां बार बार के साथ उȋाद है और हमŐ मूल ŝप से सहयोगी कानून िमलता है िजसका आप उपयोग कर z1 z2 
सकते हœ और िफर आगे कʄूिटव कानून का उपयोग कर सकते हœ तािक आप मॉड जेड Ůाɑ कर सकŐ  एक वगŊ दो वगŊ ठीक हैmod z 
तो यह िनʺषŊ देता है िक एक दो का मापांक यह एक को दो से गुणा करता है, आप पहले उȋाद को उसका z z mod z mod z 
मापांक लेते हœ जो पहले जैसा है Ůȑेक जिटल संƥा के िलए मापांक लŐ  िफर मु  यह ठीक है और छठा Ůˑाव जो आह ŮिसȠ या अǅी 
असमानता है िजसका बार-बार उपयोग िकया जाएगा िजसे िũभुज असमानता कहा जाता है,
 इसिलए असमानता बताती है िक यिद हम एक ɘस दो के मापांक पर िवचार करते हœ तो यह एक से कम या बराबर है  z z mod z 
जिटल संƥाओ ंमŐ Ůȑेक एक दो के िलए ɘस मॉड जेड दो आइए हम इस असमानता को समझने की कोिशश करŐ  िक यह Ɛा z z 
कहता है
 इसिलए हमारे पास दो िबंदु हœ आइए हम कहते हœ िक यह एक है और हम कहते हœ िक यह दो है और िफर हम ˢाभािवक ŝप से z z 
संबȠ कर सकते हœ इसके िलए एक वेƃर
 इसिलए हम एक वेƃर के ŝप मŐ एक और दूसरे वेƃर के ŝप मŐ दो की कʙना कर सकते हœ, तो योग हमŐ मूल ŝप से िमलता z z 
है जो इस समांतर चतुभुŊज के िलए िवकणŊ है जो िक एक ɘस दो है, जैसा िक मœने िपछले मŐ उʟेख िकया है ʩाƥान मापांक z z 
इसका मतलब है िक यह जिटल संƥा और मूल के बीच की दूरी है
 इसिलए एक ɘस दो का मापांक इस संƥा के बीच की दूरी को मूल ठीक बताता हैz z 
 इसिलए दूरी से कम या बराबर है पर जाएं और िफर आगे आप t o z 2 
इस िबंदु तक पŠंचने के िलए वेƃर का उपयोग करते हœ, तो इसका मतलब है िक एक दूरी लेना पहले और िफर आगे काz 1 z2 z1 
उपयोग यहां तक पŠंचने के िलए करŐ  जो हमेशा िडस से बड़ा होगा
 इसिलए यह दूसरे मŐ  शɨ यह सबसे छोटी दूरी है िजसे हम देख रहे हœ ठीक है तो आइए हम इस पįरणाम को सािबत करने का Ůयास 
करŐ ,
 इसिलए बाएं हाथ की ओर और वगŊ के साथ शɨ पर िवचार करŐ  और यह मॉड जेड Ȫारा िलखा गया है अगर मुझे याद है िक संपिȅ मॉड 
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जेड ˍायर जेड Ȫारा िलखा गया है  बार अब सीधे कहŐ िक संपिȅ को लागू करना जो हमŐ िमल रहा है वह है एक बार ɘस दो z z z 
बार और आगे आप िवतरण कानून लागू करते हœ तो हम पाते हœ िक एक को एक बार ɘस एक दो बार ɘस से गुणा z z z z z 
िकया जाता है  दो को एक बार के साथ गुणा िकया जाता है और दो को दो बार से गुणा िकया जाता है और हम जानते हœ िक यह z z 
माũा एक वगŊ का मापांक है और यहाँ हम जो देखते हœ वह है एक दो बार इसे एक जिटल संƥा के ŝप मŐ मानते हœ तो  अगला z z z 
नंबर हम इसे िसफŊ  इसके ŝप मŐ देख रहे हœ वाˑव मŐ िपछले एक का संयुƵन
 इसिलए यिद आप अभी देखते हœ तो यिद मœ इस बार को लागू करता šं तो यह एक बार मŐ से डबल बार मŐ गुणा िकया जाता है जो िफरz 
से खुद को देता हैz 
 इसिलए हम देखते हœ िक यह वगŊ है और हम जानते हœ िक ɘस  बार का एक वाˑिवक भाग दो से गुणा करता है,mod z2 z z z 
 इसिलए हम पाते हœ िक यह एक दो बार के वाˑिवक भाग का दो गुना है और  अब यह िफर से याद करने का Ůयास करŐ  िक हम z z 
िकस असमानता को ठीक सािबत करने की कोिशश कर रहे हœ हम कोिशश कर रहे हœ एक ɘस का मापांक Ůाɑ करŐ , z z mod z 

दो से कम या बराबर है, अब हम देख रहे हœ िक लगभग हम यहां पŠंच गए हœ यिद हम दािहने हाथ की तरह कुछone plus mod z 
Ůाɑ करने मŐ सƗम हœ जैसे िक पूरे वगŊ के िलए तो हम लगभग पूरा कर चुके हœ, लेिकन केवल हमŐ mod z one plus mod z  
यह देखने की ज़ŝरत है िक हम मॉड जेड वन और मॉड जेड टू को यहां कैसे लाते हœ, ठीक है,
 इसिलए अगर मुझे उस Ůˑाव को याद है जो मœने िलखा था, वह पहला है जो बताता है िक असली  का भाग का वाˑिवक भाग z z 
ऋणाȏक के बराबर से हमेशा बड़ा और साथ ही कम था  या के बराबर है, तो हम यहाँ इस िवशेष संबंध का mod z n mod z 
उपयोग करने जा रहे हœ,
 इसिलए हम जो जानते हœ वह वाˑिवक भाग हमेशा से कम या बराबर होता है,
 इसिलए जब हम इस संबंध का उपयोग कर रहे हœ तो हमŐ बŠत सावधान रहने की आवʴकता है  मœने आपको चेतावनी दी थी िक सİʃŵ
संƥा के िलए ऐसा संबंध लागू नही ंहोता है यिद आप एक से ऊपर की माũा देखते हœ तो यह पूरी तरह से वाˑिवक संƥा है ठीक है अब
जब हम यहां तुलना कर रहे हœ तो यह बार के मापांक का 2 गुना है िफर से यह एक गैर-ऋणाȏक संƥा है और मॉड जेड दो z1 z2 
वगŊ और िफर आप जो देखते हœ वह यह है िक संपिȅ जेड एक मॉड जेड एक वगŊ ɘस दो गुना मॉड जेड एक गुणा करके जेड के 
मॉǰूलस से गुणा िकया जाता है जो मॉǰूलस जेड दो ɘस मॉड जेड के समान होता है और हम  पता है िक यह कुछ भी नही ंहै, लेिकन 
यह पूरे वगŊ के िलए मॉड जेड वन ɘस मॉड जेड है ठीक है िफर से हमारे पास जो कुछ भी है वह बी वगŊ से कम या उसके बराबर है 
िजसका अथŊ है िक ए बी से कम या बराबर है, तो यह सािबत होता है  हमारी िũभुज असमानता
 इसिलए मœ यह बताना चाšंगा िक Ůʲ कोई यह पूछ सकता है िक यह समानता इस संबंध के िलए कब है, जब एक ɘस दो का z z 
मापांक एक के मापांक के बराबर हो सकता है, तो मœ इसे यहां िलखंूगा ठीक है या अगला पृʿz 
 इसिलए हमने अभी-अभी एक दो Ůाɑ िकया है  मॉड जेड वन ɘस मॉड जेड टू से कम या बराबर अब सवाल यह है िक मœmod z z 
समानता कब देख सकता šं
 इसिलए अब यह कब होगा जब हम इस असमानता को Ůाɑ करते हœ तो यह वह जगह है जहां हम असमानता संबंध का उपयोग करते हœ
 इसिलए समानता Ůकट होती है और  केवल अगर एक से बार का वाˑिवक भाग एक दो बार के मापांक के बराबर है, तो z z z z 
समानता िदखाई देती है
 इसिलए समानता िदखाई देती है मुझे इसे समीकरण एक के ŝप मŐ कॉल करने दŐ  

एक दो बार का वाˑिवक भाग Ůदान करता है यह बराबर है  बार यह कहने के बराबर है िक के , z z mod z1 z 1 z 2 
समय पर है जहां एक गैर ऋणाȏक वाˑिवक संƥा है , मुझे िफर से दोहराना चािहए िक हमने यह िũभुज असमानता Ůʲ सािबत t 
िकया है जब समानता Ůकट होती है तो हम देखते हœ िक समानता िदखाई देती है और केवल अगर एक और दो वे रैİखक I  f z z 
ŝप से िनभŊर Ůकार की तरह हœ जो दो के िनरंतर समय की तरह है, तो आप की तरह हœ, दो का केवल एक İ̾थर समय है, उस z z z 
İ̾थित मŐ हमŐ समानता िमलती है आइए देखŐ  आगे इस िũभुज असमानता के अɊ पįरणामो ंके बारे मŐ बताएं,
 इसिलए हमने अभी उस मापांक को देखा है , मœ इसे दोहराता šं, हमारा यह संबंध है और इससे हम यह Ůाɑ कर सकते हœ िक हम यह 
Ůाɑ कर सकते हœ िक एक माइनस दो इस Ůकार से कम या बराबर है।mod z mod z 
 हम इसे कैसे Ůाɑ करते हœ, बस कहŐ िक हम इसे कॉल करते हœ Ɛोिंक यह एक है
 इसिलए मॉड जेड एक पर िवचार करŐ  हम िसफŊ  जेड दो जोड़ते हœ और घटाते हœ िफर एक को लागू करते हœ तो हमŐ मॉड जेड िमलता है जो
मॉड जेड वन ɘस जेड टू से कम या बराबर होता है और आगे आपको माइनस जेड टू का मापांक िमलता है लेिकन हम जानते हœ िक 
माइनस जेड टू का मॉǰूलस िफर से मॉड जेड टू के समान है,
 इसिलए इससे हमŐ वह मॉड जेड वन माइनस मॉड जेड दो जेड वन ɘस जेड टू के मापांक से कम या बराबर िमलता है।
 ठीक है इसी तरह हम एक और दो की भूिमका को इस Ůकार बदल सकते हœ यिद हम भूिमका को इंटरचŐज करते हœ तो हमŐ ऐसा z z 
िमलता है Ɛोिंक एक और दो मनमाना हैz z 
 इसिलए आप इंटरचŐज एक और दो की भूिमका को इंटरचŐज कर सकते हœ तो हम देखते हœ िक यह दो माइनस मॉड एक है z z z z 
जो इससे कम या बराबर है जेड एक ɘस जेड दो के मॉǰूलस के िलए और िनʺषŊ के ŝप मŐ हम जो देखते हœ वह यह है िक यह एक 
माइनस मॉड जेड 2 पर मॉड्स के मॉǰूलस का ताȋयŊ है जो जेड 1 ɘस जेड 2 के मॉǰूलस से कम या बराबर है, अब कोई सवाल पूछ
सकता है िक Ɛा यह ɘस है वाˑव मŐ आवʴक है ठीक है, Ɛा मेरे पास माइनस ś͖  हो सकता है, आपके पास िफर से माइनस साइन 
हो सकता है,
 इसिलए यह यहां ɘस या माइनस हो सकता है, िफर भी यह मॉड जेड के मापांक से अिधक या बराबर है, एक माइनस मॉड जेड दो इसी
तरह से यह इससे कम या बराबर है  ɘस मॉड का मापांकz1 z2 
 इसिलए यहाँ मुझे िũभुज से कुछ अिधक सामाɊ िदखाई देता है ,
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 इसिलए हमारे पास िũभुज असमानता है और अब हम जो देखते हœ वह इस जिटल संƥा के िलए बŠत अिधक सामाɊ असमानता है,
 इसिलए Ůˑाव 7 मापांक उलटा उलटा है जहाँ एक है  गैर शूɊ सİʃŵ संƥा यह संयुƵन संपिȅ के z s mod z z ag  ain 
समान है, 
हम इस पįरणाम को Ůाɑ कर सकते हœ जो िक ʩुǿम से शुŝ होता है जो िक ʩुǿम Ȫारा ʩुǿम िदया जाता है, आपकोz z z z 
पहचान िमलती है तो इसका मापांक िफर से एक का मापांक एक होता है और हमने पहले ही के मापांक पर चचाŊ की है  जेड टू मŐ एकz 
मॉड जेड दो को मॉड जेड दो से गुणा करता है,
 इसिलए आपको जो िमलता है वह है मॉड जेड गुणा एक के मापांक Ȫारा जेड यह एक के बराबर है
 इसिलए हम जो देखते हœ वह उलटा है
 इसिलए मॉड जेड उलटा िबʋुल जेड उलटा मोड है
 इसिलए यह है  िनʺषŊ तो जो हम देखते हœ वह यह है िक इसका ताȋयŊ है िक मॉड जेड उलटा कुछ भी नही ंहै, बİʋ जेड उलटा का 
मॉǰूलस है जो िक जेड Ȫारा एक है,
 इसिलए यह हमारा Ůˑाव और Ůˑाव आठ है जो जेड एक से जेड दो का मॉǰूलस है जो मॉड मॉड जेड एक देता है  दो mod z 
आप मानते हœ िक दो शूɊ नही ंहै , पįरणाम िफर से िसफŊ  को दो जिटल संƥा के उȋाद के ŝप मŐ कहते हœ जो िक एक को z c z z
से ʩुǿम से गुणा िकया जाता है, तो हम देखते हœ िक मापांक Ůȑेक कारक के िलए लागू होता है और िपछले Ůˑाव हम िसफŊ  सािबत 
कर िदया िक दो Ůितलोम का मापांक दो पूरे ʩुǿम के समान है और यह कुछ भी नही ंबİʋ z mod z mod z one by mod 

दो ठीक है अब एक और िदलच˙ पįरणाम है िजसे समांतर चतुभुŊज कानून कहा जाता है, यह बताता है िक एक का मापांक दो z z z 
पूणŊ वगŊ ɘस का मापांक एक दो एक ऋण दो पूणŊ वगŊ जो के दो गुणा के समान है एक वगŊ ɘस वगŊ z z z z mod z mod z2 
ठीक है वे इसे समांतर चतुभुŊज कानून के ŝप मŐ Ɛो ंकहते हœ आइए हम इसे देखने का Ůयास करŐ  तो आइए हम िबंदु को एक कहते हœz 
और हम कहते हœ िक यह दो है और हम जानते हœ िक एक जमा दो जो वाˑव मŐ वेƃर देता है जो इस समांतर चतुभुŊज का z z z 
िवकणŊ है जो िक एक जमा दो है और इसी तरह दूसरा िवकणŊ एक घटा दो वेƃर देता है अब यिद आप पहचान को देखते हœ z z z z 
तो यह कहता है िक 
इस िवकणŘ के पįरमाण के वगŊ को इसका योग माना जाता 
है जो समांतर चतुभुŊज समांतर चतुभुŊज कानून के पƗो ंके िलए वगŊ योग के दोगुने के बराबर है,
 इसिलए यह बŠत ही रोचक संपिȅ है और
 इसिलए  सरल है, आपको केवल बाईं ओर िवˑार करने की आवʴकता है, िफर हम आसानी से Ůाɑ कर सकते हœ िक आप दािहने f 
हाथ की ओर पŠंच सकते हœ जो िक एक ɘस दो वगŊ ɘस एक ऋण का मापांक पूरे वगŊ मŐ है,lhs z z z z 
 इसिलए पįरभाषा के अनुसार  यह एक जमा दो गुणा है एक जमा दो बार जमा एक घटा दो गुणा एक ऋण से z z z z z z z z 
पूरे बार मŐ
 इसिलए हम जो माũा की गणना कर रहे हœ वह है एक जमा दो पूरा वगŊ जमा एक माइनस पूरे वगŊ मŐ इस Ůकार हमने इसे z z z z z
वन ɘस टू गुणा िकया एक बार दो बार ɘस एक दो को एक बार माइनस दो बार से गुणा करके इसे सरल करकेz z z z z z z 
हम देखते हœ िक यह एक गुणा है  एक बार जो िक मॉड जेड एक वगŊ है और दूसरा शɨ जो मॉड जेड 2 वगŊ है और शेष शɨ जो z z 
हमारे पास है वह है जेड 1 जेड 2 बार ɘस जेड 1 बार जेड दो इस शɨ पर हमŐ िफर से शɨ िमलता है जो मॉड जेड एक वगŊ है और  

दो वगŊ शेष गुणनखंड के िवपरीत िच˥ के साथ आते हœ  ये कारक जो माइनस जेड वन जेड टू बार माइनस जेड वन बार जेड दो mod z 
हœ, कहते हœ िक ये शɨ एक-दूसरे को रȞ कर देते हœ तो हमŐ जो िमलता है वह मॉड जेड एक ˍायर ɘस मॉड जेड टू ˍायर का दोगुना 
है और आइए हम एक सम˟ा पर चचाŊ करŐ  िजसमŐ मॉǰूलस साइन शािमल है सािबत करŐ  िक यिद एक का मापांक एक के बराबर है z 
और साथ ही दो का मापांक भी एक के बराबर है और आगे उनका गुणनफल ऋण एक के बराबर नही ंहै तो हम िदखा सकते हœ िक z z
एक जमा दो को एक जोड़ एक दो से िवभािजत िकया जाता है एक वाˑिवक संƥा है ठीक है तो आइए इस सम˟ा का z z z 
िनरीƗण करने का Ůयास करŐ  जो िदया गया है एक दो वे मूल ŝप से मूल से इकाई दूरी पर हœ और उनका उȋाद शूɊ से एक के z z 
बराबर नही ंहै तो हमने जो माũा पįरभािषत की है वह एक है  वाˑिवक संƥा यह देखना वाˑव मŐ अǅा है िक अिभʩİƅ जिटल 
िदखती है लेिकन अंत मŐ हमŐ जो िमलता है वह एक वाˑिवक संƥा है आइए देखŐ िक इसे कैसे िदखाना है जैसा िक मœने पहले उʟेख 
िकया है िक एक जिटल संƥा एक वाˑिवक संƥा है तािक और बार यह बराबर है जो समान है यह कहते Šए िक काʙिनक z z  
भाग शूɊ है, तो आइए हम इसे ऐसे पįरभािषत करŐ  जैसे िक संƥा एक ɘस दो बटा एक ɘस एक उȋाद दो के साथ है,z z z z 
 इसिलए हमारा दावा एक बार के बराबर है जो दशाŊता है िक काʙिनक भाग अब शूɊ है  एक बार पर िवचार करŐ , जो कुछ भी हमने 
अȯयन िकया है, उससे पहले हम इसे लागू करने जा रहे हœ,
 इसिलए पुराने कारक के िलए संयुƵन
 इसिलए जब हम इसके िलए संयुƵन कर रहे हœ जो िक एक बार दो बार ɘस एक बार दो बार ठीक है अब हम एक बारz z z z z 
को से िकसी तरह जोड़ने की आवʴकता है, ठीक है, हमने एक की İ̾थित मापांक का उपयोग एक के बराबर दो के बराबर z z z 
मापांक के बराबर िकया है,
 इसिलए हमŐ इस İ̾थित का उपयोग करने की आवʴकता है,
 इसिलए अब हम देखते हœ िक बराबर एक के बाद से  तो यह हमŐ िदया गया है जो इसके वगŊ के समान है, आइए हम इसे पहले mod z 
नंबर एक वगŊ के ŝप मŐ कहते हœ,z 
 इसिलए यह वैसा ही है जैसा िक इसका मतलब है िक बार बार एक है और ठीक है हम Ůाɑ करने मŐ सƗम हœ जो बार है  z z z z 
बार ʩुǿम हैz 
 इसिलए इस संबंध से हम केवल यह Ůाɑ करते हœ िक बार z g .
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 है  इवेन बाय 1 बाय जेड तो हम हœ हमने इस नोटेशन के साथ तय िकया है िक हमने जेड वन को अपनी जिटल संƥा के ŝप मŐ माना है, 
इसिलए जेड वन बार इसी तरह जेड टू बार एस वन बाय जेड टू ठीक है अब हमŐ इस संबंध का उपयोग करने की आवʴकता है एक बार 
मŐ
 इसिलए एक बार िदया जाता है, हमारे पास एक बार होता है िजसे एक Ȫारा एक से बदल िदया जाता है और इसी तरह दो बार z z z 
को एक Ȫारा दो से बदल िदया जाता है और एक ɘस एक को एक से गुणा करके एक को दो से गुणा िकया जाता है  यह z z z 
अिभʩİƅ िजसे हम एक ɘस दो के ŝप मŐ समाɑ करते हœ, एक ɘस एक से गुणा िकया जाता है जो दो से गुणा होता है z z z z 
जो िक कुछ भी नही ंहै, लेिकन ठीक है इसका मतलब है िक एक वाˑिवक संƥा है ठीक है तो आइए हम यहां अपनी िटɔणी िलखŐ या 
एक िटɔणी जो हमने देखी  Ɛा एक के बराबर है तो हम देखते हœ िक गुणा बार एक है और बार को Ȫारा एक के mod z z z z z 
ŝप मŐ िलखा जा सकता है और बस ȯान दŐ  िक िफर से बार का मापांक Ȫारा एक जैसा है जो िफर से एक है तो आइए हम z mod z 
इस बारे मŐ िफर से समझने की कोिशश करŐ  , मान लŐ िक सभी सİʃŵ संƥाएँ िजनका मापांक एक है हम इसे समझने की z l  
कोिशश करते हœ
 इसिलए यूिनट सकŊ ल को सेट यू के ŝप मŐ मानŐ िजसे सभी जिटल संƥाओ ंके सेट के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है, िजसका 
मॉǰूलस एक है अब यह वणŊन करने का Ůयास करŐ  िक सेट मŐ मौजूद सभी तȕ Ɛा हœ,
 इसिलए जब हम मॉड जेड के बराबर िलखते हœ  एक यह ठीक है अगर हम को ɘस मानते हœ तो जो वगŊ ɘस z x iy mod z x y
वगŊ का वगŊमूल है यिद हम इसे वगŊ मानते हœ तो यह वगŊ ɘस वगŊ है और यह िदया जाता है िक एक के बराबर है तो यह  x y mod z 
Ɛा अब आप पूछते हœ िक के सभी युƵ कौन से हœ xy 
जो इस समीकरण को संतुʼ करते हœ और जो हम बŠत पįरिचत हœ िक यह कŐ ū के साथ इकाई सकŊ ल को मूल के ŝप मŐ विणŊत करता है 
तो आइए हम िचũ बनाएं तािक हमारे पास एक इकाई सकŊ ल हो,
 इसिलए इस पर कोई भी िबंदु सकŊ ल पर जोड़ी जो इस समीकरण को संतुʼ करती है और इसका मतलब है िक सेट यू वाˑव मŐ इसxy 
यूिनट सकŊ ल का वणŊन करता है अब हम इस पर िबंदुओ ंको जानते हœ उदाहरण के िलए जो इस पर İ̾थत है और मœ जो इस पर İ̾थत है 
ऋण 1 और ऋण मœ वे झठू बोलते हœ  यह तुम  िपछली सम˟ा को हल करŐ  िजस पर हमने चचाŊ की जहां एक के बराबर है तो mod z 
हमने िनʺषŊ िनकाला है िक बार कुछ भी नही ंहै, लेिकन बार एक है जो बŠत आसानी से देखा जा सकता है बस इस समीकरण काz z 
अथŊ है िक गुणा बार के बराबर एक गुणा बार के अलावा कुछ भी नही ंहै  मॉड जेड ˍायर एक के बराबर है जो िक छेद है z z z z 
Ɛोिंक मॉड जेड एक है तो आइए हम इस Ťाफ पर कʙना करने का Ůयास करŐ  जब हम लेते हœ िक इसका संयुƵन शूɊ से मœ है और 
यह समीकरण बताता है िक जेड उलटा िबʋुल इसका संयुƵन है िजसका अथŊ है िक मœ सʃान के साथ उलटा šं  जिटल उȋाद के 
अलावा कुछ भी नही ंहै, लेिकन इसका संयुƵन शूɊ है यिद आप इस सकŊ ल पर इस रेखा पर कोई तȕ लेते हœ तो इसकी दपŊण छिव I 
पर िवचार करŐ  जो िक वाˑव मŐ संयुƵन है , सकŊ ल पर िकसी भी िबंदु पर िवचार करŐ  इसकी दपŊण छिव पर िवचार करŐ  जो िक वह बारz 
है  वाˑव मŐ का चालान जो वृȅ पर भी होता है,z 
 इसिलए यिद आप इसकी दपŊण छिव को ˢयं लेते हœ तो Ůितलोम एक ही होता है और यिद आप माइनस एक लेते हœ तो इसकी दपŊण छिव
िफर से ˢयं ही हो जाती है,
 इसिलए ʩुǿम जू होता है जिटल उȋाद के संबंध मŐ सŐट माइनस वन तो हमने यहां Ɛा अवलोकन िकए हœ जब भी हम यूिनट सकŊ ल पर
दो जिटल संƥाएं लेते हœ तो 
उनके उȋाद को िफर से यूिनट सकŊ ल मŐ यह िसफŊ  साधारण संपिȅ है िक जेड एक जेड दो का मॉǰूल मॉड जेड एक मॉड है दो और z 
Ůȑेक मापांक एक है,
 इसिलए उनका उȋाद एक और दूसरा महȕपूणŊ गुण है िजसे हमने देखा जब भी मŐ उलटा भी मŐ होता है और इतना ही नही ंz uz u 
यह एक उलटा िसफŊ  का संयुƵन हैz z z 
 इसिलए इस अवलोकन के साथ आइए हम  एक अǅी पहचान सािबत करŐ  चार जिटल संƥाओ ंपर िवचार करŐ  एक दो तीन z z z z
चार या जिटल संƥाएं तो यह िनɻिलİखत समीकरण को संतुʼ करती है एक घटा दो उȋाद तीन घटा चार ɘस एक z z z z z 
घटा चार उȋाद दो घटा तीन के साथ यह बराबर है एक घटा तीन उȋाद दो घटा चार के साथ इस पहचान का z z z z z z z 
िनरीƗण करŐ  यह कोई भी चार जिटल संƥा हो सकती है तो िनɻ समीकरण संतुʼ Ůमाण सरल है बस िवˑार करŐ   बाएं हाथ की ओर 
और दािहने हाथ की ओर तो आप देखŐगे िक दोनो ंभाव समान हœ आइए हम बाएं हाथ की ओर पर िवचार करŐ  िक बाएं हाथ की ओर वह 
अिभʩİƅ है जो एक घटा दो तीन घटा चार जमा एक घटा चार से गुणा िकया जाता है दो माइनस तीन अब z z z z z z z z 
इसे िवˑृत करŐ  एक तीन घटा एक चार घटा दो तीन जमा दो चार और आगे ɘस एक घटा z z z z z z z z z z 2 z 1 z
3 घटा जमा तीन  ठीक है अब हम देखते हœ िक कुछ सामाɊ शɨ हœ िजनके साथ वे एक दूसरे को रȞ करते हœ जोz 4 z 2 z 4 z 
िक दो चार ठीक है शायद हम दािहने हाथ की ओर चलते हœ जो िक एक है आइए हम इस एक दो घटा एक चार z z z z z z z 
का िवˑार करŐ  घटा तीन दो जमा तीन चार तो हम इन दो तȕो ंकी पहचान करते हœ और इसी तरह तीन और यह हमने z z z z z 
पहचाना और एक चार हमने पहचाना िक एक दो की पहचान की गई है और इन दोनो ंको रȞ कर िदया गया हैz z z 
 इसिलए हमने बाईं ओर सȑािपत िकया  हाथ की तरफ दािहने हाथ के बराबर है
 इसिलए यह वी है  िदलच˙ बात यह है िक यह एक गैर-तुǅ पहचान है, आप िकसी भी चार जिटल संƥा पर िवचार करते हœ जो इस 
िवशेष पहचान को संतुʼ करती है अब हम एक साधारण सम˟ा देख सकते हœ जो ŮदिशŊत करती है िक यह पहचान िकतनी अǅी 
सम˟ा है मान लीिजए िक हमŐ एक िवमान मŐ चार अंक िदए गए हœ तो िदखाएं िक यिद  एबीसीडी या एक िवमान मŐ अंक तो िनɻिलİखत 
असमानता संतुʼ करती है िक िवǒापन को बीसी से कम या बीडी के बराबर गुणा करके सीए ɘस सीडी ɘस गुणा एबी ओके के साथ 
गुणा िकया जाता है , तो आइए हम इस िवशेष असमानता को समझने की कोिशश करŐ  तो आइए एक आकिषŊत करने का Ůयास करŐ   
आरेख हालांिक िबंदुओ ंको िकसी भी तरह से िवतįरत िकया जा सकता है,
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 इसिलए सादगी के िलए मœ कुछ ऐसा मानने की कोिशश कर रहा šं जैसे वे वाˑव मŐ एक पंİƅ मŐ झठू नही ंबोल रहे हœ, वाˑव मŐ हम 
कहते हœ िक यह मूल ŝप से िकसी Ůकार का आकार देता है तो चिलए इसे कहते हœ  एबीसीडी है 
तो यह असमानता कहती है िक आप लंबाई के िवǒापन को लंबाई बीसी से गुणा करने पर िवचार करते हœ, यह हमेशा िवकणŊ के साथ बीडी
से कम या बराबर होगा आप िजस एसी को गुणा करते हœ और सीडी को एबी ओके से गुणा करते हœ, वह सबूत है जो िपछली पहचान का 
उपयोग करके सरल है , मुझे केवल पहचान िलखने दŐ ,
 इसिलए हमारे पास Ɛा है, हम Ɛा कर सकते हœ एक बार इन िबंदुओ ंको िवमान मŐ रखा जाता है तो हम एक सİʃŵ संƥा के Ůȑेक 
कोने या अंत िबंदु की पहचान कर सकते हœ, तो हम कहते हœ िक यह एक एक के साथ जुड़ा Šआ है और यह मूल ŝप से दो से जुड़ाz z 
है और िबंदु तीन से जुड़ा है और हम कहते हœ िक यह इसके साथ जुड़ा Šआ है  चार तो िपछली पहचान कहती है िक एक c z z z 
माइनस चार दो माइनस तीन जो के बराबर है एक माइनस तीन दो माइनस चार माइनस एक माइनस दो z z z z z z z z z 
को तीन माइनस चार से गुणा िकया जाता हैz z 
 इसिलए मœने अभी िफर से िलखा है  इस तरह से िक मुझे शɨ से िमलता है जो िक एक से चार और से है जो a d z z b c z 2 
से है जब मœ इस पहचान के िलए िनरपेƗ मान लेता šं तो माइनस का मापांक जो देता है  इस वेƃर का पįरमाण जो z 3 z 1 z 4 
लंबाई देता है जो है  िवǒापन तो अब इस पहचान के िलए मापांक िच˥ लŐ, िफर एक घटा चार उȋाद का मापांक दो ऋण z z z z 
तीन के मापांक के साथ और अब आपके पास पूरे पद का मापांक है और िũभुज असमानता को लागू करते हœ जो हमŐ िमलता है एक z z
तीन दो माइनस जेड फोर ɘस जेड जेड का एक मॉǰूलस एक माइनस जेड जेड Ūी माइनस जेड फोर का दो मॉǰूलस अब हम z  
देखते हœ िक यह िवǒापन की लंबाई को जेड टू माइनस जेड Ūी से गुणा करता है जो िक बीसी की लंबाई है जो इससे कम या बराबर है  z
एक माइनस तीन जो िक की लंबाई z ac 

दो घटा चार से गुणा िकया जाता है जो िक एक घटा दो है िजसे से गुणा िकया जाता है ठीक हैz z bd plus z z ab cd 
 इसिलए हम इस पहचान का उपयोग करके वांिछत असमानता Ůाɑ करने मŐ सƗम हœ अब आइए हम करते हœ  एक और सम˟ा
 इसिलए सम˟ा पर जाने से पहले मुझे केवल यह उʟेख करना चािहए िक को एकतरफा कहा जाता है को यूिनमॉǰूलर कहा z z 
जाता है यिद एक िसफŊ  एक शɨावली है तो हम कहते हœ िक एक जिटल संƥा यूिनमॉǰूलर है यिद का मापांक एक है जो  mod z z 
मतलब z ly .
 है यूिनट सकŊ ल की सम˟ा पर तो एक को जिटल संƥा होने दŐ  और मान लŐ िक संƥा एक माइनस को 2 घटा z z z z2 z1 z2 
बार से िवभािजत िकया गया है और दो एकŝप नही ंहै, तो हमŐ िनɻिलİखत मŐ से एक िवकʙ चुनने की आवʴकता है:  िबंदु z z1 a 
पर İ̾थत है यह 

अƗ के समानांतर एक सीधी रेखा पर İ̾थत है िवकʙ सीधी रेखा अƗ के समानांतर है िवकʙ चाहे वह िũǛा दो के एक x b y c 
वृȅ पर İ̾थत हो 
तो के इस एक मापांक का अथŊ Ɛा एक दो है Ɛा िũǛा का वृȅ मूल दो ठीक है, तो हमŐ िदया गया है िक एक घटा दो zs z d z 
बार दो से िवभािजत दो घटा एक गुणा दो बार एकतरफा है िजसका अथŊ है िक इस संƥा का मापांक एक है और दो का z z z z 
मापांक नही ंहै  यूिनमॉǰूलर तो हमŐ यह पता लगाने की जŝरत है िक Ɛा एक सीधी रेखा मŐ İ̾थत है या एक िनिʮत िवकʙ के साथ z 
एक वृȅ है िक Ɛा िũǛा दो है या जड़ दो यिद एक वृȅ मŐ िबʋुल भी İ̾थत है तो आइए हम यह जानने का Ůयास करŐ  िक एक की z 
शतŘ के साथ Ɛा होता है 
 इसिलए  आइए हम यह देखने का Ůयास करŐ  िक िदया गया िबंदु का मापांक है एक घटा दो दो दो गुणा के दो गुणा से िवभािजत दोz z 
घटा एक दो बार मापांक एक है और दो का मापांक एक के बराबर नही ंहै ये दी गई धारणाएं हœ और पहली धारणा के साथ हम z z z 
देख सकते हœ िक का मापांक एक घटा दो वगŊ का दो गुना है जो दो घटा एक दो बार वगŊ के मापांक के समान है और हमz z z z z 
जानते हœ िक वगŊ के समान है बार हम बस नीचे िलखŐ िक इसका अथŊ है एक घटा दो दो गुणा एक घटा दो mod z z z z z z z 
बार मŐ यह दो घटा के समान है एक दो बार दो शूɊ से गुणा िकया गया एक दो बार पूरी बार तो इसका मतलब है िक z z z z z 
एक  माइनस एक माइनस दो दो और के साथ गुणा िकया गया एक बार दो बार दो बार यह दो माइनस एक दो बार zz z z z z z 
दो माइनस एक बार और दो के समान है और अब बस साधारण गणना करŐ  हम देखते हœ िक यह मॉड है  एक वगŊ और दूसरा z z z 
कारक दो वगŊ का चार गुना है और शेष अिभनेता माइनस जेड वन है जो हमारे साथ दो गुना जेड एक जेड दो बार और mod z f  
माइनस दो गुना जेड एक बार गुणा करता है जेड दो दािहने हाथ की ओर यह चार ɘस इसके मॉड ˍायर के बराबर है जो एक मॉड जेड
दो बार मŐ मॉड है  वगŊ कोई फकŊ  नही ंपड़ता Ɛोिंक बार का मापांक िफर से का मापांक होता है , शेष कारक शूɊ से दो गुना z z z 
एक बार दो घटा दो बार एक दो बार हम देखते हœ िक ये दो कारक आमतौर पर Ůकट होते हœz z z 
 इसिलए हम रȞ करते हœ  िनɻिलİखत समीकरण Ůाɑ करŐ  िक मॉड जेड एक वगŊ ɘस मॉड चार गुना मॉड जेड दो वगŊ माइनस चार 
माइनस जेड एक जेड पूरे वगŊ को बार करने के िलए यह शूɊ के बराबर है अब हम देखते हœ िक इससे हम केवल इस शɨ को मॉड जेड 
1 गुणा के ŝप मŐ िवभािजत कर सकते हœ वगŊ वगŊ Ȫारा िफर [संगीत ] सामाɊ कारक यिद हम वगŊ mod z1 mod z2 mod z z1
वगŊ एक माइनस वगŊ और शेष अविध को बाहर लाने का Ůयास करते हœ, तो यह है िक यिद हम माइनस 4 कॉमन िनकालते हœ mod z2 
तो 1 माइनस मॉड ˍेयर यह  शूɊ के बराबर है अब हम इसे एक उȋाद शɨ के ŝप मŐ िलखŐ ठीक है जो आसानी से देखा जा z2 c 
सकता है िक यह आता है िक एक माइनस मॉड ˍायर को मॉड से गुणा िकया जाता है एक वगŊ माइनस चार शूɊ के बराबर z2 z 
होता है और दी गई धारणा दो एक के बराबर नही ंहै यह तुरंत बताता है िक यह है  एक गैर शूɊ शɨ यह एक गैर शूɊ शɨ mod z 
है
 इसिलए तुरंत िनʺषŊ िनकाला है िक मॉड जेड एक वगŊ चार है और मॉड जेड एक दो है यह तुरंत कहता है िक िवकʙ सी सही है जो िक 
मॉड जेड एक िũǛा दो के सकŊ ल पर İ̾थत है ठीक है तो अगर मœ  संƗेप मŐ हम सİʃŵ संƥाओ ंके मापांक के बारे मŐ अिधक गुणो ंपर 
चचाŊ करते हœ और सİʃŵ संƥा के संयुƵन के गुणो ंका उपयोग करते Šए सİʃŵ संƥा के मापांक के साथ हमने कुछ सम˟ाओ ंको 
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ʩुȋɄ िकया है और अगले ʩाƥान मŐ हम जिटल संƥाओ ंके िलए आगŊन तल और Ŭुवीय Ůितिनिधȕ के बारे मŐ चचाŊ करते हœ।
 धɊवाद 
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