
[இைச ] ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் ஼க்கலான எண்கள் மற்௥ம் அதன் இயற்கணித 
ெசயல்பா௄களின் ஷட்டல் மற்௥ம் ெப௠க்கல் ஆழயவற்ைற அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம், ௚த௧ல் 
நாம் அ௣௚கப்ப௄த்ொய ௚ந்ைதய வைரயைறகைள நிைன௵ப௄த்த ஆரம்௔க்ழேறன் 

ஆல் ஶ௣க்ஶம் ஼க்கலான எண்க௬க்கான வைரயைறைய ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன்., C 
உண்ைமயான எண்களில் இ௠ந்ௌ வ௠ழறௌ மற்௥ம் இரண்௄ கலப்௖ எண்கள்  a plus ib  

சமம் என்௥ நாம் ெசான்னௌ க்ஶ சமமான ஒ௠ ௔ளஸ் c plus id ib 
இௌ சமம் என்றால் இௌ ௙ண்௄ம் ஒ௠ வைரயைறயாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம க்ஶ சமம் என்றால் c 
மற்௥ம் க்ஶ சமமான இந்தச ்சமத்ௌவத்ொன் வழ் நாம் காண்௔த்தௌ என்னெவன்றால், b 
ஒவ்ெவா௠ கலப்௖ எண்ைண௞ம் வரிைசப்ப௄த்தப்பட்ட ேஜாூயாகக் கண்ட௣யலாம் , அௌ 
௳மானம் இரண்ூல் இ௠ந்ௌ கமா ஆக இ௠க்ஶம் ெசயல்பா௄கைள நிைன௵ப௄த்ௌழேறன்,r b 
 அதனால் இரண்௄ கலப்௖ எண்களின் ஷட்டல் வைரய௥க்கப்படட்ௌ.
  நீங்கள் உண்ைமயான பஶொ மற்௥ம் கற்பைனயான பஶொ மற்௥ம் ெப௠க்கல் ஆழயவற்ைற 
ஷடூ்னால், ஷட்டல் ஐ ைடம்ஸ் அட் ௔ளஸ் ூ஼ ஓேக என வைரய௥த்ௌள்ளரீக்ள், எனேவ இந்த 
இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் ஶ௣த்ௌ நாங்கள் ஶ௣ப்௔௄ழேறாம் 
௛டல் சட்டத்ொன் ௌைணச ்சட்டம் பரிமாற்றச ்சட்டம் மற்௥ம் அைடயாளங்கள் மற்௥ம் அைவ 
இ௠க்ஶம் தைலவழ் மற்௥ம் ௳நிேயாகச ்சட்டம் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ இந்த ஷட்டல் 
மற்௥ம் ெப௠க்கத்ைதப் ெபா௥த்ௌ கலப்௖ எண் அைமப்௖ ஒ௠ ௖லமாக மா௥ம் மற்௥ம் ௔ற 
க௠த்ௌக்கள் என்ன இௌ ஐ ஸ்ெகாயர ்என்ற கலப்௖ எண் அைமப்௔ல் உள்ள ெபா௠ைளக் 
ெகாண்ூ௠ப்பைதக் க௠த்ொல் ெகாண்டைதக் க௠த்ொல் ெகாண்௄,  நாங்கள் 
ெதாடங்ழ௜௠ந்தா௩ம், ஐ ஸ்ெகாயர ்என்பௌ உங்க௬க்ஶ நிைன௳ல் இ௠ந்தால், நான் 
௳மானத்ொல் உள்ள கற்பைன எண்ேடன் அைடயாளம் கண்ேடாம், அௌ ௗஜ்௷ய கமாைவத் 
த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ இௌ இனி ஆ கற்பைன எண் அல்ல.
 ஼க்கலான எண் அைமப்௔ல் உள்ள எந்த எண்ைண௞ம் ௳மானத்ௌடன் ஷூய ஼க்கலான எண் 
அைமப்ைப நம்மால் அைடயாளம் காண ௚ூழறௌ, எனேவ 
இந்த ஼க்கலான ௖லத்ொல் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளி தயாரிப்ைபப் ெபா௥த்தவைர௜ல் நாம் 
கவனித்தௌ சௌரம் ைமனஸ் 1 ஆக மா௥ழறௌ.i 
 மற்௥ம் இேதேபால் , நீங்கள் உண்ைமயான வரி௜ல் உள்ள ௖ள்ளிகைள மட௄்ம் க௠த்ொல் 
ெகாண்டால், அௌ ஒ௠ ஷட்டல் ௗஜ்௷யமாக எ௱தப்படலாம் என்பைத சரிபாரக்்கலாம்.i 
  நாம் அைத ௔ளஸ் ஐ ௗஜ்௷யத்ௌடன் ஒ௠ ௖ள்ளியாகக் ஶ௣ப்ேபாம், எனேவ இந்தப் b 
ெப௠க்கத்ொன் வழ் இௌ என்பைத நாம் பாரக்்கலாம் , இௌ உண்ைமயான எண்கள் மற்௥ம் ab i 
ௗஜ்௷யத்ொல் உள்ள ஒ௠ தயாரிப்௖ ஆஶம், இைத 
நாம் ஆல் ஶ௣க்கப் ேபாழேறாம், ேம௩ம் ab 
ெசால்ல ேவண்௄ம் என்௥ க௠ொனால் ஐூ௞டன் ஐ௔ டாட் தயாரிப்௖ என்௥ ெசால்லப்ப௄ம் 
கற்பைன எண்கள், அந்த தயாரிப்ைபப் 
ெபா௥த்தமடூ்ல் அௌ ைமனஸ் ௔ூ ஓேக ௔ளஸ் ஐ ௗஜ்௷யமாக மா௥ழறௌ என்பைதக் 
காட௄்ேவாம், இௌ உண்ைமயான பஶொைய மட௄்ேம ஶ௣க்கப் ேபாழேறாம் 
, இைதப் ெப௠க்ஶவதன் ௛லம் உண்ைம௜ல் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்பைதக் 
ஶ௣ப்௔௄ேவாம்.
 உண்ைம௜ல் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், மற்௥ம் ஆழயைவ a plus ib c plus idi 
இப்ேபாௌ ேநரூயாக ெப௠க்கத்ைத ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்பைத நான் எப்பூ தயாரிப்ைப 
வைரய௥ப்பௌ என்பைத இப்ேபாௌ என்னால் எப்பூ ெசய்ய ௚ூ௞ம், எனேவ இங்ேக என்பௌ a 
ஒ௠ கலப்௖ எண், அௌ உண்ைமயான பஶொைய மட௄்ேம ெகாண்௄ ெசல்ழறௌ மற்௥ம் ib 
என்பௌ ௚ற்௣௩ம் ஒ௠ கற்பைன எண் மற்௥ம் இேதேபால் என்பௌ மற்ெறா௠ கலப்௖ எண் a  c 
ஆனால் கற்பைனப் பஶொ௞டன் மட௄்ம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இௌ ஒன்௥ இௌ இரண்௄ z z 
இௌ ௛ன்௥ நான்ஶ இப்ேபாௌ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட தயாரிப்ைப நீங்கள் பயன்ப௄த்தப் z z 
ேபாழ௤ரக்ள்.
  ௳நிேயாக சட்டம் அௌ ஒ௠ ௖ள்ளி, எனேவ இந்த ௔ளஸ் ஐூ மற்௥ம் ஐ௔ உடன் c 
ெப௠க்கப்ப௄ம் ெதாஶப்பானௌ ஼ ௔ளஸ் ஐூ௞டன் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ 
என்பைத இப்ேபாௌ நாங்கள் காண்ழேறாம், இௌ ௙ண்௄ம் பழரந்்தளிப்௖ச ்சட்டத்ைத ேம௩ம் 
ஒ௠ ௚ைற நீங்கள் பயன்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள், இௌ ஏ஼ ௔ளஸ் ஐூ ௔ளஸ் இங்ேக ஐ௔஼ ைமனஸ் ௔ூ
அைனத்ௌம் ேசரந்்ௌ  நாம் ஒ௠ தயாரிப்பாக வைரய௥த்தைத இப்ேபாௌ ெப௥ழேறாம்,
 அதனால் என்ன ெசய்ொ ெசய்ொகள் உள்ளன, எனேவ இங்ேக நாம் தயாரிப்ைப இந்த ௚ைற௜ல் 
வைரய௥க்ழேறாம், அதன் ௳ைளவாக வ௠ம் ொைசயன் ஒ௠ கலப்௖ எண்ணாஶம், ௔ன்னர ்
அைனத்ௌ சட்டங்கைள௞ம் சரிபாரத்்ௌ, ௔ன்னர ்ெசால்௩ம் பண்௖கைளப் 
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பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
  இந்தத் ௌைற௜ன் ேகாட்பா௄கைள இப்ேபாௌ நாம் பாரக்்க ௚ூழறௌ, எனேவ இனி 
தயாரிப்ைப நிைன௳ல் ெகாள்ள ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, தயாரிப்ைப வழக்கம் ேபால் 
ெசய்௞ங்கள், இங்ேக நாம் ஐ சௌரம் ைமனஸ் ஒன்௥ என்பைத நாங்கள் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், 
எனேவ இந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
  அூப்பைட௜ல் வழக்கம் ேபால் தயாரிப்ைபச ்ெசய்யலாம் சரி இப்ேபாௌ இன்௑ம் ஼ல 
ஶ௣ப்௖கைள அ௣௚கப்ப௄த்ௌழேறன் ஒன்௥ உண்ைமயான பஶொ என்௥ ஷறலாம் எனேவ z 
என்பௌ இன் ௔ளஸ் உண்ைமயான பஶொயாஶம், இௌ என z ib re re z 
வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, 
இௌ ௘க௵ம் உண்ைமயானௌ  இன் பஶொ மற்௥ம் இன் கற்பைனயான பஶொயாஶம், இௌ z a z 

என்ற ஶ௣௝டை்டப் பயன்ப௄த்ௌழறௌ,  ேம௩ம் இன் உண்ைமயான பஶொ ௗஜ்௷யமாக b z 
இ௠ந்தால், இௌ ௛ன்௣ல் இரண்௄ பங்ஶ என்௥ ெசால்லலாம், ௔ன்னர ் ௚ற்௣௩ம் ஒ௠  z 
கற்பைன எண் எனேவ இௌ ௚ற்௣௩ம் கற்பைன எண் அல்லௌ ஒ௠ கற்பைன எண் என்௥ 
ெசால்ழேறாம் அேத ேபால இன் கற்பைன பஶொ ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால் ௚ற்௣௩ம் z z 
உண்ைமயானௌ என்௥ ெசால்ழேறாம், எனேவ இந்த எளிய ஶ௣௝௄க௬டன் இைணந்ொ௠க்ஶம் 
௖ொய வைரயைற௞டன் ெதாடங்ஶழேறன் ஒ௠ கலப்௖ எண்களின் ஷட௄் எண்கள் இன் z z 
படை்ட இைணப்பால் வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, இொல் என்பௌ ஒ௠ ஷட்டல் ஆஶம், இொல் z z ib 

படூ்யாகப் பயன்ப௄த்தப்ப௄ம் ஶ௣௝டானௌ ஒ௠ க௯த்தல் ஆல் வழங்கப்ப௄ழறௌ, z ib ok 
எனேவ இௌ படூ்க்கான வைரயைற என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம்.z 
  அதாவௌ , ஼க்கலான ௳மானம் எங்களிடம் உள்ளௌ, ேம௩ம் 

என்ற ௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம், அௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ஆஶம், அதாவௌ கற்பைன z ib 
அலழல் அௌ மற்௥ம் உண்ைமயான அலழல் அௌ இப்ேபாௌ பார ்என்பௌ நாம் ைமனஸ் ib z 
இ௠க்ஶம் ௟னிடை்ட எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.

மற்௥ம் நாம் ஒ௠ ைமனஸ் ஐ௔யாக இைதப் பாரத்்தால்  ib z bar denoti  
, இௌ உண்ைமயான அசை்சப் ெபா௥த்ௌ இன் கண்ணாூப் ௔ம்பத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, z 
எனேவ பார ்என்பௌ ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, மாறாக ன் ௔ரொப௧ப்௖ என்பௌ அசா் z z- x 
அல்லௌ உண்ைமயான வரி என்௥ நாம் ஷறலாம்.
 உதாரணத்ொற்ஶ என்பௌ இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ என்பௌ இரண்௄ ைமனஸ் ௛ன்௥ z iz bar i
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் மற்௥ம் நீங்கள் ஒ௠ உண்ைமயான எண் என்௥ ெசான்னால் அௌ 
௚ற்௣௩ம் உண்ைமயான எண் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் ஐந்ௌ படூ்௜ல் எந்த மாற்ற௚ம் z 
இல்ைல, அௌ ஐந்ௌ மட௄்ேம.
  அௌ நிஜக் ேகாட்ூல் ழடப்பதால், அதன் கண்ணாூப் படங்கள் ௙ண்௄ம் வரி௜ேலேய 
இ௠க்ஶம், எனேவ ஼ல பண்௖கைளப் பாரப்்ேபாம் 

ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠ந்தால் அல்லௌ ேவ௥ வாரத்்ைதகளில் ெசான்னால் , z 
மட௄்ேம படூ்க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.z 

இன் கற்பைனப் பஶொ ௗஜ்௷யம் பரவா௜ல்ைல, எனேவ படூ்க்ஶ சமமான என்௥  z z z 
பாரத்்தால் , கண்ணாூப் படத்ைதப் பயன்ப௄த்ொய ௔றஶ அேத எண்ைணப் ெப௥ழேறாம், அௌ 
உண்ைமயான ேகாட்ூல் இ௠க்க ேவண்௄ம், அைதத்தான் நாம் ேகா௠ழேறாம், எனேவ z 
என்றால் ௔ளஸ் ௔ன்னர ் பட்ூக்ஶ சமம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அதன் அரத்்தம் a  ib z 
என்ன என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் ௔ன்னர ்இரண்௄ கலப்௖ எண்கள் சமமாக இ௠க்க a plus ib ib, 
ேவண்௄ம் என்௥ நாங்கள் ேகா௠ழேறாம் என்பௌ உடனூயாகத் ெதளிவாழறௌ, ௔ன்னர ்ஷ௥ 
வாரியாக ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ௚தல் ஷ௥கள் எப்பூ௞ம் சமமாக 
இ௠க்ஶம், எனேவ ௖ல அச஼்ன் அூப்பைட௜ல் நீங்கள் ரத்ௌ ெசய்யலாம்.
 இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இன் இரண்௄ மடங்ஶ ஆஶம், ேம௩ம் இௌ நிகழ்ழறௌ மற்௥ம் ib 

ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம அௌ இன் கற்பைனப் பஶொயான இன் கற்பைன பஶொ b z z 
ௗஜ்௷யம் சரி, எனேவ நாம் கவனித்தௌ க்ஶ சமமான ேபாெதல்லாம் ஒ௠ எளிய ௚ன்ெமா௯௵ z 
ஆஶம்  பட்ைட என்றால் அௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த 
ஶ௣ப்௔ட்ட ெசால் வாதம் ஒ௠ கலப்௖ எண்ைண உண்ைமயான எண் என்௥ ெசால்ல நாம் 
அூக்கூ பயன்ப௄த்ௌேவாம், இௌ படூ்க்ஶ சமமான என்பைதக் காட்ட ேபாௌமானௌ, z z 
அத்தைகய ேயாசைன ஒ௠ கலப்௖ எண்ைணக் காட்ட அூக்கூ பயன்ப௄த்தப்ப௄ம்  படூ்௜ல்z 
இைணவைத ௙ண்௄ம் பயன்ப௄த்ொனால் ஒ௠ உண்ைமயான எண் பண்௖ இரண்௄ , எனேவ 
நாம் ௙ண்௄ம் க்ஶ ொ௠ம்௖ேவாம் சரி இௌ ௙ண்௄ம் ேநராக ௚ன்ேனாக்ழ இ௠க்கட௄்ம் ஒ௠ z z 
௔ளஸ் ௔ன்னர ் பார ்ஒ௠ ைமனஸ் எனேவ இைதப் பாரக்்கலாம் .ib z 
  க௯த்தல் மற்௥ம் இரடை்டப் படை்ட எனேவ ௙ண்௄ம் நீங்கள் அதன் இைணைவ b z 
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எ௄த்ௌக்ெகாள்ழ௤ரக்ள், எனேவ நாங்கள் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இௌ ௔ளஸ் ஐ மற்௥ம் 
ைமனஸ் ௔ ைமனஸ் என்௥ ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறாம், எனேவ நாங்கள் அைத ௙ண்௄ம் 
பாரக்்ழேறாம், நிசச்யமாக நான் என்ன ெசய்ழேறாம் என்பௌ ௘க௵ம் ெவளிப்பைடயானௌ , 
நாங்கள் ஒ௠ வாதத்ைத எ௱த ௚யற்஼க்ழேறாம் ௛ன்றாவௌ ௚ன்ெமா௯௵ 
, இரண்௄ கலப்௖ எண்களின் ஷட௄்த்ெதாைகைய நாம் க௠த்ொல் ெகாண்டால், இௌ ஒ௠ பட்ூ z 
ஷட்டல் சக்ொக்ஶ ஒத்ததாஶம், இைத ௙ண்௄ம் கற்பைன ெசய்வௌ எளிௌ என்௥ ெசால்லலாம், z 

ஒன்௥ ஒ௠ ஷட்டல் என்௥ம் இரண்௄ என்பௌ ௔ளஸ் ஐூ என்௥ம் ெசால்லலாம்.z ib z c 
ஒன் ௔ளஸ் ௅ பார ்இௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ஼ ௔ளஸ் ஐ ைடம்ஸ் ௔ ௔ளஸ் ூ ௚௱   இைணப்பாஶம்   z z 

ஒ௠ பார ்ஷட்டல் ௄ பார ்நான்காவௌ ெசாத்ௌ த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, அதாவௌ  z z z 
படூ்௜ல் உள்ள ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் பட்ூ௜ல் உள்ள ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் எப்ேபாௌம் ஒ௠ z z z 
உண்ைமயான எண் எொரம்ைற அல்லாத இரண்௄ உண்ைமயான எண், 
எனேவ ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ ௔ளஸ் ஐ௔யாக இ௠க்ஶம் ெபாௌ z 
உ௥ப்ைபச ்ெசால்௩ங்கள், அைத நாங்கள் க௠ௌழேறாம் ெப௠க்கல் ௛லம் இைணத்தல் , அௌ 
ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் என்பைத௞ம் , ஒவ்ெவா௠ வாரத்்ைத௞ம் எொரம்ைறயாக இல்ைல b 
என்பைத௞ம் சரிபாரக்்கலாம், எனேவ ெதாைக ௙ண்௄ம் எொரம்ைறயானௌ அல்ல, எனேவ இந்த 
ஶ௣ப்௔ட்ட ௚ன்ெமா௯௳ல் இ௠ந்ௌ பாரை்வயாளரக்ள் ஒ௠ க௠த்ௌ அல்லௌ க௠த்ௌ 
ேபான்றவற்ைற நீங்கள் என்௥ க௠தலாம்.z one z 
  இரண்௄ அவற்௣ன் தயாரிப்௖ ௗஜ்௷ய௘ல்ைல சரி, ௔ன்னர ்நாம் உண்ைம௜ல் z one z 2 
இரண்௄ம் ௗஜ்௷யமற்றைவ என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம், எனேவ நான் அைத ஒ௠ ப௜ற்஼யாக 
௳ட௄்௳௄ழேறன், இைதப் பற்௣ ேயா஼த்ௌப் பா௠ங்கள் , அதன் இைணப்பால் நீங்கள் 
ெப௠க்ஶம் ேபாௌ ௚ந்ைதய ெசாத்ைத நீங்கள் கவனிக்ழ௤ரக்ள் எொரம்ைற அல்லாத 
உண்ைமயான எண்ைண நீங்கள் இந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ொ ஐந்தாவௌ ெசாத்ைத 
௚ூப்பதற்காக இந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள், அதாவௌ ஒன்௥ இரண்௄ z z 
படூ்௜ல் ஒ௠ பட்ூைய ௄ பட்ூ௜ல் ஒ௠ பட்ூ௜ல் பட்ூயாக மாற்௥ேவாம், அைத உணர z z z 
எளிதானௌ, எனேவ நீங்கள் ௚த௧ல் ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்ழேறன்.z one z two bar 
  ஒவ்ெவா௠ கலப்௖ எண்ேக்ஶம் இைணவைதப் ேபான்ேற அதன் ஷட௄்த்ெதாைகைய எ௄த்ௌக்
ெகாள்௬ங்கள், ௔றஶ தயாரிப்௖ இரண்௄ம் ஒேர கலப்௖ எண்ணாக இ௠க்ஶம், எனேவ இரண்௄ 
காம்களின் ௚தல் தயாரிப்ைபக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம்.
 ௔ெளக்ஸ் எண்கள் ஐ உடன் ெப௠க்ழனால், அதன் இைணப்௔ைன a plus ib c plus id 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , இந்த தயாரிப்௖ என்னெவன்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், இௌ ைமனஸ் ac 

என்பௌ, எனேவ இைணத்த ௔றஶ நீங்கள் ைமனஸ் ஐப் ெபறப் ேபாழ௤ரக்ள், bd iad plus bc 
இந்தத் தயாரிப்௖ இ௧௠ந்ௌ வ௠ழறௌ என்பைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.a 
  ைமனஸ் மற்௥ம் ைமனஸ் ஐூ இௌ ஒ௠ பட்ூ௜ல் இரண்௄ பட்ூ௜ல் அ௄த்த ib c z z 
௚ன்ெமா௯௵ தைலவழ் இைணப்பாஶம், இௌ ௚த௧ல் இைணைவ எ௄த்ௌ அதன் தைலவழ் z 
இைணப்பாஶம், எனேவ நீங்கள் க்கான இைணைவ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் நாங்கள் z 
ேகடழ்ேறாம் நீங்கள் எைதப் ெப௥ழ௤ரக்ேளா அௌ அூப்பைட௜ல் ௚த௧ல் நீங்கள் கலப்௖ 
எண்ேக்கான இைணைவ எ௄த்ௌ அதன் தைலவழாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழ௤ரக்ள், எனேவ இௌ 
ேபான்ற ெசயல்பா௄ மாற்றத்தக்கௌ, இைத உணர ௚யற்஼ப்ேபாம், தைலவழ் z 
வைரயைற௜ன்பூ நம்௘டம் என்ன இ௠க்ழறௌ என்பௌ இதன் ெபா௠ள் நிசச்யமாக இங்ேக 
நமக்ஶ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ வைரயைற௜ன்பூ தைலவழாக இ௠க்க z z 
ேவண்௄ம், அதாவௌ உடன் ெப௠க்ழனால் நாம் ஒன்ைறப் ெப௥ழேறாம் , இப்ேபாௌ ேமேல z 
உள்ள ெசாத்ொன் ௛லம் நீங்கள் இைணவைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ நாங்கள் 
இைணைவப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
  இந்த தயாரிப்௖ உ௥ப்௖க்ஶ வலௌ ௖றம் ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாஶம், எனேவ அௌ அேத 
உ௥ப்ைபத் த௠ழறௌ மற்௥ம் தயாரிப்௖ இைணப்பானௌ நீங்கள் ௚த௧ல் இைணத்தைல 
எ௄த்ௌ, அதன் தயாரிப்ைப ௙ண்௄ம் எ௄க்ஶம்ேபாௌ, படூ்க்ஶ தைலவழ் பட்ைட தைலவழ் z z 
என்௥ அரத்்தம்.
  சரி , பார ்தைலவழ் தைலவழ் பட்ைட வலௌ ஏழாவௌ பண்௖ என்௥ நீங்கள் நி௡௔க்க z z 
௳௠ம்௖ழ௤ரக்ள், அதாவௌ ஒன்ைற இரண்டாகக் க௠த்ொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம், அதன் z z 
இைணப்௔ைன எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், இௌ ஒ௠ பட்ூைய ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் வஶத்தல் z z 
அரத்்த௚ள்ளதாக இ௠க்க, இரண்௄ ௗஜ்௷யமாக இல்லாத இடத்ொல் நாம் க௠த ேவண்௄ம், z 
எனேவ இந்த உற௵ ௙ண்௄ம் ேமேல உள்ள ஒன்௣௧௠ந்ௌ ௔ன்ெதாடரழ்றௌ, எனேவ ஐந்ௌ 
மற்௥ம் ஆ௥ என்௥ ஐந்ௌ மற்௥ம் ஆ௣ல் இ௠ந்ௌ நாம் ௔ன்வ௠வனவற்ைறப் ெபறலாம் .
 z two 
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௛லம் ெகா௄க்கப்படட் ௚௱ இைணைவ௞ம் இரண்௄ தைலவழ் ெகாண்ட ஒ௠ தயாரிப்௖ z z 
என்௥ உணரலாம், எனேவ நான் இரண்௄ தைலவழ் என்௥ எ௱ௌழேறன், ஆனால் நான் இைத z 
௙ண்௄ம் இரண்௄க்ஶ ஒ௠ ஶ௣௝டாக இ௠க்ழேறன், அதாவௌ இௌ தைலவழ் எனேவ அதன் z z2 
பார ்௚ன்ெமா௯௵ 5 ஷ௥ழறௌ, இௌ தைலவழ் பட்ைட ெகாண்ட தயாரிப்௖ ஆஶம், இௌ சரி z 2 
என்௥ ஒவ்ெவா௠ காரணிக்ஶம் படூ்ைய எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம், 
ேம௩ம் 
இௌ ஒ௠ பட்ைட உடன் படூ்௜ல் ெப௠க்கப்ப௄வைதக் காண்ழேறாம்.z z 
 தைலவழ் ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன், எனேவ இௌ ெபா௠ட்டல்ல இ௥ொயாக ஒ௠ z 
படூ்௜ல் என்௥ ௚ூெவ௄த்ேதாம், நான் ஶ௣ப்௔ட்டௌ ேபால் இௌ தைலவழ் காரணி த௳ர z 
ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ நாம் அைத இரண்௄ பட்ூ௜ல் ஒன்௥ என எ௱ௌழேறாம், எனேவz 
௚ன்ெமா௯௵ எட௄் இ௠க்கலாம்  இங்ேக ஒ௠ க௠த்ௌ அல்லௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௖ என்பௌ என்௥ z ok 
ஒ௠ ஶ௣ப்ைப எ௱ௌம் ேபாௌ க்ஶ ஒ௠ ஶ௣ப்ைப எ௱ொனால் அௌ தைலவழ் சரி, ௙ண்௄ம் z z z 
தைலவழ் தைலவழ் என்பௌ ஒ௠ உ௥ப்௖ ஆஶம், இௌ நீங்கள் உடன் தயாரிப்ைப z z 
எ௄க்ஶம்ேபாௌ அௌ ெகா௄க்ஶம் ஒன்௥ சரி, எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட அரத்்தத்ொல் நாங்கள் 
அைத ரத்ௌ ெசய்வதற்காக தைலவழ் என்௥ எ௱ௌழேறாம், எனேவ நீங்கள் ஒன்ைறப் z 
ெப௥௴ரக்ள், எனேவ இௌ ஒ௠ ஶ௣௝டாஶம், இௌ ௛லம் ஒன்௥ என்பௌ தைலவழ் என்௥ z z 
அரத்்தம், ேம௩ம் ஒ௠ ஶ௣ப்௖ இங்ேக எனேவ தைலவழ் பற்௣ க௠த்ௌ ெதரி௳த்த௵டன் ஜக z 
என்௥ ெகாள்ேவாம் 1 ஆல் ஐ படூ்யால் ெப௠க்ழ வஶக்க ௚ூ௞ம் என்பைதப் பாரக்்க௵ம், z z 
௔றஶ நீங்கள் ெப௥வௌ படூ்ைய ஆல் படூ்யாகப் ௔ரித்தால், இந்த காரணி z z z 
என்னெவன்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், இௌ ஒ௠ க௯த்தல் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் ib b 
சௌரம் எங்ேக உள்ளௌ.z 
  ஒ௠ ஷட்டல் ஆல் எ௱தப்பட்டௌ, ib 
எனேவ நாம் தைலவழ் கணக்ழ௄ம்ேபாௌ நீங்கள் நிைன௵ப௄த்ொனால், தைலவழ் z z 
மொப்ைபக் கண்ட௣ய சமன்பாடை்டத் ோரக்்க ௚யற்஼க்ழேறாம், இப்ேபாௌ காரணி z 
படூ்ையப் பயன்ப௄த்ொ நாம் கணக்ழட ௚ூ௞ம் என்பைதக் காண்ழேறாம் .

தைலவழ் எளிதாக ெப௠க்கல் மற்௥ம் பட்ூயால் வஶப்பதன் ௛லம் நாம் தைலவழ்   z z z 
கணக்ழட ௚ூ௞ம், அௌ ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் b iba 
சௌரம் சௌர ௚ன்ெமா௯௵ எட௄் இௌ எளிைமயானௌ, இௌ இன் உண்ைமயான பஶொயாஶம்b z 
என எ௱தலாம் ஷட்டல் படூ்ைய இ௠வரால் இேதேபால் இன் கற்பைனப் பஶொைய z z z z 
ைமனஸ் படூ்௜ல் இரண்டாக எ௱தலாம் சரி, என்௥ நாம் க௠ொனால், இௌ இன் z i z z 
உண்ைமயான பஶொையத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, இன் ஐம் மடங்ஶ கற்பைனப் பஶொ z 
மற்௥ம் அதன் இைணப்பானௌ ைமனஸ் ைடம்ஸ் இேம௷ன் உண்ைமயான பஶொயாஶம்  z i z
இன் உண்ைமயான பஶொ இப்ேபாௌ இன் உண்ைமயான பஶொ ௔ளஸ் பார ்இரண்டாக z z z 
இல்ைல என்பௌ ெதளிவாழறௌ மற்௥ம் அேத ேபால் இன் கற்பைன பஶொ ைமனஸ் பார ்z z z 
இரண்டாக உள்ளௌ நான் ஒ௠ எளிய ஼க்கைல ெசய்ேவாம் ஼க்கலான எண் ஷட்டல் இந்த x iy 
சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ  அௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ஐ௔ ௔ளஸ் ஼ ௔ளஸ் ஐூ௜ன் வரக்்க 
௛லமாஶம், ௔ன்னர ்இந்த எண்கள் அதாவௌ சௌரம் சௌரம் ௚௱ சௌர௚ம் உங்க௬க்ஶ xy x y 
ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் சௌரத்ைத சௌரத்தால் சௌரத்தால் உங்க௬க்ஶ வழங்ஶழறௌ, எனேவ b c d 
நீங்கள் என்ன பாரக்்ழ௤ரக்ள் என்றால் ஼க்கலானௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  எண் ஷட்டல் என்பௌ ஒ௠ ஷட்டல் இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமமானௌ ஆல்x iy ib c plus id 
வஶத்தால் இந்த உறைவ நம்மால் ெபற ௚ூழறௌ, எனேவ இைத நாம் நி௡௔க்க ேவண்௄ம், 

என்பௌ ஼ல இன் வரக்்க ௛லத்ைத நான் ெசால்ழேறன் சௌரம் சரி, க்ஶ என்பதன் z b z b z z 
அரத்்தம் என்ன என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் , அௌ க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ b 

இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் ேபாெதல்லாம் அைத என்௥ எ௱ௌழேறாம், எனேவ az z 
நாம் அைத ௟கத்ொன் ௛லம் இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமமாக எ௱ௌழேறாம் .b 

ஷட்டல் ௚௱ சௌர௚ம் ஒ௠ ஷட்டல் க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் ௛லம்  x iy ib c plus id 
இப்ேபாௌ கலப்௖ எண், எனேவ நீங்கள் அைடயாளத்ைதப் பாரத்்தால் ஼க்கலான மொப்௖கள் 
எௌ௵ம் இல்ைல, இ௥ொயாக அௌ இந்த காரணிக்ஶ சமமான உண்ைமயான எண், எனேவ 
இப்ேபாௌ நீங்கள் நிைன௳ல் ைவத்ொ௠க்ஶம் ேபாௌ படூ்௜ல் ஐ ெப௠க்ஶம் ேபாௌ ெசாத்ௌ z z 
ஒன்௥ உள்ளௌ.
 இௌ எொரம்ைற அல்லாத உண்ைமயான எண்ைணக் ெகா௄க்ழறௌ, இௌ ஒ௠ ஶ௣ப்ைபக் 
ெகா௄க்ழறௌ, அௌ சரியாக அதன் இைணப்பாக இ௠க்ஶம் காரணிையக் ெகாண்௄ 
ெப௠க்கலாம், எனேவ அேத கலப்௖ எண்ேக்கான இைணப்பானௌ இங்ேக நாம் படூ்யால் z 
ெப௠க்ஶழேறாம் என்௥ ெசால்லலாம் .
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 நீங்கள் ஒ௠ க்ஶ பட்ூைய எ௄க்ஶம்ேபாௌ ௚ந்ைதய பண்௖கள் ஒ௠ பட்ூயால் இரண்௄z z z z 
படூ்யால் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த உற௳ன் ௛லம் உடனூயாக அௌ ஷட்டல் x iy 
சௌரம் க௯த்தல் ௚௱ சௌரத்தால் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ என்பைத நீங்கள் காண்௕ரக்ள் , x iy 
இப்ேபாௌ இைதச ்ெசய்யலாம் ௌைணச ்சட்டம் எனேவ இதன் ெபா௠ள் என்ன என்பைத நீங்கள் 
எ௱ௌங்கள், இௌ ஆல் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ ேம௩ம் இங்ேக க௯த்தல் x plus iy x plus iy x iy
ஆல் க௯த்தல் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, அௌ க௯த்தல் ஐ௞ம் அதன் இைண ஆல் x iy x x 
ெப௠க்கப்ப௄ம் தயாரிப்௖ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் சௌரத்ைத௞ம் சௌரத்ைத௞ம் njugation x y 
த௠ழறௌ, எனேவ நாம் சௌரம் சௌரம் ௚௱ சௌரத்ைத௞ம் ெப௥ழேறாம், எனேவ இௌ x y 
அூப்பைட௜ல் இடௌ ௖றம் எனேவ என்பௌ நாம் க௠ொயௌ மற்௥ம் அதற்ேகற்ப வலௌ ௖றம் lh 
உங்களிடம் என்ன இ௠க்ழறௌ ஷட்டல் ௚௱ சௌரம்  ஒ௠ ௔ளஸ் ஐ௔஼ ௔ளஸ் ஐூ மற்௥ம் x iy 
அத௑டன் ெதாடர௖்ைடய இைணப்௔ைணப்ைப நாங்கள் எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், 
எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் ஒன்௥ ௅ பார ்என்பௌ ஒ௠ பட்ூயால் க்ஶ பட்ூயால் z z z z 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ, அதாவௌ இௌ ஒ௠ ைமனஸ் ைமனஸ் ஐூ மற்௥ம் அௌ ஒ௠ சௌர ibc 
ஷடை்டக் ெகா௄க்ஶம் தயாரிப்௖ சௌரம் மற்௥ம் இௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம், எனேவ b c d 
ெகா௄க்கப்படட் அ௑மானத்ொன் ௛லம் இைவ இரண்௄ம் சமம், எனேவ நமக்ஶத் ேதைவயான 
ெதாடரை்பப் ெப௥ழேறாம், அதாவௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ௚௱ சௌர௚ம் ஒ௠ சௌரம் x y 
ஷட்டல் சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ஆஶம் .b c d 
  ெப௠க்கல் பண்௖ ௔ன்வ௠ம் எளிய அைடயாளங்கைளப் ெபறலாம், அதாவௌ ஒன்௥ ஷட்டல் z 

இரண்௄ ௚௱ சௌரம் , இந்த தயாரிப்௖ எங்களிடம் உள்ளௌ என்பைத ேநரூயாக z 
எ௱ௌழேறன்.
  ௳நிேயாகச ்சட்டம் ஒன்௥ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ ஷட்டல் ௙ண்௄ம் இரண்௄ z z z z 
ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ ௙ண்௄ம் நீங்கள் ௳நிேயாகப் பொைவப் z z 
பயன்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள், எனேவ நாங்கள் ஒ௠ சௌரம் ஒ௠ இரண்௄ ஷட்டல் இரண்௄ z z z z 
ெப௠க்கல் என்ற இ௠௚ைற ௳நிேயாகச ்சட்டத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்  ஒ௠ ஷட்டல் z z 
இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் தயாரிப்௖ பரிமாற்றமானௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ காரணிக௬ம் சமம் 

ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ மடங்ஶ தாகம் எனேவ நாம் ெப௥வௌ உண்ைமயான வரி உண்ைமயான z 
எண்கைளப் ேபான்றௌ, நாம் ஒ௠ ஷட்டல் ஐ எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ம்ேபாௌ, ௚௱ சௌரத்ைத௞ம் b 
எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ம்ேபாௌ நமக்ஶ ஒ௠ ச   ◌ஓரம் ழைடக்ஶம்.
  ௔ளஸ் ௅ ஏ௔ ௔ளஸ் ௔ ஸ்ெகாயர ்ஒேர ஃபார௚்லா கலப்௖ எண்ேக்ஶம் உள்ளௌ , எனேவ இந்த 
௚ூைவப் பாரத்்த௵டன், ஒன் ௔ளஸ் ௅ ேபான்ற மற்ற அைடயாளங்கைள நி௡௔௞ங்கள் z z 
என்௥ நீங்கள் ஷறலாம்.
 சௌர தயாரிப்௖ இரண்௄ ௛ன்௥ ௚ைற ஒ௠ இரண்௄ சௌரம் ௔ளஸ் இரண்௄ கன z z z z 
சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ ஒன்௥ z z z z z 
ஷட்டல் இரண்௄ என எ௱தலாம், எனேவ நாங்கள் ௚க்ழயமாக நீங்கள் ெசய்௞ம்ேபாௌ என்ன z 
ெசால்ல ௚யற்஼க்ழேறாம்  இந்த ெசயல்பா௄ அௌ ௚த௧ல் உண்ைமயான பஶொைய நீங்கள் 
ெதாஶக்க ேவண்௄ம், ௔ன்னர ்கற்பைனயான பஶொைய நீங்கள் ெதாஶக்க ேவண்௄ம் என்௥ 
ேதைவ௜ல்ைல  இயற்கணித ெசயல்பா௄கைளச ்ெசய்ய, ஒ௠ எளிய ப௜ற்஼ ஒன்௥ z z 
இரண்௄ இரண்௄ ஼க்கலான எண்களாக இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ் ஒன்ைற இரண்௄ பட்ூயால் z z 
ெப௠க்ழ , ௔ன்னர ் ஒ௠ பட்ூைய இைணத்ௌ உண்ைமயான எண் என்௥ இப்ேபாௌ z 
மற்ெறா௠ ஼க்கைலச ்ெசய்ேவாம்.
 ௛ன்௥ கலப்௖ எண்களின் 
ஷட௄்த்ெதாைக மற்௥ம் ெப௠க்கத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைக 
உண்ைமயானதாக இ௠ந்தால், ௔ன்வ௠வனவற்௣ல் எௌ சாத்ொயம் ௔ன்வ௠பைவ சாத்ொயம் 
என்௥ ௛ன்௥ கலப்௖ எண்கள் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன.
 இங்ேக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ நாம் ௛ன்௥ கலப்௖ எண்கைளக் க௠த்ொல் ெகாண்௄ அவற்௣ன் 
ஷட௄்த்ெதாைக மற்௥ம் தயாரிப்௖ உண்ைமயான எண்ைணக் ெகா௄க்ழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ 
எங்களின் ேகள்௳ என்னெவன்றால், ௔ன்வ௠வனவற்௣ல் எௌ சாத்ொயமானௌ ௚தல் ேதர௵்கள் t
இல் சரியாக ஒன்௥  எண்கள் உண்ைமயல்லாத ௛ன்௥ எண்களில் இரண்௄ம் hree 
உண்ைமயானௌ அல்ல ௛ன்றாவௌ ேதர௵் ௛ன்௥ எண்க௬ம் உண்ைமயானௌ அல்ல 
நான்காவௌ ேதர௵் ௛ன்௥ எண்க௬ம் ௚ற்௣௩ம் கற்பைன மற்௥ம் ௗஜ்௷யம் அல்ல, எனேவ 
எங்கள் ேகள்௳ைய ௙ண்௄ம் பாரப்்ேபாம் ௛ன்௥ ஼க்கலான எண்கள் ஒ௠ இரண்௄  z z z 
௛ன்௥ அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக உண்ைமயானௌ மற்௥ம் அவற்௣ன் தயாரிப்௖ 
உண்ைமயான எண் இப்ேபாௌ இௌ சாத்ொயமா என்பைத ௚தல் ேதரவ்ாகப் பாரப்்ேபாம் ௛ன்௥ 
எண்களில் ஒன்௥ உண்ைமயல்லாதா? அௌ சாத்ொயம் பொல் இல்ைல எனேவ என்பௌ a 
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சாத்ொயமற்றௌ எனேவ இங்ேக அௌ இங்ேக ஶைறந்தபடச்ம் ஒ௠ைம கற்பைன எண்ைணயாவௌ
நீங்கள் க௠ௌழ௤ரக்ள் அல்லௌ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்கலாம் என்௥ அந்த அ௣க்ைக 
ஷ௥ழறௌ, அதாவௌ உடன் ஒ௠ உண்ைமயான எண் அல்ல, அௌ படூ்க்ஶ சமமான z1 z z1 
அல்ல, அதாவௌ இௌ ஒ௠ கலப்௖ எண்.
 கற்பைனயான பஶொ ௗஜ்௷யமாக இல்ைல , ௙த௚ள்ளைவ இரண்௄ அூப்பைட௜ல் அைத z 
உண்ைமயான எண்களாகத் ேதரந்்ெத௄க்கலாம் என்௥ ெசால்ழேறன், அைத மற்௥ம் என a b 
அைழக்ழேறன், அங்ஶ உண்ைமயான எண்களில் இ௠ந்ௌ மற்௥ம் என்௥ உடனூயாக நான் a b 

என்௥ பாரக்்ழேறன்  நீங்கள் ைவத்ொ௠ப்பௌ ஒன் ௔ளஸ் z one pl us z two plus z three z 
நிசச்யமாக அௌ உண்ைமயான எண் அல்ல, காரணம் ஒ௠ கற்பைனயான a plus b z 

பஶொையக் ெகாண்௄ள்ளௌ, இௌ மற்ற ெசாற்களால் ரத்ௌ ெசய்யப்பட௳ல்ைல, அௌ அப்பூேய 
உள்ளௌ.
  அதாவௌ இௌ ஒ௠ உண்ைமயான எண் அல்ல, எனேவ இன் சாத்ொயக்ஷ௥ a 
நிராகரிக்கப்பட்டௌ , இன் சாத்ொயக்ஷ௥கைளப் பாரப்்ேபாம் , ௛ன்௥ எண்களில் இரண்௄ b 
சரியாக இல்ைல, எனேவ இரண்௄ ேஜாூ ேஜாூகைள வழங்க ௚ூ௞மா, அைவ ஼க்கலான 
எண்கள் என்௥ ெசால்லலாம் உண்ைமயான எண் நம் ெகா௄க்கப்படட் நிபந்தைனைய a  
ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் , எனேவ நாங்கள் ேகா௠வௌ நீங்கள் எனக்ஶ ௛ன்௥ ேஜாூகைளக் ெகா௄ங்கள் 
என்பைத பாரப்்ேபாம், எனேவ ஷட௄்த்ெதாைக உண்ைமயானதாக இ௠க்க ேவண்௄ம், நாங்கள் 
ெகா௄க்கப்படட் அ௑மானத்ைத நான் ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன், 
எனேவ நாங்கள் ௛ன்௥ மடங்ஶ ொ௠ப்ொையத் ேத௄ழேறாம்  இந்த நிைல எனேவ இங்ேக நாம் 
என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்றால், உங்களிடம் இ௠ந்தால், நாங்கள் ஒ௠ ேதர௵் ெசய்யலாம், z1 
நாங்கள் ஐ அதன் இைணப்பாக எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம், ௔ன்னர ்அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக z2 
உண்ைமயான எண்ணாக மா௥ம், எனேவ உண்ைமயான எண்ணாக வாழலாம், நீங்கள் z3 
அூப்பைட௜ல் அைத ௳௠ம்௖ழ௤ரக்ள்  இௌ சாத்ொயம் என்௥ ெதரிழறௌ  அதாவௌ நான் z 
ஒன்ைன நிைலயான உதாரணமாக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன், நான் ௅ைவ அதன் இைணப்பாக z 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன், ேம௩ம் ௛ன்௥ என்பௌ ெவ௥மேன ஒன்ைற மட௄்ம் ெசால்ழேறன், z 
௔றஶ எனக்ஶத் ெதரிந்தைவ அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக உண்ைமயானௌ மற்௥ம் நீங்கள் 
தயாரிப்ைப எ௄க்ஶம்ேபாௌ ௛ன்௥ ேசரந்்ௌ உண்ைமயான எண்ைணக் ெகா௄க்ஶம்.z 

படூ்௜ல் என்பௌ எொரம்ைறயான உண்ைமயான எண் என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்,  z z 
௔ன்னர ் உடன் தயாரிப்௖ ௙ண்௄ம் ஒ௠ உண்ைமயான எண், எனேவ இௌ அூப்பைட௜ல் z 3 
ொ௠ப்ொ அளிக்ழறௌ ஆம் இௌ சாத்ொயம் எனேவ ேதர௵் ௛ன்௥ எண்க௬ம் உண்ைமயானைவ c 
அல்ல, அௌ ௙ண்௄ம் சாத்ொயம் ஆம் எனேவ அூப்பைட௜ல் நான் உங்க௬க்ஶ ஒ௠ ேஜாூ 
ேஜாூையக் ெகா௄ப்பைதப் ேபால, இந்த உறைவத் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் மற்ெறா௠ ேஜாூ 
ேஜாூ௞டன் நீங்கள் ௚யற்஼ ெசய்யலாம், எனேவ ஒ௠ ெதாஶப்௖ ஒ௠ ைமனஸ் இரண்ைட iz 
௙ண்௄ம் அேத எண்ணாகக் க௠ௌழறௌ மற்௥ம் ௛ன்௥ இப்ேபாௌ நான் ேபாழேறன் என்௥ z 
நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ள் ைகயாள௵ம்,
 அதனால் நான் ெப௥வைத இங்ேக ைமனஸ் 2 ஐச ்ெசால்௩ங்கள்,
 அதனால் நான் ெசய்ய ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், நான் அைதச ்ா௠க்ஶம்ேபாௌ அௌ 
உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இயற்ைகயாகேவ நான் ேதர௵் 2y 
ெசய்ழேறன், ஆனால் நிசச்யமாக நாம் அைதப் பாரக்்க ேவண்௄ம்  நீங்கள் ப்ேராைவச ்
ெசய்௞ம்ேபாௌ தயாரிப்௖ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்ஶமா  ஶழாய் எனேவ ஒன்ைற z z 
இரண்டாகக் 
ஷ௥வைதப் பாரக்்ழேறாம், அௌ சரியாக சௌரம் என்௥ ெசால்வைதக் காண்ழேறாம், எனேவ z z
சௌரம் என்பௌ ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் என்௥ ெசால்௩ங்கள், அௌ ைமனஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் i 
ஐ௜ன் ைமனஸ் இரண்௄ மடங்ஶ ஆஶம், எனேவ நீங்கள் தயாரிப்௔ன் ேபாௌ நீங்கள் ெப௥வௌ 
ைமனஸ் இரண்௄ ஆஶம்.
 நீங்கள் ெப௥வௌ உண்ைமயான எண் என்௥ ெசால்௩ங்கள், எனேவ உங்க௬க்கான 
உடற்ப௜ற்஼ என்ன, அௌ இந்த ேஜாூைய ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் இடத்ொல் நீங்கள் ேத௄ழ௤ரக்ள், 
அைத ௙ண்௄ம் ஒ௠ ப௜ற்஼யாக ௳ட௄்௳௄ழேறன், ஆனால் பொைல எ௱ௌழேறன் பொல் 
௙ண்௄ம் இந்த ேதர௵் இல்ைல  சாத்ொயம் ஆனால் நீங்கள் அைதச ்ெசய்ய ௚யற்஼ ெசய்௞ங்கள், 
எனேவ நாம் என்ன ெசய்ேதாம் என்பைதச ்ா௠க்கமாகச ்ெசால்ழேறன் , ஒ௠ கலப்௖ எண்ணின் 
இைணைவ அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம், இப்ேபாௌ பல பண்௖கைளப் பூத்ேதாம், இப்ேபாௌ நாம் 
௳வாொப்பௌ ஒ௠ கலப்௖ எண்ணின் மா௄லஸ் என்பைத ௚த௧ல் நிைன௵ப௄த்ௌழேறன் .
  உண்ைமயான எண் அைமப்௔ற்கான மா௄லஸ், எனேவ உண்ைமயான எண்களில் இன் a 
மா௄லைஸ என்றால் எொரம்ைற அல்லாத க௯த்தல் என வைரய௥க்ழேறாம் a a a a 
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ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவாக இ௠ந்தால் சரி அேத ஒன்ைற 
ைமனஸ் உடன் ேசரத்்ௌ அொகபடச்ம் ஆக௵ம் எ௱தலாம்.a ok a 
  இௌ மா௄லஸ் வைரயைற எண் ெகா௄க்ழறௌ  ேகள்௳ இேதேபால் ஼க்கலான எண் w 
அைமப்௔ற்ஶம் நாம் ெசய்ய ௚ூ௞மா, எனேவ ௚தல் வைரயைற அல்லௌ இரண்டாவௌ 
வைரயைறையப் பாரத்்த௵டன், அூப்பைட௜ல் நீங்கள் ஒ௠ எண்ைண 0 உடன் ஒப்௔௄ழ௤ரக்ள், 
௔ன்னர ்இந்த மா௄லஸ் ேகள்௳ைய நாம் அூப்பைட௜ல் வைரய௥க்க ௚ூ௞மா?  கலப்௖ எண் 
அைமப்௔ல் உள்ள ெதாடரை்ப ௳ட ஶைறவானௌ இல்ைல என்௥ ெசால்௩ங்கள், எனேவ 
உண்ைமயான எண்ணில் நம்௘டம் உள்ளைத வரிைசப்ப௄த்ௌம் ஒ௠ வைகயான உறைவ 
நம்மால் ெகாண்ூ௠க்க ௚ூயாௌ என்பைத ௳ைரவாகச ்ெசால்லட்௄ம்.
  காம்ப்ளக்ஸ் எண் ஼ஸ்டம்
 அதனால் நான் ௳ரிவாக எ௱த௳ல்ைல, ஆனால் ஒ௠ ேதாராயமான ேயாசைனைய மட௄்ம் 
த௠ழேறன் , எனேவ ௚த௧ல் எ௱ௌழேறன், அதற்ஶக் ஶைறவாக இல்ைல, அதாவௌ ஼ ஓேக௜ல் 
இரண்௄ கலப்௖ எண்கைள ஒப்௔ட ௚ூயாௌ.
  சரி ௳ட ஶைறவான உற௵ இ௠க்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், ௔றஶ 

இல் ெதாடர௖் இ௠ப்பதாக ைவத்ௌக் ெகாண்டால், எந்த எண்ைண௞ம் மற்ற எண்ேடன் c 
ஒப்௔டலாம்.
  ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ஶைறவானௌ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ, எனேவ இைதப் ri 
ெபற்ற௵டன், இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட உறைவ ேநரூயாகக் க௠த்ொல் ெகாள்ளத் ேதைவ௜ல்ைல  
காரணம், உங்களிடம் ஆரட்ர ்சம்பந்தம் இ௠க்ஶம்ேபாெதல்லாம், ஒ௠ வரிைச உற௵ இ௠ந்தால், 
தாேன ெப௠க்கப்ப௄ம் எண்ணானௌ எொரம்ைறயாக இ௠க்காௌ என்பைதக் காட்டலாம், 
அதாவௌ ஐ ஸ்ெகாயர ்0 ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஆனால் ஐ ஸ்ெகாயர ்இௌ 
ைமனஸ் 1 என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.
  0 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ, அதாவௌ, இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட உற௵ , ைமனஸ் 1 ஐ ௳ட ெபரியௌ 
என்௥ உங்க௬க்ஶச ்ெசால்௩ம், ஆனால் எங்களிடம் இௌ ௚ரண்பா௄ உள்ளௌ, எனேவ நாம் 
சந்ொப்பைத நாம் சந்ொக்ழேறாம், மா௄லைஸ வழக்கம் ேபால் வைரய௥க்க ௚ூய௳ல்ைல .
  உண்ைமயான ேகா௄ ஆனால் அௌ உடல் ரீொயாக எைதக் ஶ௣க்ழறௌ என்பைதப் பாரக்்க 
௚யற்஼ ெசய்யலாம், ௔ன்னர ்நாம் ேவ௥ அரத்்தத்ொல் மா௄லைஸ இைணக்கலாம், எனேவ நாம் 
ஒ௠ உண்ைமயான வரிைய எ௄க்ஶம்ேபாௌ அௌ ஒ௠ ேநரம்ைறயாக இ௠க்கலாம்.

எண் எொரம்ைற எண்ணாக இ௠க்கலாம், எப்ேபாௌம் ெசால்௩ம் ேமாட்   e 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ்ரத்ைதக் ஶ௣ப்௔௄ழறௌ சரி, எனேவ எொரம்ைற எண் இ௠ந்தால் 
உங்களிடம் உள்ளைதக் ஷ௣னால், ைமனஸ் ௔ என்௥ ெசால்லலாம்.
 ௔றஶம் அூப்பைட௜ல் அௌ ெசால்வைதப் ேபாலேவ ேமாட் ௔ ஷ௥ழறௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் 
க௯த்தல் க்ஶம் இைடேய உள்ள ்ரம் சரி, எனேவ இந்த ்ரத்ைத ஒ௠ ேயாசைனயாகக் b 
ெகாண்௄ ஒ௠ கலப்௖ எண்ேக்ஶ ஒ௠ மா௄லைஸப் பற்௣ ஼ந்ொக்க ௚யற்஼ ெசய்யலாம், 
எனேவ ஒ௠ ஷட்டல் ஆக இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ்௖ள்ளி ஐ ஒ௠ ஷட்டல் க்ஶ சமமாக z ib z ib 
க௠ௌங்கள், எனேவ இங்ேக நீளத்ைத இங்ேக ெசால்ழேறன்  என்பௌ அூப்பைட௜ல் இங்ஶ b ib
ஆஶம் , இங்ஶ நீளம் மற்௥ம் ௗஜ்௷யமாக உள்ளைத இப்ேபாௌ நாம் a 

ஐ இைணக்க ௚யற்஼க்ழேறாம், எனேவ இன் மா௄லைஸ வைரய௥க்க mod z ok z 
௳௠ம்௖ழேறாம்,  இௌ ௔த்தேகாரஸ் ேதற்றத்தால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ.
  இதற்கான ்ரம் என்ன என்பைத அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள் , இந்த ்ரம் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் b 
சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நாம் மா௄லைஸ 
ேதாற்றத்ொ௧௠ந்ௌ ௖ள்ளி வைர௜லான ்ரமாக வைரய௥க்க ௚யற்஼க்ழேறாம், 
எனேவ சௌரமாக வைரய௥க்கப்ப௄ம் மா௄லஸ் ேவர ் ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் இப்ேபாௌ b 
நாம் உடனூயாகக் கவனிப்பௌ, அௌ எப்ேபாௌம் எொரம்ைற எண்ணாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் ஒ௠ 
௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம், எனேவ இரண்௄ ௳மானத்ொன் ெதாடரை்பப் பாரத்்தால், இந்த ௖ள்ளி r 
கமா என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் , இந்த ௖ள்ளி நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.b 
  அௌ ௗஜ்௷ய கமா ௗஜ்௷யம் என்றால் ௟க்ளிூயன் ்ரத்தால் ெகா௄க்கப்ப௄ம் இந்த இரண்௄ 
௖ள்ளிக௬க்ஶம் இைடேய உள்ள ்ரம் நாம் எ௱ொயௌடன் ஒத்ௌப்ேபாழறௌ.
  எனேவ என்பௌ ஒன் ௔ளஸ் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ் என்பௌ 1 சௌரம் z i mod z 
ஷட்டல் 1 சௌரம், எனேவ நீங்கள் ௡ட் 2 ஐப் ெப௥௴ரக்ள், ேம௩ம் ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாகz 
இ௠ந்தால் 5 என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ் தான்  சௌரத்ைத ௙ண்௄ம் நாம் mod 0 phi 
ெதாடர௖்ப௄த்ௌவௌ ேநரம்ைற எண்ணாஶம், ஏெனன்றால் நாம் அைத ்ரமாகப் பாரக்்ழேறாம்,
அௌ மற்௥ம் என்பௌ ௚ற்௣௩ம் சரி என்றால், க்ஶ சமமான என்பௌ ஒ௠ phi z i mod z z 
சௌரத்ொன் வரக்்க ௛லத்ைதக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம்.
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  இந்த எளிய ேதர௵் ௛லம்  மா௄லஸ் ெசயல்பாட்ூற்கான ஼ல பண்௖கைளப் mples 
பாரப்்ேபாம், நாம் என்ன ெசய்ேதாம் என்பைத ா௠க்கமாகக் ஷ௥ழேறன் , ஒ௠ கலப்௖ 
எண்ணின் ஒ௠ங்ழைணப்ைப அ௣௚கப்ப௄த்ௌழேறாம், அதன் பண்௖கைள ஆய்௵ ெசய்ேதாம், 
இப்ேபாௌ ஒ௠ கலப்௖ எண்ணின் மா௄லைஸ அ௣௚கப்ப௄த்ௌழேறாம், இௌ ேதாற்றத்ொ௧௠ந்ௌ
கலப்௖ எண்ேக்கான ்ரத்ைத இைணக்ழறௌ .
  ேம௩ம் பண்௖கள் அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௳வாொப்ேபாம் நன்௣ 
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