
[संगीत ] मागील ʩाƥानात आʉी जिटल संƥा आिण ȑांची बीजगिणतीय िŢया जोडणे आिण गुणाकार सादर केला आहे , मी आधीǉा
ʩाƥेची आठवण कŝन देऊ करतो Ǜा आʉी Ůथम मांडʞा आहेत ȑा जिटल संƥांǉा ʩाƥेची मी पुɎा पुनरावृȅी कŝया जी 
आʉी ने दशŊिवतो ȑात सवŊ घटकांचा संच आहे.c 

ɘस िजथे आिण वाˑिवक संƥांमधून येतात आिण आʉी काय ʉटले आहे की दोन जिटल संƥा समान आहेत   a ib a b 
ʉणजे एक अिधक समान आहे अिधक हे समान आहे जर आिण फƅ ही पुɎा ʩाƥा असेल तर ची समान असेल तर ib c id c 
आिण ǉा बरोबरी या अंतगŊत समानता संबंध सांगा आʉी जे दाखवले ते ʉणजे आʉी Ůȑेक जिटल संƥा एका ऑडŊर केलेʞा b d 
जोडीला ओळखू शकतो जो समतल मधील ˢʙिवराम आहे.r 2 
   तुʉी खरा भाग आिण काʙिनक भाग आिण गुणाकार यांची बेरीज करता ʉणून आʉी अिधक अिधक i times ad 

अशी ʩाƥा केली आहे.dc 
 एक ʉणजे तो Ƒोजर कायदा असोिसएिटʬ कायदा कʄुटेिटʬ कायदा आिण ओळख तसेच ते अİˑȕात असलेʞा ʩˑतेचे 
समाधान करतो आिण िवतरण कायदा संतुʼ करतो ʉणून या ɘस आिण गुणाकाराǉा संदभाŊत कॉ̱ɘेƛ नंबर िसːम एक फीʒ बनते 
आिण आʉी इतर िटपा काय आहोत लƗात आले की 
आʉी पािहलेʞा कॉ̱ɘेƛ नंबर िसːीममȯे हे उȋादन आहे ˍेअर जर तुʉाला आठवत असेल की आʉी सुŜवात केली असली i 
तरी ही एक काʙिनक संƥा आहे जी आʉी िवमानात ओळखली आहे जी शूɊ ˢʙिवराम एक आहे, ʉणजे ती आणखी काʙिनकi 
संƥा नाही.
  आʉी कॉ̱ɘेƛ नंबर िसːीममधील कोणȑाही संƥेसह समतल संƥा Ůणाली ओळखǻास 
सƗम आहोत, आʉी समतलातील घटक जोडǻास सƗम आहोत ʉणून 
या जिटल Ɨेũावरील या िविशʼ िबंदू उȋादनाǉा संदभाŊत आʉी पािहले की वगŊ उणे 1 होतो आिण ȑाचŮमाणे तुʉी हे सȑािपत कŝi 
शकता की जर तुʉी वाˑिवक रेषेवरील फƅ िबंदंूचा िवचार केला तर Ǜाला अिधक शूɊ ʉणून िलिहता येईल ʉणजे याचा i s  
अथŊ आपण ȑाला अिधक शूɊ सह िबंदू ʉणून दशŊवू, ʉणून या गुणाकाराखाली आपण फƅ पाš शकतो की ते आहे हे b i ab 
वाˑिवक संƥा अिधक शूɊ मȯे एक उȋादन आहे जे आपण फƅ ने दशŊवणार आहोत आिण आपण िवचार केला तर ʉणू i ab 
काʙिनक संƥा Ǜाला सह डॉट उȋादन असे ʉटले जाते मग आपण दाखवू शकतो की ȑा उȋादनाǉा संदभाŊत ते उणे id ib bd
ओके अिधक शूɊ होते हे आपण फƅ वाˑिवक भाग दशŊवणार आहोत i 
आिण यासह गुणाकार ʉणू की आपण खरोखर काय कŝ शकतो.
 ŮȑƗात बघा की ɘस आिण थेट गुणाकार कŝ शकतात आता मी उȋादन कसे पįरभािषत कŝ, आता मी a ib c plus idi 
ते कसे कŝ शकतो ʉणून येथे एक जिटल संƥा आहे ती फƅ वाˑिवक भाग घेऊन जाते आिण आहे  पूणŊपणे एक a ib a 
काʙिनक संƥा आिण ȑाचŮमाणे ही दुसरी जिटल संƥा आहे परंतु केवळ काʙिनक भाग शूɊ आहे ʉणून आपण खरोखर पाš c 
शकतो की हे एक आहे दोन आहे तीन चार आहे आता हे िविशʼ उȋादन आपण वापरणार आहात  िवतरण कायदा तो एक z z z z 
िबंदू आहे ʉणून सेट एक या ɘस आयडीने c 
गुणाकार केला आहे आिण ɘस आयडीने गुणाकार केला आहे c 
आता आʉी पाहतो की हे पुɎा पुढे ʉणू की िवतरण कायदा आणखी एक वेळा तुʉी लागू कराल हे ɘस अिधक आहे येथे ac iad 

वजा सवŊ एकũ आ̱ ही आता उ̝ पादन ̱ हणून जे पįरभािषत केले आहे ते आ̱ हाला िमळाले आहे, तर मेसेज मेसेज काय आहे, ibc bd 
तर मी फƅ हे पाš दे की येथे आपण उ̝ पादनाची अशा Ůकारे ʩाƥा करतो, तर पįरणामी सिदश ही एक जिटल सं̏ या आहे, मग आʉी
सवŊ कायदे पडताळले आिण नंतर गुणधमŊ वापŝन सांिगतले.
 या फीʒ ˢयंिसȠांǉा आता आपण हे पाहǻास सƗम आहोत की आता यापुढे उȋादन लƗात ठेवǻाची गरज नाही फƅ उȋादन 
नेहमीŮमाणे करा आिण येथे आपण हे तȚ वापरले आहे की ˍेअर वजा एक आहे ʉणून हे तȚ वापŝन आʉी  मुळात नेहमीŮमाणेi 
उȋादन कŝ शकतो ठीक आहे आता मला आणखी काही नोटेशɌ सादर कŝ Ȩा, एक ʉणजे चा खरा भाग ʉणूया, तर आपण z 
असे ʉणूया की हा चा अिधक वाˑिवक भाग आहे Ǜाची ʩाƥा ʉणून केली जाते जी खूप वाˑिवक आहे  z z ib re re z z
चा भाग आहे आिण चा काʙिनक भाग आहे जो चा वापर करतो जे आहे आिण जर ʉंटले तर आपण ʉणू या की हे एकa z imz b 
दोन तृतीयांश आहे जर समजा चा खरा भाग शूɊ असेल तर आपण ʉणतो की पूणŊपणे आहे  काʙिनक संƥा ʉणून एकतरz z an 
आपण ʉणू की ती पूणŊपणे एक काʙिनक संƥा आहे िकंवा फƅ एक ही एक काʙिनक संƥा आहे ȑाचŮमाणे जर चा काʙिनकz 
भाग शूɊ असेल तर आपण ʉणतो की पूणŊपणे वाˑिवक आहे ʉणून या साȯा नोटेशɌसह मी नवीन ʩाƥेसह सुŜवात कŝया जीz 
संयुİƵत आहे.
  कॉ̱ɘेƛ नंबसŊचे ʉणून कॉ̱ɘेƛ नंबरचे कंजुगेट हे ǉा बार कॉ̢जुगेटȪारे पįरभािषत केले जाते जेथे एक ɘस आहे z z z ib 
जेथे बार ʉणून वापरलेले नोटेशन जे वजा Ȫारे िदले जातेz ib ok 
 ȑामुळे बारची ही ʩाƥा आहे काय आहे ते पाš या  ʉणजे आपʞाकडे जिटल समतल आहे आिण िबंदू हा अिधक आहे z z ib 
याचा िवचार कŝया ʉणजे काʙिनक एककात तो आहे आिण वाˑिवक एककावर तो आता बार आहे हे दशŊिवते की आपण ib z 
एकक घेत आहोत जे उणे आहे आिण बार आʉी आहोत  वजा ʉणून जर आपʞाला हे िदसले की हे ib z denoti ng ib 
वाˑिवक अƗाǉा संदभाŊत ची आरशातील Ůितमा आहे तर बार हे दुसरे काहीही नाही तर ची आरशातील Ůितमा आहे या z z z 
संदभाŊत आपण अƗ िकंवा वाˑिवक रेषा ʉणू शकतो.x 
 उदाहरण समजा ʉणजे दोन अिधक तीन बार फƅ दोन वजा तीन आहे असे ʉणू या आिण समजा तुʉी फƅ ʉटले z iz i a 
आहे ती खरी संƥा आहे िनʫळ खरी संƥा ʉणू या पाच बारमȯे कोणताही बदल नाही जो फƅ पाच आहे कारण  ते ख̴या रेषेवर z 
पडलेले आहे
 ȑामुळे ȑाची आरशातील Ůितमा पुɎा रेषेवरच िदसू लागते ʉणून आपण काही गुणधमŊ पाš या समजा बरोबर पǥी ʉणा आिण z z 
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फƅ जर ही खरी संƥा असेल िकंवा दुस̴या शɨांत याचा अथŊ फƅ चा काʙिनक भाग शूɊ आहे ठीक आहे, जर आपण असे z z 
पािहले की बारǉा बरोबरीचा आहे ʉणजे िमरर इमेज लागू केʞानंतर आपʞाला समान संƥा िमळते, तर तो वाˑिवक रेषेवर z z 
असायला हवा, Ǜाचा आपण दावा करत आहोत, जर असेल तर  मग समजा बरोबर बार ʉणजे काय याचा z a plus ib z z 
अथŊ असा होतो एक अिधक हा उणे आहे मग हे लगेच ˙ʼ होते की आपण दोन जिटल संƥा समान असǻाची मागणी करत ib ib 
आहोत मग घटकानुसार घटक समान असले पािहजेत ʉणून पिहले घटक कसेही असले तरी ते समान आहेत ʉणून फƅ फीʒ 
अƗानुसार तुʉी रȞ कŝ शकता मग काय तुʉाला चे दोन पट शूɊ बरोबर आहेत आिण हे फƅ जर शूɊ असेल तर हे a ib b 
घडते ते चा काʙिनक भाग चा काʙिनक भाग शूɊ आहे ठीक आहे ʉणून आʉी जे पािहले ते एक साधे Ůˑाव आहे जेʬा जेʬा z z 

ǉा बरोबरीचे असते.z 
  बार नंतर ती वाˑिवक संƥा असणे आवʴक आहे ʉणून हा िविशʼ ʉणीचा युİƅवाद आपण जिटल संƥा ही एक वाˑिवक संƥा 
आहे असे सांगǻासाठी वारंवार वापरणार आहोत हे फƅ बरोबर बार आहे हे दाखवǻासाठी पुरेशी आहे अशी कʙना एक z z 
जिटल संƥा दशŊवǻासाठी वारंवार वापरली जाईल  वाˑिवक संƥा गुणधमŊ दोन जर आपण 
पुɎा बारसाठी संयुƵन लागू केले तर आपण वर परत जाऊ ठीक आहे हे पुɎा सरळ पुढे आहे एक ɘस आहे तर बार z z z ib z 
एक वजा आहे अशा Ůकारे आिण हे फƅ ʉटʞाŮमाणे पािहले जाऊ शकते  उणे आिण दुहेरी बारb z 
 ȑामुळे पुɎा तुʉी ȑाचे संयुƵीकरण ƽा ʉणजे आʉी काय पाहतो ते ʉणजे पुɎा ʉणू की हे अिधक आहे आिण नंतर उणे चे i b 
वजा आहे, ʉणून आपण पाहतो की ते पुɎा अथाŊतच जे आपण करत आहोत ते इतके ˙ʼ आहे की आपण एक युİƅवाद िलिहǻाचा i 
Ůयȉ करीत आहोत.
 ितसरा Ůˑाव जर आपण दोन जिटल संƥांǉा बेरजेचा िवचार केला तर ȑांचे संयुग वन बार अिधक सारखे आहे हे पुɎा ̊ˈ z z 
करणे सोपे आहे असे ʉणूया की एक एक अिधक आहे आिण दोन हा अिधक आयडी आहे.z ib z c 

एक अिधक दोन बार जी एक अिधक अिधक गुणा अिधक आहे संपूणŊ संयुƵन ʩाƥेनुसार हे एक अिधक वजा  z z c i b d c 
अिधक आहे आिण जे मुळात आपʞाला देते जे आपण ȑास उणे अिधक वजा आयडी ʉणून िलš शकतो  वन बार ib d b c z 

अिधक ते बार चौȚा गुणधमाŊिशवाय काहीही नाही ते असे आहे की Ůȑेक साठी कॉ̱ɘेƛ नंबर मȯे बारमȯे नेहमीच एक z z z z 
वाˑिवक संƥा ही एक नॉन-ऋण दोन वाˑिवक संƥा असते ʉणून हे ˙ʼ आहे की आपण ʉणून िवचार कŝया सामाɊ घटक z 
ʉणा जो ɘस आहे आिण आʉी ȑाचा िवचार करतो गुणाकाराȪारे संयुƵन आपण फƅ हे सȑािपत कŝ शकतो की तो एक ib 
चौरस अिधक वगŊ आहे आिण Ůȑेक पद नॉन-ऋणाȏक आहेb 
 ȑामुळे बेरीज पुɎा नॉन-ऋणाȏक आहे, ʉणून या िविशʼ Ůˑावावŝन आपण िनरीƗकांना एखादी िटɔणी िकंवा िटɔणी आवडली 
असेल तर समजा आपʞाकडे आहे.z one z 
  दोन ̝ यांचे उ̝ पादन शूɊ नसलेले आहे ठीक आहे तर आपण असा िनʺषŊ काढू शकतो की दोɎी एक  दोɎीही शूɊ आहेत, z z 2
ʉणून मी हा पुरावा ʩायाम ʉणून सोडतो याचा िवचार करा, मग तुʉी मागील गुणधमाŊचे िनरीƗण करता तेʬा तुʉी ȑाǉा संयोगाने 
गुणाकार करता तेʬा ते एक देते  नॉन-नगेिटʬ įरअल नंबर तुʉी ही वˑुİ̾थती वापŝन या िविशʼ िटɔणीचा िनʺषŊ काढǻासाठी 
पाचʩा गुणधमाŊचा वापर करता जो वन टू टू बार आहे चला आʉाला वन बारमȯे टू बार हे समजणे सोपे आहे ʉणून तुʉी z z z z 
Ůथम वन दोन बारचा िवचार कŝ या  गुणाकार ƽा आिण नंतर ȑाचे संयुƵन ƽा जे Ůȑेक संिमŵ सं̏ येचे संयु̑ न घे̜ यासारखे z z 
आहे, तर गुणाकार करा दोɎी समान संिमŵ सं̏ या देतील, तर आपण दोन कॉमचे पिहले उ̝ पादन िवचारात घेऊ.

Ţमांक चा ने गुणाकार केला आिण नंतर ȑाचे संयुƵन ƽा हे उȋादन काय आहे हे  plex a plus ib c plus id ac 
आहे हे आʉाला मािहत आहेminus bd 

 ȑामुळे संयुƵनानंतर तुʉाला उणे अिधक िमळणार आहे हे तुʉी सȑािपत कŝ शकता की हे उȋादन काही नसून iad bc a 
पासून येत आहे .
  वजा आिण वजा आयडी जे काही नाही पण एक बार मȯे दोन बार मȯे पुढील Ůˑाव ʩुǿम संयुƵन जे आधी ib c z z z 
संयु̑ न घे̜ यासारखे आहे आिण नंतर ̝ याचे ̺ य̵ म घे̜ यासारखे आहे, ̱ हणून आपण साठी संयु̑ न घेतले तर आʉी िवचारत आहोत  z 
ʩुǿम तुʉाला काय िमळते ते मुळात सारखेच आहे Ůथम तुʉी संिमŵ संƥेसाठी संयुƵन ƽा आिण नंतर ȑाचा ʩˑ ƽा
 ȑामुळे हे असे ऑपरेशन कʄुटेिटʬ बरोबर आहे हे समजून घेǻाचा Ůयȉ कŝया ʉणजे ʩुǿमाǉा ʩाƥेनुसार आपʞाकडे z 
काय आहे याचा अथŊ असा होतो अथाŊत येथे आपʞाला हे शूɊ नसणे आवʴक आहेz 
 ȑामुळे ǉा उलट ʩाƥेनुसार याचा अथŊ ने गुणाकार केʞास आपʞाला एक िमळेल आिण आता आपण वरील गुणधमाŊने z z 
संयुƵन लागू करतो ʉणून आपण संयुƵन लागू करतो.
  या उ̝ पादन घटकासाठी उजवीकडील बाजू ही खरी संƥा आहे
 ȑामुळे ती समान घटक देते आिण उ̝ पादन संयु̑ न समान आहे जसे तुʉी Ůथम संयु̑ न घेता आिण नंतर ̝ याचे उ̝ पादन घेतले तर ̝ याचा 
पु̢ हा एक िमळतो याचा अथŊ पǥीसाठी ʩुǿम पǥी ʩुǿम आहे.z z 
  ठीक आहे, तर तुʉाला हे िसȠ करायचे आहे की बार ʩुǿम हा ʩुǿम पǥी सारखाच आहे उजʩा सातʩा गुणवȅेचा एक z z z 

दोन Ȫारे िवचार केला तर हे एक पǥीला ने भागʞास एक पǥी सारखेच असेल.z z z z 
 भागाकार करǻासाठी पुɎा शƅीचा अथŊ काढǻासाठी आपण असे गृहीत धरले पािहजे की जेथे दोन शूɊ नसतातz 
 ȑामुळे हा संबंध पुɎा वरील एकावŝन येतो ʉणून पाच आिण सहा असे पाच आिण सहा असे एकũ कŝन आपण खालील िमळवू 
शकतो जे वन आहे दोन Ȫारे संपूणŊ संयुƵन िदले आहे अशा Ůकारे दोन ʩुǿमांसह एक उȋादन ʉणून लƗात येऊ शकतेz z z z 

ʉणून मी दोन ʩुǿम िलिहत आहे काहीही नाही परंतु मी फƅ हे पुɎा एक नोटेशन आहे दोन ʉणजे ते ʩˑ आहे तर z z z2 
ȑाचे बार Ůपोिझशन 5 ʉणते की हे Ůȑेक फॅƃरवर बार घेतले जाऊ शकते जे ठीक आहे हे ʩुǿम पǥीचे उȋादन आहे आिण z 2 
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हे मूलत: आपʞाला असे समजते कारण वरील Ůˑाव आपण पाहतो की तो एक बार सह गुणाकार केला जातो.z 
 ʩुǿम मी पुɎा फƅ तेच पुɎा सांगतो ʉणजे हा बार आहे शेवटी आपण असा िनʺषŊ काढला आहे की एक बार मȯे टू z z 
ʩुǿम बार करǻासाठी मी नमूद केले आहे हे दुसरे काहीही नसून उलटे घटक आहे जे आपण एक बाय दोन बार असे िलिहतोz 
 ȑामुळे Ůˑाव आठ असू शकतो  येथे फƅ एक िटɔणी आहे िकंवा एक िटɔणी आहे जेʬा आपण बरोबर एक ओके नोटेशन z z 
एक Ȫारे िलिहतो याचा अथŊ असा होतो की ते फƅ उलट ठीक आहे पुɎा ʩुǿम ʩुǿम हा एक घटक आहे जो तुʉी z z z z z 
सह उȋादन घेता तेʬा ते देते एक ठीक आहे ʉणून या िविशʼ अथाŊने आʉी ते रȞ करǻासाठी ʩुǿम ʉणून एक बाय z z ok 
असे िलिहतो ʉणजे तुʉाला एक िमळेल ʉणून हे फƅ एक नोटेशन आहे की एक ʉणजे ते ʩुǿम आहे आिण येथे आणखी एक z z 
िटɔणी आहे ʉणून एकदा आपण ʩुǿमाबȞल िटɔणी केली तर चला पहा की 1 ने आपण गुणाकार कŝ शकतो z ju  st z 
आिण पǥीने भागू शकतो मग तुʉाला जे िमळेल ते पǥीला ने ने भागले तर आपʞाला मािहत आहे की हा घटक कोणता z z z z 
आहे हा एक वजा आिण एक चौरस अिधक वगŊ आहे जेथे आहे एक ɘस ने िलिहलेले आहे, ʉणून आपण ʩुǿमाची ib b z ib z 
गणना केʞावर आपʞाला आठवत असेल तर आʉी ʩुǿमाचे मूʞ शोधǻासाठी समीकरण सोडवǻाचा Ůयȉ करतो आता z 
आपण पाहतो की बारचा फॅƃर वापŝन आपण मोजू शकतो .z 

ʩुǿम सहजपणे फƅ गुणाकार आिण बारने भागाकार कŝन आपण ʩुǿम काढू शकतो ʉणजे चा चौरस अिधक   z z z a b
वगŊ वजा चौरस बाय वगŊ Ůˑाव आठ हा एक सोपा आहे जो चा खरा भाग आहे असे िलिहता येईल.iba b z 

चा काʙिनक भाग अिधक पǥी Ȫारे दोन असे िलिहता येईल. z z z 
   
आिण ȑाचे संयुƫ हे वजा चा वाˑिवक भाग आहे  चा इनरी भाग आता हे ˙ʼ झाले आहे की चा खरा z i times imag z z 
भाग काही नसून अिधक पǥीने दोन आहे आिण ȑाचŮमाणे चा काʙिनक भाग वजा पǥी दोनने आहे चला एक साधी z z z z z I 
सम˟ा कŝ या जिटल संƥा अिधक या समीकरणाचे समाधान करते  ते अिधक अिधक अिधक चे वगŊमूळ आहे x iy ib c id 
मग दाखवा की या संƥा ʉणजे वगŊ वगŊ आहे संपूणŊ वगŊ तुʉाला एक वगŊ अिधक वगŊ वगŊ बाय वगŊ देतो तर तुʉाला xy x y b c d 
काय िदसेल ते समजा कॉ̱ɘेƛ  संƥा अिधक जी एक अिधक ǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीची आहे अिधक ने x iy ib c id 
भागʞास आपण हा संबंध काढू शकतो ʉणून आपʞाला हे िसȠ करणे आवʴक आहे की हे काही चे वगŊमूळ आहे ʩाƥेनुसारz b 

वगŊ आहे  ठीक आहे ʉणून मȯे चा अथŊ काय आहे हे आपʞाला मािहत आहे आिण ते ǉा बरोबरीचे असले z b z z b ok 
पािहजे ʉणून जेʬा जेʬा असेल तेʬा हे समीकरण पूणŊ होते तेʬा आपण ते ǉा वगŊमूळाǉा बरोबर असे िलिहतो ʉणून az b z 
िदलेʞा गृहीतकाने आपʞाला जे िमळते ते आहे  अिधक आहे संपूणŊ वगŊ भागाकार ǉा समान असणे आवʴक आहे x iy ib c 

Ȫारे ʉणून आता जिटल संƥा ʉणून जर तुʉाला ओळख िदसली तर ȑात कोणतीही जिटल मूʞे समािवʼ नाहीत फƅ plus id 
शेवटी ती या घटकाǉा बरोबरीची एक वाˑिवक संƥा आहे ʉणून आता तुʉाला आठवते की गुणधमाōपैकी एक ʉणजे जेʬा आपण z
बारसह गुणाकार करतो.z 
  ते एक नॉन- नगेिटʬ įरअल नंबर देते ठीक आहे जे एक इशारा देते की कदािचत आपण घटकासह गुणाकार कŝ शकतो जे ȑाचे 
संयुƵ अचूक आहे ʉणून येथे समान कॉ̱ɘेƛ संƥेसाठी संयुƵन असे ʉणूया की आपण बारने गुणाकार करतो आिण पुɎा z z 
बारने गुणाकार करतो.
 पूवŎचे गुणधमŊ जेʬा तुʉी टू घेतो तेʬा ने गुणाकार दोन बार िदलेला असतोz one z bar z one bar z 
 ȑामुळे या संबंधाने तुʉाला लगेच िदसेल की तो अिधक वगाŊचा गुणाकार वजा पूणŊ वगŊ केला जातो आिण आता हे Ȫारे x iy x iy 
करता येते असोिसएिटʬ कायदा ʉणून तुʉी फƅ िलहा याचा अथŊ काय आहे याचा अथŊ अिधक ने गुणाकार केला अिधक x iy x 

पुढे येथे वजा गुणाकार वजा आʉाला मािहत आहे की तो वजा अिधक गुणाकार ȑाǉा सह आहे  iy x iy x iy x x iy 
ˍेअर अिधक ˍेअर देतेnjugation x y 

 ȑामुळे आपʞाला ˍेअर ˍेअर संपूणŊ ˍेअर उजवीकडे िमळतोx y 
 ȑामुळे ही मुळात डाʩा बाजूची आहे
 ȑामुळे हाच आपण िवचार केला आहे आिण ȑाचŮमाणे उजʩा हाताǉा बाजूस अिधक संपूणŊ ˍेअर काय आहे?  एक lh x iy 
ɘस ɘस आयडी आहे आिण आʉी ȑाचे संबंिधत संयुƵन संयुƵन घेत आहोत, आʉाला मािहत आहे की वन बाय दोन ibc z z 
बार िदलेला आहे एक बारला ने भािगले बार ते बार ʉणजे तो एक वजा वजा आयडी आहे आिण तो एक चौरस अिधक देतो  z z ibc 

ˍेअर आिण हा ˍेअर अिधक ˍेअर आहे ʉणून िदलेʞा गृहीतकाने हे दोɎी समान आहेत ʉणून आपʞाला आवʴक b c d 
संबंध िमळतो ʉणजे ˍेअर अिधक ˍेअर आहे संपूणŊ ˍेअर एक ˍेअर अिधक ˍेअर बाय ˍेअर अिधक ˍेअर x y b c d 
ʉणून वापŝन  गुणाकाराचा गुणधमŊ खालील साȯा ओळखी िमळवू शकतो ʉणजे एक अिधक दोन संपूणŊ वगŊ मी थेट िलš दे की z z 
आमǉाकडे हे उȋादन काय आहे हे एक अिधक दोन गुणांसह एक अिधक दोन बाय z z z z d  istributive Law z 

चा गुणाकार अिधक पुɎा दोन सह गुणाकार केला अिधक दोन पुɎा तुʉी one z one plus z two z z one z 
िवतरणाȏक लॉग वापरता ʉणून आʉी दोनदा िवतरणाȏक कायदा वापरत आहोत जो एक वगŊ अिधक एक दोन अिधक z z z z 
दोन गुणाकार आहे  एक अिधक दोन चौरस Ȫारे आिण गुणाकार कʄुटेिटʬ आहे ʉणून हे दोन घटक एक चौरस तहानǉा z z z 
दोन वेळा समान आहेत ʉणून आपण जे िमळवले ते वाˑिवक रेषेतील वाˑिवक संƥांŮमाणे आहे जेʬा आपण एक अिधक पूणŊ वगŊb 
घेतो तेʬा आपʞाला एक वगŊ िमळतो  अिधक दोन अिधक चौरस समान सूũ कॉ̱ɘेƛ नंबरसाठी देखील धारण करतो आिण ab b 
ʉणजे एकदा तुʉी हा िनकाल पािहʞानंतर तुʉी ʉणू शकता की इतर ओळख िसȠ करा जसे की एक अिधक दोन संपूणŊ घन z z z
एक घन अिधक तीन वेळा वन देते  चौरस उȋादन दोन तीन वेळा एक दोन चौरस अिधक दोन घन आिण एक चौरस z z z z z z 
वजा दोन चौरस हे एक वजा दोन एक अिधक दोन असे िलिहले जाऊ शकते ʉणून आʉी मूलत: जे सांगǻाचा Ůयȉ z z z z z 
करीत आहोत ते आपण करत असताना  हे ऑपरेशन ते आपण Ůथम वाˑिवक भाग एकũ करणे आवʴक नाही आपण बेरीज करा 
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आिण नंतर पुɎा काʙिनक भाग आपण बेरीज करता आिण नंतर आपण उȋादन घेता हे आवʴक नाही ʉणून हे मुळात जे काही 
ओळख देते ते जसे आहे ते आपण सƗम असलेʞा वाˑिवक संƥा Ůणालीसारखे आहे आमǉा Ůो ʉणे बीजगिणतीय ऑपरेशɌवर 
कायŊ करǻासाठी एक सोपा ʩायाम एक दोन दोन जिटल संƥा असू Ȩा नंतर दाखवा की एक दोन बारने गुणाकार केला z z z z 
आिण नंतर एक पǥी एकũ करा ही वाˑिवक संƥा आहे आता आपण येथे आणखी एक सम˟ा कŝया.z 
 तीन संिमŵ सं̏ या ̱ हणा̵ या आहेत जर तीन संिमŵ सं̏ यांची 
बेरीज आिण गुणाकार खरा असेल तर खालीलपैकी कोणते शƐ आहे खालीलपैकी कोणते शƐ आहे काही लोक ʉणतात संिमŵ r 
सं̏ यांम̡ ये तीन टपल दोन ̓ या जोडीसाठी शƐ आहे तर काय?  येथे िदलेले आहे आʉी तीन जिटल संƥांचा िवचार करत z one z 
आहोत ȑांची बेरीज आिण गुणाकार एक वाˑिवक संƥा देतो
 ȑामुळे आता आमचा Ůʲ आहे की खालीलपैकी कोणते शƐ आहे ते Ůथम पयाŊय पैकी नſी एक  संƥा अ- वाˑिवक t hree 
आहेत बरोबर तीन संƥांपैकी दोन आहेत वाˑिवक ितसरी िनवड नाही आहे सवŊ तीन संƥा वाˑिवक नसलेली चौथी िनवड आहेत ितɎी
संƥा पूणŊपणे काʙिनक आिण शूɊ नाही ʉणून आपण आपला Ůʲ मागे पाš या आपʞाला तीन जिटल संƥा एक दोन िदʞा z z 
आहेत  तीन ȑांची बेरीज वाˑिवक आहे आिण ȑांचे उȋादन वाˑिवक संƥा आहे आता आपण Ůथम िनवड पाš या हे शƐ आहे z 
की नाही हे नſी तीन Ţमांकांपैकी एक वाˑिवक आहे का हे शƐ आहे उȅर नाही तर शƐ नाही तर ते येथे आहे  िवधानात असे a 
ʉटले आहे की तुʉी िकमान एकता काʙिनक संƥा िशʟक आहे िकंवा ती वाˑिवक संƥा असू शकते याचा अथŊ असा की जेʬाही 
आपʞाकडे सह सेट असेल z1 
जी वाˑिवक संƥा नाही जी बारǉा बरोबरीची नाही ʉणजे ती एक जिटल संƥा आहे.z1 z 
 काʙिनक भाग शूɊ नाही आहे ठीक आहे आिण बाकीचे ʉणतात दोन मुळात ते वाˑिवक संƥा ʉणून िनवडू शकतात मी ȑाला z 

आिण ʉणून कॉल कŝ Ȩा जेथे आिण वाˑिवक संƥांमधून मग लगेच मला िदसेल की दोन a b a b z one pl  us z 
अिधक Ūी तुमǉाकडे जे आहे ते फƅ एक अिधक अिधक नſीच आहे ती खरी संƥा नाही याचे कारण ʉणजे एक z z a b z 
मȯे एक काʙिनक भाग आहे जो इतर पदाȪारे रȞ केला जात नाही जेणेकŝन तो तसाच राहील.
 ʉणजे ती खरी संƥा नाही
 ȑामुळे ची शƐता नाकारली जात आहे , आपण ची शƐता पाš या तीन संƥांपैकी दोन संƥा वाˑिवक नसतील तर आपण a b 
दोन जोǰांचा संच देऊ शकतो की नाही असे ʉणता येईल की ȑा एकिũत संƥा आहेत  वाˑिवक संƥा आपली िदलेली अट पूणŊ 
करेल ठीक आहे, ʉणून आपण पाš या की आपण मला तीन जोडी Ȩा ʉणजे बेरीज खरी असली पािहजे, मी फƅ आपली िदलेली 
गृिहतके काय आहे याची पुनरावृȅी करत आहे ठीक आहे, ʉणून आʉी ितɔट शोधत आहोत जे समाधानी आहे  ही İ̾थती ʉणून येथे 
आपण काय कŝ शकतो आपण िनवड कŝ शकतो एकदा आपʞाकडे असʞास आपण हे ȑाचे संयुग ʉणून घेऊ शकतो z1 z2 
नंतर ȑांची बेरीज वाˑिवक संƥा बनते
 ȑामुळे ही वाˑिवक संƥा आहे ʉणून आपण जगू शकतो तर आपʞाला ती मुळात आवडेल  असे िदसते की हे शƐ आहे  याचा z3 
अथŊ मी एक िनिʮत उदाहरण ʉणून घेतो मी दोन घेतो ȑाचे संयुग आहे आिण तीन ʉणजे फƅ एकच ʉणूया तर मला मािहत z z z 
आहे की ȑांची बेरीज खरी आहे आिण तुʉी उȋादन घेता तेʬा तीन एकिũतपणे खरी संƥा देतो मȯे बारमȯे हा एक z z z z 
नॉन- ऋगेिटʬ įरअल नंबर आहे नंतर सह उȋादन पुɎा एक वाˑिवक संƥा आहेz 3 
 ȑामुळे हे मुळात असे आहे की ते समाधानी आहे होय हे शƐ आहे ʉणून िनवड सवŊ तीन संƥा अवाˑव आहेत हे पुɎा शƐ आहेc 
होय ʉणून फƅ मुळात  जसे मी तुʉाला जोडीचा एक संच देतो, कदािचत तुʉी दुस̴या जोडीǉा संचासह Ůयȉ कŝ शकता जेथे ते या 
संबंधाचे समाधान करेल ʉणून एक संच फƅ एक वजा दोन पुɎा समान संƥा आिण तीन ʉणून िवचार करा आता तुʉी पाहा iz z 
मी फƅ जात आहे फेरफार करा ʉणजे जेʬा मी ȑाची बेरीज करतो तेʬा मला जे िमळते ते येथे उणे २ ʉणायचे आहे, ʉणून जेʬा i 
मी ȑाची बेरीज करतो तेʬा ती खरी संƥा असणे आवʴक आहे
 ȑामुळे ˢाभािवकपणे मी िनवड करतो पण पुढे नſीच आपʞाला ते पहावे लागेल  तुʉी Ůो करता तेʬा उȋादन ही खरी संƥा 2y 
आहे की नाही  डƃ

आʉी पाहतो की ते तंतोतंत ˍेअर आहे तर ˍेअर असे ʉणायचे आहे एक ˍेअर अिधक  so z one in z two z z i 
ˍेअर ʉणजे ǉा वजा एक आिण वजा दोन पटi 
 ȑामुळे तुʉाला उणे दोन आता तुʉी उȋादन करता तेʬा तुʉी जे िमळवत आहात ती खरी संƥा आहे ʉणून सांगा तुमǉासाठी i 
ʩायाम कोणता आहे तुʉी जोडीचा दुसरा संच शोधू शकता िजथे ते समाधानी आहे पुɎा मी ते ʩायाम ʉणून सोडतो पण मी उȅर d 
िलšन ठेवतो उȅर पुɎा ही िनवड नाही  शƐ आहे परंतु तुʉी ते करǻाचा Ůयȉ करा ʉणून मी फƅ सारांश देतो की आʉी काय केले 
ते ʉणजे आʉी एका जिटल संƥेचे संयुƵन केले आहे आिण आʉी अनेक गुणधमाōचा अɷास केला आहे आता आपण Ǜाची चचाŊ 
करणार आहोत ते कॉ̱ɘेƛ नंबरचे मॉǰूलस आहे, ʉणून Ůथम मला आठवते की आपण कसे पįरभािषत कŝ.
  वाˑिवक संƥा Ůणालीसाठी मॉǰूलस ʉणून वाˑिवक संƥांसाठी आʉी चे मॉǰूलस पįरभािषत करतो जर नकाराȏक a a a 
असेल तर वजा जर शूɊ पेƗा कमी असेल तर ठीक आहे ȑाच बरोबर आपण ȑाला वजा बरोबर कमाल ʉणून देखील िलš a a a 
शकतो.
 हे मॉǰूलस ʩाƥा Ţ  Ůʲ असाच आहे की आपण कॉ̱ɘेƛ नंबर िसːीमसाठी देखील कŝ शकतो , ʉणून एकदा आपण पिहलीw 
ʩाƥा िकंवा अगदी दुसरी ʩाƥा पािहली की ती ȑा संबंधाशी संबंिधत आहे जी मुळात आपण 0 सह संƥेची तुलना करत आहात तर 
आपण मुळात हा मॉǰूलस Ůʲ िनिʮत कŝ शकतो का  कॉ̱ɘेƛ नंबर िसːीममधील įरलेशन पेƗा कमी आहे असे ʉणायचे आहे 
उȅर नाही आहे, ʉणून मला फƅ एक ūुत कʙना Ȩा की आपʞाकडे एक Ůकारचा संबंध असू शकत नाही जो वाˑिवक संƥेमȯे 
काय आहे ते Ţमवारीत शƐ नाही.
  कॉ̱ɘेƛ नंबर िसːीम ʉणून मी तपशीलवार िलिहत नाही आहे पण मला फƅ थोडी कʙना देऊ Ȩा ठीक आहे ʉणून कʙना आहे 
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ʉणून Ůथम मी िलš दे की ȑापेƗा कमी नाही ʉणजे आपण मȯे दोन जिटल संƥांची तुलना कŝ शकत नाही, तर फƅ कʙना c 
आहे जर समजा ओके पेƗा कमी संबंध असेल तर समजा मȯे संबंध असेल तर काय होईल कोणȑाही संƥेची तुलना इतर संƥेशी c 
केली जाऊ शकते उदाहरणाथŊ या Ůकरणात ʉणून एकतर ʉणून आपण लगेच काय समाɑ कŝ  एकतर शूɊ पेƗा कमी आहे ly ri
हा शूɊापेƗा मोठा आहे ʉणून एकदा आपʞाकडे हे िनिʮतपणे आपʞाला मुळात या िविशʼ संबंधाचा थेट िवचार करǻाची गरज नाही 
आपण हे ʉणू शकतो िकंवा ŮȑƗात आपण थेट असे ʉणू शकतो की वगŊ शूɊापेƗा मोठा असावा  कारण जेʬा तुमǉाकडे ऑडŊर i 
संबंध असेल तेʬा आʉी दशŊवू शकतो 
की ऑडŊर įरलेशन असʞास ˢतः  गुणाकार केलेली संƥा नकाराȏक असेल तर ठीक आहे ʉणजे वगŊ 0 पेƗा मोठा असणे i 
आवʴक आहे परंतु वगŊ आʉाला मािहत आहे की ते उणे 1 आहे जे  0 पेƗा कमी आहे ʉणजे हा िविशʼ संबंध तुʉाला सांगेल की i 
उणे 1 0 पेƗा मोठा आहे परंतु आमǉाकडे हा िवरोधाभास आहे ठीक आहे,
 ȑामुळे आʉाला जे समोर येत आहे ते आʉी अनुभवत आहोत की आʉी नेहमीŮमाणे मॉǰूलस पįरभािषत कŝ शकत नाही वाˑिवक
रेषा परंतु आपण मुळात ती भौितक̊̽Ǩा काय दशŊवते हे पाहǻाचा Ůयȉ कŝ शकतो मग आपण एका वेगʨा अथाŊने मॉǰूलस संबȠ 
कŝ शकतो ʉणून जेʬा आपण वाˑिवक ओळ घेत असतो तेʬा ती सकाराȏक असू शकते  संƥा कदािचत ऋण संƥा असेल तरe 

नेहमी mod a 
शूɊ पासूनचे अंतर नमूद करते ठीक आहे , ȑाचŮमाणे जर तुमǉाकडे जे काही असेल ते सांगा जर तुमǉाकडे ऋण संƥा असेल तर 
उणे ʉणूया, तरीही मुळात ते मॉड बी ʉणते ते सारखे ʉणू.b 
 शूɊ आिण वजा मधले अंतर ठीक आहे ʉणून या अंतराची कʙना ʉणून आपण एका जिटल संƥेसाठी मोǰूलसचा िवचार b 
करǻाचा Ůयȉ कŝ शकतो ʉणून ला अिधक असू Ȩा नंतर िबंदू ला अिधक ǉा बरोबरीचा िवचार करा ʉणून मी येथे z ib z ib 
लांबी सांगतो  आहे जे मुळात येथे एकक आहे जे आहे आिण येथे लांबी आहे आिण आपʞाकडे जे शूɊ आहे आता आपण b ib a 

शी जोडǻाचा Ůयȉ करत आहोत ʉणून आपण चे मॉǰूलस पįरभािषत कŝ इİǅतो mod z ok z 
जे पायथागोरसǉा Ůमेयाने या नोटेशनȪारे दशŊिवले जाते.
  हे जाणून ƽा की यासाठी िकती अंतर आहे हे अंतर चौरस अिधक वगाŊǉा वगŊमूळाȪारे िदलेले आहे,b 
 ȑामुळे आता आपण मॉǰुलसला मूळपासून िबंदूपयōतचे अंतर ʉणून पįरभािषत करǻाचा Ůयȉ करत आहोत , ʉणून मॉǰूलस Ǜाची
ʩाƥा चौरस ʉणून केली जाते चे मूळ  एक चौरस अिधक वगŊ आता आपण जे िनरीƗण करतो ते लगेच लƗात येते की ती नेहमीच b 
एक ऋण नसलेली संƥा असते आिण आणखी एक िबंदू ʉणून जर आपण दोन समतलाशी संबंध पाहतो तर हा िबंदू आपʞाला r 
कळतो की हा ˢʙिवराम आहे आिण हा िबंदू आपʞाला मािहत आहे  हे शूɊ ˢʙिवराम शूɊ आहे तर या दोन िबंदंूमधील अंतर जेb 
युİƑिडयन अंतराने िदलेले आहे जे आपण िलिहलेʞा गोʼीशी सुसंगत आहे ʉणून आपण जे करत 
आहोत ते आर टू ɘेनशी संबंिधत असलेʞा गोʼीशी सुसंगत आहे तर आपण साधे उदाहरण पाš या की समजा हा एक एक अिधक z i
आहे तर हा 1 वगŊ अिधक 1 चौरस आहे ʉणून तुʉाला मूळ 2 िमळेल आिण समजा ने खरी संƥा असेल तर 5 ʉणू या तर mod z z 

फƅ आहे.mod 0 
वगŊ पुɎा जो आपण संबȠ करतो ती धन संƥा आहे कारण आपण पाहतो की आपण ती एक अंतर ʉणून पाहत आहोत ʉणजे  phi 

आहे आिण जर जर काही पूणŊपणे ठीक असेल तर आपण फƅ ǉा बरोबरीचे हे एका वगाŊचे वगŊमूळ आहे phi z i mod z z 
असे समजू या.
  या साȯा सह  आपण मॉǰुलस फंƕनचे काही गुणधमŊ पाš या, आपण काय केले आहे याचा सारांश सांगू या, आʉी exa mples 
कॉ̱ɘेƛ नंबरचे संयुƵन सादर केले आिण आʉी ȑाǉा गुणधमाōचा अɷास केला आता आʉी एका कॉ̱ɘेƛ नंबरचे मोǰूलस सादर 
करतो जे उȋȅीपासून कॉ̱ɘेƛ नंबरपयōतचे अंतर जोडते .
  पुढील गुणधमाōबȞल आʉी पुढील ʩाƥानात चचाŊ कŝ.
 धɊवाद 
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