
[संगीत ] िपछले ʩाƥान मŐ हमने सİʃŵ संƥाओ ंऔर इसके बीजगिणतीय संिŢयाओ ंके जोड़ और गुणन का पįरचय िदया था, मुझे 
िपछली पįरभाषाओ ंको याद करना शुŝ करना चािहए, िजɎŐ हमने पहले पेश िकया है , मुझे िफर से जिटल संƥाओ ंकी पįरभाषा को 
दोहराना है, िजसे हम Ȫारा िनŝिपत करते हœ, इसमŐ सभी तȕो ंका सेट होता है।c 
  ए ɘस आईबी जहां ए और बी वाˑिवक संƥाओ ंसे आता है और हमने जो कहा है वह दो जिटल संƥाएं बराबर हœ जो िक ए ɘस 
आईबी बराबर सी ɘस आईडी है यह बराबर है अगर और केवल अगर यह िफर से एक पįरभाषा है तो अगर सी के बराबर है और b 
बराबर के तहत इसके तहत समानता संबंध जो हमने िदखाया वह यह है िक हम Ůȑेक सİʃŵ संƥा को एक ŢमबȠ जोड़ी से d 
पहचान सकते हœ जो िक िवमान दो से एक अʙिवराम है , मुझे उन संिŢयाओ ंको याद करने दŐ  जो r 
जोड़ है
 इसिलए पįरभािषत दो जिटल संƥाओ ंका जोड़ जैसा िक आप वाˑिवक भाग और काʙिनक भाग और गुणन को जोड़ते हœ िजसे हमने 
ɘस आई टाइʈ एड ɘस डीसी के ŝप मŐ पįरभािषत िकया है ,
 इसिलए इन दो ऑपरेशनो ंके संबंध मŐ हम उʟेख करते हœ  एक यह है िक यह बंद कानून सहयोगी कानून कʄूटेिटव कानून और 
पहचान के साथ-साथ ʩुǿम वे मौजूद हœ और िवतरण कानून संतुʼ करता है
 इसिलए इस ɘस और गुणा के संबंध मŐ जिटल संƥा Ůणाली एक Ɨेũ बन जाती है इसका एक Ɨेũ और अɊ िटɔिणयां हम Ɛा हœ इस 
पर िवचार करने पर ȯान िदया गया है िक जिटल संƥा Ůणाली मŐ उȋाद है वगŊ यिद आपको याद है िक हमने शुŝ िकया है तो मœ I 
एक काʙिनक संƥा है िजसे हमने िवमान मŐ पहचाना है जो शूɊ अʙिवराम के अलावा कुछ भी नही ंहै, िजसका अथŊ है िक यह अब 
और काʙिनक संƥा नही ंहै  हम जिटल संƥा Ůणाली को िवमान के साथ जिटल संƥा Ůणाली मŐ िकसी भी संƥा की पहचान करने मŐ
सƗम हœ हम िवमान मŐ तȕ को जोड़ने मŐ सƗम हœ
 इसिलए 
इस जिटल Ɨेũ पर इस िवशेष डॉट उȋाद के संबंध मŐ हमने जो देखा वह है मœ वगŊ शूɊ से 1 हो जाता है और इसी तरह कोई यह 
सȑािपत कर सकता है िक यिद आप वाˑिवक रेखा पर केवल उन िबंदुओ ंपर िवचार करते हœ िजɎŐ ɘस ज़ीरो के ŝप मŐ िलखा जा i 
सकता है जो िक है  इसका मतलब है िक हम इसे बी ɘस आई शूɊ के साथ एक िबंदु के ŝप मŐ िनŝिपत करŐ गे,s 
 इसिलए इस गुणन के तहत हम केवल यह देख सकते हœ िक यह है यह वाˑिवक संƥाओ ंमŐ एक उȋाद है और मœ शूɊ है िजसे ab 
हम केवल Ȫारा िनŝिपत करने जा रहे हœ और यिद हम कहते हœ काʙिनक संƥाएं जो आईडी के साथ आईबी डॉट उȋाद कहती ab 
हœ,  तो हम िदखा सकते हœ िक उस उȋाद के संबंध मŐ यह माइनस बीडी ओके ɘस आई ज़ीरो हो जाता है, हम केवल वाˑिवक भाग को 
िनŝिपत करने जा रहे हœ 
और इसके साथ गुणा कहते हœ िक हम वाˑव मŐ Ɛा कर सकते हœ वाˑव मŐ देखŐ िक ए ɘस आईबी और सी ɘस आईडीई ŮȑƗ गुणा 
कर सकता है अब मœ उȋाद को कैसे पįरभािषत कŝं तो अब मœ इसे कैसे कर सकता šं
 इसिलए यहां एक जिटल संƥा है िजसमŐ केवल वाˑिवक भाग है और आईबी एक है  िवशुȠ ŝप से एक काʙिनक संƥा है और इसी 
तरह सी एक और जिटल संƥा है, लेिकन केवल काʙिनक भाग के साथ ही शूɊ है,
 इसिलए हम वाˑव मŐ देख सकते हœ िक यह एक है यह दो है यह तीन चार है अब यह िवशेष उȋाद िजसका आप उपयोग z z z z 
करने जा रहे हœ  िवतरण कानून यह एक िबंदु है
 इसिलए सेट को इस सी ɘस आईडी ɘस आईबी के साथ गुणा करके सी ɘस आईडी से गुणा िकया जाता है, 
अब हम देखते हœ िक यह िफर से आगे िवतरण कानून कहता है और एक बार जब आप इसे लागू करते हœ तो एसी ɘस आईएडी ɘस यहां
आईबीसी माइनस बीडी सभी एक साथ  हम अभी वही Ůाɑ करते हœ जो हमने अभी एक उȋाद के ŝप मŐ पįरभािषत िकया है, तो संदेश 
संदेश Ɛा है तो मुझे बस यह देखने दŐ  िक यहाँ हम उȋाद को इस तरह से पįरभािषत करते हœ तो पįरणामी वेƃर एक जिटल संƥा है, 
िफर हमने सभी कानूनो ंको सȑािपत िकया और िफर गुणो ंका उपयोग िकया  इस Ɨेũ के ˢयंिसȠ अब हम यह देखने मŐ सƗम हœ िक 
उȋाद को याद रखने के िलए और अिधक कहने की आवʴकता नही ंहै, केवल उȋाद को हमेशा की तरह करŐ  और यहां हम इस तȚ 
का उपयोग करते हœ िक मœ वगŊ शूɊ से एक है
 इसिलए इस तȚ का उपयोग करके हम मूल ŝप से हमेशा की तरह उȋाद कर सकते हœ ठीक है, अब मुझे कुछ और नोटेशन पेश करने
दŐ , एक का वाˑिवक िहˣा है, तो आइए हम केवल यह कहŐ िक का एक ɘस वाˑिवक िहˣा है z z ib 
िजसे के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है re re z 
जो िक एक बŠत ही वाˑिवक है  का भाग है और का काʙिनक भाग है जो िक अंकन का उपयोग करता है जो है z a z imz b 
और यिद मान लŐ िक यह एक दो ितहाई है यिद मान लŐ िक का वाˑिवक भाग शूɊ है तो हम कहते हœ िक हम कहते हœ िक िवशुȠ z z 
ŝप से एक है  काʙिनक संƥा
 इसिलए या तो हम कहते हœ िक यह िवशुȠ ŝप से एक काʙिनक संƥा है या िसफŊ  एक काʙिनक संƥा है इसी तरह यिद का z 
काʙिनक भाग शूɊ है तो हम कहते हœ िक िवशुȠ ŝप से वाˑिवक हैz 
 इसिलए इस सरल अंकन के साथ मœ नई पįरभाषा के साथ शुŝ करता šं जो िक संयुİƵत है  एक सİʃŵ संƥा के संयुİƵत को बार z 
के संयुƵ Ȫारा पįरभािषत िकया जाता है जहाँ एक ɘस होता है जहाँ बार के ŝप मŐ उपयोग िकया जाने वाला संकेतन z ib z 
माइनस Ȫारा िदया जाता है ,ib 
 इसिलए यह बार के िलए पįरभाषा है आइए देखŐ िक Ɛा है  इसका मतलब है िक हमारे पास जिटल िवमान है और आइए हम िबंदु z z
पर िवचार करŐ  जो िक एक ɘस आईबी है, िजसका अथŊ है िक काʙिनक इकाई मŐ यह आईबी है और वाˑिवक इकाई पर यह अभी है z
बार दशाŊता है िक हम उस इकाई को ले रहे हœ जो ऋणाȏक है आईबी और जेड बार हम िनŝिपत हœ  एनजी एक माइनस आईबी के ŝप
मŐ अगर हम इसे देखते हœ तो यह वाˑिवक अƗ के संबंध मŐ की दपŊण छिव के अलावा और कुछ नही ंहै, z 
इसिलए बार कुछ भी नही ंहै, लेिकन की दपŊण छिव है, हम कह सकते हœ िक अƗ या वाˑिवक रेखा आइए हम सरल देखŐ  z z x 
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उदाहरण मान लीिजए मान लीिजए िक दो जमा तीन बार िसफŊ  दो घटा तीन है और मान लीिजए िक आपने कहा है िक यह z iz i 
एक वाˑिवक संƥा है िवशुȠ ŝप से एक वाˑिवक संƥा है मान लŐ िक पांच बार कोई बदलाव नही ंहै जो िसफŊ  पांच है Ɛोिंक  यहz 
वाˑिवक रेखा पर पड़ा है,
 इसिलए इसकी दपŊण छिवयां िफर से रेखा पर ही हœ तो आइए कुछ गुणो ंको देखŐ मान लीिजए िक बराबर बार है और केवल यिद z z z
एक वाˑिवक संƥा है या दूसरे शɨो ंमŐ तो इसका अथŊ िसफŊ  एक है का काʙिनक भाग शूɊ है, ठीक है,z 
 इसिलए यिद हम देखते हœ िक बार के बराबर है, िजसका अथŊ है िक दपŊण छिव को लागू करने के बाद हमŐ समान संƥा िमलती है, तो z 
यह वाˑिवक रेखा पर होना चािहए, जो िक हम दावा कर रहे हœ, यिद एक है  ɘस आईबी तो मान लŐ िक बराबर बार है इसका z z z 
Ɛा मतलब है इसका मतलब है िक ए ɘस आईबी एक माइनस आईबी है तो यह तुरंत ˙ʼ है िक हम दो जिटल संƥाओ ंके बराबर होने
की मांग कर रहे हœ, िफर घटक के अनुसार समान होना चािहए,
 इसिलए पहले घटक वैसे भी बराबर हœ
 इसिलए आर केवल फ़ीʒ अƗ से आप रȞ कर सकते हœ तो Ɛा  आप पाते हœ िक यह आईबी का दो गुना शूɊ के बराबर है और ऐसा 
तब होता है जब और केवल तभी बी शूɊ होता है जो िक के काʙिनक भाग के अलावा कुछ भी नही ंहै, तो का काʙिनक भाग z z 
शूɊ है,
 इसिलए हमने जो देखा वह एक सरल Ůˑाव है जब भी के बराबर बार तो यह एक वाˑिवक संƥा होनी चािहए,z z  
 इसिलए यह िवशेष तकŊ  तकŊ  हम अƛर यह कहने के िलए उपयोग करŐ गे िक एक जिटल संƥा एक वाˑिवक संƥा है, यह िदखाने के 
िलए पयाŊɑ है िक बराबर बार इस तरह के िवचार का उपयोग अƛर एक जिटल संƥा िदखाने के िलए िकया जाएगा  एक z z 
वाˑिवक संƥा संपिȅ दो यिद हम 

बार के िलए िफर से संयुƵन लागू करते हœ तो हम पर वापस लौटते हœ ठीक है यह िफर से एक सीधा आगे है चलो एक ɘस z z z 
आईबी है तो बार इस Ůकार एक ऋण है और इसे केवल कहने के ŝप मŐ देखा जा सकता है माइनस बी और जेड डबल बार तो िफर z 
से आप इसका संयुƵन लेते हœ तो हम जो देखते हœ वह यह है िक िफर से कहŐ िक यह ɘस आई है और िफर माइनस बी है तो हम देखते 
हœ िक यह िफर से है िक हम जो कर रहे हœ वह इतना ˙ʼ है िक हम एक तकŊ  िलखने की कोिशश कर रहे हœ तीसरा Ůˑाव अगर हम दो 
सİʃŵ संƥाओ ंके योग पर िवचार करते हœ तो इसका संयुƵन लेते हœ यह एक बार ɘस के समान है, यह िफर से कʙना करना z z 
आसान है मान लीिजए िक एक ɘस है और दो ɘस आईडी है तो जेड वन ɘस जेड टू बार जो एक ɘस सी ɘस आई z ib z c 
बार बी ɘस डी संपूणŊ संयुƵन है पįरभाषा के अनुसार यह एक ɘस सी माइनस आईबी ɘस डी है और जो मूल ŝप से हमŐ देता है िजसे
हम इसे माइनस बी ɘस सी माइनस आईडी के ŝप मŐ िलख सकते हœ यह है  जेड वन बार ɘस जेड टू बार चौथी संपिȅ के अलावा कुछ 
भी नही ंहै िक यह हमेशा होता है िक Ůȑेक जेड के िलए जिटल संƥा जेड मŐ जेड बार हमेशा एक वाˑिवक संƥा एक गैर नकाराȏक 
दो वाˑिवक संƥा होती है,
 इसिलए यह ˙ʼ है िक तो आइए हम जेड पर िवचार करŐ  सामाɊ तȕ कहŐ जो एक ɘस आईबी है और हम इसे मानते हœ गुणन Ȫारा 
संयुƵन हम केवल यह सȑािपत कर सकते हœ िक यह एक वगŊ ɘस बी वगŊ है और Ůȑेक शɨ गैर ऋणाȏक है
 इसिलए योग िफर से ऋणाȏक नही ंहै
 इसिलए इस िवशेष Ůˑाव से हम पयŊवेƗको ंको एक िटɔणी या एक िटɔणी की तरह मान सकते हœ िक आपके पास एक है  दो z z 
उनका उȋाद शूɊ नही ंहै ठीक है, तो हम वाˑव मŐ यह िनʺषŊ िनकाल सकते हœ िक दोनो ं एक दोनो ंगैर-शूɊ हœ,z z 2 
 इसिलए मœ इसे एक अɷास के ŝप मŐ छोड़ देता šं, इस बारे मŐ सोचŐ तािक आप िपछली संपिȅ को देख सकŐ  जब आप इसके संयुƵन से 
गुणा करते हœ तो यह एक देता है  गैर नकाराȏक वाˑिवक संƥा आप इस िवशेष िटɔणी को समाɑ करने के िलए इस तȚ का 
उपयोग करते हœ पांचवी ंसंपिȅ जो एक मŐ दो बार है, आइए हम एक बार को से बार मŐ महसूस करŐ , यह महसूस करना आसान z z z 
है
 इसिलए मुझे केवल एक दो बार पर िवचार करने दŐ।z z 
  उȋाद और िफर उसका संयुƵन लŐ जो िक Ůȑेक सİʃŵ संƥा के िलए संयुƵन लेने के समान है, तो Ɛा गुणनफल होगा दोनो ंएक ही
सİʃŵ संƥा दŐ गे तो आइए हम दो कॉम के पहले उȋाद पर िवचार करŐ  ɘेƛ नंबर ए ɘस आईबी को सी ɘस आईडी से गुणा िकया 
जाता है और िफर इसका संयुƵन िलया जाता है, हम जानते हœ िक यह उȋाद Ɛा है, यह एसी माइनस बीडी है,
 इसिलए संयुƵन के बाद आपको माइनस आईएडी ɘस बीसी िमलेगा, आप सȑािपत कर सकते हœ िक यह उȋाद कुछ भी नही ंहै, 
लेिकन एक से आ रहा है  माइनस आईबी और सी माइनस आईडी जो िक जेड वन बार इन जेड टू बार के अलावा कुछ भी नही ंहै, अगला 
Ůˑाव जेड उलटा संयुƵन है जो पहले संयुƵन लेने के समान है और िफर इसका उलटा होता है
 इसिलए हम जो पूछ रहे हœ वह यह है िक Ɛा आप के िलए संयुƵन लेते हœ  उलटा आपको जो िमलता है वह मूल ŝप से वैसा ही होताz 
है जैसा िक पहले आप सİʃŵ संƥा के िलए संयुƵन लेते हœ और िफर इसका ʩुǿम लेते हœ,
 इसिलए यह इस तरह का ऑपरेशन कʄूटेिटव है, आइए हम इसे महसूस करने का Ůयास करŐ  तािक हमारे पास पįरभाषा ʩुǿम केz 
अनुसार इसका अथŊ है िक िनिʮत ŝप से यहां हमŐ चािहए िक गैर शूɊ होना चािहए,z 
 इसिलए पįरभाषा ʩुǿम से इसका मतलब है िक से गुणा करने पर हमŐ एक िमलता है और अब आप उपरोƅ संपिȅ Ȫारा z z 
संयुƵन लागू करते हœ
 इसिलए हम संयुƵन लागू करते हœ  इस उȋाद तȕ के िलए दािहने हाथ की ओर एक वाˑिवक संƥा है,
 इसिलए यह वही तȕ देता है और उȋाद संयुƵन वही होता है जैसे आप पहले संयुƵन लेते हœ और िफर उसका उȋाद लेते हœ, इसका 
िफर से एक देता है इसका मतलब है िक उलटा बार बार के िलए उलटा है  ठीक है तो यह वही है जो आप सािबत करना पसंद z z 
करते हœ यह िनʺषŊ िनकाला है िक बार उलटा उलटा बार के समान है, सातवी ंसंपिȅ िजसे एक से दो पर िवचार करना है, z z z z 
इसका संयुƵन लŐ यह के समान होगा एक बार से िवभािजत िवभाजन को िफर से समझने की शİƅ हमŐ यह मानने की z z 

Pru
tor
@
IIT
K



आवʴकता है िक जहां दो शूɊ नही ंहै,z 
 इसिलए यह संबंध िफर से ऊपर वाले से अनुसरण करता है
 इसिलए पांच और छह को पांच और छह से जोड़कर हम िनɻिलİखत Ůाɑ कर सकते हœ जो िक एक है जेड दो पूरे संयोग को इस z 
Ůकार महसूस िकया जा सकता है जेड दो उलटा के साथ एक उȋाद के ŝप मŐ महसूस िकया जा सकता है, 
इसिलए मœ जेड िलख रहा šं दो उलटा कुछ भी नही ंहै, लेिकन मœ बस यह िफर से एक नोटेशन एक से दो इसका मतलब है िक यह z z2
उलटा है
 इसिलए इसका बार Ůˑाव 5 कहता है िक इसे Ůȑेक कारक के िलए बार ले जाया जा सकता है जो ठीक है यह उलटा बार वाला z 2 
उȋाद है और यह मूल ŝप से हम इसे Ůाɑ करते हœ Ɛोिंक उपरोƅ Ůˑाव हम देखते हœ िक यह एक बार है िजसे से बार गुणा z z 
िकया जाता है  ʩुǿम मुझे िफर से दोहराता है िक
 इसिलए यह बार है अंत मŐ हमने जो िनʺषŊ िनकाला है वह है एक बार मŐ उलटा बार करने के िलए जैसा िक मœने उʟेख िकया है z z 
िक यह कुछ भी नही ंहै, लेिकन उलटा कारक हम इसे एक के ŝप मŐ दो बार के ŝप मŐ िलखते हœz 
 इसिलए Ůˑाव आठ शायद यह  यहाँ िसफŊ  एक िटɔणी है या एक िटɔणी है जब हम Ȫारा एक िलखते हœ, तो Ȫारा एक अंकन z z 
इसका मतलब है िक यह िसफŊ  उलटा ठीक है िफर से उलटा Ɛा है उलटा एक तȕ है जो तब होता है जब आप के साथ z z z z 
उȋाद लेते हœ तो यह देता है एक ठीक है तो इस िवशेष अथŊ मŐ हम इसे ʩुǿम के ŝप मŐ िलखते हœ ठीक है बस रȞ करने के िलए z z 
तािक आपको एक िमल जाए
 इसिलए यह िसफŊ  एक संकेत है िक Ȫारा इसका मतलब है िक यह उलटा है और एक और िटɔणी यहां है िक तो एक बार जब z z 
हमने ʩुǿम के बारे मŐ िटɔणी की, तो आइए हम देखŐ िक 1 से हम गुणा कर सकते हœ और बार से िवभािजत कर z ju  st z z 
सकते हœ तो आपको जो िमलता है वह है बार को से बार मŐ िवभािजत िकया जाता है,z z z 
 इसिलए हम जानते हœ िक यह कारक Ɛा है यह एक माइनस और एक वगŊ ɘस वगŊ है जहां है  एक ɘस आईबी Ȫारा िलखा ib b z 
गया है, तो हम Ɛा याद करते हœ जब हम ʩुǿम की गणना करते हœ तो हम समीकरण को हल करने का Ůयास करते हœ तािक z z 
ʩुǿम के िलए मान का पता लगाया जा सके, अब हम देखते हœ िक कारक बार का उपयोग करके हम गणना करने मŐ सƗम हœ z z 
ʩुǿम आसानी से केवल गुणा करके और बार से िवभािजत करके हम ʩुǿम की गणना करने मŐ सƗम हœ जो िक बटा वगŊz z a a 
ɘस वगŊ घटा b iba 
वगŊ वगŊ Ůˑाव आठ है यह सरल है जो का वाˑिवक भाग है िजसे इस Ůकार िलखा जा सकता है जेड ɘस जेड बार दो इसी तरह b z 
जेड के काʙिनक भाग को जेड माइनस जेड बार बाय टू के ŝप मŐ िलखा जा सकता है , यह केवल पįरभाषा है िक अगर हम जेड पर 
िवचार करŐ  तो यह जेड ɘस का वाˑिवक िहˣा है जो जेड का काʙिनक िहˣा है।
 और इसका संयुƵन माइनस टाइʈ इमेज का वाˑिवक भाग है  का Ůारंिभक भाग अब यह ˙ʼ है िक का वाˑिवक भागz i z z 

ɘस बार बटा टू के अलावा और कुछ नही ंहै और इसी तरह का काʙिनक भाग माइनस बार बटा टू है मœ एक साधारण z z z z z 
सम˟ा करता šँ जिटल संƥा ɘस इस समीकरण को संतुʼ करता है  यह एक ɘस आईबी ɘस सी ɘस आईडी का वगŊमूल x iy 
है, िफर िदखाएं िक ये संƥा जो िक वगŊ वगŊ है , पूरा वगŊ आपको एक वगŊ ɘस वगŊ बटा वगŊ बटा वगŊ देता है, तो xy x y b c d 
आप Ɛा देखते हœ िक जिटल मान लीिजए  संƥा जमा जो एक जोड़ के वगŊमूल के बराबर है और जमा आईडी से x iy ib c 
िवभािजत है तो हम इस संबंध को Ůाɑ करने मŐ सƗम हœ
 इसिलए हमŐ यह सािबत करने की आवʴकता है िक पįरभाषा के अनुसार कुछ का वगŊमूल है वगŊ है  ठीक है तो हम जानते z b z b 
हœ िक गुणा का Ɛा अथŊ है और यह के बराबर होना चािहए,z z b 
 इसिलए जब भी इस समीकरण को संतुʼ करता है तो हम इसे के बराबर के वगŊमूल के ŝप मŐ िलखते हœ,az z b 
 इसिलए दी गई धारणा से हमŐ जो िमलता है वह यह है  जोड़ है तो पूरा वगŊ जोड़ के बराबर होना चािहए सी ɘस आईडी से x i ib 
अब जिटल संƥा
 इसिलए यिद आप पहचान देखते हœ तो इसमŐ कोई जिटल मूʞ शािमल नही ंहै, अंत मŐ यह इस कारक के बराबर एक वाˑिवक संƥा है,
 इसिलए अब आपको याद है िक संपिȅ मŐ से एक है जब हम बार के साथ गुणा करते हœ  यह एक गैर- ऋणाȏक वाˑिवक संƥा देताz 
है ठीक है जो एक संकेत देता है िक शायद हम उस कारक से गुणा कर सकते हœ जो वाˑव मŐ इसका संयुƵन है
 इसिलए समान जिटल संƥा के िलए संयुƵन यहाँ हम कहते हœ िक हम बार से गुणा कर रहे हœ और िफर से िपछले गुण जब आप z z 
एक को बार मŐ लेते हœ तो एक बार को दो बार से गुणा करके िदया जाता है,z z z 
 इसिलए इस संबंध से आप देखŐगे िक तुरंत यह ɘस वगŊ घटा पूरे वगŊ से गुणा िकया जाता है और अब यह िकया जा x iy x iy 
सकता है साहचयŊ कानून तो आप बस यह िलख दŐ  िक इसका Ɛा अथŊ है यह ɘस गुणा ɘस है और आगे यहां घटा x iy x iy x 

गुणा घटा है हम उȋाद जानते हœ यह घटा ɘस है जो इसके सह से गुणा िकया जाता है वगŊ iy x iy x x i njugation x 
ɘस वगŊ देता हैy 
 इसिलए हमŐ वगŊ वगŊ पूरा वगŊ दाईं ओर िमलता है,x y 
 इसिलए यह मूल ŝप से बाईं ओर है
 इसिलए वही है िजसे हमने माना है और इसी तरह दािहने हाथ की ओर आपके पास ɘस पूरा वगŊ Ɛा है  एक ɘस lh x iy ibc 
ɘस आईडी है और हम इसके संगत संयुƵन को ले रहे हœ, हम जानते हœ िक एक बटा दो बार एक बार Ȫारा से बार मŐ z z z z 
िवभािजत िकया जाता है िजसका अथŊ है िक यह एक ऋण ऋण आईडी है और उȋाद यह एक वगŊ ɘस देता है  बी वगŊ और यह ibc 
सी वगŊ ɘस डी वगŊ है
 इसिलए दी गई धारणा से ये दोनो ंबराबर हœ
 इसिलए हमŐ आवʴक संबंध िमलता है तािक एƛ वगŊ ɘस वाई वगŊ पूरा वगŊ एक वगŊ जोड़ बी वगŊ सी वगŊ ɘस डी वगŊ का उपयोग कर 
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रहा हो  गुणन की संपिȅ कोई िनɻिलİखत सरल पहचान Ůाɑ कर सकता है अथाŊत् एक ɘस दो पूरे वगŊ मुझे सीधे सीधे िलखने दŐ  z z 
िक हमारे पास यह उȋाद Ɛा है यह एक ɘस दो उȋाद है िजसमŐ एक ɘस दो बटा है  िवतरण   िनयम एक को z z z z d z z
से गुणा िकया जाता है।
  जेड एक ɘस जेड दो वगŊ और उȋाद कʄूटेिटव है,
 इसिलए ये दो कारक बराबर हœ एक वगŊ दो बार ɗासz 
 इसिलए हम जो Ůाɑ करते हœ वह वाˑिवक रेखा वाˑिवक संƥाओ ंकी तरह होता है जब हम एक ɘस बी लेते हœ तो पूरे वगŊ को हमŐ 
एक वगŊ िमलता है ɘस टू एबी ɘस बी ˍायर एक ही फॉमूŊला कॉ̱ɘेƛ नंबर के िलए भी रखता है और
 इसिलए इसका मतलब है िक एक बार जब आप इस पįरणाम को देखते हœ तो आप कह सकते हœ िक अɊ पहचान सािबत करŐ  जैसे िक 
जेड वन ɘस जेड टू पूरा Ɛूब जेड एक Ɛूब ɘस तीन गुना जेड वन देता है।
  वगŊ गुणन दो तीन गुना एक दो वगŊ जोड़ दो घन और एक वगŊ घटा दो वगŊ को एक घटा दो एक जमा दोz z z z z z z z z z 
के ŝप मŐ िलखा जा सकता है,
 इसिलए हम अिनवायŊ ŝप से यह कहने की कोिशश कर रहे हœ िक आप कब कर रहे हœ  यह ऑपरेशन यह यह आवʴक नही ंहै िक 
आप पहले वाˑिवक भाग को जोड़ लŐ और िफर आप िजस काʙिनक भाग को जोड़ते हœ और िफर आप उȋाद लेते हœ, यह आवʴक 
नही ंहै,
 इसिलए यह मूल ŝप से जो भी पहचान देता है वह वाˑिवक संƥा Ůणाली के समान है जो हम कर सकते हœ  हमारे पेशेवर काम करने 
के िलए बीजगिणतीय संचालन कहते हœ एक सरल अɷास चलो एक दो दो जिटल संƥाएं हœ िफर िदखाएं िक एक को दो z z z z 
बार से गुणा िकया जाता है और िफर एक बार को इस तरह से संयोिजत करना एक वाˑिवक संƥा है अब आइए z 
हम यहां एक और सम˟ा करते हœ तीन सİʃŵ संƥाओ ंके साथ िदया जाता है यिद तीन सİʃŵ संƥाओ ंके योग और गुणनफल का 
योग वाˑिवक है तो िनɻिलİखत मŐ से कौन सा संभव है, िनɻिलİखत मŐ से कुछ के िलए संभव है, तीन टुपल जेड एक जेड दो की कुछ 
जोड़ी के िलए जिटल संƥाओ ंमŐ Ɛा है तो Ɛा  यहां हम तीन सİʃŵ संƥाओ ंपर िवचार कर रहे हœ, उनका योग और गुणनफल एक 
वाˑिवक संƥा देता है,
 इसिलए अब हमारा Ůʲ यह है िक िनɻिलİखत मŐ से कौन सा संभव है, पहले िवकʙो ंमŐ से ठीक एक  संƥाएँ अवाˑिवक हœ hree 
तीन संƥाओ ंमŐ से 
दो 
वाˑिवक तीसरी पसंद हœ सभी तीन संƥाएँ गैर वाˑिवक चौथी पसंद हœ सभी तीन संƥाएँ िवशुȠ ŝप से काʙिनक और गैर शूɊ हœ तो
आइए हम अपने Ůʲ को देखŐ हमŐ तीन जिटल संƥाएँ एक दो के साथ िदया गया है  तीन उनका योग वाˑिवक है और उनका z z z 
गुणनफल वाˑिवक संƥा है अब हम पहली पसंद को देखते हœ िक Ɛा यह संभव है िक तीन संƥाओ ंमŐ से एक वाˑिवक नही ंहै, Ɛा 
यह संभव है उȅर नही ंहै
 इसिलए संभव नही ंहैa 
 इसिलए यहाँ यह यहाँ है  कथन कहता है िक आप कम से कम एकता काʙिनक संƥा को शेष मानते हœ या वाˑिवक संƥा हो सकते 
हœ, िजसका अथŊ है िक जब भी हमारे पास 

के साथ एक सेट होता है जो वाˑिवक संƥा नही ंहै जो है जो z1 z1 
बार के बराबर नही ंहै िजसका अथŊ है िक यह एक जिटल संƥा है तािक  Ɛा काʙिनक भाग शूɊ नही ंहै ठीक है और शेष कहते हœ z 

िक दो मूल ŝप से इसे वाˑिवक संƥाओ ंके ŝप मŐ चुन सकते हœ , मुझे इसे और के ŝप मŐ कॉल करने दŐ , जहां और z a b a b 
वाˑिवक संƥाओ ंसे हœ तो तुरंत मुझे वह िदखाई देता है  टू ɘस Ūी जो आपके पास है वह िसफŊ  वन ɘसz one pl us z z z 
ए ɘस बी है िनिʮत ŝप से यह एक वाˑिवक संƥा नही ंहै इसका कारण है एक मŐ एक काʙिनक भाग होता है िजसे अɊ टमŊ Ȫाराz 
रȞ नही ंिकया जाता है तािक यह वैसा ही बना रहे  इसका मतलब है िक यह एक वाˑिवक संƥा नही ंहै,
 इसिलए ए की संभावना को खाįरज कर िदया गया है, आइए हम देखते हœ िक बी की संभावना तीन मŐ से दो संƥाएं वाˑिवक नही ंहœ ,
 इसिलए Ɛा हम जोड़े के दो सेट Ůदान कर सकते हœ जो कहते हœ िक वे जिटल संƥाएं एक साथ हœ  वाˑिवक संƥा हमारी दी गई शतŊ 
को पूरा करेगी ठीक है, तो हम देखते हœ िक हम जो मांग कर रहे हœ, वह है िक आप मुझे तीन जोड़ी दŐ ,
 इसिलए योग वाˑिवक होना चािहए, मœ िसफŊ  वही दोहरा रहा šं जो हमारी दी गई धारणा है ठीक है
 इसिलए हम एक िटŌ पल की तलाश कर रहे हœ जो संतुʼ हो  यह İ̾थित तो यहाँ हम Ɛा कर सकते हœ िक हम एक चुनाव कर सकते हœ एक
बार जब आपके पास हो तो हम को इसके संयुƵन के ŝप मŐ ले सकते हœ, िफर उनका योग एक वाˑिवक संƥा बन जाता हैz1 z2 
 इसिलए हम जी सकते हœ Ɛोिंक यह एक वाˑिवक संƥा है तो आप मूल ŝप से इसे पसंद करते हœ  लगता है यह संभव हैz3 
 इसिलए  िजसका अथŊ है िक मœ एक को िनिʮत उदाहरण के ŝप मŐ लेता šं, मœ दो लेता šं, इसका संयुƵन है और तीन हमŐ z z z 
केवल एक ही कहते हœ, तो मुझे पता है िक उनका योग वाˑिवक है और साथ मŐ तीन एक वाˑिवक संƥा आगे देता है जब आप z 
उȋाद ले रहे होते हœ बार मŐ बार हम जानते हœ िक यह एक गैर ऋणाȏक वाˑिवक संƥा है, िफर के साथ उȋाद िफर से z z z 3 
एक वाˑिवक संƥा है,
 इसिलए यह मूल ŝप से संतुʼ है हाँ यह संभव है
 इसिलए पसंद सभी तीन संƥाएँ गैर वाˑिवक हœ यह िफर से संभव है हाँ तो बस मूल ŝप से  जैसे मœ आपको जोड़ी का एक सेट देता c 
šं शायद आप जोड़ी के दूसरे सेट के साथ कोिशश कर सकते हœ जहां यह इस संबंध को संतुʼ करता है,
 इसिलए एक सेट िसफŊ  एक माइनस दो को िफर से वही संƥा और तीन पर िवचार करŐ  अब आप देखते हœ िक मœ बस जा रहा šं iz z 
हेरफेर
 इसिलए जब मœ इसे योग करता šं तो मुझे जो िमलता है वह यहां माइनस 2 है, तो मुझे जो करना है वह यह है िक जब मœ इसे जोड़ दंू तो 
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यह एक वाˑिवक संƥा होनी चािहए,
 इसिलए ˢाभािवक ŝप से मœ एक िवकʙ बनाता šं लेिकन िनिʮत ŝप से हमŐ इसे देखने की आवʴकता है  Ɛा उȋाद एक 2y 
वाˑिवक संƥा है जब आप समथŊक करते हœ  डƃ तो एक से दो हम देखते हœ िक यह िबʋुल वगŊ है तो वगŊ इसे कहते हœ z z z z 
एक वगŊ ɘस वगŊ जो िक माइनस वन और माइनस दो गुना है, तो आपको जो िमलता है वह माइनस दो है मœ अब आप जब आप उȋादi 
करते हœ  कहŐ िक आपको जो िमल रहा है वह एक वाˑिवक संƥा है तो आपके िलए ʩायाम Ɛा है Ɛा आप जोड़ी के दूसरे सेट को 
ढंूढते हœ जहां यह इस डी को िफर से संतुʼ करता है, मœ इसे एक अɷास के ŝप मŐ छोड़ देता šं लेिकन मœ उȅर िलखंूगा उȅर िफर से यह
िवकʙ नही ंहै  संभव है, लेिकन आप इसे करने का Ůयास करते हœ,
 इसिलए मुझे संƗेप मŐ बताएं िक हमने Ɛा िकया है Ɛा हमने एक जिटल संƥा का संयुƵन पेश िकया है और हमने कई गुणो ंका 
अȯयन िकया है, अब हम िजस पर चचाŊ करŐ गे वह एक जिटल संƥा का मापांक है,
 इसिलए पहले मुझे याद िदलाएं िक हम कैसे पįरभािषत करते हœ  वाˑिवक संƥा Ůणाली के िलए मापांक
 इसिलए वाˑिवक संƥाओ ंमŐ हम एक के मापांक को पįरभािषत करते हœ जैसे िक एक गैर ऋणाȏक ऋणाȏक है यिद कोई शूɊ से 
कम है तो ठीक है, हम इसे अिधकतम के ŝप मŐ भी िलख सकते हœ।
 
यह मापांक पįरभाषा संƥा देता है Ůʲ समान ŝप से हम जिटल संƥा Ůणाली के िलए कर सकते हœ,w 
 इसिलए एक बार जब हम पहली पįरभाषा या दूसरी पįरभाषा देखते हœ तो वे उस संबंध से संबंिधत होते हœ जो मूल ŝप से आप 0 के साथ 
एक संƥा की तुलना कर रहे हœ तो हम मूल ŝप से इस मॉǰूलस Ůʲ को पįरभािषत करते हœ Ɛा हम वाˑव मŐ हœ  एक कहना है िक 
जिटल संƥा Ůणाली मŐ संबंध से कम है उȅर नही ंहै तो मुझे बस एक ȕįरत िवचार है िक हमारे पास एक Ůकार का संबंध नही ंहो सकता
है जो वाˑिवक संƥा मŐ हमारे पास है जो िक संभव नही ंहो सकता है  जिटल संƥा Ůणाली
 इसिलए मœ िवˑार से नही ंिलख रहा šं, लेिकन मुझे बस कुछ मोटा िवचार देना चािहए ठीक है
 इसिलए पहले मुझे िलखने दŐ  िक इससे कम नही ंहै िजसका अथŊ है िक हम दो जिटल संƥाओ ंकी तुलना सी मŐ नही ंकर सकते हœ तो बस 
आह िवचार है अगर  मान लीिजए िक कोई संबंध ठीक से कम है तो मान लीिजए िक सी मŐ कोई संबंध है तो Ɛा होगा िकसी भी संƥा की
तुलना अɊ संƥा के साथ की जा सकती है उदाहरण के िलए इस मामले मŐ तो या तो हम तǽाल Ɛा समाɑ करते हœ  या तो शूɊ ly 
से कम है शूɊ से अिधक हैri 
 इसिलए एक बार हमारे पास यह िनिʮत ŝप से हमŐ मूल ŝप से इस िवशेष संबंध पर िवचार करने की आवʴकता नही ंहै, हम इसे या 
तो कहने के साथ शुŝ कर सकते हœ या वाˑव मŐ हम सीधे कह सकते हœ िक मœ वगŊ शूɊ से बड़ा होना चािहए  इसका कारण यह है िक 
जब भी आपके पास एक ऑडŊर įरलेशन होता है तो हम िदखा सकते हœ िक एक संƥा को अपने आप से गुणा करना गैर-ऋणाȏक होगा 
यिद कोई ऑडŊर įरलेशन है तो ठीक है, िजसका अथŊ है िक मœ वगŊ 0 से बड़ा होना चािहए लेिकन मœ वगŊ हम जानते हœ िक यह माइनस 1 है 
जो  0 से कम है, िजसका अथŊ है िक यह िवशेष संबंध आपको बताएगा िक माइनस 1 0 से बड़ा है, लेिकन हमारे पास यह है िक 
िवरोधाभास ठीक है,
 इसिलए हम जो सामना कर रहे हœ उसका सामना कर रहे हœ िक हम मापांक को हमेशा की तरह पįरभािषत करने मŐ सƗम नही ंहœ 
वाˑिवक रेखा लेिकन हम मूल ŝप से यह देखने की कोिशश कर सकते हœ िक यह भौितक ŝप से Ɛा दशाŊता है तो हम मॉǰूलस को 
एक अलग अथŊ मŐ जोड़ सकते हœ,
 इसिलए जब हम वाˑिवक रेखा ले रहे हœ तो यह एक सकाराȏक हो सकता है  ई नंबर शायद एक ऋणाȏक संƥा है, मॉड हमेशा 
शूɊ से दूरी का उʟेख करता है, ठीक उसी तरह जैसे अगर यह कहŐ िक आपके पास जो कुछ भी है यिद आपके पास ऋणाȏक संƥा 
है तो हमŐ माइनस बी कहŐ, िफर भी मूल ŝप से जो कहता है वह मॉड बी कहता है शूɊ और माइनस बी के बीच की दूरी ठीक है तो इस 
दूरी के साथ एक िवचार के ŝप मŐ हम एक जिटल संƥा के िलए एक मॉǰूलस के िलए सोचने की कोिशश कर सकते हœ तो जेड को 
ɘस आईबी होने दŐ , िफर िबंदु जेड को ɘस आईबी के बराबर मानŐ तो यहां मेरी लंबाई यहां है  बी है जो मूल ŝप से यहां इकाई है जो 
आईबी है और यहां लंबाई ए है और हमारे पास शूɊ है अब हम मॉड जेड को जोड़ने की कोिशश कर रहे हœ ठीक है
 इसिलए हम जेड के मॉǰूलस को पįरभािषत करना चाहते हœ 
िजसे पाइथागोरस Ůमेय Ȫारा इस नोटेशन Ȫारा दशाŊया गया है।
 पता है िक इसके िलए दूरी Ɛा है यह दूरी एक वगŊ ɘस बी वगŊ के वगŊमूल Ȫारा दी गई है,
 इसिलए यह समझ मŐ आता है िक अब हम मापांक को मूल से िबंदु तक की दूरी के ŝप मŐ पįरभािषत करने की कोिशश कर रहे हœ ,
 इसिलए मापांक िजसे वगŊ के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है की जड़  एक वगŊ ɘस बी वगŊ अब हम तुरंत देखते हœ िक यह हमेशा एक 
गैर ऋणाȏक संƥा है और एक और िबंदु है
 इसिलए यिद हम आर दो िवमान के साथ संबंध देखते हœ तो इस िबंदु पर हम जानते हœ िक यह एक अʙिवराम बी है और यह िबंदु हम 
जानते हœ  िक यह शूɊ अʙिवराम शूɊ है तो इन दो िबंदुओ ंके बीच की दूरी जो यूİƑिडयन दूरी Ȫारा दी गई है जो िक हमने जो िलखा है
उससे भी मेल खाता है,
 इसिलए हम जो कर रहे हœ 
वह आर दो िवमान के साथ हमारे संबंध के अनुŝप है  तो आइए हम सरल उदाहरण देखते हœ िक मान लीिजए िक एक ɘस है, तो z 
पįरभाषा के अनुसार मॉड वगŊ ɘस 1 वगŊ है,z 1 
 इसिलए आपको ŝट 2 िमलता है और यिद मान लŐ िक िसफŊ  एक वाˑिवक संƥा है तो आइए हम 5 कहŐ तो मॉड 0 बस है  फी वगŊ z 
िफर से हम जो जोड़ते हœ वह सकाराȏक संƥा है Ɛोिंक हम देखते हœ िक हम इसे एक दूरी के ŝप मŐ देख रहे हœ, जो िक फी है और 
यिद जेड कुछ िवशुȠ ŝप से ठीक है तो आइए हम िसफŊ  जेड के बराबर मानते हœ िक मॉड जेड एक वगŊ का वगŊमूल है तो ठीक है  इस 
सरल परीƗा के साथ  आइए हम मॉǰूलस फ़ंƕन के िलए कुछ गुणो ंको देखŐ , मुझे संƗेप मŐ बताएं िक हमने Ɛा िकया है हम एक 
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जिटल संƥा के संयुƵन का पįरचय देते हœ और हमने इसके गुणो ंका अȯयन िकया है अब हम एक जिटल संƥा के मापांक का पįरचय
देते हœ जो मूल से जिटल संƥा की दूरी को जोड़ता है ।
  आगे की संपिȅयो ंपर हम अगले ʩाƥान मŐ चचाŊ करŐ गे धɊवाद 
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