
 వర ठ సࠬకరހల߯ ࠮డవ మ࠾ࡍ ۨవࡍ సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షࣃ ڕ ߤछ గతం, ڒబܽद ఈ ܌ࡗ మనం మߖڜࡍऒ  
సమసङ లߘ పࡍషए ऒߕޔࠓంచࡍ ࠭ మ࠭࠲ ޜߖ޵ ࠾ࡍ వర ठ సࠬకరހల߯ ࠪ ࣊షڵ࠭ ߘ ߤంۧ࠭ ఇ޴ 
ࠪ ऴపశऒ  సంఖङ  16.
 ఇకए డ మనࡓ ڕంݡ వర ठ సࠬకరࡱހ ఉߕऒ .࠼

࣋ए छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0  छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ औ࡮సࠪనం ఆ ړ0   దܽ  x px r x qx r࠴ ܼࠊ 
వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए छ޳ ܼࠊ 2 ࠾ࡍమ 2 ࠾ࡍమ ࡱࡌ औ࡮ఆ ࡍవۨ ࡌ  అ޴ߝ మనం కھߘనవలࣄన 
ండవ వరࡓ ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए .ࡱࡌ
 
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ ࣋ए छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ఇవछ ߖసࠪనం అ ړ0  బݟనం޶న ࡱ࢑వ ఎంత అߖ మనం x px r r 
ऴ࢐యవ۪ऐ  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ܼࠊ  p ࡹܼࠊ 
ఆ࡮औ ए࣋ ࢑ߝఅ ܼࠊ 2 ࠾ࡍసࠪనం  2 మ ړ  छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ కएࡅ సࠪనం ړ0   పࢲࡍए మనం r ,ࡱࡌ x qx r 
ఆ࡮औ ప 2 ߘ ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ړ ޜܼࠊ 2  ऴ࢐యవ۪ऐ ޜܼࠊ 2 ݟంߘ 2 ߖ , అం݄ ఆ࡮औ సࠪనం q ړ ܼࠊ  r
ऒߕఉ ݡ࠮ తफం࠴ ڕబܽद మనڒ औ࡮ఆ ࠼  ంۨ pq rڵࡆఉప ߖܽ࢒ ࠾ࡍమ ࡱ߄సంబం ࡹܼࠊ 
మనం ఆ࡮औ ప 2 ߘ ऱ࣒ औ࡮ऴ࢐యగల࠭, ఆ ޜ ޜܼࠊ 2   ప ऱ࣒ ओߩఇ ܼࠊ 4  औ࡮బܽद ఆڒ సࠪనం ړ 2 ݡ  ప ऱ࣒  q q
ం.p޳ంڕࣆࡱޘ వ ఏࠫ݇ࡱ࢑ ݋ߠ फ࣋࢘ࣄޓ ݟంߘ సࠪనం ړ ܼࠊ r 
  ఈ సࠬకరణం అߩओ  న࣒ q p 2q p࠳ ܼࠊ ڕఅం݄ మన ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ న࣒࠳ 2 ܼࠊ 3 ڕమన ݡ
औ࡮బܽद ఆڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ3  p p q p ޜన࣒ 3࠳ న࣒ 2࠳ సࠪనం, అం݄ ڕܼࠊ న࣒࠳ 
ओߩఇ ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙ ޜ3 ߖ న࣒࠳ 2 ݟంߘ 2 ޴నݟంచబڵ࠙ औ࡮మనం ఆ ݡ ऒߕఉ ڵ࡯క ڴܼࠊ ߘ మߖ p q 
ऒߕڕࣆۯफࡏڷ సࠪనం, r 2p q ړ న࣒࠳ 2 ړ న࣒࠳ ݟంߘ 3 ࠑ 2 ޴ߝబܽद అڒ ,࠭ q p
అం݄ 2 ޳छ ఇకए ߖన࣒ అ࠳ ߖ న࣒࠳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ړ 2 ݟంߘ 9 ࡌ డ ۫ࣃफ బܽद ఈ pڒ ,࠭ q 2q p 
ऴపశऒ ఇకए ߖనం అ߄న సࠪࡕక సߧలठవ ఎంߕ ࡹ డ ۫ࣃफ ࠭, ఇకए డ మనڕ వర ठ సࠬకరణం ࣋ए छ  న࣒ 5 x࠳ ࡛

 ప ऱ࣒  3 ఈړछ झࡽ  ܿ 0 ఆ࡮औ  మړߖ޵ ܼࠊ ࠾ࡍ పࢲࡍए పओۮ ߖఅ ࡱࡌ బݟం޴.x 
 చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం అߩओ औ࡮మనం ఆ ݡ ఉనऒ ڵ࡯క ޜ  వర ठ సࠬకరߖހऒ  క࡯ߕھߘ మ࠾ࡍ b eta 

एࢲࡍప ߖ޳ औ࡮దట ఆ࠴ మనం ڴࡱࡌ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 5 ܼࠊ   beta by alpha 3  ܼࠊ ړࡹ 
औ࡮ఆ  ࡯ంۧߖగమ ߖసࠪనం అ ړ  మܼࠊ ࠾ࡍ అ࢑ߝ ఇߩओ छڒ ఈ ݡ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए  ,ࡱࡌ
ఇ޴ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࠑ ܼࠊ ࠾ࡍమ ܼࠊ ࠑ  छڒ ݦఉం ڵ࡯క ߘ ऴڡܽݞ ఈښछ షߖ޳ ߘ ߤ పࢲࡍए  ڴࡱࡌ
घࡍߖ ంచ࠴ ࠭࠲ ړߖݞదట ఆ࡮औ పऱ࣒ ܼࠊ ࠑ  औ࡮ఆ ࠑ ܼࠊ   ఏࠫ݇ ڕࣆࡱޘం޳ం .
పऱ࣒ ܼࠊ   औ࡮ఆ ܼࠊ  औ࡮ఆ ޜ  ࣋ए छ ࡛ మܼࠊ ࠾ࡍ ࣋ए छ औ࡮ఆ ߖ ࡛ औ࡮ఆ ڴంచڵ࠙ ޜܼࠊ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ܼࠊ 
࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࡽ݇ ܼࠊ  छ औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ ࡛ ओߩఇ ߖసࠪనమ ڕܼࠊ  औ࡮బܽद ఆڒ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  ࠑ 
పऱ࣒ ܼࠊ औ࡮ఆ ܼࠊ  औ࡮ఆ ޜ  ప ऱ࣒ औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ రऴసంޔతफం చ࠴  సࠪనం ڕܼࠊ  औ࡮ఆ ܼࠊ   ޜܼࠊ 
ओߩఇ ޙݟంచబڵ࠙ औ࡮ఆ ݡ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ܼࠊ  ङޑऴప ߘవలࡱ࢑ ܼࠊ  ࠪऒ యం ࣄۯనߩओ  మనం ݡ
߰ం࠭ޑ޶ ఇ࠳ 25 ޴న࣒ 6 ࣋ڵ࠙ ޜ3 ߖफ 19࣋ڵ࠙ ޜ3 ߖफ మ࠾ࡍ గమߖంచడం ࣆలభం  ఆ࡮औ  ܼࠊ ࠑ ܼࠊ 
औ࡮ఆ ࠑ औ࡮బܽद ఆڒ సࠪనం ړ1  छ޳ ܼࠊ  औ࡮ఆ ࡌ  మ࠾ࡍ ఆ࡮औ छ޳  ఉనऒ ڵ࡯క ߘܼࠊ ࡌ छڒ  ऴڡܽݞ 
సࠬకరణం ࣋ए छ ప  3 ࠑ న࣒ 19࠳ ࡛ ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ 1  ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ݡ  సࠪనం x x ړफ 0࣋ށڷ ޜ3 
ए࣋ ࠭࠲ छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ फࣃۯ సమం ړ0 ߖ 3  ࠭.3x 19x 
బܽद ఇకएڒ  డ ࠴దܽ ఎంߧక సࡕన޴ మ࠾ࡍ పࣿࡎ సࠬకరހలࡹ ఏ࠴ ޵దܽ సࠬకరణం ࡅకए  ࡗ܋ ߤߕ 
࣋ए ఇకए ࡱకߧఎం ݡ࠮ న ఆ޶నంڵ࡯మనం ۫డగ ߖదڒ ࡱ܉ށڷ ࡛࡮ డ సࡕన࢓ڒ ࢑ మ࠾ࡍ  ఆ࡮औ  p 
మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంڒ ࡗ܋ ߤߕ ݡం߭ऱڡझ  సంఖङ ङږ ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ0 ޙ࠼అ ࡱ ࠗ పऱ࣒ p p q ړ న࣒࠳ 
సࠪనం ޶ڒ అం݄ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ܼࠊ  ङږ  ࠗ పऱ࣒ ङږ ܼࠊ  ࠗ సࠪనం అࡓ ߝం࢐ ݡసफవp 
సంఖङ ओߩఅ ڕ  ࡯ݞఉం ࡱ ఒక వర ࠭࠲ ݡ ठ సࠬకరߖހऒ  కھߘంܼ࠭, ߖ޵ పࢲࡍए औ࡮ఆ ࡱࡌ  q ܼࠊ ࠑ 
మ޳ ܼࠊ ࠾ࡍछ औ࡮ఆ ࡌ औ࡮ఆ ,࠼ఉంܼ ڴ छ޳  औ࡮ఆ ࡌ  మ࠾ࡍ 
ఆ࡮औ छ޳  ఉనऒ ڵ࡯క ߘܼࠊ ࡌ  వర ठ సࠬకరణం ࣋ए छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛ औ࡮ఆ ࠑ ܼࠊ ࠾ࡍమ ܼࠊ ࠑ  छ޳  x x ࡌ
ఉంܿం޴.
 ప ऱ࣒   ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࠑ ܼࠊ ࠑ ܼࠊ   1 అం݄ 0 సࠪనం ڒబܽद అܿవంܽ సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యړߖݞ మనం s 
ఆ࡮औ పऱ࣒ ܼࠊ ࠑ  औ࡮ఆ ࠑ ܼࠊ   అం݄ ఏࠫ݇ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఆ࡮औ పऱ࣒ ܼࠊ ࠑ  औ࡮ఆ ࠑ ܼࠊ   ఆ࡮औ
࣋ए छ .సࠪనం ړ ࡛
 ప ऱ࣒ ऒߖࣃరऴޔచ ܼࠊ   ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߖߖ޵ బܽदڒ ݟంచంڵ࠙ ޜܼࠊ   ప ऱ࣒ ए࣋ ࡽ݇ ܼࠊ  छ औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ ࡛  
औ࡮ంۨ ఆ܊࢑భ ޜܼࠊ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ܼࠊ  బܽद వరڒ  ठ సࠬకరߖހऒ  సओ షदంڴ ऴ࢐యړߖݞ ఆ࡮औ  ܼࠊ 
औ࡮ఆ ࡹܼࠊ  ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవړߖݞ మనం ࠭࠲ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ఈ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ङږ తफం࠴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ߘ ࠗ  
ङږ ࠗ పऱ࣒ ङږ ܼࠊ   ప ऱ࣒  3 ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߘܼࠊ   ప ऱ࣒ औ࡮ంۧ࠭, ఆށగ ڴܼࠊ  ङږ   ప ऱ࣒ ङږ ܼࠊ   ߘవࡱ࢑ ࠗ
फࣃ޴అం ࠭࠲ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ फࣃ޴అం ݞږ ߘవࡱ࢑ ܼࠊ  ఇకए ڕబܽद మనڒ ࠭ డ ࠳న࣒ ߧ 
ఉంܿంږ ޴ङ औ࡮న࣒ 3 ఆ࠳ ࠗ औ࡮ఆ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړࡹ ޜܼࠊ  ప  ܼࠊ  ऱ࣒ q p pq q ޜ ޜ  3p
औ࡮బܽद ఆڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ పऱ࣒ ܼࠊ ޜܼࠊ  औ࡮ఆ ޜܼࠊ   ࣋ए छ ङږ ړన࣒ 2࠳ ࡛ ࠗ పऱ࣒ p p q 3 p ޜ 
ओߩఇ ݟంచబڵ࠙ ޜ ఈ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ 3 ݡ మనం wh  ole p cube plus q ݡ p
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ऒߖ޵  సరࢁకృతం ࣋ۯफ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 2 ߖ  ప ऱ࣒ ङږ ޴फ ఇ࣋ڵ࠙ ޜ  ङږ న࣒ 2࠳ ࠗ ࠗ 3pq 2pq q pq q p q p 
 ప ऱ࣒ తపओ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ   మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఆ࡮औ  కڵ࡯ ఉనऒ  వర ठ సࠬకరణం ܼࠊ మ޳ ܼࠊ ࠾ࡍछ q ࡌ
ఆ࡮औ छ޳  एࢲࡍప ߖ޳ ࡌ ए࣋ ࡱࡌ छ ङږ న࣒࠳ ࡛ ङږ న࣒ 2࠳ ࠗ ࠗ పऱ࣒ ప  ޜ  ऱ࣒ x p q p q ڴ1  x 
࢑భ܊ంచబݟనߩओ ओߩసࠪనం ఇ ړ0 ݡ ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ݡ ङږ  ࠗ పऱ࣒ ङږ फ࣋ށڷ ޜ  ࠗ పऱ࣒ p q ߖ  p q 
߰ం࠭ޑ޶ ࣋ए छ ङږ న࣒࠳ ࡛ ङږ  న࣒࠳ ࠗ ప  ړࡹ ࠗ ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  బܽद x p 2ڒ సࠪనం ړ x p q 
ఇకए డ ࡓండవ ఎంߧక సࡕన޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ݡ࠮ ఎంߧకڒ ࡱछ ऴڡܽݞ సࠬకరހలߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼, ఇ࢑ 
ఎంߧకࡹ ఇవछ బݟన వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  ࣋ए  బܽदڒ ݡంࡓ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘల܉ށڷ ࡛࡮
ఈ ऴపశऒ వర ڕబܽद మనڒ ࢓ڒ న࢑ࡕస అ࢑ ࡹ ठ సࠬకరణం ࣋ए छ న࣒ 2 ఇవछ࠳ న࣒࠳ ࡛ బݟం0 ޴ మ࠾ࡍ x 6x 
औ࡮ఆ ݋ࡶ  మܼࠊ ࠾ࡍ ఇవछ బݟన వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए औ࡮ఆ ڴࡱࡌ కం݄ ఖۨऐ ܼࠊ  తంڴ ߭దभ޴ 
అޙ࠼ అ޴ߝ ఆ࡮औ ऒߖన అ࠳సࠪన ޳ࡶ సࠪనం, 1 కం݄ ߭దभ ڕܼࠊ న࣒࠳ పవ࡛ ڕ  సహజ a  n n 
సంఖङ ల ڝసం పవ࡛ ړ సࠪనం, అߩओ फޑ࠴ న࣒ 2࠳ మనం 18 ݡ ऒߖ వ nࡱ࢑ फ ఎంత࣋ڵ࠙ ޜ9 2  a 8 a 
ఉంܿంڕࣆࡱޘ ޾ం޳ం.
 ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ న࣒ 2࠳ న࣒ 6࠳ ࡛  పࢲࡍए औ࡮బܽद మనం ఆڒ ࡱࡌ  ࣋ए छ  న࣒ 6 x x࠳ ࡛
ఆ࡮औ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ 2 సࠪనం 0 అ࠳   మܼࠊ ࠾ࡍ ࣋ए छ  ߖసࠪనం అ ړ న࣒ 2 0࠳ ܼࠊ న࣒ 6࠳ ࡛
ఇߩओ ऒޒమనం ऴపయ ݡ भ޳ ం 8 ࠳న࣒ 2 ޑ࠴फ ऒߖ ऒߖݞంచڵ࠙ ۯ 2   n a 8 a 9 ߖߖ޳ ߘߝ ړߖݞవڝࣆࡱޘ 
ఇకए డ ऴࣃ࢐फ औ࡮ఆ ޴నݟంచబڵ࠙ ߘ  న࣒ a 10 minus 2 a 8 whole by 2 a 9 by࠳ సࠪనం 10 ڕ
.పవ࡛ 10 ݟంߘ ܼࠊ
औ࡮న࣒  2 ఆ࠳  పవ࡛ 8 ప ݟంߘ  ऱ࣒ औ࡮ఆ 2 ڕపవ࡛ 8 వర ݟంߘ ܼࠊ 2   ݟంߘ ܼࠊ న࣒ 2࠳ పవ࡛ 9 ݟంߘ 
పవ࡛ 9 వరڵ࠙ ڕంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం వङ ڔ फకరణ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ڕ औ࡮ఆ ړసࠪనం పవ࡛ 8 ڕ  ࣋ए छ ࡛ 
ए࣋ ܼࠊ ߖపవ࡛ 8  ڕవర ܼࠊ న࣒࠳ న࣒ 2࠳ छ औ࡮ఆ 2 ڕమన ࡹఆ߯ ࣔరం ړࡹన࣒ 2࠳ ࡛  పవ࡛ 9 ݟంߘ 
ओߩఇ 9  ޴పవ࡛ ఉంܿం ڕܼࠊ న࣒࠳ ఇకए ݟంచంߖగమ ݡ డ మనڕ ఆ࡮औ  ࣋ए छ औ࡮న࣒ 6 ఆ࠳ ࡛  న࣒ 2࠳ 
అం݄ 0 ړ సࠪనం ڒబܽद ఆ࡮औ  ࣋ए छ औ࡮న࣒ 2 6 ఆ࠳ ࡛  ڕమన ݟంߘ ండవ సࠬకరణంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ
ए࣋ ܼࠊ छ ओߩఇ ܼࠊ న࣒ 2 సࠪనం 6࠳ ࡛ औ࡮మనం ఆ ݡ ङޑऴప ߘ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭  ఈ వङ ڔ फకరణࡹ ࣋ए छ ࡛ 
औ࡮ఆ 6 ߖ న࣒ 2࠳ ए࣋ ܼࠊ ࠾ࡍమ ڴ छ औ࡮ఆ 6 ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ڴܼࠊ 6 ߖన࣒ 2࠳ ࡛  
छ޳ 2 ݟంߘ పవ࡛ 9 ݟంߘ ܼࠊ న࣒ 6࠳ పవ࡛ 9 ݟంߘ औ࡮ఆ ࡌ छ޳ 2 ڕ  ܼࠊ న࣒࠳ ంۨ పవ࡛ 9܊࢑భ ࡌ
छ޳ 2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ڕపవ࡛ 9 వర ݟంߘ  కߧఎం ڕబܽद మనڒ సࠪనం, అం݄ 3 ړన 6ݟంచబڵ࠙ ࡌ
3 సࡕన޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన అߖऒ  ఎంߧకࡱ సࡕన࢓ڒ ࢑, ఇ޴ ࠪ ऴపశऒ  సంఖङ  20.
 ఈ ऴపశऒ ऴపశऒ ݡంࡓ ڕమన ڴథࠫకంߦऴ ࡹ ऴపశऒ ࡱ  మ࠾ࡍ ऴపశऒ  ఉంܼ࠼.a b 
पࡌߪ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद మڒ  ంڴࡱڒ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణంp q 
కएࡅ  పࢲࡍए ए࣋ ࡱࡌ छ औ࡮సࠪనం, ఆ ړన࣒ 1 0࠳ న࣒࠳ ࡛ ओߩనڒ సࠪనం ڕܼࠊ  औ࡮ఆ ݡ  x x anbp 
పవ࡛ ܿߦ ޜܼࠊ ڕ పవ࡛ ܼࠊ ڕ కం݄ ߭దभ అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࠭࠲ ޳ࡶ ऴపశऒ  n q n q n ࢘޴చ ߘ
࠭ంߕࣆ ޶ऒ బదम సంఖङޔࣜ ޴ߝఅ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ కएࡅ 5 , ޙ࠼అ ࡱ  ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం 0ړ ab b 
సࠪనం అޙ࠼ మࡓ ࠾ࡍంړ0 ݢ సࠪనం.a b 
 మన ࠴దܽ ऴపశऒ   ఇ޴ ऴపశऒ  అం݄ మనం 12 ࡱ࢑వߘ కڝߘए  a ߖబܽद మనం 12 అం݄ ఏࠫܽ అڒ ࡯࢐
ऴࣃ࢐फ ࠭ ఇ޴ ऴపశऒ औ࡮ఆ ړ  పవ࡛ 12 ప ݟంߘ  ऱ࣒  aa 12 p q p ߖఅ ߖߖ޳  సࠪనం ړ పవ࡛ 12 ݟంߘ ܼࠊ 
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ړ  పవ࡛ ݟంߘ   ࣋ए छ ప ړ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ  छ औ࡮ఆ ݟయంࡌ ړࡹ ࡛  మ10 ࠾ࡍ q 10
गࡏޔచ ߝఅ ܼࠊ జ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए ए࣋ ࡱࡌ छ  బܽद x xڒ సࠪనం ړన࣒ 1 అం݄ 0࠳ న࣒࠳ ࡛
ఆ࡮औ  ࣋ए छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛ औ࡮సࠪనం, అం݄ ఆ ړన࣒ 1 0࠳   ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 
అ࢑޻ధంܼޓ ڴ ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړన࣒ 1 0࠳ ܼࠊ న࣒࠳ ࡛ छ పऱ࣒ ܼࠊ ࡛  ,సࠪనం ړ1 
ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  ࣋ए छ औ࡮ఆ ߖ ࡛  ప ऱ࣒ ࡎభ ڴ  फ ۯ फ࣎ ం޴ మ࠾ࡍ  ఈ ఎڡझ  ऴ߭ࣅझ ए࣋ ܼࠊ ࡹ छ పऱ࣒ ܼࠊ ࡛ 1 ڕమన ڴ  1
12 సࠪనం ఆ࡮औ औ࡮ఆ ړ పవ࡛ 10 ڕ  ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ పవ࡛ 10 ړܼࠊ   p q.޴फంࣆవ ړ1 
 మ࠾ࡍ ఇړࡹ ޴ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ړ పవ࡛  ప ړ ऱ࣒ औ࡮ఆ ړ  సࠪనం పऱ࣒ ړ పవ࡛ ړ p ړ పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ  11 p 10 q 11 
 ప ऱ࣒ ऒߖ޵ మనం ߧ࡯క ߘలڴ࠙ ݡంࡓ పవ࡛ 10 ఈ ړܼࠊ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ   మ࠾ࡍ ఈ q a11
ऒߖڴ࠙  మ࠾ࡍ ఈ ࠙ߖڴऒ  కߧ࡯ మనం ߖ޵ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖబܽद సࠪనం అڒ సࠪనం ړ18  .a 12 
  ఒక 11 ప ऱ࣒ బܽद ऴపశऒڒ ړ18  ओߩఇ ,࢓ڒ న࢑ࡕస ࡱకߧన ఎం࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ޴నࡕక 2 సߧఒక ఎం ࡹ  మనం b ݡ
ऴపశऒ వ ڕ ऐۧ ఇకए ,ޙ࠼బܽद అڒ ࠭ డ మన వదभ ఉనऒ   ప ऱ࣒  a4 28 p q.࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߖవ ఎంత అࡱ࢑ 2 

అړ28 ޴ߝ సࠪనం  a 4 
, ऴపశऒ కएࡅ   పࢲࡍए రంࡹ అ޻ పదमڜ ࡹޒనޙڵࣃ, మన4 ڕ వࣆफం޴, ఇ3 ޴ ప ऱ࣒  కం݄a a 2޶సࠪనం, ఎం ړ 

అ޴ߝ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ڕ ప 4 ڕ ऱ࣒ औ࡮ఆ ߖߖ޵ ࠭࠲ ऱࢁమ ࠾ࡍసࠪనం  పవ࡛ 4 మ ڕܼࠊ   a 4 t t q p 
࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴࣃ࢐फ औ࡮ఆ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,࠭  ప ऱ࣒ ङޑऴప ڴ 1  ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ  
ఇకए డ ܼࠊ ߖ ࠭࠲ ࣋ए छ ࡛ మܼࠊ ࠾ࡍ ࣋ए छ फࣃऴ࢐ ࡹ ࡛ పऱ࣒ ܼࠊ ࠭࠲ ,࠭ ङޑऴప ڴ  ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ q 1
औ࡮ఆ ࡏࠬ బܽदڒ ङږ  ࠗ పऱ࣒  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ ܼࠊ  ࠗ పऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ  బܽद ఈ p p q qڒ ࡏޑ޶ం߰ ߖ ࡛
फࣃऴ࢐ ߖఅ ߖߖ޳ ࠭࠲ ऱࢁమ ݟంߘ ంܽݟంࡓ ࠭ మ࠾ࡍ  ఈ ࡓంݟంܽ ߘంݟ మనం ڴ ߖߖ޳ ऴࣃ࢐फ ࠭ a3 a2 
ऒߖన࣒ 2 అ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ఒక ߕ޼ఏ ړߖ܉ߖ  సహజ సంఖङ లڕ కం݄ ߭దभړ2 ޳ࡶ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ n 
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 ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐߖబܽद మనం గమڒ సࠪనం ړ    ఇకए డ మࢁऱ 2 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ సࠪనం a0 p q ړ  a 4 a 1 a 0 
ऱ 1 పࢁమ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  సࠪనం.a 0 a 1 a ړ0 
.a 1 plus 2 a 0 3 ڕమన ڕబܽद ۨవరڒ 
 గమߖక  అ޴ߝ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ఈకछ  ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړܼࠊ  औ࡮ఆ ړ ࡽ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   a 1 b q 4 3 p 3 q 2 

 ప ऱ࣒  2 మ࠾ࡍ ఇړ28 ݞږ ޴ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇకए డ ߘం4 ړ28 ݟ ఇవछ బޔݡం޴ ఇߩओ  మనం p q p ݡ
 ప ऱ࣒  2 అం݄ ఏࠫ݇ ڕࣆࡱޘం޳ం, ࠭ంڴ޶ ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫ݇ ڕࣆࡱޘం޳ం మన వర ठ q 
సࠬకరణం ࣋ए छ కएࡅ ర సࠬకరణంڒࣃరऴޔబܽद ఈ చڒ సࠪనం ړ న࣒ 1 0࠳ న࣒࠳ ࡛  పࢲࡍए  x x ࡱࡌ
1 ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం 5 ڵ࠙ ޜ2 ߖంచం߄ࣃ ,ݟరణత ࡹڝओ औ࡮ఆ ݞంڕ  1 ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం 5 ړ సࠪనంڴ 
ఉండߖవछ ంݟ మࡅ 5 ܼࠊ ࠾ࡍకए న࣒ వర࠳ 1  ठߖ࡮࠮ऒ .ݟంచంڵ࠙ ޜ2 
 ࠭࠲ 

ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ 3   2  ప ऱ࣒  2 సࠬకరణంࡹ ఆ࡮औ  మࡱ࢑ ܼࠊ ࠾ࡍవలߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం 3 p q p q 
फࣃۯ ࠭ 28 ఈ సࠬకరణం మ࠾ࡍ లࣆ ࡹషदంڴ ఉందߖ గమߖంచంݟ, ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  మܼࠊ ࠾ࡍ p q 
ࡎభ ߘవలࡱ࢑ फ ࣄۯన తࡌछ త మనڕ ఇ޴ వࣆफం1 ߖ  ޴ ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం2 ړ5 ڴ ప ऱ࣒ న࣒3p 3q࠳ 1 ڴంచڵ࠙ ޜ 
వర ठ࠮లం 52 ړ ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒ ऒߖ޵ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ28 2   సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ పऱ࣒  ࠭࠲ ࡌ  p q 3p 3p 
వర ߖ ठ࠮లం  ప ऱ࣒ వర ݡ࠮  ࠭ޑ޶ం߰ ڴ న࣒࠳ ݡ࠮  ठ࠮లం ఐ޶ పऱ࣒ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒ 5 ڷࡱߕ  q q p q 
అړ56 ޴ߝ సࠪనం, ఇߩओ బదम సంఖङޔࣜ ࠾ࡍమనం మ ݡ ఒక ప ޙ࠼అ ࡱ ऱ࣒  వర ठ࠮లం 5 0ړ a b b 
సࠪనం అޙ࠼ అړ ޴ߝ సࠪనం అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  ఉపࣃڵࡆफ a b ړన࣒ 3 అం݄ 0࠳ బܽद 3ڒ ݟంߘ 0  ࠭ p q 
సࠪనం అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ߖబంధనల ߘంݟ  ప ऱ࣒ ఇకए ݞږ ߖసࠪనం అ ړ 7  డ sp q 7p q 56 
߰ం࠭ޑ޶, ఇ޴  ప ऱ࣒  p q 8 ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ 
మ࠾ࡍ అం݄ ړ సࠪనం ڒబܽद మనڕ అం݄ సࠪనం 4ړ సࠪనం ڒబܽद  ప ऱ࣒  2 అ4 ޴ߝ ప ऱ࣒  p q p q q p q 

 ఈకछ పओۮ మనం ߖఅ  ړ ࡽ గలం.8 12
బܽद ఇకएڒ  డ ऴపశऒ ఈ ऴపశऒ ޴నࡕక సߧలठవ ఎంߕ ࡹ న࣒ b x x࠳ ߩర సࠬకరణం చదరڒࣃరऴޔచ ڕమన ࡹ
औ࡮ఆ ࠾ࡍన࣒ 1 సࠪనం 0 మ࠳ छڒ ఈ ܼࠊ ࠾ࡍమ  ݟయܑయం࡯ޘ ߘ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࡅకए  
పࢲࡍए औ࡮ఆ ,ࡱࡌ కం݄ ఖۨऐ ܼࠊ  తంڴ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴.
ऒߖఅ ࠾ࡍమ ړ1   पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒  ఇߤ పऱ࣒  bnb a n 2 ޳ࡶ ޴కం݄ ߭దभ ݟంచంޒమߘఅ ߖ1 
సࠪనం, ఆ߯ మనం అߖऒ  సࡕన࢑ ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవړߖݞ ࠭ం޶ ఇకए డ ఇۨऐ న ڷࡱߕ ఎంߧకలࡹ ఏ޴ 
సࡕన޾ క࡯ߕھߘ.
 ఎంߧక࠴ ࡱదట ఆ࡮औ  అం݄ ఏࠫܽ మܼࠊ ࠾ࡍ ఓ అం݄ ఏࠫܽ అߖ గ޳ށभ ం ڒछ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ur x 
చదర࠳ ߩన࣒ ࠳న࣒ 1 0ړ సࠪనం ڒబܽद ఈ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए ప 1 ࡱࡌ ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం 5 x 
औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ2 ߖ కం݄ ఖۨऐ ܼࠊ  తంڴ ߭దभదڕࠪ ߖ అం޴ంۨనం޶న మనం ऴ࢐యవ۪ऐ  
ఆ࡮औ కएࡅ 5   1 ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం 2ڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ మࡅ 5 ܼࠊ ࠾ࡍకए న࣒ వర࠳ 1  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 

छ޳  న࣒  ప࠳ ޴ߝఅ ޳ࡶ ޳ఉం ڕమన ޳ࡶ ޳నࡕక  సߧఎం ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ ऱ࣒  ప ऱ࣒ సࠪనం 2 ړ  2 bn 1 1
అߖऒ ంܽڔ ߭దभړ 2 ޳ࡶ ޴ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 అ޴ߝ ఆ࡮औ  పవ࡛ n ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ڕ
औ࡮ఆ ߖ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ फ ప࣋ڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳  ऱ࣒  1 ఆ࡮औ  n ڕࠪ ߖసࠪనమ ޜ
పవ࡛  ప ࣆࡱޘ ऱ࣒ పవ࡛  ప ݟంߘ ܼࠊ న࣒࠳ 1  ऱ࣒ औ࡮ఆ ݟంߘ 1   బܽद n nڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳ 

అ޴ߝ ఆ࡮औ ం݄ bn n 1ڕࣆޓ ړ ߤమڒ  న࣒࠳ పవ࡛ ߘ
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ࠳న࣒ ڕࣆޓ ߖܼࠊంܼ࠭  పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ߄ࣃరణం n 
మ࠾ࡍ ఆ߯ మనࡹ ܼࠊ ڕపల ఉంܿం޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 మ࠾ࡍ ࣔరంࡹ ఆ࡮औ  బܽदڒ ޴ఉం ܼࠊ న࣒࠳ 
ఇకए డ ఆ࡮औ ऒߕఉ ܼࠊ న࣒࠳  औ࡮బܽद ఆڒ ࠼ औ࡮ఆ ܼࠊ న࣒࠳  కएࡅ 5 ܼࠊ న࣒࠳   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం,
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ పࢲࡍए .ࣆࡱޘ ڕమన ݞږ ߖఅ ࡱࡌ
 చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠳న࣒ 1 0ړ సࠪనం ڒబܽद ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ ఆ࡮औ  న࣒ x x࠳ 
औ࡮బܽद మనం ఆڒ సࠪనం ړ0 1  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ2   అܼࠊ ڼ࡮ ࣋ए छ ࡛ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ܼࠊ న࣒࠳ ए࣋ ܼࠊ ,సࠪనం ړ0  छ ࡛ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ 1  .సࠪనం ړ2 
 ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  అం݄ ఏࠫܽ మܼࠊ ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫ݇ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 అం݄ 
ఏࠫ݇ సओ షदంڝࣆࡱޘ ڴవ۪ऐ औ࡮బܽद ఆڒ   ప ऱ࣒   అ޴ߝ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ߖ   సࠪనం ړ ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒ 2 ޜ  1 5 2 2
ప  ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳  సࠪనం ړ ݋ࡐ ࡛ కएࡅ  మనం ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  5 2 5
వర ठߖ࡮࠮ऒ ప 5 ڕం݄ మనڕࣆޓ  ऱ࣒ కएࡅ 1   వర ठ࠮లం 2ڵ࠙ ۯంచబޔݡంڒ ޴బܽद ऴߦథࠫకంڴ ఆ࡮औ  
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 వࡌठ औ࡮సࠪనం  ఆ ړߖ పङࡐࣃ  తࡅ 5 ړࡹకए  ݋ࡐ 

పऱ࣒ ܼࠊ  2 అࡅ 5 ޴ߝకए న࣒ వర࠳ 1  ठߖ࡮࠮ऒ  2 ప ऱ࣒  y ޜ2 
న࣒ వర࠳ फ 5࣋ڵ࠙ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࡅ 5 ޴కए  వర ठߖ࡮࠮ऒ  5 ޴బܽद ఇڒ फ సࠪనం࣋ڵ࠙ ޜ2 
కएࡅ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 5 ࠳న࣒ 1 వర ठ࠮లం࢑ ڴభ܊ంచబݟం2 ޴ అం݄ 5 ࡅకए న࣒ వర࠳  ठߖ࡮࠮ऒ  
రऐࠪ ړࡹܼࠊ డం ڒబܽद ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߖ1  రऐࠪ ړࡹ డం 5 ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ 
ए࣋ ܼࠊ छ ࡛ ప ऱ࣒  1 అ࠳ ޴ߝన࣒ ࣋ए छ రऐࠪ ړࡹܼࠊ ړࡹܼࠊ ,సࠪనం ړ5 ݋ࡐ ࡛ డం మనڕ ఆ࡮औ  పవ࡛ n 
సࠪనం   వర ړ న࣒࠳ ठ࠮లం ߘంړ ݟ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ వర ݟంߘ  న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ  ठ࠮లం ߘం1 ݟ 5 n 1 5 
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నࣄ࡯ޘ ڕంచడం మన܊࢑భ ڴܼࠊ ߖ ऱܿڴ ఆ࡮औ వర 5 ܼࠊ న࣒࠳  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అߖߖ޳ ࠭࠲ ߖ 
ఇకए డ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ ࠭ పవ࡛  ప ړ సࠪనం  పవ࡛ ڕ ऱ࣒ బܽद మనం ఇకएڒ ܼࠊ  డ n n 
߰ంڒ ࠭޳బܽद అ޴ߝ ఆ࡮औ పవ࡛  ప ڕ ऱ࣒ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ2 ޳ࡶ ޴కం݄ ߭దभ ړ పవ࡛ ܼࠊ  bn n n ݡ n 
ఇకए డ మనం సࠪనం అݞږ ߖ గమߖంచవ۪ऐ .b 1 
  1 మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ పओۮ ߖఅ 2 ߤబܽद మనం ఆపलڒ సࠪనం ړ1 ܼࠊ  వ۪ऐ  సࡍ ఇߩओ  ߖక 3ߧమనం ఎం ݡ
తࣃۯ ڥߖफ ࠭ .
 అనంత࠳న ऴށࢩ సమघ షڵ࠙ ޜ ߖ ߤంۨ శړ फړ ऴࣄ࢐, అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ࣊݋ ߯   కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ bn 10 n n 1
సࠪనం నࣆݡफం޴, 
ఇߩओ మనం ఇపओ ݡ న వङ޴ం߰ ښܽ ڔ फకరణߘ ఉపڵࡆంۨ 

అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  శړ फړ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ړ పవ࡛ ޜܼࠊ  ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ bn n n 10 ړ పవ࡛ ݡ n
అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ ఆ࡮औ फޑ࠴  ऒߖ  పవ࡛ ڵ࠙ ۯ 10 ړంచబݟం޴ మޑ࠴ ܼࠊ ࠾ࡍफ ऒߖ  పవ࡛ ޜ10 ړ n n 
.޴ంޔݡంచబڵ࠙
  పవ࡛ ࡓంݢ కࣃࡱफ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ࠼  ࢑భ܊ంచగల࠭ ڒబܽद ڣࡔ ߖߖ޳ ࠭࠲గށత ޑ࠴फ  ఈ n ߖఅ ࡱ
࢑ధంڴ ऴࣃ࢐फ ࠭ 
औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ छ޳ 10 ߘ औ࡮న࣒ ఆ࠳ న 1ݟంచబڵ࠙ ࡌ  10 ܼࠊ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ۯ 10 ߘ
छ޳ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ10 ܼࠊ న࣒࠳ న 1ݟంచబڵ࠙ ࡌ औ࡮మనం ఆ ݡ औ࡮న࣒ ఆ࠳ 10 ߘ  ప ऱ࣒  10 ߖܼࠊ 
 ޜܼࠊ న࣒࠳
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఎࣄ ࡽఎߝࠫߕݟ ࠹ట࡛ లڕࣆޓ ߘం݄ మన࠳  ڕన࣒ ఆ࡮औ 10 ڴܼࠊ న࣒࠳  ߘ 10
వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆ࡮औ పऱ࣒ ܼࠊ న࣒࠳  ߘ ओࡽఆ ޴ంޔ޶ం߰ ڴ న࣒࠳  ߘܼࠊ  పऱ࣒ ࣔ   ړࡹ  10 ܼࠊ  10 10
औ࡮న࣒ 2 ఆ࠳ औ࡮ఆ ޜన࣒ 10࠳ 100 ߘܼࠊ   ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   ఆ࡮औ औ࡮ఆ ,ࡏంۧ܊࢑భ ڴܼࠊ   ప ऱ࣒  అం݄ ܼࠊ 
ఏࠫ݇ ఇߩओ औ࡮ఆ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍంۧ࠭ మߖగమ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ1 ܼࠊ  ܼࠊ ܼࠊ 
ంۧ࠭   ఇۨऐߖగమ ࠭࠲ ߖసࠪనమ ړ న࣒࠳ న వర ठ సࠬకరణం ߘంݟ మనం ࣆలభంڴ గమߖంచవ۪ऐ  1
బܽद ఇకएڒ డ ߘం1 ݟ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ సࠪన࠳న సమघ షڵ࠙ ޜ10 ߘ ߤంచڴ శړ फ10 ړ bn n n 
పऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ړన࣒ 2࠳ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ100 ߖ 2  .
ంచడం తపओ܊࢑భ ޜ89 ߖ12 ޴బܽद ఇڒ న࣒ 1࠳ న࣒ 10࠳   మࡖకܽ ޶ڒ.
 ఎంߧక 3 సࡕనڒ ޴దߖ మనం ఇకए డ ۫ࣃफ ࠭, ఇߩओ भ޳ۯ ڥߖత ߖక 4ߧఎం ݡ ం.
छ޳ తफం 10࠴ ࠭࠲  ړన శݟంచబڵ࠙ ࡌ फߖ మ࠾ࡍ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.n n 1 
 ఇߩओ औ࡮ఆ ڕ పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ న࣒࠳ పవ࡛ ޴ߝఅ ݡ  బܽद a in n nڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳ 
ఇకए ߖߖ޳ ࠭࠲ డ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ ࠭ औ࡮ఆ ޴సࠪనం, ఇ ړ1 ޜܼࠊ న࣒࠳  फޑ࠴  n ړߖ
శړ फڵ࠙ ޜ10 ړంచబޔݡం޴  ఆ࡮औ छ޳ ܼࠊ న࣒࠳   n n ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ ࡹతफం࠴ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ࡌ
औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ న పవ࡛ݟంచబڵ࠙ ޜ10 औ࡮ఆ ڴܼࠊ న࣒࠳  औ࡮న࣒ ఆ࠳ 10 ޜ  న࣒ n࠳ 10 ړܼࠊ న࣒࠳ 
ऒߖ޵ ,సࠪనం ޜܼࠊ छ޳ యడంۯ లభతరంࣆ  औ࡮మనం 1 ఆ ࡌ औ࡮ఆ 10 ޜܼࠊ న࣒࠳  औ࡮న࣒ ఆ࠳   ߘ
߰ం࠳ ܼࠊ  ࠭ޑ޶న࣒ 10 ܼࠊ పऱ࣒  ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޜ న࣒ 10࠳ 100 ߘܼࠊ   ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   ఆ࡮औ  ڴܼࠊ 
࢑భ܊ంۧ࠭ ڒబܽद ఇకए డ 1 ఆ࡮औ औ࡮ఆ 10 ޜܼࠊ న࣒࠳  छ޳ న࣒ 10࠳ 100 ڴܼࠊ న࣒࠳   ݟంచబ܊࢑భ ࡌ
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ కएࡅ 5 ܼࠊ న࣒࠳  ࣆࡱޘ ڕమన ޜܼࠊ   వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  
औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ܼࠊ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ܼࠊ  డ ߘం1 ݟ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ a n 
సࠪన࠳న సమघ షڵ࠙ ޜ10 ߤంచబݟ శړ फړ సࠪనం అޔ࢓ం޴.n 
 ޜన࣒ 1࠳ న࣒ 10࠳ 100 ߖ 10 
బܽद, ఐۨऑڒ సࠪనం ړफ 10࣋ڵ࠙ ޜ89 ߖ10 ޴ఇ ,ڴంచڵ࠙ కం 4 సࡕనదߖ మనం ۫ࣃफ ࠭, 
ఇߩओ भ޳ۯ ڥߖత ߖక 1ߧమనం ఎం ݡ ం.
 అۯ ࡮యړߖݞ ࠭ం޶ 
, మన వదभ ఉనऒ ऒߖ߄వృత సంబంࡌనߩ సంڝ   ऴࣃ࢐फ ࠭.bn 
సࠪనం   ప ړ న࣒࠳  ऱ࣒  ఒక ప ऱ࣒   మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߖࡹ అ޴ߝ పవ࡛ ࠳న࣒  ࠳న࣒ ߘ ܼࠊంݟ పవ࡛ 1 1 1 a n 1 n
औ࡮ఆ ړ  న࣒࠳ పవ࡛  ప ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳  ऱ࣒ పవ࡛  ప ܼࠊ న࣒࠳   ऱ࣒ 1 ڕ  n 1 n 
ఆ࡮औ  అޔ࢓ం޴.

 ఆ࡮औ औ࡮బܽद ఆڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳  ం݄  1ڕࣆޓ ړ ߤమڒ  న࣒࠳ పవ࡛ ߘ n 1
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘం࠳ ݟన࣒ ߖܼࠊ పవ࡛ ࠳న࣒  ڒమڕࣆޓ ړ ߤం݄ 1 ܼࠊ n 1
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 వࣆफం޴ మ࠾ࡍ  ࣔరంࡹ ఆ࡮औ ఇపओ ڕమన ܼࠊ న࣒࠳  औ࡮ఆ ښܽ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ړ2 
సࠪనం మܼࠊ ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ 1  ఇకए ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ2  డ గమߖంచవ۪ऐ ړశ ޴బܽद ఇڒ  फړ 
ఆ࡮औ  అ࠭࠲ ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ औ࡮న࣒ 1 ఆ࠳  ࠭ పऱ࣒ ڕ పऱ࣒ ܼࠊ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ݟంߘ ܼࠊ న࣒࠳ 2   n n ޜ2 
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳  औ࡮ఆ ݟంߘ పవ࡛ ܼࠊ న࣒࠳ సࠪనం ڕ  n n 
పऱ࣒ ܼࠊ న࣒࠳  2 ఆ࡮औ औ࡮పవ࡛ ఆ ݟంߘ ܼࠊ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ పవ࡛  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴ  n n minu  s 1 
 bn ࠭࠲ ڕబܽद ۨవరڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳
 ప ऱ࣒ ऒߕޔ޶ం߰ ڴన࣒ 1࠳ ߖసࠪనం అ ړ 2  ࠭, అڼ࡮ మన࠳ ڕన࣒ 1 ప ऱ࣒  ప ऱ࣒  bnڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ1 
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న࣒ 1 ప࠳ ऱ࣒  ప ऱ࣒  1 ఉం޴ పऱ࣒ పऱ࣒ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ړ2   1 ఉం޴ పऱ࣒  ఒక ޴సࠪనం ఇ ړన࣒ 1࠳ 
 ࡹߖ޵ ,వృత సంబంధంࡌనߩ
ఎంߧక 1 సࡕన޳ڒ ޳ అߖ తۯ ڥߖయړߖݞ మనڕ ఉపࡆగపޔݡం޴ పऱ࣒  ࠾ࡍమ ݟంచంࠚరంߦऴ ޜ2 
ऒߖ߄వృత సంబంࡌనߩ న޴ం߰ ࠭࠲  ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭   సంబంధం మߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍ పऱ࣒  న࣒࠳ 
फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ1 ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ ఒక ఇߤ ఉం޴, ఇߩओ న࣒ 1 ప࠳ మనం ݡ ऱ࣒  ఎ ࠙ߖڴऒ  అڼ࡮ 
ఉం۪࠭ޑ, ఆ߯ ఒక ఇڝ ߤసం ߩ ࠭࠲నࡌవృత సంబంߖ߄ऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ఇړ ߤ 
సࠪనం అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ 2࠳ ࡹన࣒ 1 ప ऱ࣒  ఎ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇపओ న࣒ 1 ప࠳ ڕమన ښܽ ऱ࣒  ఎ ఇߤ ఉం޴ 
తࡌछ త ࠭࠲ ఈ ࠙ߖڴऒ  ܼङ ऒߖ߄వృత సంబంࡌనߩ సంڝ  న࣒࠳ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠭ޑఉం۪ ࡹ ۃ  1
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࢑ధంڜ ڴనڵࣃంచడం వలన ࠭࠲ పऱ࣒ ప 2 ߘ 2  ऱ࣒   ప ऱ࣒  a1 a2 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 
ఆ߯ అߖ ఇߩओ  a2 ݟంచంߖగమ ݡ
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳ ࡛ छ औ࡮సࠪనం ఆ ړ ࡛ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜܼࠊ న࣒࠳   ప ऱ࣒  ڕܼࠊ 
సࠪనం మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ఇపओ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ړ1 ܼࠊ   ࣆࡱޘ ښܽ
పऱ࣒ ڕబܽद మనڒ   ఉంڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒  ఎ  ప ऱ࣒  ఎ  అړ ߵ సࠪనం  అం݄  ప ऱ࣒   అߘ ߵం2 ݟ 1 1 2 a to in 1 a 2 a 
 ప ऱ࣒ फࣃ۫ ߖనదࡕస ݞږ క 1ߧబܽद ఎంڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ 2  ࠭ ఇ޴ మన ऴపశऒ  సంఖङ  22 మనڕ ఇకए డ 
వర ݡంࡓ ठ సࠬకరࡱހ చదరߩ పऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం  ఈ ࡓంݡ వర ठ సࠬకరࡱހ ఉమघ एࢲࡍప ݟ ऒߖࡌ  x ax b 
కڵ࡯ ఉనऒ టऱ0 ,ޙ࠼ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అړ 0 ޴ߝ సࠪనం ޶ڒ , ఈ ࡓంݡ వర ठ సࠬకరࡱހ ఒక x bx a 
ఉమघ एࢲࡍప ݟ ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉం݄, అߩओ మనం పऱ࣒ ݡ  అం݄ ఏࠫ݇ ڕࣆࡱޘం޳ం అ޴ߝ b 
ఆ࡮औ కएࡅ  एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  రం అߖ అڕߘం޳ం.
ఇۨऐ ࡱހర సࠬకరڒࣃరऴޔచ ݡంࡓ   నం޶న మనڕ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఉంܿం޴  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  సࠪనం ړ0 ࠉ 
మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ప ऱ࣒  ఎ 0ړ సࠪనం .
 మనం ࠴దܽ ߘ ߖ޳ంࡓ ݟండవ సࠬకరߖހऒ  ,फ࣋࢘ࣄޓ 
ఆ࡮औ పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ߘ  న࣒ ఎ࠳ ࠉ 
ఇకए డ ߘంړ0 ݟ సࠪనం  ࠭࠲ ఆ࡮औ  న࣒࠳ ߘ
 a ba ݡంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړࠉ న࣒࠳ కం݄޶ఎం ,࠭ޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ړࠉ న࣒࠳ ڴࠉ
యవ۪ऐۯ भ޶ర ߖࠉ న࣒࠳ ݟంߘ లߩ࢙  మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ,޴ం߰ ߖసࠪనం అ ړ1 
ఆ߯ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ ఈ సࠬకరణంࡹ ఆ࡮औ ప 1 ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1  ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒  ఎ 0ړ సࠪనం 
అం݄ ఒక ప ऱ࣒ .࢓ڒ న࢑ࡕస ࡱకߧన ఎం࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ޴నࡕక 3 సߧబܽद ఎంڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ࠉ 
వర ݡంࡓ  ठ సࠬకరࡱހ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࠉ  ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 1 0࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం,x x x ړ0 ࠉ 
ఈ ࡓంݡ వర ठ సࠬకరࡱހ ఏ ࡱ࢑ ࠉవలڕ ఉమघ एࢲࡍప ݟ ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉߕऒ एڝߘమనం క ࡆ .࡯࢐
 
ఇవछ బݟన ࡓంݡ వర ठ సࠬకరހల߄ࣃ ڕరణ పࢲࡍए రం ࢓ޔ߄ మనం ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ړన࣒ 1 0࠳ 
సࠪనం మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ . సࠪనం ړ0 ࠉ 
 మ࠾ࡍ మనం ఒక సࠬకరߖހऒ  మࡖక ߘ ߖ޳ంࣄ࢘ࣄޓ ݟనߩओ औ࡮ఆ ݡ ప ࠉ ړ న࣒ 1࠳ ࠉ ߘ ऱ࣒  సమం ړ1 
फࣃۯ ࠭ అړ1 ޴ߝ సࠪనం ڒదߖ ఇకए డ గమߖంۧ࡯ ఎం޶కం݄ 1ړ సࠪనం అޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  b b x x 
ए࣋ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 1 0࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ మన ऴపశऒ ݢంࡓ సࠪనం ఈ ړ0 1  एࡖ߮ ࡹ నऒ  వర ठ x x 
సࠬకరࡱހ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలڕ ఉమघ एࢲࡍప ݟ రం ࡶద࠭࠲ ߖ గమߖంۧڒ ࡯బܽद 1ړ p 
సࠪనం ޶ڒ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈࠉ ܿ ܘ పऱ࣒ छ޳ న࣒ 1࠳ ࠉ 1   ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ  औ࡮ఆ ڕమన ݟంߘ న࣒ 1 సࠪనం  0࠳   చޔరऴసం 1 ࠳న࣒ ࠉ 
ఆ࡮औ ओߩసࠪనం ఇ ڕ औ࡮ఆ ݡ ङޑऴప ߘవࡱ࢑  ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ ఇకए డ ఆ࡮औ  చޔరऴసం సࠪనం 1 ࠳న࣒ 
 ࠉ ߖࠉ న࣒࠳ రऴసంޔసࠪనం  చ ړࠉ న࣒࠳ న࣒ 1࠳ ࠉ ޴ఇ ,ݟంచంڵ࠙ ޜన࣒ 1࠳ ࠉ 1 ࠾ࡍమ ڴࠉ ߖࠉ
అర ߖన࣒ అ࠳ फ࣋ڵ࠙ ޜ న࣒࠳ बం  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ न ࠳ ࠉ ߖన࣒  ڵ࠙ ޜంచߖߖ޳ ,ڴ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ 1 ߖ ࡛ 1 1 1 1 
औ࡮ఆ ߩ࢙ ࡗफ మ࣋ڵ࠙ ޜࠉ న࣒࠳  ࣋ए छ ప ࠉ ߖ ࡛ ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  న࣒࠳ ࠉ   छ సమం 1 ߗంܽݟంࡓ फ ఈ࣋ڵ࠙ ޜ ࡛ 1
फࣃۯ ࠭  మనࠉ ڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప ࠉ   ऱ࣒   సࠪనం  ࠳న࣒ ߖࠉ  ప ऱ࣒  ܽ ࣋ए छ 2 ࠉ న࣒࠳  ڕफ మన࣋܊࢑భ ڴ ࡛ 1 1 1 1
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ङږ ࠉ న࣒࠳ ࡛ ࠗ వࣆफంڒ ޴బܽद ۨవరڕ మనږ ࠉ ڕङ ࠗ పऱ࣒  ऴߕࣆ ࠉ ޓऒ  బܽद bڒ సࠪనం ړ
ए࣋ ݟంߘ छ ࡛ ప ऱ࣒  3 సࠪనం 0 ఇకए డ ߘంݟ మనڕ అ޳ࡶ 0 ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  3 ఈకछ b b b b ࠾ࡍమ 0 ܿ ࡽ
అړ  ޴ߝ సࠪనం అߖ ఇకए డ ఇۨऐ న ఆపलߤ లڒ ޶ࡶ ࡹబܽद ఇతర అవڒశం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒    అ0 ړ ޴ߝ b 3 0
సࠪనం అం݄ చޔరऴసం ࠳న࣒ 3 ړ సࠪనం అం݄ అం݄ 3 ࡅకए  ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం b b i 
బܽद ఇకएڒ డ మనం ఆపल1 ߤ మ࠾ࡍ ఆపल3 ߤ సࡕనవߖ ۫డవ۪ऐ మన సమసङ ޜߖ޵ ,  పࢲࡍए ऒߖࡌ  
.ంۧ࠭ڵ࠭
Pru ߤల߯ ࣊షހర సࠬకరڒࣃరऴޔచ ࡏࠬ  

tor
@
IIT
K




