
छࣃ  గత ޳࢑ङ ࡍ ब ఈ܌ࡗ ࠪ అంశం వర ठ సࠬకరణం ఇ޴ ۨవࡍ తరగࡹޒ ఉపߕङ సం సంఖङ  ,ݡంࡓ 
ऐࡍంۨ చࡍڷ ޴బࣗప ࠭࠲ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ బࣗపߖࡰ ࠭࠲ ࡹ޴య࡛ బࣗప޴ వర ठ బࣗప޴ మ࠾ࡍ 
ङږ ऐࡍంۨ చࡍڷ ޴బࣗప ڡࠉ ంۧ࠭ మڒ ࠾ࡍछ ऴڡܽݞ బࣗప޳ ޴छ వర ࠭࠲ ࡌ ठ సࠬకరߖހऒ  
చࡍऐ ంۧ࠭.
వర ࠭࠲ ࡹߖ޵  ठ సࠬకరణం ࡅకए ऒߖ࡮࠮   కߕھߘऒ ࠭, ఆ తࡌछ త ࠭࠲ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  
ల సछ࡮࠮ ݞంڕనھߘక ߘల࡮࠮ ࠙వం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంۧ࠭ ڒబܽद ఈ తరగ࠭࠲ ࡹޒ వర ठ సࠬకరణం 
ఏరओ డటంޜ తరగߖޒ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ 
ఆ࡮औ  అڕߘం޳ం  మܼࠊ ࠾ࡍ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए వర ఇ࢑ ࡱ࡮࠮  ठ సࠬకరణం ࡅకए  ࡱ࡮࠮ 
ఇߩओ औ࡮సࠬకరణం ఆ ݡ औ࡮బܽद సࠪన ఆڒ ం޳ంڕߘఅ ߖలం అ࠮   వర ठ సࠬకరߖހऒ  x 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఆ࡮औ  x 
వࡌठ .޴ంޔ࢓రకం అڒ ړߖ
  సࠬకరణం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  औ࡮కం݄ ఆ޶సࠪనం ఎం ړ औ࡮న࣒ ఆ࠳ బܽदڒ లం࠮    bx c x 
ఈ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए వర ڕܼࠊ బܽद సࠪనڒ ܼࠊ ࠾ࡍరకం మڒ  ठ సࠬకరణం ࡅకए  లం x x࠮ 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ڡ࠻ ݞږ ܼࠊझ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇߩओ औ࡮న࣒ ఆ࠳ సࠪన ݡ  మ࠾ࡍ x bx c x lx x 
కएࡅ ܼࠊ న࣒࠳ కएࡅ ర సࠬకరణంڒࣃరऴޔచ  ޴ంޔ࢓రకం అڒ  औ࡮న࣒ ఆ࠳ బܽदڒ రకంڒ   మ࠾ࡍ x x
తపओ ܼࠊ న࣒࠳ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ ओߩఇ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ మనం ࣋ए ݡ छ ओߩఇ ܼࠊ న࣒࠳ ࡛  న࣒ x x࠳ ݡ
ఆ࡮औ   ప ऱ࣒  ఆ࡮औ ए࣋ ߖߖ޵ ࡯ంۧށڷ ܼࠊ  छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ܼࠊ   ఆ࡮औ  x x ܼࠊ 
ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ गࡏޔసࠪనం చ ړ జ సࠬకరణం ࣋ए छ  కం݄ x޶ఎం ޴ంޔ࢓తफం అ࠴ ల࡮࠮ న࣒࠳ ࡛
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए औ࡮బܽद ఆڒ ࡱ࡮࠮   ప ऱ࣒ ए࣋ ݋ࡐ ޴ߝఅ ܼࠊ  छ  x ݋ࡐ న࣒࠳ ࡛
కएࡅ ए࣋ ݋ࡐ  छ ప  ݋ࡐ తफం࠴ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒ ఉతओ ݋ࡐ  ऒߕࣆ ޴ంޔ࢓फ అޒ औ࡮సࠪనం ఆ ړ  మ࠾ࡍ x x 
కएࡅ ల࡮࠮ ࡏࠬ బܽदڒ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡱ࡮࠮ ܼࠊ ఉతओ ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮  కएࡅ फޒ फޑ࠴  ऒߖ  b 
ऒߖހసࠬకర ߖڜࣆޓ  కھߘనవ۪ऐ , ఇߩओ వర ݡ ठ సࠬకరࡓ ړߖހంࡱ࡮࠮ ݡ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం.

పऱ࣒ ݡంࡓ లం࠮ దܽ࠴ వర ݡ࠮ ݋ࡐ న࣒࠳ ݡంࡓ లం࠮ ండవࡓ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݋ࡐ  ठ  n 
సࠬకరࡓ ړߖހంࡱ࡮࠮ ݡ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఈ ޔࣜ ࡱ࡮࠮బదम ࡐపంࡹ ఉంܼ࠼ 
ओߩబܽद మనం ఇڒ వర ݡ ठ సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ  
.
औ࡮ఆ ݋ࡐ    ప ऱ࣒ పऱ࣒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜܼࠊ  ప 3 ݋ࡐ  ऱ࣒ ओߩఇ ޴ంޔ࢓అ 4 ޴అ 3 ݋ࡐ న࣒࠳ 2   ݡ
మనం ࡅ ݋ࡐకए  ఉతओ వ۪ऐڝࣆࡱޘ ߖफޒ  అ2 ޴ ప ऱ࣒ ంۨ 2 పށڷ 3 ݋ࡐ  ऱ࣒  ޴ంޔ࢓అ 3 ݋ࡐ న࣒࠳ 2 
ఇߩओ ంచవ۪ऐށڷ ߖܽ࢒ మనం ݡ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ రऴసంޔఒక చ ޴అ ݡంࡓ   छ ࡛ అޔ࢓ం޴ అ࠳ ڷࡱߕ ޴న࣒ 
ओߩఇ ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ޴ఇ ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ కएࡅ ݋ࡐ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ తफం࠴ ݋ࡐ ݡ  ఉతओ फޒ
ఒకܽ ఇߩओ ర సࠬకరణం ࣋एڒࣃరऴޔమనం సࠬకరణ చ ݡ छ వ۪ऐڝࣆࡱޘ ߖతफం అ࠴ న࣒࠳ ࡛  x ݋ࡐ  
ङߦ ప  ݋ڙ ऱ࣒ కएࡅ ݋ࡐ   ఉతओ కएࡅ ݋ࡐ ࠾ࡍతफం 4 మ࠴ ݋ࡐ న࣒࠳ ߩफ సࠪనం 0 చదరޒ  ఉతओ  फ x xޒ
ఒకܽ ڒబܽद సࠬకరణం చదర࠳ ߩన࣒ ڷࡱߕ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ ओߩఇ ޴సࠪనం ఇ ړ  గల x xڝࣆޓ మనం ݡ
వర ठ సࠬకరణం అޔ࢓ంࡏ࢘ ޴ऱ ఉనऒ  మࡖక ఉ޳హరణ  ࡓ ࡱ ݋ࡐంݡ పऱ࣒  ఐ మࡓ ࠾ࡍండవ ߖయమం ࡓంݡ 
ړసం ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ం ఈ޳ంڕߘఅ ߖన࣒ అ࠳ ऱషदంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ࡅ ݋ࡐకए  వర ठ సࠬకరణ i 
औ࡮తफం ఆ࠴  ప ऱ࣒ ఈకछ ܼࠊ  పऱ࣒ ݀ ࡽ   ప ऱ࣒ एڝߘతफం క࠴ ݋ࡐ న࣒࠳ ݀  వ۪ऐ ओߩఇ ڷࡱߕ   మనం i i ݡ
औ࡮ఆ ݋ࡐ ఈకछ ܼࠊ  పऱ࣒ ݀ ࡽ పऱ࣒ ݡంࡓ फ࣋ށڷ ޜܽݟంࡓ  ओߩన࣒ ఇ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳   మనం i i i ݡ
ए࣋ ܼࡆన࣒ ఐ࠳ ࡱࣃరऴޔచ ݡంࡓ छ ంచవ۪ऐށڷ ߖ ࡛  అڷࡱߕ ޴ పऱ࣒  వߤ అޔ࢓ం޴, అ޴ ఇߩओ  ݋ࡐ ݡ
.޴ంޔ࢓అ ޶తफం ఐ࠴
కएࡅ ݋ࡐ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ    ఉతओ ओߩఇ ޶फ ఐޒ छڒ ݡ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࣋ए छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛  ప ऱ࣒  x x ܼࠊ 
 ప ऱ࣒  ఆ࡮औ ऒߕࣆ సࠪన ܼࠊ   అޔ࢓ం޴ ఇߩओ  x ݋ࡐ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ తफం࠴ ݋ࡐ న࣒࠳ ߩచదర ޴అ ݡ
కएࡅ  ఉతओ ओߩఇ ޶फ ఐޒ ऒߕࣆ ݡ సࠪనం  ࠪ వర ړ ठ సࠬకరణం ఇߩओ  ర సࠬకరణంڒࣃరऴޔమనం చ ݡ
కएࡅ  పࡍవర फనߘ చࡍऐ फࣃ ए࣋ ࡯డनھ ,࠭ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఈకछ झࡽ  0 అڕߘం޳ం, bx c 
ఇ޴ ఒక వర ठ సࠬకరణం ఇߩओ కएࡅ మనం ݡ  వర ठ సࠬకరߖހऒ  ߰ం޳లڕߘంܿߕऒ ࠭ ఊ݋ అ޴ߝ r 
ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ఈ సࠬకరణం ࡅకए పరసओ ڕల࡮࠮  రం ఎం޶కం݄ ࡱ࡮࠮ పరసओ రం ఇߩओ  మనం x ݡ
సࠪనం ఒకܽ ࠬద ఉంۨనటऱޙ࠼ , ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న సࠬకరړߖހ పరసओ రం ఉనऒ  వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  y 
ऒߖ࡮࠮  ߰ం࠭ޑ޶.

ࠬద సࠪనం ఒకܽ ఉంచంݟ సࠬకరణం ࡓంݡ ࠬద ఒకܽ ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒకܽ  ప ऱ࣒   y x y b y c 
ऒߕࣆ ओߩసࠪనం ఇ ړ ए࣋ ޴ంޔ࢓సࠬకరణం అ ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࠬద  ప ऱ࣒  సࠪన ߕࣆऒ  ఇߩओ  sa y v y c y ݡ
࣋ए छ छ޳ ࡛ రऴసం ఓవ࡛ ࣋एޔచ ޴అ ࡮ߩ࢙  ޴ంޔݡంచబށڷ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࠬద  ప ऱ࣒  y a y v y c y ࡗ܋ 
࣋ए छ పऱ࣒ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡹ ࡛ ప ࠑ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ వర ݡ ठ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ cy cy 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ गࡏޔచ ޴ఇ ݡ జం ఇవछ బݟన వర ठ సࠬకరࡱ࡮࠮ ړߖހ vy 
పరసओ రం ఉనऒ  సࠬకరణం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఈకछ ओߩఇ ࡗ܋ ࡽ  హరణ bx c޳ఒక ఉ ߖߖ޵ మనం ݡ
ర సࠬకరణం ࣋एڒࣃరऴޔచ ޴ం ఇ޳ంڕࣆޓ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఏݡ  ప ऱ࣒  పߜऒ ంߕࣆ ݡऒ  x x ߖసࠪనం అ ړ
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అڕߘం޳ం.
ఆ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए ऒߖހఈ సࠬకర ࠭࠲ ߗڒ లం࠮  ऒߕफࣆࡏࠪ  ࠭ మ࠾ࡍ వర ठ సࠬకరణం  t 

కएࡅ పరసओ ړߖ࡮࠮ ఆ ݞంڕనھߘక ߘల࡮࠮  ర ࡱ࡮࠮ ఉనऒ  సࠬకరߖހऒ  ߰ం޳లڕߘంܿߕऒ ࠭,

ओߩఇ ࠭ޑబܽद మనం కం݄ సࠪనం ఒకܽ ఉం۪ڒ ए࣋ ڴ߯  ޴ంޔ࢓సࠬకరణం ఒకܽ అ ݡ छ ࡛ y x y 
 ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ సࠪన ߕࣆऒ ए࣋ ޴అ ࠾ࡍమ ݡఏ ࡹ పవ࡛ ޜ छ ࡛ ߯  ఒకܽ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ ߯  ఏݡ పऱ࣒  y y 
పߜऒ ంߕࣆ ݡऒ సࠪనం ࣋ए ړ छ छࡌంۨన తށڷ ޜ ࡛ త ఇߩओ ऒߜప ݡ ంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఏݡ  ప ऱ࣒  ఒకܽ y i y 
సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ 
చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ఒకڜߖ޳కܽ ࣄࡓऴ߰కࡅ ࡽకए ऒߖ࡮࠮   త޳ۯ ڥߖभ ం, ࠭ంڴ޶ మనం వర ठ r 
సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  7  ప ऱ࣒ కएࡅ సࠪనం ړ 0 12  ऒߖ࡮࠮   కھߘంܼ࠭, ఆ తࡌछ త ࠭࠲ పߜऒ ంݡ x x 
వర ठ సࠬకరణం ࡅకए ऒߖ࡮࠮   కھߘంܼ࠭.

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఏࠑ ݡ పऱ࣒  వߤ సࠪన ߕࣆऒ  మ࡮࠮ ࠾ࡍల మధङ  సంబంధం ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘంݟ ఇߩओ  y  ݡ
దܽ సࠬకరణం ࣋ए࠴ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఏݡ  ప ऱ࣒  పߜऒ ంߕࣆ ݡऒ ऒߖ޵ సࠪనం ړ  ࣋ए छ ࡛ ߷ङ క दۯ ܘࡕయړߖݞ x x x 
ऴపయޒऒ भ޳ ం  మధङ  పదం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  పߜऒ ంߕࣆ ݡऒ छ޳ ంచడం܊࢑భ ړ ప  ࡌ ऱ࣒x x x e 
పऱ࣒ ڷࡱߕ  ऴޓ ఆࠆ x 
ऒߕࣆ .సࠪనం ړ
  ఇ޴  ప ऱ࣒ ప  ࠾ࡍమ ڷࡱߕ  ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡ࠮   అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ఈ వర ݡ ठ సࠬకరణం ࡅకए  x x 
ओߩన࣒ 4 ఇ࠳ ࠾ࡍమ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡱ࡮࠮ కएࡅ ఈ సࠬకరణం ݡ  న࣒ 4࠳ ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ లం࠮ 
అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭, ఇߩओ ऒߖ࡮࠮ మనం ݡ  కھߘంܼ࠭ ఈ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  న࣒ 3࠳ లం࠮ 
ࠬద 1 ఉం࡯ݞ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 4 ࠬద 1 ఉం࡯ݞ  పదం పߜऒ ంݡ ࣋ए छ ࡛ ߷ङ క दܘࡕन  అࣣ ڒరకం పߜऒ ంݡ i 
పऱ࣒ ڷࡱߕ ޴బܽद అڒ ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ ڷࡱߕ ప  ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮  ऱ࣒  వߤ సࠪనం ߕࣆऒ  పߜऒ ంݡ y i 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ࡛ࠂ  ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  వߤ ఈకछ ओߩఇ ࡗ܋ ࡽ వ۪ऐڝࣆޓ ڷࡱߕ ࡹݡంࡓ దܽ࠴ మనం ݡ .y y y 
ప   ޴ఉంܿం ݡ࠮   ऱ࣒  వߤ ఇߩओ మనం పऱ࣒ ݡ  వߤ ऴޓ  ప ऱ࣒  వߤ ఈڙछ झࡽ వ۪ऐڝࣆޓ ߖࡗ܋   అ޴ ऴޓ y y y 
 ప ऱ࣒  వߤ మ࡛ࠂ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  వߤ ఈకछ ओߩఇ ࡗ܋ ࡽ  ఓవ࡛ y ߤన࣒ వ࠳ ࠾ࡍమ ݡ࠮ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡱ ݋ࡐ ݡ
छڒ ఈ ࡛ࠂ ऴڡܽݞ ఈښछ షࡅ ߤకए ఇవछ ݋ࡐ  బݟన సࠬకరړߖހ పరసओ రం ఉనऒ  ࠾ࡍమ ݡ࠮ న࣒ ఒకܽ࠳ 
ओߩఇ ڷࡱߕ న࣒ ఒకܽ࠳ క వరࡖమ ࠭࠲ ఆࣣ ݡ ठ సࠬకరߖހऒ फࣃࡏࠪ   ࡱ࡮࠮ ߖ޵ ,࠭
ఇۨऐ న వర ठ సࠬకరణం ࡅకए రऴసం పऱ࣒ޔచ ࡯డनھ ,࠼ఉంܼ ڴలంږޒऴప ڕల࡮࠮    ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   bx c ړ
సࠪనం అڕߘం޳ం ఇ޴ ఇߩओ మన వర ݡ ठ సࠬకరణం ఇవछ బݟన వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  ࡱ࡮࠮ 
ऴపږޒలంڴ ఉనऒ  మࡖక సࠬకరߖހऒ ओߩబܽद ఇڒ ంܼ࠭ھߘక ࠭࠲  x y ,ݟఉంచం ߖ న࣒࠳ న࠳సࠪన ݡ
ఇߩओ కएࡅ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ తफ సࠬకరణంڜ ݡ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  సࠪన ߕࣆऒ  y b y c 
అޔ࢓ం޴ ఇߩओ తफ సࠬకరణం ࣋एڜ ݡ छ ࡛ అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ ࠑ పऱ࣒ ఈకछ ࣄ  ऒߕࣆ ࡽ  ఇߩओ వరࡍప ޴ఇ ݡ फనay 
సࠬకరణం, మࡖక ఉ޳హరణ ࣋ए छ ప  ޓన࣒ ऴ࠳ ࡛ ऱ࣒  ݀ ఈకछ गࡏޔఒక చ ࡗ܋ ࡽ జ సࠬకరణం మ࠾ࡍah x x 
మనం ఎంڕ޶ అర बం ڕࣆۯం޳ం  ఆ సࠬకరߖހऒ  ߰ం޳లڕߘంܿߕऒ  ڴలంږޒऴప ࡱ࡮࠮ ߖ޵ , ࡌ
ఉంܼ࠼ ࣾࠫంచంࡱ࡮࠮ ߖ޵ ݟ ఇۨऐ న వర ठ సࠬకరړߖހ ऴపږޒలంڴ ఉߕऒ ओߩఇ ,࠼  ,మనం ah ah ݡ

సࠪన࠳న ࠳న࣒ ߖ ఉం۪࠭ޑ, ఇߩओ వరࡍప ݡ फన సࠬకరణం ߦࡐంతరం ۮంޔ޶ం޴ చࡏޔग జ x y
సࠬకరణం ࠴తफం చޔరऴ࠳ ړߖࣃన࣒ అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡంࡓ   ఇߩओ  y yݡ
అ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  ݀ సࠪనం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ओߩమనం ఇ ݡ फࣃۯ ڥߖత ߘల࡮࠮ ݡ ࠭y y 
అߖऒ ంܽకం݄ ࠭ంڴ޶ మనం ࣋ए छ ప  ޓన࣒ ऴ࠳ ࡛ ऱ࣒ కएࡅ ݀  ऒߖ࡮࠮   కھߘంܼ࠭ మ࠾ࡍ ఆ x x 
తࡌछ త  ࠭࠲ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴࡅ ޓకए పऱ࣒ ߘ ݋ࡐ  ऒߕࣆ ݀  एڝߘసమం క ړ గల࠭ ఎం޶కం݄ ࡱ࡮࠮ y 
ऴపږޒలంڴ ఉߕऒ ओߩఇ ޳ࡶ ࠻ దܽ సࠬకరణం ࣋ए࠴ ݡ छ పऱ࣒  ݡ࠮ న࣒࠳ ࡛ ऒߕࣆ సࠪన ݡంࡓ   x x 
అ࠭࠲ ߖ తࣃۯ ڥߖफ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ రకంڒ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ फࣃ ࠭ చదర࠳ ߩన࣒ ࡓంݡ పऱ࣒  x  
ఒకܽ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡంࡓ   చదర࠳ ߩన࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡంࡓ   ఇߩओ  x x x x x ݡ
కएࡅ న࣒ 2࠳ ऒޒऴపయ ړߖݞయޓ ߖ రణ߄ࣃ  ంచం࠳  ݟన࣒ ఒకܽ సࠪన ߕࣆऒ  ఇߩओ x ࡱ࡮࠮ ݡ x 
సࠪనం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంڴݡ ఉంܼ࠼ ఇߩओ కएࡅ న సࠬకరణం޴ంۮ ంతరంߦࡐ మనం ݡ  ߘల࡮࠮ 
కھߘంܼ࠭ అం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴࠑ ޓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡంࡓ   అ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ y y y y 
 ప ऱ࣒  ߷ङ క दۯ ܘࡕయړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ఒకܽ ࡹ݀   ࣋ए छ సࠪనం పऱ࣒ ړ ࡛ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  y y y y 
 ప ऱ࣒  ݀ ఈకछ ओߩఇ ࡗ܋ ࡽ ओߩఇ ࡱ ݋ࡐ ݡ ఆ  ప ݡ ऱ࣒  y ah y ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޴फ అ࣋࢘ࣄޓ ߖ ݟంߘ ݀ 
ఇߩओ మనం పऱ࣒ ݡ  వࠑ ߤ ప ऱ࣒ వ۪ऐڝࣆޓ ݀   ఇ޴  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  వߤ ఇߩओ  న y y y࠳సࠪన ࡱ࡮࠮ ݡ
ओߩన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ దܽ వర࠴ ݡ ठ సࠬకరణం ࡅకए  ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ࡮࠮ 
మ࠾ࡍ ఈ పࡍవర फన వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  ࠼ఉంܼ ڴలంږޒన࣒ 2 ऴప࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ࡱ࡮࠮ 
దܽ వర࠴ ठ సࠬకరࡱ࡮࠮ ړߖހ ऴపږޒలంڴ ఉనऒ  వర ठ సࠬకరߖހऒ  కھߘనగలమߖ మనం ۮపओ గలం, 
ఇߩओ ఇۨऐ ࠭࠲ ݡ న వర ठ సࠬకరణం ࡅకए ए࣋ ࡯డनھ ࡱ࡮࠮  छ ࡛ ప ऱ࣒  అڕߘం޳ం పࡍవర फన సࠬకరߖހऒ  
చࡍऐ फࣃ ࠭.

 ప ऱ࣒  సࠪన ߕࣆऒ  అ޴ߝ వర ठ సࠬకరణం, ఇߩओ छ޳ ంద ఉంచడంړ ݋ࡐ ߖ మనం ݡ క వరࡖమ ࡌ ठ   bx c x
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సࠬకరణం ࡅకए ऒߖ࡮࠮   కھߘంܼ࠭ ఇߩओ తफం ࣋ए࠴ సࠬకరణం ݡ छ  y ݋ࡐ ందړ ړ ࡛
అޔ࢓ం޴ పऱ࣒ ంద  పړ ݋ࡐ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ࣄ  ప   ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ऱ࣒ छ޳ ݋ࡐ  పऱ࣒ ࡌ  ఈకछ  y y ay v c ࡗ܋ ࡽ

అޔ࢓ం޴, ఇࡓ ޴ం࡮ߩ࢙ ݡ వࡎ ठకࡍంచడం ޳छ కएࡅ ݋ࡐ ࡌ   ప ऱ࣒  ఈకछ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ࡽ , ay c v 
ఇ࠴ ޴తफం చޔరऴړߖࣃ  ప ऱ࣒  అޔ࢓ం޴ ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ పऱ࣒ ߩచదర ߩసࠬకరణం ఒక చదర ݡ  ay c b y y  c
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ఆࠆ ఈకछ ए࣋ ࡽ छ ࡛ ఇߩओ छڒ ݡ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ఒక చదరߩ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ac y v y y ac 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ఆࠆ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ రదరजߦ ޴ఇ ݡ క వర ठ సࠬకరణం ړߖ޳ v y c 
ఉ޳హరణ޳۫ ڴभ ం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఏݡ  ప ऱ࣒  పߜऒ ంߕࣆ ݡऒ ओߩం ఇ޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ  మనం x x ݡ
పࡍవర फన వర ठ సࠬకరߖހऒ  పࡍవర फన వర ठ సࠬకరߖހऒ  అړ ݋ࡐ ߝంద ఉంచడం ޳छ  ంܼ࠭, yھߘక ࡌ
ఇߩओ తफం ࣋ए࠴ ޴అ ݡ छ కएࡅ ࠾ࡍమ ݋ࡐ ڕ ࡛  ఏ݋ࡐ ݡ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ ఇ అޔ࢓ంڒ  ޴छ ऒߕࣆ ࡽ  y y 
ఇߩओ కएࡅ ݋ࡐ ޴అ ݡ   ప ऱ࣒  ఏݡ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ అ޴  ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ y y 
సࠪన࠳న ࠳న࣒ ఏ࠮ ݡలం ࡓం࡮ߩ࢙ ݡ ఉంܿం޴, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  144 ప ऱ࣒  24 ఆࠆ y y y 49 y 
ఇߩओ छڒ ݡ ऴڡܽݞ సࠬకరణం అޔ࢓ం޴ 

కएࡅ  ࣋ए छ న࣒ 25 ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ऒߕࣆ 144  ओߩసࠪనం ఇ ړ వర ݡంࡓ మనం ఈ ݡ ठ సࠬకరణం ࡅకए  y pi 
भ޳ۯ ڥߖత ߘల࡮࠮ ం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  12 సࠪనం 0 మ࠾ࡍ ࣋ए छ ప ࠑ న࣒ 25࠳ ࡛ ऱ࣒  144 సࠪనం x 7x y 
0 అߖऒ దܽ వర࠴ ంܼ࠭ھߘక ࠭࠲ దܽ࠴  ठ సࠬకరణం ࡅకए రऴసం పऱ࣒ޔలం చ࠮   7  ప ऱ࣒  x x ړ0 12 
సࠪనం, అ޴ మన ࠴దܽ వర ठ సࠬకరణం ఇߩओ మనం మధङ ݡ  పదం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳ ంచడం܊࢑భ ߘ ࡛ࠂ   xࡌ
యవ۪ऐۯ రకంڒ .

 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮  ओߩఇ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡱ࡮࠮ సࠪనం ړ  x y   ࠭࠲ ఆࣣ ݡ
࣋ए छ కएࡅ ޶న࣒ ఇర࢙ ఐ࠳ ࡛ ऒߖ࡮࠮   కھߘంܼ࠭, పऱ࣒  వߤ నలࠢ ߕࣆ ڷࡱߕऒ ओߩసࠪనం ఇ ړ  ݡ
ए࣋ ݋ࡐ छ పऱ࣒ ࡏన࣒ పదࣔ࠳ ࡛ కएࡅ 9    ప ऱ࣒  అޔ࢓ం144  ޴ సࠪనం 0 అ޴ ࣋ए छ  y y w y ࠑ న࣒ 16࠳ ࡛
న࣒ 9  ప࠳ ऱ࣒  144 సࠪనం ఇߩओ ओߩన࣒ 16 ఇ࠳ న࣒ 6࠳ ݟంڝࣆޓ ڴ రణ߄ࣃ ߖ ݡ మనం y y ݡ y y y 
ۨవࡓ ࡍంݟంܽ࠳ ࡹన࣒ 9ڝࣆޓ ߖవ۪ऐ  అ࠳ ޴న࣒ పదࣔ࠳ ࡏన࣒ పదࣔࡏ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ y y y 
అޔ࢓ంࠫޛ  ޴घ ऒߕࣆ సࠪన ޴ घࠫޛ ࠾ࡍమ ࡏలం సࠪనం పదࣔ࠮  ओߩఇ ޴ దܽ వర࠴ ఈ ݡ ठ y y 
సࠬకరణం ࡅకए కएࡅ ఈ సࠬకరణం ࠾ࡍన࣒ 4 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ లం࠮   ޴ఇ ,16 ࠾ࡍలం 9 మ࠮ 
ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  వర ठంڴ ఉంܿం޴ ఇߩओ వర ݡంࡓ మనం ݡ ठ సࠬకరހలߘ 
దܽ వర࠴ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴరణం߄ࣃ ࡱ࡮࠮ ߖ޵ ,ం޳ంڕࣆޓ ठ సࠬకరణం ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక x v x 
 ప ऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ ండవ వరࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ठ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ ࠉ  ప  ݡంࡓ  ݡంࡓ  ऱ࣒  c x x c 
ऒߕࣆ ݡంࡓ వర ݡంࡓ సࠪనం ఇ࢑ ړ ठ సࠬకరణం మߖ޵ ࠾ࡍ ఒక ࠮లం ߄ࣃరణం అం݄ ࠴దܽ వర ठ 
సࠬకరణం ࡅకए వర ࡗమ ݦఉం ڴరణం߄ࣃ లం࠮ ఒక ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ  ठ సࠬకరణం ࡅకए  ݡంࡓ 
ओߩఇ ࠼ఉంܼ ࡱ࡮࠮ औ࡮లం ఆ࠮ రణ߄ࣃ ޴ߝం  అ޳ంڕࣆޓ మనం ݡ  అ߄ࣃ ޴ߝరణ alp ha 
ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆࡏफ పߧసంతృ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ లం࠮ औ࡮ఒక ఆ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ݡ  
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ औ࡮ఆ ߘవࡱ࢑ మనం ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  అߖ ఉంۧ࠭.v c x 
औ࡮ఆ ݡంࡓ ޴వ అࡱ࢑ ࡹండవ సࠬకరణంࡓ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ݀ ࠉ   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡంࡓ ࣄ   x 
అޔ࢓ం޴ ఇߩओ షएࡍప ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ంۨ ఈڵࡆఉప ߖޒపదम ߤషښऱߧद࡯మ ࣒ڒమనం ऴ ݡ ऒߕफࣆࡍ ࠭ 
ఇߩओ औ࡮ఆ ޴అ ݡ  ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴ ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  ࣋ए छ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݋ࡷࣝ ߘ ࡛ ంచంݟ 
औ࡮ఆ ݟంڝࣆޓ ݀ ࣄ ߤవ ࣄ ݀ ࠉ ߤవ ࠉ కएࡅ  ओߩఇ ݀ ࣄ ߤవ ࣄ ݀ ࠉ ߤవ ࠉ ణకంڷ  औ࡮ఆ ݡ  ڕ
సࠪనం ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ छࡌఆ త ݟంڝࣆޓ ణకంڷ 2 ࣄ 1 ࣄ ݟంڝࣆޓ ࡹࣾࡎప ࠭ޑడ߭ۨ޳ ߘ త ఎ ఒకܽ 
ओߩఇ ݡంࡓ ओߩన ࠙గం  ఇ࠳बరࣄ ݡ  c ݡంࡓ ఒకܽ ޴ంܼ࠭ అڕ۪޳ ݀ ࣄ ߤవ ࠭࠲ ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ݡ
ओߩఇ ޴ఉంܿం ݀ ࠉ ߤవ ࠉ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ࡹޒమనం ఈ పదम ݡ  మనం ࠴దట ఎడమ ߘంړݟڕ ݟ 
औ࡮ఆ ޴అ ࡯ంۧށڷ  ࣋ए छ ओߩఇ ޴ంޔ࢓అ 1 ࣄ ࣄ ݀ ࠉ న࣒࠳ ݀ ࣄ ߤవ ࠉ ࡛ औ࡮ఆ ࡹ ޻అ ݡ  ࣋ए छ ࡛ ma 

औ࡮ఆ ޴న࣒ అ࠳ ओߩఒకܽ ఇ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ڴ߯   b1 c2 b2 c1 nner c1 a c a a one b two ݡ
࣋ए छ  minus a two b one now alpha b one c b two c a one b ޴న࣒ ఒకܽ ఉంܿం࠳ ݡంࡓ ࡛

ఇߩओ औ࡮ఆ ࣄ ݡంࡓ ࡍమనం ۨవ ݡ  ఈకछ झࡽ  two minus a two b one ߖంܽࡓ ࣄ న࣒࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ࣄ 
ఒక ࠳ ݀ ࠉన࣒ ఎ ݀ ࠉ ఒకܽڵ࠙ ޜంచڴ ఆ࡮औ నవ۪ऐھߘక ߘ   ఆ࡮औ औ࡮సࠪనం ఆ ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴   
ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  ࣋ए छ  ࣄ ߤవ ࠉ ޴అ ߤవ ࠉ ݀ న࣒ ఎ࠳ ݀ ࠉ ఒకܽ ఒక ࣄ ݀ ࢑ న࣒࠳ ݀ ࣄ ߤవ ࠉ వࡱ࢑ ࡛
ओߩఇ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ݀ ࠉ ఒకܽ ఓవ࡛ ఎ ࣄ ܿ ࠉ న࣒࠳ ݀ औ࡮ఆ ݡ  వ ఒకܽ a two b one cࡱ࢑ 
 న࣒ ఒకܽ c a b a two b one c a two minus c two a one࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ఒక ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ

ओߩరऴసం ఇޔతफం చ࠴  over a one b two minus a two b one to the ࠉ న࣒࠳ ݀ ࣄ ߤవ ࠉ ݡ
ए࣋ ݟంߘ ߤఎ వ ݀ ࣄ న࣒࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ࣄ ߤవ ࠉ ݀ న࣒ ఎ࠳ ݀ ࠉ ఒకܽ ఓవ࡛ ఎ ࣄ ݀ छ  ݀ ࠉ ߤవ ړ ࡛
ओߩఇ ݢంࡓ ఈ ޳ࡶ ఒకܽ ݡంࡓ న࣒࠳ ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴  వ a v cࡱ࢑ ݀ ఎ ߤవ ࠼ޑయబడۯ भ޶ర ݡ
ఇߩओ న࣒ c c b one c b࠳ ݡంࡓ సࠪనం ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ఒక ఒకܽ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ޴అ ݡ
ओߩఇ ޴ంݟంచబށڷ ޜఒకܽ ࠉ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠉ ఒకܽ ݡంࡓ ऒߖ࡮࠮ రణ߄ࣃ ఒక ޴ఇ ݡ  కڵ࡯ c  
ఉనऒ వర ݡంࡓ  ठ సࠬకరణం ఉనऒ ओߩ కएࡅ ల࡮࠮ ݡంࡓ బܽद మనంڒ ,ޒबࣄࡍప ݡ  షరޔలޜ సࠪన࠳న 
నవ۪ऐھߘక ߖޒबࣄ   
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ఇߩओ ऒߖڜ ړహరణ޳ఉ ݡ  ఉ޳హరణలڕࣆޓ ߘం޳ం నంబ࡛ వߤ సࠬకరణం ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ah x kx 
ऒߕࣆ ޶న࣒ ఐ࠳  మ࠾ࡍ ࣋ए छ ऒߕࣆ సࠪనం ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡛  అࡱ࢑ ޙ࠼వߘ x x k 
కھߘనంݟ  ఇߩओ औ࡮ఆ ݡంࡓ దܽ సࠬకరణం࠴ ݡంࡓ సࠬకరణం ݡ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  l k ޶న࣒ ఐ࠳ 
సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ సࠬకరణం ఆ࡮औ  ࣋ए छ औ࡮ఆ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡛  సࠪన ڷࡱߕ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ऒߖ޵ ంۨڵࡆఉప ޠ࠱ రంڒణڷ ࣒ڒమనం ऴ ݡ  కھߘంܼ࠭  ఇ޴ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ od k
న࣒ 4 ఈకछ࠳ న࣒ 5࠳ న࣒ 3࠳ औ࡮ఆ ࡽ ఈకछ 1 ࠾ࡍన࣒ 4 2 మ࠳ న࣒ 5࠳   న࣒࠳ ࠾ࡍమ ڙ ߤవ ݀ ߤవ ࡽ
ऴޓ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ࠬద ࠳న࣒ ࠳ ڙ ڷࡱߕన࣒ పߘࣜ޴ సࠪన ఆ࡮औ పऱ࣒ ޶న࣒ ఐ࠳   ఎ޴ࠫߖ మ1 ࠾ࡍ 
ओߩన࣒ ఇ࠳ న࣒ 6࠳ औ࡮ఆ ݡ  చޔరऴసం ࠳న࣒ 4 ࠳న࣒ 15 ఆ࡮औ  3 కం݄ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ޜ సࠪనం k k x k
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ప  ڷࡱߕ వࡱ࢑ ࡛ ऱ࣒  పߘࣜ޴ ࠬద  ప ऱ࣒  ఆࡏ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  న࣒ 3 కం݄ k k࠳ వࡱ࢑ 

 ప ऱ࣒  6 ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  ࣋ए छ ࡛ ఉంܿం޴  సࠪన ఆ࡮औ  చޔరऴߖࣃऒ  ఉపڵࡆంۨ ࡱ࢑ ࠭࠲వߘ k k 
పࡍషए फࣃࡍ ࠭ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࣒ښ   చޔరऴసం ڷࡱߕ  ప ऱ࣒  పߘࣜ޴  ప ऱ࣒  ఆڵ࠙ ޜࡏంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ k k 
తफం ࣋ए࠴ छ घࠫޛ ޴ఇ ړ ࡛ ప  ޴ ऱ࣒  ఆࡏ అޔ࢓ం޴ ఇߩओ మనం ࣋ए ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐށڷ ߖ    k 4 k 24 k 
 ప ऱ࣒  15  ప ऱ࣒  90 సࠪన ࠫޛघ ओߩఇ ޴ ए࣋ ڷࡱߕ సࠬకరణం ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࠭߯ओ घࠫޛ  ప  ޴ ऱ࣒  ఎనࠢ ఒకܽ k k k 

ఉంܿం޴, మధङ  పߖ޳ऒ  ࢑భ܊ంచడం ޳छ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ ࡌ फࣃ ࠭ అݡ࠮ ޴ ఇర࢙ ah k 
ऒߜప ࠾ࡍమ ݡఇర࢙ ఏ ݡఏ ݠڿ  ܽ ऱ 81ࢁమ ړరకం 162ڒ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ంڒ ݡరకం ڷࡱߕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  k 
ఇర࢙ ఏݡ  ప ऱ࣒  ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ  ప ऱ࣒  ఎనࠢ ఒకܽ సࠪన ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ ఇߩओ  k k kڷࡱߕ ࡹࠪڒ మనం ݡ

 ప ऱ࣒  ఇర࢙ ఏݡ మ࠾ࡍ ۨవࡓ ࡍంߖ ݡబంధనల߄ࣃ ࡹరణం ڝࣆޓవ۪ऐ రణం  ప߄ࣃ  3  ऱ࣒  27 సࠪనంk 4k 
0.
 ఇߩओ ओߩన࣒ 3 ఇ࠳ ࠾ࡍన࣒ 27 మ࠳ వ 4 ࠬదࡱ࢑ ݡ తघߕధ ݡ క ࢐సफవ సంఖङ  క k abcࡖమనం మ ޙࡷ
ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం, అం݄ సࠬకరణం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮   మړ ࠾ࡍ abc bx c bx
సࠪనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ झڡఎࣄ   ప ऱ࣒  ఎ ఈకछ झࡽ ऒߕࣆ  ऒߕఉ ࡱ࡮࠮ రణ߄ࣃ ړ మధङ ࣄ ࠾ࡍఆ߯ మ ,࠼  ab 
సంబంߖ߄ऒ  
ऴపశऒ ޶ం࠭ڕఇంత ࠭࠲  పࢲࡍए ऒߖࡌ  పࡍషए ओߩఇ ߝڴ࢑ధం ంۨనࡍ  ݟనంھߘక ݡ
ఆ࡮औ వछߖఉండ ڴలం࠮ రణ߄ࣃ  ంڒ ݟబܽद సࠬకరణం ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ప ऱ࣒  అޔ࢓ం޴  c 
ऒߕࣆ औ࡮ండవ సࠬకరణం ఆࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࣄ   ప ऱ࣒  ఎ ఈڙछ झࡽ  v࣒ڒऴ ޴ంޔ࢓అ ࡗ܋ 
छ޳ ޒర పదमڒణڷ షएࡍప ࡌ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం అ޴ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ ङڒ   ࠗ మ࠾ࡍ ఒక ఎࣄࠉࠉbcca 

ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం  ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  సࠪన ࠳న࣒ ఒక చޔరऴసం మ࠾ࡍ ab c cb ac 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ఒకܽ ࡹ ࡛ छ న࣒ ࣋ए࠳ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  b ac b ab c 
అ࠳ ޴ߝన࣒ ఒక చޔరऴసం ࠬద ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ औ࡮ऱ ఆࢁమ ݡ  ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ छ޳   సࠪనం  cv ac b ࡌ
औ࡮రऴసం ఆޔతफం చ࠴  చޔరऴసం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ࠬద ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࠳న࣒ ఒక ab c ac b cv 
చޔరऴసం ࠬద ࠳న࣒ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ޴ఇ ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ࡛ छ ࡛ అޔ࢓ం޴  ఒక చޔరऴసం ac b ab c 

ङږ న࣒࠳ న࣒࠳ న࣒ ࣋ए࠳ ࠗ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ఇߩओ  bc abq ac b b c ࠉ ߖߖ޳ మనం ݡ
࣋ए छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  పవ࡛ 4 ࠳న࣒ 2 ఎ ࣋ए छ भ޳ࡍ࢑సफ ړࣄࠉ ࡛ ࠭ a 

సࠪనం ڷࡱߕ పऱ࣒   ప ऱ࣒ ङږ ఒక ޴ంޔ࢓అ ޔషర ޴फ అ࣋ڵ࠙ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ  ࠗ పऱ࣒ ङږ ࠉ  ࠗ bc abq acq  
 ప ऱ࣒ ङږ ࣄ  ࠗ ఈకछ ओߩఇ ࣄࠉఎ ޓऴ ࡽ छڒ మనం ݡ ऴڡܽݞ ఈښछ షࡹ ߤ చࡍऐ फࣃ ࠭ ఇߩओ ङږ మనం ݡ  ڡࠉ
ఈښछ షߖ ߤ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭  సࠬకరణం అږ ݋ߕ ޴ङ ए࣋ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ࠗ छ ఒకܽ పऱ࣒ ࡹ ࡛  cu bic x x x
కएࡅ పऱ࣒ ݡంࡓ  ऒߕࣆ సࠪన ݡ࠮  , ఇకए డ ఒక ߕࣆऒ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ߕ ఒక ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ
࢐సफవ సంఖङ లۮ ڕం޴నڒ ࢑బܽद ࠭࠲ ఈ ږङ కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ ऒߖ࡮࠮   
కھߘంܼ࠭ మࡱ࡮࠮ ࠾ࡍ ఇవछ బݟనߩओ ऒߖހసࠬకర ݡ  కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ࠭ంږ ڴ޶ङ  ڡࠉ
సࠬకరణం ࡅకए ణకం మధङڷ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮   సంబంߖ߄ऒ  చࡍऐ फࣃ ङږ ,࠭  ల࡮࠮ ڡࠉ
మధङ ङږ  ऒߖ߄సࠬకరణ సంబం ڡࠉ .ం޳ంڕࣆޓ 
 సࠬకరణం మڝ ߖ޳ ࠾ࡍఎ߹ࢳయం݋ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఘనߩ సࠬకరణం అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ݡ࠮ 
ధङࣃ ݡ࠮ ࡱ࡮࠮  బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡱ࡮࠮ న࠳
ङږ కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ ణకం మధङڷ ࠾ࡍమ ࡱ࡮࠮   సంబంߖ߄ऒ  కھߘంܼ࠭ , ږङ  సࠬకరణం ఒక ڡࠉ
నङࢥ ం ږङ ࠗ పऱ࣒  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡ࠮   మ࠾ࡍ ఈ ږङ  x a  x x ڡࠉ
సࠬకరހల ࡱ࡮࠮ ఆ࡮औ ङږ ఇ࢑ ࠪڴ ࠾ࡍమ ܼࠊ  కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ  ࡱ࡮࠮ 
ఇߩओ ङږ ݋ߕ ݡ ࠗ పऱ࣒  లࡹ ఒకܽ   ప ऱ࣒ కएࡅ  పऱ࣒ ݡంࡓ   ऴޓ ఈకछ  న࣒ x x quare x a x࠳ ݋ߕ ఏ ࡽ
ఆ࡮औ झڡఎ ݡంࡓ ఈ ࠪڴ న࣒࠳ ܼࠊ న࣒࠳   ऴ߭షߤझ ङږ ݋ߕ  ࠗ పऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  x x x x x 
ఈకछ ݡ࠮ ए࣋ ݋ߕ ఏ ࡽ छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛   ప ऱ࣒ ప  ܼࠊ  ऱ࣒  ఆ࡮औ  న࣒ x x x࠳ ߘܼࠊ 
ओߩఇ ݟంచంށڷ ޜࠪڴ ङږ ݋ߕ ఒక ݡ ࠗ పऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒక ࡓంݡ  ప ऱ࣒ ఈకछ ݡ࠮   x x x ݋ߕ ఏ ࡽ
ఇߩओ ओߩఇ ޴అ ࡯ంۧށڷ ߘటऱڙࠈऴ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ ङږ ݡ ए࣋ ࠪڴ న࣒࠳ ࠗ छ ࡛ అޔ࢓ం࠳ ޴న࣒ x x 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠆఆ ܼࠊ  छ న࣒ పऱ࣒࠳ ࡛ औ࡮ఆ ޴फ అ࣋ށڷ న࣒࠳   ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠪڴ ࠆఆ ܼࠊ  औ࡮ఆ ݡ x x x ܼࠊ 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ङږ ݋ߕ ߖߖ޵ ,޴ంޔ࢓అ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠗ औ࡮ఆ ܼࠊ   ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   x ߖఅ ࠪڴ 

Pru
tor
@
IIT
K



ऴ࢐యవ۪ऐ  
మ࠾ࡍ ఆ࡮औ పऱ࣒ ܼࠊ  పऱ࣒ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ࠪڴ   ఆ࠳ ࠆన࣒ ఆ࡮औ ओߩఇ ࠪڴ ܼࠊ   x x ݋ߕ మనం ఒక ݡ
ङږ ए࣋ ܿߦ ޜ ࠗ छ ఒకܽ పऱ࣒ ࡹ ࡛ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ఈకछ ݡ࠮  ङږ ݋ߕ ࡽ औ࡮ఆ ݋ߕ న࣒ ఎ࠳ ࠗ  ప ऱ࣒  x x xܼࠊ 
 ప ऱ࣒ లऐ߱ ߖ ࠹ڴ  వ۪ऐ  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ औ࡮ఆ ݋ߕ  పऱ࣒ ܼࠊ  పऱ࣒ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ࠪڴ   ఆ࠳ ࠆన࣒ ఎ x x 
औ࡮ఆ ݋ߕ ओߩఇ ࠪڴ ܼࠊ  ࣛ ࡽమనం ఎ ݡ ࣛ ఆ࡛ ࠾ࡍమ ࡱ ۶ ۶ ల ڷణߖڒऒ फࣃࡱ߱  ࠭ అߖऒ ంܽకం݄ 
࠭ంڴ޶ మనం ࣋ए छ ऒߖڒణڷ ࡛ फࣃࡱ߱ ޜణకంڷ ࡹ  ࠭  చޔరऴసం అ޴ߝ ఒకܽ మࡹ ࠾ࡍ x lhs x rhs x
࣋ए छ కएࡅ ࡛ औ࡮ఆ ݋ߕ న࣒ ఒక࠳ ణకంڷ   ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ  ओߩఇ ࠪڴ  औ࡮ఆ ݡ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   వࡱ࢑ ࠪڴ 
ऒߕफࣆమనం ऴ࢐ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴన࣒ ఒకܽ࠳ ࠭ ఇ࡮࠮ ޴ల ࠴తफం ఇߩओ లऐ߱ ݡ ంݟ మ࠾ࡍ lhs rhs 
కएࡅ ࡹ కएࡅ అࣾం ࡹ ,ణకంڷ  ఇకए ࠾ࡍణకం మڷ  డ ࡅకए औ࡮ఆ ݋ߕ ణకంڷ  పऱ࣒ ܼࠊ   x lhs a2 x 
పऱ࣒ ࠪڴ ܼࠊ औ࡮ఆ ࠪڴ  , ఇ2 ޴ సࠪనం అం݄ ࠬ ڷణకం 2ړ సࠪనం ޶ڒ, xa 
ఆ࡮औ పऱ࣒ ܼࠊ  పऱ࣒ ࠪڴ  ܼࠊ  औ࡮ఆ ࠪڴ   ఆ࡮औ కएࡅ ܼࠊ  వ పऱ࣒ࡱ࢑  పऱ࣒ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ࠪڴ   ఈړछ ఎ ࡽ
݀ ఎ݋ߡ ఇ޴ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇߩओ ङޑస ޴ఇ ݡ ల ఉతओ కएࡅ फޒ  ఉతओ  s two ޴ంޔ࢓తफం అ࠴ फޒ
ఇߩओ మనం ߱లऐ ݡ వ۪ऐ న ࠙గం ఇకए࠳बరࣄ   డ ࣄबర࠳న ࠙గం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࣄबర࠳న ࠙గం ࠳న࣒ a3 
ఆ࡮औ ओߩఇ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ޴అ ݡ औ࡮ఆ ,޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ న࠳సࠪన ڕࠪڴ ܼࠊ    a3 ړߖ޵ ࠪڴ ܼࠊ 
ओߩఇ ޙ࠼అ ࡱ࡮࠮ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ݡ ङږ   ङږ ݋ߕ సࠬకరణం ڡࠉ ࠗ పऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  s3 x xݡంࡓ 

 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮  ओߩసࠪనం అ ړ  మనం x ݡ
ల ఉతओ࡮࠮ ݡంࡓ కएࡅ फޒ फޑ࠴ ࠾ࡍతफం మ࠴  ऒߖ  కھߘనవ۪ऐ  మ޳ࣄ ࠾ࡍम ంత ࡮࠮ల ఉతओ  ߖफޒ
మనం ఈ ఒక ࣎ ߜڒ ߤڒझ .ం޳ంڕࣆޓ ڴహరణ޳ఉ ړ दߵ
అర ڴలభంࣆ   बం ڝࣆۯవ۪ऐ , ఆ࡮औ ङږ ࠪڴ ࠾ࡍమ ܼࠊ  ङږ సࠬకరణం ڡࠉ ࠗ పऱ࣒  ఆࡏ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x 
औ࡮ఆ ޙ࠼అ ࡱ࡮࠮  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ  औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ࠪڴ  పऱ࣒ ܼࠊ  పऱ࣒ ࠪڴ ܼࠊ  औ࡮ఆ ࠪڴ   మ࠾ࡍ ఆ࡮औ
ऐࡍచ ߘహరణ޳ఒక ఉ ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ ࠪڴ ܼࠊ भ޳ ం.
 ఐ࠳ ޶న࣒ పߜऒ ంݡ సࠪన ߕࣆऒ  ఇߩओ ङږ ఈ ݡ ऒߖހసࠬకర ڡࠉ ङږ ݋ߕ  ࠗ పऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x x 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ऒߕࣆ సࠪన ݡ࠮  లऐ߱ ޜ ం࠳  ݟన࣒ పߜऒ ంݡ ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ   వ xࡱ࢑ ࠪڴ 
 ޜࡏఆ ߘవࡱ࢑ ఒకܽ , ޶ڒ ఒకܽ ߯ߖ޳న࣒ ఒక࠳
औ࡮फ ఆ࣋ڵ࠙  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ  ओߩఇ ࡏన࣒ ఆ࠳ వࡱ࢑ ࠪڴ  औ࡮మనం ఆ ݡ పऱ࣒ ܼࠊ  పऱ࣒ ࠪڴ ܼࠊ   ࠪڴ 
ఆ࡮औ  ,޴ంޔ࢓అ ޶ఐ ޴బܽद అڒ ఒకܽ ݋ߡ ఒక ࠾ࡍమ ޶వ ఐࡱ࢑ ݡంࡓ దࠬ ݡంࡓ ޴ంܼ࠭ ఇھߘక ߘ
ఇߩओ औ࡮మనం ఆ ݡ .వࡱ࢑ ݡ࠮ న࣒࠳ ݋ߕ న࣒ ఒక࠳ కం݄ ݡ࠮ ޴ం, ఇ޳ంھߘక ߘవࡱ࢑ ࠪڴ ܼࠊ 
ऒߜన࣒ ప࠳   ంڒ ݡబܽद అ޴ పऱ࣒  పߜऒ ంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࡅ ݋ࡐకए  ఉతओ ओߩफ ఇޒ ऒߜప ݡ ంݡ 
అޔ࢓ం޴ , ఈ ڒऱ࣒ ࡹ మనం ږङ కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ ङږ ࠾ࡍతफం మ࠴ ల࡮࠮  కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ  
ల ఉతओ࡮࠮ ऐࡍంۨ చࡍڷ फޒ ంۧ࠭, ఇߩओ ऐࡍంۨ చࡍڷ ߖ޵ మనం ࡹޒతరగ ࡍప޶త ݡ फࣃ ङږ ࠭  ڡࠉ
సࠬకరణం ࡅకए ల సछ࡮࠮  ࠙వం మږ ࠾ࡍङ కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ  ంܼ࠭ھߘక ࠭࠲ ߘల࡮࠮ 
ధనङ  ࡱ޳࢐
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