
 
దܽ సమసङ࠴  పࢲࡍए ర ࣊షڒ ࡹ ߤछ ऴڡܽݞ ఈښछ షߤझ  ߯ ండవ సమసङࡓ   పࢲࡍए ర ࣊షࣃ ڕ ߤछ గతం, ࠭࠲ 
సమసङ ࡏతफం ఆ࠴ లߘ పࡍషए మనం ఏడవ సమసङ ܌ࡗ బܽद ఈڒ ంۧ࠭ࡍ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ࠭ ఇ޴ ࠪ ఏడవ 
ऴపశऒ  ఇకए డ మనڕ సࠬకరణం ࠳న࣒ 3 ߘం࠳ ݟన࣒ ఇంܽऴగࡽ ఉం࠴  ޴తफం చޔరऴసంߖࡹ ࠙గం పऱ࣒  x x 
ప  ړߖڴ࠙ న࣒ సమऴగ࠳ ࡹ 2 ऱ࣒  ఒక ࢐సफవ సంఖङ पࡌߪ ࡹసࠪనం ఈ సࠬకరణం ړ0 ڕ ంకం పࢲࡍए రం x x a 
ధङࣃ ఆ߯ మనం ,޴ంݟంచబ޴సࠪۧరం అం ڕࠪ ߖదࡶ మࡃङ  పߖ߅ࡍ క࡯ߕھߘ 

అړ0 ޴ߝ సࠪనం ڒదߖ మనం గమߖంచవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ 0ړ సࠪనం అޙ࠼, సओ షदంڴ ऴపࡌߪ ޒप ంకం a a 
ఈ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ఎం޶కం݄ ڝ ࡹసం మన࠳ ڕన࣒ సమऴగ ࠙గం ࣆࡱޘ, ఇ޴ z x x x 
కएࡅ నऒࠚ   ࠙గం  0 ړ సࠪనం ڒబܽद ߭టदడం 0ړ సࠪనం ڒబܽद ऴపࡌߪ ޒप ంకం ఈ సࠬకరణం ࡅకए  a 
పࢲࡍए రం అߖ మనం ۫డవ۪ऐ ఇకए ڕబܽद మనڒ , డ ఉంړ0 ޴ సࠪనం ޶ڒ.a 
 ఇߩओ కएࡅ మనం ݡ ऒߖڴ࠙ న࣒ సమऴగ࠳   ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ కएࡅ ࡹ ࠭ నऒࠚ   సࠪనంx x x ړߖڴ࠙ 
 వ  ఇۨऐ న సࠬకరణం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 3 ࠴ ߖతफం చޔరऴసం ࡅకए పऱ࣒ ړߖڴ࠙ కऀߦ  కएࡅ ߖ2   e x x 
పऱ࣒ ړߖڴ࠙ కऀߦ  ࣋ए छ ओߩబܽद మనం ఇڒ సࠪనం ړ0 ࡛ కएࡅ ݡ వర ࡹక ࠙గంऀߦ  ठ సࠬకరߖހऒ  x 
߰ంߕޔ޶ऒ ओߩబܽद మనం ఎలऱڒ ࠭ ऒߕంܿڕߘఉంۧల ݢ ࠭.
  ఏ࢐ ߕ޼సफవ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ࡅకए కएࡅ పదం ڶऴݟ 2  ओߩణకం ఎలऱڷ  ړߖఉండܼ ڴలంږߘࣃ ݢ
फࣃऴ࢐ ߖఅ 3 ߖߖ޳ ࠭࠲ కएࡅ రऴసంޔతफం చ࠴ ࠭ కएࡅ న࣒࠳ న࣒ 2࠳ క ࠙గంऀߦ   క ࠙గం x xऀߦ 
ओߩసࠪనం ఇ ړ 0 ߩన࣒ ఒక చదర࠳ ऒߖހఈ సࠬకర ݡ  పࡍషए ధङࣃ ڕफ మన࣋ࡍ फࣃࠚల ࡱకߧన ఎం࠳  x  ࠼
కएࡅ ప  అ࢑ ࠾ࡍమ ړߖڴ࠙ కऀߦ  ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం  ప ऱ࣒   ఒక ࣋ए छ ऒߖݞంచڵ࠙ ޜ ߘ ࡛  2 4 12 6
సరࢁకృతం ࣄۯన తࡌछ త మనڕ ఇ޴  ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం ఒకܽ పऱ࣒ ఒక ࣋ए ݡ࠮  छ फ 1࣋ڵ࠙ ޜݡ࠮ ߘ ࡛
ఇߩओ ఒకܽ పऱ࣒ ݡ రऴసం ఒకܽ కం݄ ఖۨऐޔఒక చ  ݟంచంߖగమ ߖఅ ݡ࠮  తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद మనڕ a 
ఉనऒ ం޶న 0ړ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद మన࠳ 1 ڕన࣒ వర ठ࠮లం 1 ప ऱ࣒ న ࣋एݟంచబڵ࠙ ۯ 3 ߖ 3  छ ࡛ ఖۨऐ తంڴ 
0 కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ 
, అࡅ ޙ࠼కए छࡽక ࠙గం అऀߦ   అߖ మన0 ࣆࡱޘ ڕ కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद x x 
కएࡅ ధङࣃ ޴ఇ ړߖڴ࠙ కऀߦ  ం ڒ ޶ڒబܽद  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ݋ࡐ ࡛ ऱ࣒   ఒక ࣋ए छ फ  కం݄ 1࣋ڵ࠙ ޜ ߘ ࡛ 1 3 3 0
ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए  x ڴసࠪనం ړߖ޵  ޙ࠼క ࠙గం అऀߦ 
, 1 ప ऱ࣒  3 ࣋ए छ కएࡅ ࡛  1 ప ऱ࣒  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ఖۨऐ తం3 ڴ కం݄ తڕए వ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ0 ޴ కం݄ 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभదڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇకए డ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 అ1 ޴ߝ ప ऱ࣒ కएࡅ 3   వర ठ࠮లం కం݄ a 
ఖۨऐ తంڴ తڕए వ అߖ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ .
 చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఖۨऐ తం2 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉం޴ ఇߩओ న అసࠪనత 1 ఖۨऐ޴మనం ߰ం ݡ తం1 ڴ 
 ప ऱ࣒  3 కం݄ తڕए వ ఒక చޔరऴసం ఇ޴ ఖۨऐ తం4 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߰ం0 ࠭ޑ޶ 
ఖۨऐ తంڴ చదరߩ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒక చޔరऴసం ఖۨऐ తం1 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ 
కएࡅ రऴసంޔఒక చ  ޴బܽद ఇڒ ధङࣃ  ఇకए ࠾ࡍమ ߅ࡍన ప࠳ డ ߘంݟ అ޴ߝ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ  న࣒ 1 a࠳ ࡽ
0 ڕవర  ݟంߘ  బܽदڒ , ࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ ߖనద޴ంۮ ڕ ߤయߖ࠿  ݟంߘ 0 1
ఎంߧక 3 సࡕన޴, ఇకए డ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ߤయߖ࠿ 0 ݟంߘ న࣒ 1࠳ ࡽ छࡓఇంట ߤ .ݟంచంߖగమ ߖఅ ࡽ

ఓ߭ ݟంߘ  छࡓఇంట ߤ ऒߖఅ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޒఉపసࠫ ڕవర  ݟంߘ  న࣒࠳ ࡽ 0   ߘల ݋࣊  1 a 2 1
కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ , ޴బܽद ࠭࠲ ఎంߧక 1 ݞږ సࡕన޻నࣃ۫ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ ఎంߧక 2 మ࠾ࡍ ఎంߧక 4 
ఎంߧక 3 ߘంڴࡏ࢘ ݟ ఉߕऒ .࠼
  అ݋࣊ ޴ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ߤయߖ࠿ 0 ݟంߘ న࣒ 1࠳ ࡽ छࡓఇంట ߤ ఉనऒ ڕవర 1 ݟంߘ 0 ࡽ  ఓ߭  ߤ
ఇంటࡓछ ఉనऒ ڕవర 1 ݟంߘ 0 ࡽ  ఆపल2 ߤ మ࠾ࡍ ఐۨऑ కం 4 ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ లڕ సࡕనڒ ޴ద࠭࠲ ߖ 
मࡌߖ ڴࡏߝ छ޳ ߤ࣌ڜ ంచగల࠭ࡍ ఇవछ ࡌ బݟన ࡓంݡ ఫంࣾనऱ ߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.x x gx
  చޔరऴసం మࡅ ࠾ࡍకए  వర ठ࠮లం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన ఫంࣾߤ మనڕ ఇకए డ ఇవछ బݟం޴ ఒక వర ठ x fx 
సࠬకరణం 18 చదర࠳ ߩన࣒ 9  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఈ వర ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ࡛ ठ సࠬకరణం ࡅకए  x pi x pi ݡంࡓ 
పࢲࡍए औ࡮ఆ ࡱࡌ  మڒ ܼࠊ ࠾ࡍబܽद ఆ࡮औ  ఖۨऐ తంڴ ఉంܿంܼࠊ  ޴ కం݄ తڕए వ ࠭࠲ వऴకࡔఖޜ y 
సࡍహ޶भڴࡱ ఉనऒ  ऴߦంతం ࡅకए  కం߱ړ ܘ సࠪనం మ࠾ࡍ పంڕफࡱ ఆ࡮औ x g f ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  x x
एڝߘక ߖసࠪనం అ ړ0 ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼࠊ औ࡮ఆ ࡯࢐  అం݄ ఏࠫܽ మܼࠊ ࠾ࡍ అం݄ ఏࠫܽ అߖ y 
కएࡅ ర సࠬకరణంڒࣃరऴޔం చ޳ంڕࣆࡱޘ  పࢲࡍए ए࣋ 81  ࡱࡌ छ న࣒ 72 ࣋ए࠳ ࡛ छ కएࡅ ࡛  9 pi pi pi 
 ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठߖ࡮࠮ऒ ऒߖݞంచڵ࠙ ޜ36   సరࢁకృతం ࣄۯన తࡌछ త మనం 9  ప ऱ࣒  pi pi ޜ36 ߖ న࣒ 3࠳ 
ంచవ۪ऐڵ࠙ औ࡮బܽद ఆڒ  కం݄ ఖۨऐ ܼࠊ  తంڴ తڕए వڴ ఉందߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
 ఆ࡮औ  అ࠳ 9 ޴ߝన࣒ 3 ڵ࠙ ޜ36 ߖంచవ۪ऐ , అం݄ ڵ࠙ ޜ6 ߖంచవ۪ऐ  మ9 ܼࠊ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  3 pi pi pi pi 

ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ36 ߖ , అం݄ ࣋ڵ࠙ ޜ3 ߖफ ఇߩओ కएࡅ ݡ  కం߱ܘ అߝ ఫంࣾߤ ఏࠬ ࡶదߖ pi pi x g f 
గమߖంచంݟ.

కएࡅ  ఫంࣾߤ࣌ڜ ߤ ఇߩओ ఉనऒ ڴࡱभ޶హࡍస ޜఖలࡔవऴక ڷࡱߕ ఆ ݡ  ऴߦంߖޑऒ  కھߘనړߖݞ మనం   x 
ۨऴߖޑऒ ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ  फࣃ ࠭ ఇ޴ మన అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ మన అࣾం ڒవ۪ऐ  ఇ޴ అߖ మ࠾ࡍ x y x 
ఇ޴ అߖ ऴࣄ࢐ , ఆ߯ మనం ࣃڶफ औ࡮ఆ ߤࡷ  ࠭  y x x ߖసࠪనం అ ڕܼࠊ ߤࡷ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ
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అڕߘం޳ం, తࡌछ త మనం ఫంࣾࡅ ߤ࣌ڜ ߤకए  ऴࣃڶ ߖ ࠆڴफ x pi 2 ݋ం࠼ߦ ఈ  ࠑ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭
 pi pi y ޴ߝఅ 6 ࠑ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ 3 ࠑ

కएࡅ औ࡮ఆ ޴సࠪనం, ఇ ړ ߤ࣌ڜ   x x x ual ݭݥࢺ మనం ڕవర ܼࠊ ݟంߘ  ڡఈ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ
ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴ , ఇ޴ ۨऴతం ߘం࡮ۧ ݟ సओ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం 
కएࡅ ߤ࣌ڜ  x dx pi pi 3 ࠑ ݟంߘ 
వరڕ సమऴగతߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿంߘ 6  ޴ంߘ ݟం3 ݟ వరڕ మߖߖ޵ ࠾ࡍ పࡍషए  फ, మనం pi pi࣋ࡍ
కएࡅ छ޳ 6 ݟంߘ ߤ࣌ న࣒࠳ 3  కएࡅ న࣒ సగం࠳ 2 ݟంߘ 3 ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ࡌ  వర ठ࠮లం, 
కएࡅ న࣒ 1࠳ 3 ޴ऴ࢐࣋फ ఇ ࡹపంࡐ మనం ࠫऴశమ ߖߖ޵  వర ठ࠮లం 2 ޳छ . ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ  డ ఈ ऴపశऒ फࣃ۫ ߖనం అ߄న సࠪࡕక సߧలठవ ఎంߕ ࡹ ࠭, 
ఇږ ޴ङ ࠗ మ࠾ࡍ మధङ ࡍఆڝ  न݋ߝ మ0 ࠾ࡍ మ1 ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ ࡍఆڝ  नࡅ ࠪڒ ݋ߝకए  x x y x x y 
అߖऒ  జతల ࢐సफవ సంఖङ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  ऴߦంతం ఇవछ బݟం޴.r 
नܘऱڝ   ఇంటࡓछ ࢐సफవ సంఖङ ڕమన ࡹ1 0 ࡽ  ఆ࡮औ ఇవछ ݞږ  బޔݡం޴, త޳छ औ࡮ఖ ఆࡔ ࡌ  సࠪనం x r ڕ
ऴߦంߖޑऒ ఇకए ڕఆ߯ మన ,޴फంࣆ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ సࠪన ݡంࡓ  డ ڷࡱߕ ఎంߧకࡱ ఇవछ బݞन ऒߖఅ ,࠼  
షరࡱޔ ఏ࢑ సంతృߧफ ۮం࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡆ޳  ఆ࡮औ షएࡍప ߖߖ޵  ऒߖޑంߦదట ऴ࠴ ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ  
ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ फࣃ ࠭ ఇ޴ మన అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ మన అࣾం ڒవ۪ऐ , తࡌछ త మనం ࡅకए  r x y y 
ऴږ ߘ ࠆڴङ फࣃڶ సࠪనం ړ ࠗ ࠭, ఆ߯ ࡅ ࠭࠲కए  ऴ࣋ڶ ߘ ࠆڴफ ړ సࠪనం అߖ޵ ޙ࠼ऒ  x y xi
యవ۪ऐ࢘ߧࡍۮ ङږ  ఒకܽ ݋ం࠼ߦ ޴ߝఅ ޴బܽद ఇڒ  y x y x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠗ
ఇڒ 0 ޴బܽद ݟࢺ ߘߝంࣆۯ ۃफనऒ  ऴߦంతం ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  అ0 ޴ߝ మ1 ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ  ࢐సफవ సంఖङ  r 
మ࠾ࡍ ఆ࡮औ ړన పం࠳సࠪన ڕ फ ऴߦంߖޑऒ ړబܽद పంڒ ࡱڴ࠙ ޴फంࣆ܊࢑భ ڴసࠪనం ݡంࡓ  फ ఆ࡮औ  r x ڕ
సࠪనం ڒబܽद ఈ ࠉం࢓޶ ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆ࡮औ ړపం ߝసࠪనం అ ڕ फ మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ  ऴߦంతం x a 
అߖ మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంߖޑऒ  ऴߦంతం అࣃࡱߧ ߖफ కएࡅ ంతంߦబܽद ऴڒ ࠭ లङࢡ࢙  ం సࠪనమߖ మనڕ b a 
కएࡅ ంతంߦऴ ࣆࡱޘ ङ࡮ࢡ࢙  కएࡅ ంతంߦదܽ ऴ࠴ ړߖ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  గ޳ށभ ం ۨऴతం ߘంݟ ఇߘ 0 ޴ంݟb a 
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ݟంߘ న࣒ 0࠳  ङږ  ࠗ వరڕ సమऴగ࠳నదߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం࠳ ޴న࣒ ߘంݟ x dx x dx x 
పవ࡛ 4ڵ࠙ ޜ4 ߖంచంݟ మ࠾ࡍ మనం ߘ 0 ߖߖ޵ంݟ ఆ࡮औ  వరڕ మ࠾ࡍ ۨవ࡮࠮ ڴࡍङ ంకనం ࡯࠻ۯ  y
మనం ఆ࡮औ  చޔరऴߖࣃऒ औ࡮న࣒ ఆ࠳ 2  . ంۧ࠭ڵ࠙ ޜ4 ߖపవ࡛ 4 ,ڴంచڵ࠙ ޜ
 తࡌछ త ܊ࡎ ࠭࠲యߤ ऴߦంతం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  గࣃށफ ࠭ మ࠾ࡍ అకए డ పࡱ࢑ ޒࠫࡍవ ఆ࡮औ  b ݟంߘ 
.޴ఉంܿం ړ1
ओߩబܽद మనం ఇڒ  औ࡮ఆ ޴ఇ ݡ  2 1 అࣃۯ ߖफ ࠭.

औ࡮న࣒ ఆ࠳ ङږ 1 ݟంߘ  బܽद మనం ఇకएڒ ࠗ డ చޔరऴߖࣃऒ ړంۧ࠭, శڵ࠙ ޜ న࣒࠳ 2  फ  x dx x dx x x
छ޳ 4 ߖ4 औ࡮ఆ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍంۧ࠭ మ܊࢑భ ࡌ ङ࡮࠮ ړ1 ݟంߘ  ంకనం ࣃۯफ  ݟంߘ 1 ڕబܽद మనڒ ࠭
औ࡮న࣒ ఆ࠳ 4  చޔరऴߖࣃऒ औ࡮న࣒ ఆ࠳ 2  ړంۧ࠭ శ܊࢑భ ޜ फ 4ߖ ఇߩओ కएࡅ ంతంߦऴ , ڴంచڵ࠙ ޜ4 ݡ  
లङࢡ࢙ ం మ࠾ࡍ ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం సࠪనమߖ మనࣆࡱޘ ڕ, అߩओ  సమం b ߖ࢐ܽ మనం ݡ
యవ۪ऐۯ  మߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ऴ࢐యవ۪ऐ  కߘక ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఆ࡮औ  చޔరऴߖࣃऒ  2 a 
औ࡮ఆ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ఇకए ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ ߖ పవ࡛ ݟంߘ  డ మనం  ߘం࠳  ݟన࣒ 4 4 1 4
ఆ࡮औ  ࣋ए छ ప  ߘ ࡛ ऱ࣒  ఆ࡮औ छ޳  ߖ పవ࡛ ڴంచڵ࠙ ޜ ऒߖ޵ फ࣋ڵ࠙ ࡌ छ޳ యడంۯ లభతరంࣆ  మనం 2 ࡌ 4 4
ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳ 2 ߖపవ࡛ 4 ߘ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳ 1  फࣃڵ࠙ ޜ4 ࡌ ࠭.
 
ఈ సࠬకరߖހऒ ओߩफ ఇ࣋ށڷ ޜ4  ओߩసࠪనం, అ ړ0 ݡ ړమనం శ ݡ फ2 ړ ఆ࡮औ औ࡮న࣒ 4 ఆ࠳ 4  ࠭ޑ޶ం߰ ߘ  
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ओߩబܽद మనం ఇڒ సࠪనం ړ  औ࡮ఆ ݡ  ࣋ए छ వర ࡹ ࡛ ठ సࠬకరߖހऒ  ߰ంߕޔ޶ऒ ࠭ , ఇకए డ 1 0
ఉనऒ  ఎంߧకలߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఆ࡮औ  ߖనదࡕక సߧడవ ఎం࠮ ۯࡍफపߧసంతృ ߘޔడవ షర࠮ 
మనం ۫డవ۪ऐ , ఇߩओ फࣃۯ ڥߖత ݞږ ߖ࢐ܽ న࡯ڵࠫ ݡ ࠭ .
 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ఇపओ ࠭࠲ ࡹ ࡛ ऒߖހర సࠬకరڒࣃరऴޔచ ښܽ  ߰ం޴న ఎంߧకలߘߝ ߘ ఇకए డ మࢁऱ సࠬకరߖހऒ  
ऴࣆ࢐फߕऒ औ࡮ఆ 2 ߘ औ࡮న࣒ 4 ఆ࠳ పవ࡛ 4 ݟంߘ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ . సࠪనం ړ0 1 
షएࡍప ߖߖ޵  छ޳ ంచడంࡍ औ࡮ఆ ࡌ  ࣋ए छ ధङࣃ ڕసం మనڝ ࡛ फࣃࠚల ࡱకߧన ఎం࠳ 4 ప అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ ऱ࣒   
న࣒ వర࠳ ठ࠮లం 16 ࠳న࣒ 8 ڵ࠙ ޜ4 ߖంచంݟ, ఇ1 ޴ ప ऱ࣒ కएࡅ 2  న࣒ వర࠳  ठߖ࡮࠮ऒ ओߩफ ఇ࣋ڵ࠙ ޜ2   ݡ
ంۨన 1 పڵ࠙ ޜ2 ऱ࣒  వర ठ࠮లం 1 కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదߖ గమߖంచవ۪ऐ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ  ధङࣃ ڕ మࡃङ  
ఎంߧక ޶ڒ మనڕ ఆ࡮औ  ఉనऒ ం޶న 1ړ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ 1 
న࣒ వర࠳ ठ࠮లం 2ړ సࠪనం, 
ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  సగం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉం݄ ఆ࡮औ  ࣋ए छ एڕకం݄ త 4 ࠑ 1 ࡛ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ 
ఉంܿం޴ అకए డ  ࠭ం޶ మనڵ࠙ ޜ2 ڕంచబݟన 1 ࠳న࣒ వర ठ࠮లం 1 ޳छ एڕకం݄ త 4 ࡌ వ ޳ࡶ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ మనం 3 ޳छ एڕకం݄ త 4 ࡌ వ ࡅ 2 ޳ࡶకए  వర ठړߖ࡮࠮ 
సࠪనం అ࣋ڵ࠙ ޜ2 ߖफ ఇߩओ छ޳ మనం 9 ݡ एڕకం݄ త 4 ࠑ 2 ޴ߝఅ 16  ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ వ ޳ࡶ సࠪనం 
అం݄ సగం ߗڒ ఇࣃ ޴ధङ ం ڒదڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఆ࡮औ  సగం కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉండږడ޶
ओߩబܽद ఇڒ ޴నࡕస ݡంࡓ కߧబܽद ఎంڒ ޶ڒ ޴నࡕక ఒకܽ సߧబܽद ఎంڒ  ڥߖత ߖ క 4ߧఎం  ࠲మనం ࠪऴత ݡ
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ఇకए ړߖݞయۯ డ ఎంߧక  అ޴ߝ ఆ࡮औ  ࣋ए छ వర ߖࡹ ࡛ ठ సࠬకరణం అߖ మనం ۫డవ۪ऐ , ఆ࡮औ  ࣋ए छ సం 4ڝ ࡛
షएࡍప ߖߖ޵ औ࡮फ, ఆ࣋ࡍ  ࣋ए छ ధङࣃ ڕ ࡛ మࡃङ  ఎంߧక࠳ ࡱన࣒  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒ छ޳   4 ࡌ 16 4 2
.࠼ޑంచబడڵ࠙
 అం݄ ࠳న࣒ 2 ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ఇపओ ڕమన ࢒ఏ ࡱవࡱ࢑ ఈ ࠾ࡍమ 5 ݋ࡐ ࡛ औ࡮ంۨన ఆࠚల ښܽ  ࣋ए छ ࡛ 
ఎంߧకޜ ఏڔభ࢑ంచࡶదߖ మనం సओ షदంڴ ۫డగలం ڒబܽद ߕలठవ ఎంߧక సࡕనڒ ޶ڒ ޴బܽद ఇږߘࣃ ޴ల 
पࡌߪ ంకం ڝసం ࠪ పదవ ऴపశऒ వర  ݟయܑయం࡯ޘ ࡱలతږޒऴప ڕࠪ  ठ సࠬకరణం ړࡹ  ప ऱ࣒  1 n ider x x 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప  ړࡹ 1  ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  అߵ వరڕ  ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ న࣒ 1࠳  ऱ࣒ సࠪనం, ఈ వర ڕ  ठ x x x n x n 10 n 
సࠬకరణం ࡱ࢑వ ఎంత అߖ మనం క࡯ߕھߘ.
पࡌߪ సࡏవ ݡంࡓ  ంక పࢲࡍए ओߩఇ ,޴ఉం ڵ࡯క ߘలࡌ ఈ వర ݡ ठ సࠬకరణం ࡅకए  ఎడమ ࢙ߩన 
అߝక సమనऱ࠴ ࡹతफం ఉߕऒ బܽद  ࣋एڒ ࠼ छ కएࡅ ࡛ మనం ۫డవ۪ऐ ߖణకం అڷ   సం x n xڝ ߖ޳ ,
కएࡅ .޴ఉంܿం ࣄనవలھߘణకం ఏࠫ݇ మనం కڷ 
  మనం ࠴దట ࠴దܽ కࠪం࢑ ߘ ݭభ޳܊भ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ࡓండవ ޑ࠴फ ऒߖ  ࢑భ࣋܊फ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ x x ߖ 
߰ం߯ߖ޳ ,࠭ޑ޶ మనڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 వࣆफం޴ , ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 x x 2x x 3x 
ఆ߯ మనం ۨవࡍ సమघ ం࢑ ߘ ݭభ܊ంۨ ఆ߯ మనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ߖ న࣒࠳  ऱ࣒   ప ऱ࣒ న࣒ x n 1࠳ ߖ  x nx n n 1
బܽद ఇకएڒ ݟందం߰ ړࡹ డ మనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ړࡹ న࣒ 1࠳ 2  ऱ࣒  ంܼ࠭ x n x n nڕࣆޓ ړࡹన࣒ 1࠳ ߖ 
కएࡅ బܽदڒ ణకం  పڷ  ऱ࣒   ప ऱ࣒  అړ ߵ సࠪనం  ఇߩओ సంऴగࣕంచడంx 1 ߖߖ޳ మనం ړ  న࣒࠳ ݟంߘ ݡ 3 2n 1
भ޳ݟܔ ߖ फ࣋ۯ సం సంऀపफంڝ ం ప ऱ࣒ ఆ߯ మనం ఇపओ , ڕవర ݟంߘ   ంۨన  పݟܔ ښܽ ऱ࣒   ప ऱ࣒ 2 ߖ  4 2n 2 4 2n 
వరࣃ࢘ࣄޓ ڕफ n 2 n 2 2 ޜ న࣒࠳  ޙݟంచబڵ࠙  ޜ న࣒࠳  ڕవర ݟంߘ ޴బܽद ఇڒ ,࠭ 1 2
 ,޴ంޔݡంచబڵ࠙
అߩओ ప  ߘ ޴ఇ ݡ ऱ࣒ మనం ఇకए ڕబܽद ۨవరڒ ంۧ࠭ڵ࠙ ޜ2 ߖ1  డ 2 ߘ  ప ऱ࣒ ప  ߘ న࣒࠳ 1  ऱ࣒n n n n n n 
ऒߕޔ޶ం߰ ړࡹ 1 ए࣋ 2 ޴బܽद ఇڒ ࠭ छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ  n n n n ߖߖ޵ బܽद మనంڒ న࣒࠳ ࡛
߰ంߕޔ޶ऒ ࠭ ࣋ए छ కएࡅ ࡹర సࠬకరణంڒࣃరऴޔణకం  ఈ చڷ బܽदڒ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ  మనం n x n ݡ
ऒߖ޳న ప࠳बరࣄ   

ప  ݟంߘ ऱ࣒ ऐۯవ ړࡹ1  ऒߖ޳న ప࠳बరࣄ ݟంߘ ߤదܽ సమ࠴   కߕھߘऒ ࠭ .x x 
ऒߖ޳డవ ప࠮ ࠭࠲ సంڝ హనڴరం 2 మంۨ అవڒసహ ړߖ޳న ప࠳बరࣄ 2    ప ऱ࣒ ప  ڴ2  ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ڴ3  ࠭, ఈx x 
పదం 
ओߩఇ ޴ంޔݡహదప޾ ړߖ޳న ప࠳बరࣄ 6 సంऴగహం  ప ࡍవۨ ݡ ऱ࣒ ప  ݟంߘ న࣒ 1࠳  ऱ࣒  ఇకए డ ߘంݟ x n x n 
ఈ పదం ࠳న࣒ 1 ߘంߘ ݟంࣄ ݟबర࠳న ప޾ ړߖ޳హదం ࣆۯफందߖ మనం ۫డవ۪ऐ  మݟڕ ࠾ࡍ n n 
ऒߗబܽद అڒ ޴ఉం 10 ڕన మనߩ࢙  కߧ࡯ ఇకए డ 0 ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  6 ప ऱ࣒  వర࠳ ڕన࣒ 1 ړࡹ ऴࣃ࢐फ ࠭ n n n 
మ࠾ࡍ మనߩ࢙ ݟڕ ڕన 10 ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇߩओ న࣒ 10 ఈ ࠙గం ఇపओ࠳ ݡ  n n ښܽ

 k k k n n ݟంచంߖగమ ߖన࣒ 10 అ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߖఉంద ڕవర ݟంߘ 1 ࡹపంࡐ న࣒ 1࠳ ࡹపంࡐ
మ࠾ࡍ మనం ࢑ ߖߖ޵భ܊ంۨనటऱޙ࠼ ࣋ए छ  k k 1 2 n kk 1 2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ࡛
ప  ݟంߘ ޴బܽद ఇڒ న࣒ 10࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ऱ࣒ ప  2 ݟంߘ 1  ऱ࣒ छ޳ 6 ړ 1   n n n n n ࡌ
࢑భ܊ంచబݟం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ߘంݟ  ప ऱ࣒ ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ2 ߖ1   న࣒ 10 n n n࠳ ݡ
సరࢁకࡍంచడం ޳छ ప  ߘ దట࠴ మనం ࡌ ऱ࣒ ప  2 ޴ఇ ,ݟంచంڵ࠙ ۯ 2 ߖ1  ऱ࣒  n n n ۯ న࣒ 1࠳ 3 ߖ1 
బܽद మనం ఇకएڒ న࣒ 10࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ డ ߘంݟ  ప ऱ࣒  n n n n ۯ 3 ߖ న࣒ 1࠳ ݟంߘ 1 
.ంۧ࠭ڵ࠙
ए࣋ ޴బܽद ఇڒ న࣒ 10࠳  छ ओߩफ ఇ࣋ڵ࠙ ޜన࣒ 10࠳ 3 ߖ న࣒ 1࠳ ࡛ మనం వర ݡ ठ సࠬకరߖހऒ  సరࢁకృత n n 
పऱ࣒ ޴फంࣆవ ڕऴ࢐࣋फ మన ࡹపంࡐ  ࣋ए छ ࡛ మࣄ ࠾ࡍबర࠳న పదం ߘ ࣋ए छ  న࣒ 1 nx squ n x n n࠳ ࡛
తघߕధ ޴ߝసࠪనం అ ړ 0 ڴంచڵ࠙ న࣒ 10࠳ 3 ݟంߘ క ࡌߪप ంకం ڒబܽद మన వదभ ఉనऒ  సࠪనం n n n ړ0 
యవ۪ऐۯ भ޶ర ߖ ݟంߘ బܽद మనం ఈ సࠬకరణంڒ ޶ڒ  మ࠾ࡍ మనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ n x nx n 
బܽद మన వరڒ సࠪనం ړफ 0࣋ڵ࠙ ޜన࣒ 10࠳ 3 ߖన࣒ 1࠳ ठ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒ x nx n࠳ ࡛
पࡌߪ సࡏవ ݡంࡓ ࡹసࠪనం ఈ సࠬకరణం ړ0 ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ3 31 ంࡱڒ ఉߕऒ एࢲࡍప  ࠼  m ࡱࡌ
మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߤ అڕߘం޳ం ڒబܽद మనڕ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  న࣒ m m m n࠳ 1 
ప  ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ऱ࣒ కएࡅ   న࣒  ప࠳ ޴ఉం ڕబܽद మనڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ న࣒࠳  ऱ࣒  2m n 1 m n 1
ప  ࡹ ࠭࠲  ࠾ࡍफ మ࣋ڵ࠙ ޜ2 ߖ ऱ࣒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ 1  ࠭, ࣋ए छ  m m n ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ۯ 3 ߖ న࣒ 31࠳ ࡛
ఇߩओ ङޑऴప ߘవࡱ࢑ న޴ం߰ ࡹమనం ఈ సࠬకరణం ݡ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ m 
, ఆ߯ ࠳న࣒  ప ऱ࣒ छ޳ 2 ߖ1  న࣒  ప࠳ 1 ࡌ ऱ࣒ छ޳ ంۧ࠭  2܊࢑భ ంۨ܊࢑భ ڴ1  ए࣋ ࡌ छ  n n n ړన࣒ 31࠳ ࡛
సࠪనం, సరࢁకృతం ࣄۯన తࡌछ త ࣋ڵ࠙ ޜफ మన࠳ ڕన࣒  ప ऱ࣒  వࣆफంߘ   ޴ం࠳  ݟన࣒ ࣋ڵ࠙ ޜ ߖफ 3 n 1 1 4 n 
࣋ए छ ए࣋ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ޴फ ఇ࣋ڵ࠙ ޜ3 ߖ న࣒ 31࠳ ࡛ छ  n ޶ڒ ࠬࡔమ ޴फ అ࣋ڵ࠙ ޜ4 ߖన࣒ 1࠳ ࡛
మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍ ࣋ए छ  n n.޴ఉంܿం 3 ڕబܽद మనڒ ࡯ంۧڵ࠙ ޜ3 ߖన࣒ 31࠳ ࡛
  చޔరऴసం ࠳న࣒ 3 4 ࣋ए छ షएࡍప ߖߖ޵ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 1 24࠳ ࡛ फ ࣋ए࣋ࡍ छ  సࠪనం n n ړ 121 ࡛
మ࠾ࡍ అ޴ߝ ధߕతघ క ࡌߪप ంకం ڒబܽद మనం ఇకए డ ߘంړ11 ݟ సࠪనం అࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ  బܽद n nڒ 
ఇకए డ ࠮డవ ఎంߧక సࡕన޴ ఈ ऴపశऒ ࢐సफవ వర ࡹ ठ సࠬకరణం 0ړ సࠪనం అ࠭࠲ ߖ పࡍగࣃށफ ࠭, ఈ px 
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సࠬకరణం ࡍߪ फڴ ఊࣔతघ క పࢲࡍए ओߦۮ ߖఉంద ڵ࡯క ࠲ऴతࠪ ߘలࡌ ࠭ అం݄ పࢲࡍए औ࡮ఆ ࡱࡌ  i 
ఇకए ,࠼ఉంܼ ࡹపంࡐ డ ఆ࡮औ  ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫۮ ړޒం޴న޴, అߩओ ऒߖހసࠬకర ࠭࠲ ݡ  పࡍగࣃށफ ࠭.

కएࡅ కएࡅ ,సࠪనం ړ0  కएࡅ   పࢲࡍए కएࡅ సࠪనం ړ0 ࡱࡌ  అߖऒ  సࡕన సࠪۧరం  px p px p 
ఏࠫ݇ మనం కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴.
న వర࠳జߖ  ठ సࠬకరణం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߖߦࡐ   కڵ࡯ ఉంܿందࡏڷ ߖफڕࣆۯం޳ం.bx c 
एࢲࡍప ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴలంږߘࣃ ࡮ۧ అం݄ ړ0   పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ࡱࡌ ए࣋ ࠉ  छ  న࣒ a st  4ac࠳ ࡛
కएࡅ న࣒ వర࠳  ठߖ࡮࠮ऒ  

नݞంచబڵ࠙ ޜ एࢲࡍబܽद పڒ ࠼ న࣒ 2a࠳ ,న޶నంݟంచబ޴అం ڕమన ߖతమߖఊࣔజ ڴफࡍߪ ࡱࡌ 4ac 
ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందࡌߖ ࠭࠲ ߖम .ంచగల࠭ࡍ
 పࢲࡍए ړసం ࡱࡌ ऱషदంڴ ఉߕऒ యࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, అకए డ ߘంݟ ࣋ए छ న࣒ ఖۨऐ࠳ ࡛ తం0 ڴ కం݄ b 4ac 
తڕए వڴ ఉందࡌߖ ࠭࠲ ߖम छࡌఆ త ࠾ࡍంۧ࠭ మࡍ త ࠭࠲ అړ0 ޴ߝ సࠪనం అࡌߖ ߖम  ంۧ࠭, bࡍ
ఎం޶కం݄ పࢲࡍए ఊࣔతघ ڴफࡍߪ ࡱࡌ క࠳న࢑ ఎం޶కం݄ ࡗ܋ ߤߕ అޙ࠼ ఇకए డ ߘంݟ మనం b 
۫డవ۪ऐ .
ङࡲ࣍ ࠉ  షߤझ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ఉం ࠉ ڕబܽद మనڒ ޴ంޔݡహదప޾ ړߖڴ࠙ న࠳జߖ ࡹ   బܽदڒ సࠪనం ړ
ఇకए డ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभ޴ అం݄ మనڕ మࡓ ࠾ࡍంݢ ఒښ సంޑښలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ  ac a c ,࠼
ఇߩओ फࣃఏࠫ݇ ऴ࢐ ޴దܽ࠴ మన ݡ ࠭.
 సࠬకరణం 0ړ సࠪనం ڒబܽद ఇھ ޴డन࡯ చޔరऴసం పऱ࣒  ఇకए డ ߘంړ0 ݟ సࠪనం ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ  px c x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  అࡐ ߝపంࡹ ऴ࢐యవ۪ऐ c a ڴ ࠹న व߯࠳बరࣄ ంతڜ ߖ ,సࠪనం ړ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜ  0 c c 
࢑భ܊ంۨ అ޳ࡱߧ ߖभ ం c 
మߦ  ࠾ࡍపం  మࡓ ࠾ࡍంݢ ఒښ సంޑښలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߕࣆ ࠹व߯ ,࠼  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ce a c c 
߭దभ޴ అߖ మనం ࡌߖम ओߩంచగల࠭, ఇࡍ కएࡅ ݡ  అం݄ 0ړ సࠪనం అߖ ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद ఇ޴ చదరߩ px p x 
 ప ऱ࣒  व߯ࡽࣟ ࠹ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  व߯࠹ సࠪనం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.c c 
ओߩఇ ݟంߘ 0   ऒߖڴ࠙ మనం ఈ ݡ  ࢑భ܊ంۨన తࡌछ త ࢑భ޳܊भ పవ࡛ 4 ప ߖ ࠭ ऱ࣒  2 ࣋ए छ పऱ࣒ ࠹व߯ ࣄ ࡛ x ࣄ  x 
व߯࠹ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ࠹व߯ ࣄ   ,సࠪనం ړ
ఇ޴ ࣋ए छ వర ߖࡹ ࡛ ठ సࠬకరణం x 
షएࡍప ߖߖ޵ బܽदڒ भ޳ࡍ ం  ࣋ए छ ࡛ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए छࡌంۨన తࡍ త ࠳న࣒ 2 ࣄ व߯࠹ పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ x 
ए࣋ ࠹व߯ ࣄ 4 ݋ࡐ छ ए࣋ ࠹व߯ ࣄ ݟంߘ న࣒ 4࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳ 2 ࠹व߯ ࣄ   ܼࠊ ࢑ߝఅ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
࣋ए छ ధङࣃ సంڝ ࡛ మࡃङ  ఎంߧకࡱ, ఇకए డ ܼࠊ అࡅ ޴ߝకए కएࡅ   పࢲࡍए రం 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ px p 
ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ छ޳ యడంۯ లభతరంࣆ  పऱ࣒ ࠹व߯ ࣄ న࣒࠳ మనం ࡌ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం ࣄ व߯ߖ ࠹ i 
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࡅకए కएࡅ   పࢲࡍए फࣃ۫ మనం ߖసࠪనం అ ړ0 ࡱࡌ ࠭ ఎం޶కం݄ ܼࠊ px p 
औ࡮ఉం݄ ఆ ࡹపంࡐ పओۮ ߖఅ ޳ࡶ  ంܼࠊ ݟ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ  ओߩఅ ,޴న࠳జߖ   i ڕమన ݡ
ए࣋ ܼࠊ छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ޳ࡶ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ  ޙ࠼అ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ړ ࡛
ए࣋ ܼࠊ छ ఇపओ ࠭࠲ ߖదڒ ޴న࠳జߖ ࡛ ఇకए ښܽ డ ߰ం࠭޳ 
ఊࣔతघ ڴफࡍߪ ޳ࡶ న࠳࢐సफవ బܽदڒ క పࢲࡍए ओ߮ۮ ߖదڒ ࡱࡌ ऒߖన అ࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ޴నࡕక సߧలठవ ఎంߕ   
ఎంߧకలࢗ ߘంటߝ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࠫ࡯ڵన ݡ࠮ ఎంߧకࡱ సࡕనڒ ࢑దߖ మనం ۮపओ గలం, ఇ޴ మన ऴపశऒ  సంఖङ  
12.
 ఇకए డ మనࠚ࢑ ڷࡱߕ ڕనऒ  సంఖङ ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࡱ వర ݡంࡓ ڕమన ,࠼ ठ సࠬకరࡱހ ఉߕऒ abc d x ࠼
చదర࠳ ߩన࣒ 10 ࠳న࣒ 11 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ  చޔరऴసం ࠳న࣒ 10 ھడन࠳ ࡯న࣒ 11 ړ0 ࠉ cx d x 
సࠪనం.

అ࠴ ޴ߝదܽ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए ండవ వరࡓ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࡱࡌ ठ సࠬకరణం ࡅకए   ab cd 
పࢲࡍए ओߦۮ ࠭࠲ ߖఅ ࡱࡌ ࠭ అ޴ߝ ࣋ए छ  ab x cx d ߖసࠪనం అ ړ0 ޴ߝన࣒ 11 అ࠳ న࣒ 10࠳ ࡛
మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం ఒక ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߖ   మ࠾ࡍ అ޴ߝ ࣋ए छ  న࣒ 10 b 10c cd x x࠳ ࡛
కएࡅ న࣒࠳  పࢲࡍए .బܽदڒ ࡱࡌ
పऱ࣒ ࣄ సࠪనం, మనం ړ0 ࠉ 11   ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ10 ݟ  సంऴగࣕ࣋फ మనం పऱ࣒ ߖంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ   ࠉ 
 ప ऱ࣒ ప ࣄ  ऱ࣒ ప ړ 10 ߖݟ  ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ࠭ޑ޶ం߰ ڴࣄ  డ ߘంݟ మనం ޑ࠴ ߖ޳फ ऒߖ फࣃ۫ వడంڝࣆࡱޘ  ࠭ .
  ఈ ڷࡱߕ సంఖङ ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡱ కएࡅ ࠾ࡍమ ݡ फޑ࠴  ऒߖ  abc d a c ,޴ంޔ߱ࡍం݄ సڕࣆࡱޘ 
ఎం޶కం݄ అ࠴ ޴ߝదܽ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం కߘక మనం ఒక వࡌठ ऒߖ  ऴ࢐యవ۪ऐ  న࣒ 10 a࠳ 

एࢲࡍప ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 11 0࠳ రం ࡓండవ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 10 ca d c c 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ  ఇߩओ  ంۨ ac 11bڵࡆఉప ߖంܽݟంࡓ ఈ ݡ

మనం ࡓండవ సࠬకరߖހऒ ऒߖ߄సంబం ࡹల ࠾ࡍफ మ࣋࢘ࣄޓ ݟంߘ దܽ࠴   ߰ందړߖݞ a c 
ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.
 
ప ݟ న࣒ 11࠳ ऱ࣒ సࠪనం అం݄ మనం పऱ࣒ ړ0 ޴ߝఅ ࠉ 11  ऒߕޔ޶ం߰ ڴࣄ న࣒࠳ ߖࣄ  ం అం݄ 11 
ओߩఅం݄ ఏࠫ݇ ఇ ࠉ న࣒࠳ ݟ . ం޳ంڕࣆࡱޘ ݡ

Pru
tor
@
IIT
K



మ࠾ࡍ  పऱ࣒  అړ 10 ޴ߝ సࠪనం  10 c c d a 
బܽद ఇకएڒ డ ߘంݟ మనڕ పऱ࣒  b c d l c ݟంߘ 10 ݟంߘ  ࠭ޑ޶ం߰ ݞږ ߖన࣒ సࠪనం అ࠳ న࣒࠳ 
 ఈ a b d c a ߖߖ޳ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ݟంߘ అం݄ 11 ޴న࣒ ఉం࠳ ڕఅం݄ మన ڕన࣒ వర࠳
भ޳ऴ࢐ ࡹపంࡐ ం ࠳న࣒ అం݄ 11 ࠳న࣒ ړࡹ ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  ఇకए డ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ d b c 
ఒక ప ࡹࣄ న࣒࠳ ࠭ޑ޶బܽद మనం ߰ంڒ ऱ࣒ ओߩసࠪనం, ఇ ړ 121 ړࣄ న࣒࠳ ࣄ   ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ మనం ݡ
యవ۪ऐۯ भ޶ర ߖࣄ న࣒࠳  ఎం޶కం݄ మనڕ ఎࣄࠉ మࠚ࢑ ڷࡱߕ ݟ ࠾ࡍనऒ  సంఖङ  a ړࣄ బܽदڒ ࡱ
సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद ࠳న࣒ ړ0  ޶ڒ ࣄ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ ఇకए డ ߘంݟ ఒక ప ऱ࣒  ߖసࠪనం అ ړ121 ࣄ 
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనڕ పऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ ప ࣄ  ऱ࣒ సࠪనం పऱ࣒ ړ10 ݟ  బܽदڒ సࠪనం ړ121 ݟంߘ 10 ࣄ 
మనڕ ఇకए డ ߕలठవ ఎంߧక ఉం޴  సࡕన޴ ఇ޴ మన ऴపశऒ  సంఖङ  13.
 అߖऒ ऒߕࣆ  ࢐సफవ సంఖङ ߖڒ  ల ఆ࡮औ కएࡅ   సࠫڴޒ ఉండߖవछ ంݟ , అం݄ ڒछ ऴڡܽݞ ఈښछ షߤ ఆ࡮औ  x 
࣋ए छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒  ఆ࡮औ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍబܽद మڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ0   ࢐సफవ x x 1 x 2 
పࢲࡍए .࠼ఉంܼ ࡱࡌ

కएࡅ న࣒࠳ ङݡࠪ  ల࣒ ఖۨऐ తం1 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڝ ߖ޳ ޴సం ऴړంద ఇవछ బݟన  x 1 x 2 
కएࡅ ݋࣊ ݟంߘ ޑࠉ܉ ࢐సफవ వర ࡱ ݋࣊  ठ సࠬకరణం ڝసం ھడन࡯ చޔరऴసం పऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం s bx c 0 ړ 
అ࠴ ࠭࠲ ߖదట ࡏڷफڕࣆۯంܼ࠭ మ࠾ࡍ ࣋ए छ న࣒ 4 కం݄ ఖۨऐ࠳ ࡛ తంڴ ߭దभ޴ అޙ࠼ b ac 
ࠪऴతړߖ޳ ࠲ ऴపޙङ క࠳న ࢐సफవ పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ యߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
ऒߖ޵ బܽदڒ 0   ఉపڵࡆంۨ మనం ఇకए డ ఒక షరߘޔ ߰ం࠳ 1 ,࠭ޑ޶న࣒ 4 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ न 0 కం݄ ఖۨऐ తంڴ
߭దभڴ޴ ఉం࡯ݞ అం݄ 4 ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఖۨऐ తం1 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ అం݄ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ  ݡ
ఆ࡮औ एڕకం݄ త 4 ࠑ 1 ڴ వڴ ఉం࡯ݞ.
 
ऒߕࣆ ऴపశऒ ޴ߝఅ ޴ߖڒ  ఇవछ ڕమన ࡹ బݟం޴, ఆ࡮औ ऒߕࣆ   సంఖङ  ڕసగం వర ݟంߘ ంۨ సగం࠼నࣔࠫ ߘ
ఓ߭   ߤ
ఇంటࡓछ मࡌߖ ࠭࠲ ߖలݞఉం ࡹ ࡽ ంచగల࠭ ఖۨऐࡍ తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ అం݄  ࠳న࣒ x 1

చޔరऴసం ఖۨऐ తం1 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం࢐ , ޴సफړߖ࢐ ఇ޴ ఒక పࣄࡍबޒ అޙ࠼ ࠪऴత࠲ ఇߩओ  x 2 ݡ
మనం ࠳న࣒ ࠴తफం చޔరऴߖࣃऒ   ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ 4 అ࠳ రऴసంޔతफం చ࠴    1x 1 x 2 x 1 x 2 x 

మన సࠬకరణం అࡏڷ ߖफࣆۯफం޴  ఆ࡮औ  ࣋ए छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒  ఆ࡮औ  బܽद x 2 ation x x x 1ڒ సࠪనం ړ0 
 ప ऱ࣒  ఆ࡮औ छ޳  औ࡮ఆ ݟంߘ ࠾ࡍమ ړ1 ࡌ औ࡮ఆ 1 ڕ ఇకए 1 ޴సࠪనం, ఇ ޜ డ అసࠪనతࡹ x 2 x 1 x 2 
ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవలߘ భࡎ फ ࣆۯफం޴ 
ఆ࡮औ  చޔరऴసం ࠳న࣒ 4 ޳छ ఖۨऐ 1 ࡌ తం1 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , అం݄ ఆ࡮औ  చޔరऴసం ޳छ  1 ࡌ
ఖۨऐ తం5 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , అం݄ ఆ࡮औ  ࣋ए छ छ޳ 1 ࡛ కం݄ ఖۨऐ 5 ࡌ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఇకए డ 
औ࡮ఆ ݟంߘ  1 చޔరऴసం కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ కएࡅ 5  औ࡮ఆ ޳ࡶ ݋ࡐ  కएࡅ 5   
వర ठ࠮లం ޳छ న࣒ 1 కం݄ ఖۨऐ࠳ ࡌ తంڴ తڕए వڴ ఉం޴, ఇߩओ సओ ߖ ݋࣊ మనం ݡ షदంڴ ऴڝࣆ࢐వ۪ऐ  s
ఓ߭ ݋࣊ బܽदڒ छࡓఇంట ߤ కएࡅ ߤయߖ࠿ ࡽ  వర ठ࠮లం ޳छ సࠪనం, ఓ߭ ړన࣒ 1࠳ ࠆࣔ న࣒࠳ ࡌ  s 5 ߤ
ఇంటࡓछ छ޳ ߩచదర 1 ࡽ బܽद సओڒ సగం ݟంߘ 5 ݋ࡐ  ࡌ షदంڴ ఎంߧక 1ࡹ ఇవछ బݟన ࣊ࡅ ݋࣊ ݋కए  
ఉపసࠫݞږ ޒ ఎంߧక 4ࡹ ఇవछ బݟన ࣊ࡅ ݋࣊ ݋కए  ఉపసࠫޒ, అޙ࠼ ఎంߧక 2 మࡹ3 ࠾ࡍ s s 
ఇవछ బݟన ࣊ࡅ ࡱ ݋కए  ఉపసࠫڒ ࢓ڒ ࡱޔబܽद ఇకए డ  ࠴దܽ మߕ ࠾ࡍలठవ ఎంߧకࡱ సࡕన࢑  s 
ఇߩओ ఈ ऴపశऒ ݡ ఇకए ߘ డ ۫డంݟ, మనڕ అࡗ܋ ߤߕ ޴ߝ సంఖङ  p ڕఆ߯ మన ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ
చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అړ0 ޴ߝ సࠪనం , మ࠾ࡍ అంకగށత ࡗߩగࡹޒ px qx r pq r 
ఉనऒ ం޶న మనڕ ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ అߖ ఇవछ బݟం޴ 
औ࡮ఆ ࠑ 1 ޴ߝఅ ܼࠊ  ప ऱ࣒ छ޳ ܼࠊ 1  ఈ వర ޜలࣾణం ߝసࠪనం అ ړ4 ࡌ ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए  ,ࡱࡌ
ఆ࡮औ కएࡅ ܼࠊ న࣒࠳  ङݡࠪ  ల࣒ ࡱ࢑వߘ మనం కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ 
ఇవछ బݟన వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए .ࡱࡌ
औ࡮ఆ ߝంటࢗ ࠭࠲   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ܼࠊ  q ڴܼࠊ ߘ p r 
औ࡮ఆ 1 ޙ࠼ంۨనటऱڵ࠙  ప ऱ࣒ छ޳ ܼࠊ 1  औ࡮బܽद ఆڒ సࠪనం ړ4 ࡌ  ప ऱ࣒ ఇకए ߖసࠪనం అ ܼࠊ  డ ߘంݟ 
మనం ࡌߖम ంచవ۪ऐࡍ  ఆ࡮औ औ࡮ఆ ړ4 ݟంߘ ܼࠊ  ओߩనݟంచబڵ࠙ ڴܼࠊ  औ࡮ఆ ݡ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜ  r ݡ
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮బܽद ఆڒ ࣆࡱޘ ߖసࠪనం అ ܼࠊ   ప ऱ࣒ సࠪనం r ړ 4 ܼࠊ 

ओߩఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ p ߖందݟంచబڵ࠙ ޜ న 4ݟంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ फ࣋ۯ సమం ߗంܽݟంࡓ ఈ ݡ q p r
మనం ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఇ࡮ అߕࣆ ޴ߝऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ړన࣒ 4࠳ ߖమనం అ ޴ߖڒ   బܽद p p q rڒ 
మనڕ మ࠾ࡍ లࡹ సంబంధం వۨऐ ంڒ ޴బܽद ऴపశऒ ऒߕఉ ࡹతంށఅంకగ ࡱ ࠾ࡍమ ࡹ  q r pq r ࠼
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖబܽद మనం అڒ సࠪనం  ప ړߖ޵  ऱ࣒  फ q p r r p࣋ڵ࠙ ޜ ߖన࣒ 4࠳ అం݄ ݟంచంڵ࠙ ޜ2 ߖ 
 ప ऱ࣒ మనం ఇపओ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ޴ߝफ అ࣋ڵ࠙ ޜ2 ߖ  అర ښܽ बం ߕڕࣆۯऒ అర ߖ޵ ,࠭ बం r q 4r p 
 సࠪనం,9r ړ న࣒࠳
 అంښ޶ మనం ڵ࠙ ޜ ߖంۧ࠭ ࠫޛघ औ࡮ఆ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ కం݄ ޴  ప ऱ࣒ r ޴ఉం ܼࠊ  p
బܽद ఇకएڒ డ ࠳ ߖ ڷࡱߕన࣒ 4ڵ࠙ ޜంచ࣋ڵ࠙ ޜ9 ڴफ ఆ࡮औ ङݡࠪ ܼࠊ న࣒࠳  ల࣒ ఏࠫ݇ r p 
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ऒߖ߄ఈ సంబం ړߖݞవڝࣆࡱޘ  ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం.
 ఆ࡮औ औ࡮రऴసం ఆޔతफం చ࠴ ܼࠊ న࣒࠳   ړܼࠊ 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ܼࠊ  छ औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 4࠳ ࡛  ప ऱ࣒ వ ఇకएࡱ࢑ ܼࠊ  డ మనࣆࡱޘ ڕ 
మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ మన81 ࠑ 16 ڕ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఆ࡮औ  ߘవࡱ࢑ ܼࠊ 
ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣋ۯफ మనڕ ఇ޴ వࣆफం޴ ఆ࡮औ छ޳ సࠪనం ړ4 ړࡹ తफం 4࠴ ߖࡹܼࠊ  r di ࡌ p 
࢑డ޵యబݟన޴ అం݄ ࠳న࣒ 1ڵ࠙ ޜ9 ߖంచڴ ,
 అంښ޶ మనం ڵ࠙ ޜ81 ߖ16 ߖߖ޵ంచڵ࠙ ޜ9 ߖ4 ,ڴంచڴ , ఇڵ࠙ ޜ81 ߖ 52 ޴ంచڴ మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद 
మనڕ ఆ࡮औ పऱ࣒ ߘܼࠊ న࣒࠳  న࣒ 2 వర࠳  ठ࠮లం సࠪనం అޔ࢓ం޴.
औ࡮అం݄ ఆ ݟంచంڵ࠙ ޜ9 ߖ 13  కएࡅ ܼࠊ న࣒࠳  ङݡࠪ  ల࣒ 13 ࡅకए  2 వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం 9ޜ 
फࣃ۫ మనం ߖనదࡕక సߧండవ ఎంࡓ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబڵ࠙ ࠭, ఈ ऴపశऒ भ޳۫ ߘ ం ఇߩओ  ݡ࠮ ڕమన ݡ
࢐సफవ సంఖङ ऒߕఉ ࠾ࡍమ ࡱ  ab c.࠼

అߕࣆ ޴ߝऒ రऴసం ࣋एޔఒక చ ࡱހర సࠬకరڒࣃరऴޔచ ݡ࠮ ڕమన ޴ߖڒ  छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   a x bx c 
సࠪనం 0 మ࠾ࡍ ఒక చదరߩ చదర࠳ ߩన࣒ ࠳న࣒ సࠪనం 0 మ࠾ࡍ ఒక చదరߩ చదరߩ పऱ࣒  x bx c x 

 ప ऱ࣒  2 సࠪనం 0.2 bx c 
औ࡮ఆ ࠭࠲   అ࠴ ޴ߝదܽ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం మܼࠊ ࠾ࡍ అ޴ߝ 
ఆ࡮औ  కం݄ 0 ఖۨऐ తంڴ తڕए వ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ కం݄ ఖۨऐ ܼࠊ  తంڴ తڕए వڴ ఉంݦ ఆࣄफࡓ ޜండవ వర ठ 
సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం అۮ ߖపओ బݟంࡅ  ޴కए  పࢲࡍए రం t 
ఆ࡮औ దܽ వర࠴  ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం కߘక వర ठ సࠬకరణం మనڕ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  hird b
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  ండవ వరࡓ ܼࠊ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం కߘక మనڕ చదరߩ c 
ए࣋ ܼࠊ छ ࡛ न ࠳న࣒ ࠳ ܼࠊ ࠉన࣒ ࣄ ఉంܿంߕࣆ ޴ऒ  ړ
సࠪనం అߖ ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  అ޳ࡱߧ ߖभ ం ڒబܽद మనం 0ړ సࠪనం అߝ fx x bx 2c fx 
పࢲࡍए రం ޳छ . ࡯ߕھߘక ߘలހన లࣾ޴ంۮ फߧసంతృ ࡌ
 మనం ࠴దట ఆ࡮औ కएࡅ   మ࠾ࡍ ఏ޴ అߖ గށంۧ࡯  ఆ࡮औ కएࡅ  కएࡅ ܼࠊ   ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ f f 
 ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ 2   ప ऱ࣒ ए࣋ ߖߖ޳ ࠭࠲ సࠪనం ړࣄ 2  छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ప ऱ࣒ ప ࣄ  ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ప ऱ࣒  ࣄ 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇߩओ ए࣋ ڕమన ݡ छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ఉందߖ గమߖంచంݟ ఆ࡮औ దܽ వర࠴  ठ 
సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ڒబܽद ప ऱ࣒ औ࡮బܽद ఆڒ సࠪనం ړ0  కएࡅ   అࠉ ޴ߝ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  సࠪనం c f ړࣄ 
మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ప ऱ࣒ బܽद అకएڒ సࠪనం ړ0 ࣄ  డ ߘంݟ మనం ࠉ అߖ 
ऴ࢐యవ۪ऐ   ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ సࠪనం ࣋ए ړߘࠫ ࣄ  छ ࡛ ఆ࡮औ  చޔరऴసం ఇకए డ ࠭࠲ ऴపޑङ ࠪऒ యంࠉ ڴ sa 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ ࣄ  छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ కం݄ ఒక ࣋ए޶సࠪనం, ఎం ړ ࡛ छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ  ޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ ࡛
औ࡮బܽद ఆڒ కएࡅ   ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందߖ ఇకए డ ߘంݟ మనం ఆ࡮औ  పࢲࡍए రం f 
मࡌߖ ߖదڒ ంచవ۪ऐࡍ డవ వర࠮   ठ సࠬకరణం ڒబܽद ޳ ࠪڴ ࠭࠲छ డవ వర࠮ ࡌ ठ సࠬకరణం ࡅకए  
పࢲࡍए ऒߖࡌ औ࡮ఆ ࠪڴ ,फ࣋࡯ߧ  औ࡮ఆ ࠪڴ కߧడవ ఎం࠮ అం݄ , ޶ڒ సࠪనం ޜ  మనం ߖసࠪనం అ ޜ
फࣃ۫ ࠭, 
ఇߩओ కएࡅ ܼࠊ మనం ݡ  అం݄ ఏࠫ݇ గࣃށफ ࠭.f 
కएࡅ ܼࠊ   అ޴ߝ చޔరऴڒࣃర ܼࠊ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ ࠉ 2  సࠪనం, ఇకए ړࣄ2  డ ఒక చޔరऴసం ܼࠊ f 
࣋ए छ పऱ࣒ ܼࠊ ࡛ ంచవ۪ऐߖమనం గమ ߖసࠪనం అ ړࣄ  , b 
ए࣋ ܼࠊ ޙ࠼అ ܼࠊ బܽदڒ छ बࣃ ࡛ నంܼࠊ ࠉ ࡹ పऱ࣒ ङޑऴప ࣄ  ࠪऒ యం అޔ࢓ంܼࠊ ࠉ 3 ޴ పऱ࣒  సࠪనం ړࣄ 3 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ࡛ छ కం݄ ఖۨऐ  ܼࠊ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡹ ࡛ తంڴ ߭దभڴ ఉం݄ ఒక ߖరంతర 3 0 fx 
ఫంࣾߤ అߖ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  వదभ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మܼࠊ ࠾ࡍ వదभ ఖۨऐ తంڴ f f 
ఉంܿం0  ࠉ  ޴ కం݄ ڒబܽद igger 
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ మధङ కएࡅ ࠪڴ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࠪڴ  బܽद మన వదभ ఉనऒڒ సࠪనం ړ0   0 ఆ࡮औ  కం݄f 
ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ܼࠊ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ 
మధङ  ఉనऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఉంద ࠪڴ  .
ऒߕࣆ ࠪڴ బܽदڒ    ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ओߩఇ ړߖݞయۯ ڥߖత ޾ڒ ޾నࡕక సߧదܽ ఎం࠴ , మనం ఇకए ߖనదࡕక సߧలठవ ఎంߕ ݡ డ ۫ࣃफ ࠭, ఆ࡮औ  
 ప ऱ࣒ కएࡅ ܼࠊ  छ޳  ߖ  औ࡮సࠪనం ఆ ړߖࣃరऴޔఒక చ ݟంచంڵ࠙ ࡌ  ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  ߘܼࠊ  छ f 2 ޜ ࡛ 2 2 
औ࡮ఆ ,ڴంచڵ࠙ ޜܼࠊ  ప ऱ࣒ ప 2 ڴܼࠊ  ऱ࣒ 2c ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  ޜܼࠊ  छ ࡛ ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠉ   ప ऱ࣒ ప ࣄ  ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ ࠉ  ओߩఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  మన 2 ݡ c 
దగ ठర ܼࠊ ఆ࡮औ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद మనం 
ऒߖ޳దܽ ప࠴  ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴  ఆ࡮औ తफం ࣋ए࠴  ڴ छ ంచవ۪ऐڵ࠙ ޜ ࡛  మࡓ ࠾ࡍండవ 2 2
పదం ࠳న࣒ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ మ࠮ ࠾ࡍడవ޴ అߖ గమߖంచంݟ  పదం 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ࡛ छ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛ ए࣋ ܼࠊ  छ ऒߕޔ޶ం߰ ڴ ࡛ ࠭, 
ఇ޴ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఉనऒ  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  f ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ2 ܼࠊ 
మ࠾ࡍ ఇ0 ޴ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ అࣆۯ ࢓܌ࡏ ߖफం޴  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  సࠪనం f ړफ 0࣋ڵ࠙ ޜ2 ߘܼࠊ 
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కएࡅ  పࢲࡍए రం ڒ ޶ڒబܽद ࠴దܽ ఎంߧక సࡕనڒ ޶ڒ ޴బܽद ఇߩओ  ߘకߧండవ ఎంࡓ ړߖڴ࠙ మనం ఆ ݡ
ࠪऴత࠲ త࡯࠻ۯ ڥߖ , ఈ ۨऴతం ڝసం ۨऴߖޑऒ ऒޒऴపయ ړߖݞయڶ  भ޳ ం.

అࣾం ࠪऴత࠲ ఇࡅ ޴కए  ऴࡅ ߖ ࠆڴకए ం , మనం ఇపओ޳ంڕߘసࠪనం అ ړ  औ࡮ఆ ښܽ కएࡅ     x y x f f 
߰ం޴న ऱܿ ࡏڷफڝࣆۯంݟ, ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మࡅ ܼࠊ ࠾ࡍకए  f 
ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभ޴, అڼ࡮ మనڕ ఆ࡮औ కएࡅ   మ࠴ ܼࠊ ࠾ࡍతफం ࢑భ܊ంచబݟం2 ޴ ఖۨऐ తం0 ڴf 
కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  ఈ ऴߦంతంࡹ ఎకए ఎకए ࡹంతంߦఈ ऴ ܼࠊ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݩ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݩ  
 ప ऱ࣒ ఎకए ࡹంతంߦఈ ऴ  ࠑ ܼࠊ  औ࡮ఆ ߖ ݋ం࠼ߦ సం ఈڝ సరళత ޴ఉం ݩ 2 ܼࠊ ݋ం࠼ߦ ం ఈ޳ంڕࣆޓ ڴ
औ࡮బܽद ఆڒ  ప ऱ࣒ ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜతफం 2࠴ ܼࠊ   ఇకए ݡ డ ఎకए औ࡮ఆ ,޴ఒక۲ట ఉంܿం ݩ  ప ऱ࣒ కం݄ 2 ܼࠊ 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभదߖ గమߖంచంݟ, ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮బܽद ఆڒ ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜతफం 2࠴ ܼࠊ   0 కం݄ ఖۨऐ తంڴ 
߭దभڒ ޴బܽद ۨऴతం ߘంݟ ఆ࡮औ కएࡅ   అ࡮ۧ ߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴.f 
 ప ऱ࣒ కం݄ ఖۨऐ 0 2 ࠑ ܼࠊ  తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ కएࡅ ޴ߝఅ 2 ࠑ ܼࠊ   పࢲࡍए రం ړ0 ޶ڒ fx 
సࠪనం ڒబܽद ࡓండవ ఎంߧక ݞږ సࡕనڒ ޶ڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࣊షߘ ߤ ఇకए డ ࠭ڵంۧ࠭ ڒబܽद త޶పࡍ 
࣊షࡹ ߤ వర ठ సࠬకరހల߯ మࡗ ࣊షߤ ఉంܿం࠭࠲  ޴ మߖڜࡍऒ  సమసङ లߘ  పࡍషए ऒߕޔࠓంచࡍ ࠭ 
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