
 
௚தல் ஼க்கல் ோரக்்ஶம் அமர௳்ல் இ௠பூ சமன்பா௄கள் பற்௣ய இரண்டாவௌ ஼க்கல் ோரக்்ஶம் 
அமர௵்க்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ இன்௥ ஏழாவௌ ஼க்க௩டன் ெதாடங்ஶேவாம், இௌ 
எங்களின் ஏழாவௌ ேகள்௳, இங்ேக சமன்பா௄ ைமனஸ் 3 ஆக க௯த்தல் ஒ௠ங்ழைணப்௖ x 
உள்ளௌ.

௚௱ சௌரம் ஷட்டல் 2 இன் பஶொைய க௯த்தல் இன் ஒ௠ங்ழைணந்த பஶொ மற்௥ம்   x x x 
ஒ௠ சௌரம் ஒ௠ உண்ைமயான எண்ேக்ஶ 0 க்ஶ சமம் இந்த சமன்பாடூ்ல் எந்த ௚௱ எண் a 
ோர௵் இல்ைல என்ற தகவல் எங்க௬க்ஶ வழங்கப்ப௄ழறௌ, ௔ன்னர ்நாம் சாத்ொயமான 
வரம்ைப கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல என்பைத ௚த௧ல் நாம் a 
கவனிக்கலாம், ஏெனனில் க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், ெதளிவாக ஒவ்ெவா௠ ௚௱ எண்ேம் a 0 
இந்த சமன்பாட்ூன் ோரவ்ாஶம், ஏெனனில் இல் க்ஶ க்ஶ ைமனஸ் ஒ௠ங்ழைணந்த x z x x 
பஶொ ெதரி௞ம், இௌ இன் பஶொ பஶொயாஶம்.x 
  0 க்ஶ சமம் எனேவ ைவப்பௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ ஒவ்ெவா௠ ௚௱ எண்ேம் இந்த a 
சமன்பாட்ூன் ோர௵் என்பைதக் காணலாம், எனேவ இங்ேக உள்ளௌ 0 க்ஶ சமம் இல்ைல.a 
 இப்ேபாௌ இன் ஒ௠ங்ழைணந்த பஶொ ைமனஸ் இன் பஶொயள௵ பஶொக்ஶ சமம்  வௌ  x x x e 
சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்படட் ௔றஶ , ௚௱ சௌரத்ொன் ௔ன்னப் பஶொயாக ைமனஸ் 3 ஐப் x 
ெப௥ழேறாம், ேம௩ம் 2 இன் பஶொயள௵ மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் 0 க்ஶ சமம், எனேவ நாம் x 
எப்ேபாௌம் இன் ௔ன்னப் பஶொ௜ல் ஒ௠ இ௠பூ சமன்பாடை்டப் ெப௥ழேறாம் .x 
  எந்த உண்ைமயான இ௠பூச ்சமன்பாட்ூன் 2 ூழரி காலத்ொன் ஶணகம் எப்ேபாௌம் 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்க, அைத 3 ஆக ௚௱ சௌரத்ொன் பஶொயள௵ க௯த்தல் 2 ஆக ைமனஸ் x x 
ஒ௠ சௌரத்ொன் ௔ன்னப் பஶொயாக எ௱ௌேவாம், 
இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடை்டத் ோரப்்பதன் ௛லம் நாம் சாத்ொயமான ேதர௵்கைளப் ெப௥ேவாம்.

இன் ௔ன்னப் பஶொக்ஶ அைவ 2 ஷட்டல் ைமனஸ் வரக்்க ௛லமான 4 ஷட்டல் 12 ஒ௠   x 
சௌரத்ைத 6 ஆல் வஶத்தால் எளிைமப்ப௄த்ொய ௔றஶ இௌ ஒன்௥ ஷட்டல் ௛ன்௣ன் 1 ஷட்டல் 
ைமனஸ் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ ஒ௠ ஷட்டல் ௛ன்௣ன் ஒ௠ சௌரத்ைத ௛ன்றால் 
வஶத்தால் இப்ேபாௌ ஒன்௥ ஷட்டல் ௛ன்௥ என்பைதக் கவனி௞ங்கள்.
  ஒ௠ சௌரம் ஒன்ைற ௳ட கண்ூப்பாகப் ெபரியௌ, எங்களிடம் உள்ளௌ, 0 க்ஶ சமம் இல்ைல, 
எனேவ எங்களிடம் 1 ைமனஸ் வரக்்க ௡ட் 1 ஷட்டல் 3 உள்ளௌ, ஒ௠ சௌரத்ைத 3 ஆல் வஶத்தால் 
கண்ூப்பாக 0 க்ஶக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம், 
ஆனால் இன் ௔ன்னப் பஶொ என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.x alw 
 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ அல்லௌ சமமானௌ எனேவ இன் பஶொயள௵க்ஶ இௌ ஒ௠ சாத்ொயமான x 
ேதரவ்ாக இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ 1 ஷட்டல் வரக்்க௛லம் 1 ஷட்டல் 3 ஒ௠ சௌரத்ைத 3 ஆல் 
வஶத்தால் கண்ூப்பாக 0 ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம் எனேவ இன் பஶொயள௵ என்றால்  x 
இதற்ஶச ்சமமாக 
, 1 ஷட்டல் 3 சௌரத்ொன் 1 ஷட்டல் வரக்்க௛லத்ைத கண்ூப்பாக 3க்ஶக் ஶைறவாக எ௱தலாம் , 
ேம௩ம் இௌ௵ம் 0ஐ ௳டப் ெபரியௌ என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ ைமனஸ்
1 என்பௌ 1 ஷட்டல் 3 இன் வரக்்க௛லத்ைத ௳டக் கண்ூப்பாகக் ஶைறவாக இ௠ப்பைதப் a 
ெப௥ழேறாம்.
 சௌரம் மற்௥ம் இௌ கண்ூப்பாக 2 ஐ  ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ 
ஒ௠ சௌரத்ொன் சாத்ொயமான வரம்பாஶம், இங்ழ௠ந்ௌ என்பௌ ொறந்த இைடெவளி௜ல் a 
க௯த்தல் 1 ௚தல் 0 வைர௜லான ொறந்த இைடெவளி 0 ௚தல் 1 வைர௜லானௌ, எனேவ ௳௠ப்பம்
3 சரியானௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 0 ௚தல் 1 என்பௌ ொறந்த இைடெவளி ைமனஸ் 2 ௚தல் 1 வைர௜லான ௌைணத்ெதாஶப்௖ a 
மற்௥ம் சாத்ொயமான அைனத்ௌ ெதாஶப்௖கைள௞ம் நாம் கண்ட௣௞ம் ேபாௌ , அதன் 
மொப்௖கள் எங்ேக உள்ளன என்பைத நாங்கள் காண்ழேறாம்.
 
அதாவௌ, 1 ௚தல் 0 வைர௜லான ொறந்த இைடெவளி௜ல் ைமனஸ் 1 ௚தல் 0 வைர௜லான 
ொறந்த இைடெவளி, 0 ௚தல் 1 வைர௜லான ொறந்த இைடெவளி, எொர௘்ல்லாத உண்ைமயான 
எண்க௬க்ஶ ௳௠ப்பம் 2 மற்௥ம் ௳௠ப்பம் 4 ஆழயைவ சரியானைவ அல்ல என்௥ ேநரூயாக 
௚ூ௵ ெசய்யலாம் இன் ெகாைசன் ௛லம் ெகா௄க்கப்படட் இரண்௄ ெசயல்பா௄கள் x x gx 
ஐப் பாரப்்ேபாம்.
  சௌரம் மற்௥ம் இன் வரக்்க௛லத்தால் ெகா௄க்கப்ப௄ம் சார௖் இங்ேக ஒ௠ இ௠பூ x fx 
சமன்பா௄ 18 சௌரம் க௯த்தல் 9 சௌரம் சமம் 0 மற்௥ம் இந்த இ௠பூ x pi x plus pi 
சமன்பாட்ூன் இரண்௄ ோர௵்கள் ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா ஆஶம், எனேவ ஆல்பா கண்ூப்பாக 
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இ௠க்ஶம்  ௕ட்டாைவக் காட்ூ௩ம் ஶைறவானௌ, வைளவால் கட்டப்பட்ட பஶொையக் y 
கண்ட௣ய ேவண்௄ம்  ஆல்பா என்றால் என்ன, ௕ட்டா என்றால் என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய 
இ௠பூச ்சமன்பாட்ூன் ோர௵்கள்  81 சௌரம் க௯த்தல் 72 சௌரத்ொன் 9 ௔ளஸ் ைமனஸ் pi pi pi 
வரக்்க ௛லத்ைத 36 ஆல் வஶத்ௌ எளிைமப்ப௄த்ொய ௔றஶ 9 ஐ 36 ஆல் pi plus minus 3 pi 
வஶத்ௌ எ௱தலாம், இப்ேபாௌ ஆல்பா ௕ட்டாைவ ௳ட கண்ூப்பாகக் ஶைற௵ என்பௌ நமக்ஶத் 
ெதரி௞ம்.
 நாம் ஆல்பாைவ 9 க௯த்தல் 3 ஐ 36 ஆல் வஶக்கலாம், அதாவௌ ஐ 6 ஆல் வஶக்கலாம் pi pi pi 
மற்௥ம் ௕ட்டா என்பௌ 9 ஷட்டல் 3 ஐ 36 ஆல் வஶத்தால், அதாவௌ ஐ 3 ஆல் வஶத்தால் pi pi pi 
இப்ேபாௌ இன் கம்ேபாஸ் என்ற ெசயல்பா௄ ேவ௣ல்ைல என்பைத நிைன௳ல் x g f 
ெகாள்ள௵ம்  இன் ெசயல்பா௄ ேகாைசன் இப்ேபாௌ அந்த நான்ஶ வைள௵களா௩ம் x 
கட௄்ப்ப௄த்தப்பட்ட பஶொையக் கண்ட௣ய நாம் ஒ௠ படத்ைத வைரய ௚யற்஼ப்ேபாம், இௌ 
நமௌ அசச்ாக௵ம் , இௌ நமௌ அசச்ாக௵ம் இ௠க்கட௄்ம், இைத என்௥ம் இௌ என்௥ம் x y x y 
எ௱ௌேவாம், ௔ன்னர ்நாம் வைரேவாம்  வரி ஆல்ஃபா௵க்ஶச ்சமம், இௌ என்ற ேகா௄ x x 
௕ட்டா௵க்ஶச ்சமம் என்௥ இ௠க்கட௄்ம், அ௄த்ௌ இன் ெசயல்பாடூ்ன் ேகாைசனின் x 
வைரபடத்ைத வைரழேறாம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி ைப ஆல் 2 இந்த ௖ள்ளி ைப ஆல் 3 மற்௥ம் 
இந்த ௖ள்ளி ைப 6 ஆல் இௌ என்பௌ இன் ெகாைச௑க்ஶச ்சமம் , இௌ என்பௌ y x x 
ஆல்பா௵க்ஶச ்சமம், இௌ என்பௌ ௚தல் ௕ட்டா வைர நிழலாூய பஶொ௜ன் x eq  ual 
பரப்பளைவ நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் படத்ொல் இ௠ந்ௌ ௧௠ந்ௌ ைப 3 pi 6 pi 
வைர ஒ௠ங்ழைணந்த ௔றஶ ஐ ஒ௠ங்ழைணத்த ௔றஶ இ௧௠ந்ௌ ைசன் ஐப்cosine x dx pi x 
ெப௥ழேறாம்  6 ௚தல் வைர 3 ஆல் இைதத் ோரப்்பதன் ௛லம், நாம் ைசன் ஆஃப் ைபைய 3 pi 
ைமனஸ் ைசன் ஆல் 6 ஆல் ெப௥ழேறாம், இௌ 3 இன் வரக்்க௛லம் 2 ைமனஸ் பாொைய நாம் 
ஒ௠ ஷட௄் வூவத்ொல் எ௱ொனால், இௌ 3 ைமனஸ் 1 இன் வரக்்க௛லத்ைத 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ம்.
 எனேவ இந்த ேகள்௳௜ல் நான்காவௌ ௳௠ப்பம் சரியான ௳ைடயாக இ௠ப்பைதக் 
காண்ழேறாம்  ௛ூய இைடெவளி௜ல் 0 1 என்ற உண்ைமயான எண் ஆல்பா௵ம் 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இதனால் என்ற வரியானௌ ஆல்பா௳ற்ஶ சமம் பஶொைய இரண்௄ x r 
சம பாகங்களாகப் ௔ரிக்ழறௌ, ௔ன்னர ்இங்ேக நான்ஶ ௳௠ப்பங்கள் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன.
 இைத ோரக்்க ஆல்பா ௚த௧ல் ௔ராந்ொயத்ைத வைரய ௚யற்஼ப்ேபாம் இௌ நமௌ r x 
அசச்ாக௵ம் , இௌ நமௌ அசச்ாக௵ம் இ௠க்கட௄்ம், y 
அ௄த்ௌ இன் வைரபடத்ைத கனசௌரத்ொற்ஶச ்சமமாக வைரழேறாம், ௔ன்னர ் இன் y x y 
வைரபடத்ைத க்ஶ சமமாக வைரந்தால், இைத அ௯க்கலாம், எனேவ இௌதான் என்பௌ xi y 
௖ள்ளி.

கனசௌரத்ொற்ஶச ்சமம் , இௌ என்பௌ க்ஶ சமம் , இௌ 0, எனேவ நான் நிழலா௄ம் பஶொ  x y x r
இப்ேபாௌ ஆல்பா என்பௌ 0 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைடேய உள்ள உண்ைமயான எண்ணாஶம் , ேம௩ம் 
ஆல்பா௵க்ஶச ்சமமான வரி பஶொைய இரண்௄ சமமாகப் ௔ரிக்ழறௌ.r 
 பஶொகள் எனேவ ேகா௄ ஆல்பா௵க்ஶ சமம் ஆக இ௠க்கட௄்ம், இந்த ௖ள்ளி ஆல்பா மற்௥ம் x 
இௌ வரி ஆல்பா௵க்ஶ சமம், இந்த பஶொைய மண்டலம் என்௥ம் இந்த பஶொைய பஶொ x b 
என்௥ம் அைழக்ழேறாம், எனேவ பஶொ௜ன் பரப்பள௵ சமம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.a 
 ௔ராந்ொயத்ொன் பரப்பள௳ற்ஶ ௚த௧ல் ௔ராந்ொயத்ொன் பரப்பளைவக் கணக்ழ௄ேவாம், b 
இௌ 0 இ௧௠ந்ௌ ஆல்பா ைமனஸ் 0 ௚தல் ஆல்பா கனசௌரம் வைர x dx x dx 
ஒ௠ங்ழைணக்கப்பட்ட ௔றஶ சௌரத்ைத 2 ஆல் வஶக்கப் ெப௥ழேறாம் என்பௌ படத்ொல் x 
ெதளிவாகத் ெதரிழறௌ.
 ைமனஸ் ௚தல் பவர ்4 ஐ 4 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், இைத நாம் 0 ௚தல் ஆல்பா வைர x 
மொப்௔ட ேவண்௄ம்.

ஆல்ஃபா சௌரத்ைத 2 ைமனஸ் ஆல்ஃபாைவ 4 ஆல் வஶத்தால் 4 ஆல் வஶக்ழேறாம். y 
 அ௄த்ௌ பஶொ௜ன் பரப்பளைவக் கணக்ழ௄ேவாம் , அங்ஶ வரம்௔௄ம் மொப்௖ b 
ஆல்பா௳௧௠ந்ௌ 1 ஆக இ௠க்ஶம்.
 எனேவ இப்ேபாௌ இௌ ஆல்பா 2 1 என்௥ ெசய்ழேறாம்.
 

ைமனஸ் ஆல்பா ௚தல் 1 கனசௌரம் எனேவ இங்ேக சௌரத்ைத 2 ைமனஸ் ஆல்x dx x dx, x x 
வஶத்ௌ 4 ஆல் 4 ஆல் வஶத்ௌ அைத ஆல்பா௳௧௠ந்ௌ 1 ஆக மொப்௔௄ழேறாம், எனேவ 1 ஆல் 4 
ைமனஸ் ஆல்பா சௌரத்ைத 2 ைமனஸ் ஆல்பாவால் வஶக்க ேவண்௄ம் சக்ொ 4 ஐ இப்ேபாௌ 4 
ஆல் வஶத்தால், பஶொ௜ன் பரப்பள௵ம் பஶொ௜ன் பரப்பள௵ம் சமம் என்௥ நமக்ஶத் a b 
ெதரி௞ம், ௔ன்னர ்அவற்ைறச ்சமன் ெசய்யலாம், அைத இங்ேக எ௱தலாம், எனேவ பஶொ௜ன்a 
பரப்பள௵ ஆல்பா சௌரத்ைத 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ.
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 ஆல்பாைவ 4 ஆல் வஶக்ழேறாம் , இங்ேக 1 ஆல் 4 ைமனஸ் ஆல்பா சௌரத்ைத 2 ஷட்டல் 
ஆல்பாைவ 4 ஆல் வஶக்ழேறாம், இைத எளிைமப்ப௄த்ொ ஆல்பாைவ 4 ஆல் 2 ைமனஸ் ஆல்பா 
ஸ்ெகாயர ்ஷட்டல் 1 ஆல் 4 வஶக்ழேறாம்.
 
இந்த சமன்பாடை்ட 4 ஆல் ெப௠க்ழனால், இப்ேபாௌ 0 க்ஶ சமம்  4 ைமனஸ் 4 ஆல்பா சௌரம் 
ஷட்டல் 1 என்பௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ நாம் இப்ேபாௌ ஆல்பா சௌரத்ொல் ஒ௠ இ௠பூ 
சமன்பாடை்டப் ெப௥ழேறாம், இங்ேக உள்ள ௳௠ப்பங்கைளப் பாரத்்தால், ௛ன்றாவௌ ௳௠ப்பம்
சரியானௌ என்பைதக் காணலாம், ஆல்பா ௛ன்றாவௌ நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ 
என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம் .
  நாம் ஏற்கனேவ ஆல்பா சௌரத்ொல் ஒ௠ இ௠பூ சமன்பாடை்டப் ெபற்௥ள்ள ௳௠ப்பங்கைள 
நான் இங்ேக ௙ண்௄ம் சமன்பாடை்ட எ௱ௌழேறன் 2 alpha to power 4 minus 4 alpha 
square plus 1 is equal to 0.
 இைதத் ோரப்்பதன் ௛லம் ஆல்பா சௌரத்ொற்கான சாத்ொயமான ேதர௵்கைளப் ெப௥ேவாம், 
அைவ 4 ஷட்டல் 16 ைமனஸ் 8 ஐ 4 ஆல் வஶத்தால் 1 ஷட்டல் 2 இன் வரக்்க௛லத்ைத 2 ஆல் 
வஶத்தால் இப்ேபாௌ 1 ஷட்டல் வரக்்க௛லம் 2ஐ 2 ஆல் வஶத்தால் 1ஐ ௳ட ெபரியதாக 
இ௠ப்பதால் ஆல்பா௳ற்ஶ இௌ சாத்ொயமான ேதரவ்ாக இ௠க்க ௚ூயாௌ.
 
ஆல்ஃபா 1க்ஶ சமமாக உள்ளௌ, 
எனேவ ஆல்பா சௌரம் 2 இன் 1 க௯த்தல் வரக்்க ௛லத்ைத 2 ஆல் வஶக்க சமமாக உள்ளௌ, 
இப்ேபாௌ ஆல்பா பாொக்ஶ ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ந்தால் ஆல்பா சௌரம் 1 
ஆல் 4 க்ஶ ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் .
 அங்ஶ 2ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் 1 ைமனஸ் வரக்்க௛லத்ைத 2 ஆல் வஶத்தால் 1 ஆல் 4 க்ஶ 
ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ழறௌ , இங்ழ௠ந்ௌ 3 ஆல் 4 என்பௌ 2 இன் வரக்்க 
௛லத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ப்பைதப் ெப௥ழேறாம்.
  16 என்பௌ 2 ஆல் 4 ஐ ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ , அதாவௌ பாொ, 
ஆனால் இௌ சாத்ொய௘ல்ைல என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ ஆல்பா பாொக்ஶ 
ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ ௳௠ப்பம் ஒன்௥ சரியல்ல, 
எனேவ ௳௠ப்பம் இரண்௄ சரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இப்ேபாௌ நாம் மட௄்ம்  
௳௠ப்பத்ேதர௵் 4 உள்ளதா என்பைதச ்சரிபாரக்்க, இங்ேக ௳௠ப்பம் 4 என்பௌ ஆல்பா சௌரத்ொல் 
ஒ௠ இ௠பூச ்சமன்பா௄ என்பைதக் காணலாம்.
   அதாவௌ ைமனஸ் 2 ௔ளஸ் ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் 5 மற்௥ம் இந்த மொப்௖கள் எௌ௵ம் நமக்ஶ 
ஏற்கனேவ ழைடத்த ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்ேதர௵்டன் உடன்பட௳ல்ைல என்பைத நாம் 
ெதளிவாகக் காணலாம் எனேவ நான்காவௌ ௳௠ப்பம் சரியல்ல, இௌ ேநரம்ைற ௚௱ 
எண்ேக்கான எங்கள் பத்தாவௌ ேகள்௳  ோைமகைள பாரப்்ேபாம்  ஐடர ்இ௠பூ சமன்பா௄ n x
இ௧௠ந்ௌ ௔ளஸ் 1 ௔ளஸ் ௔ளஸ் 1 க்ஶ ௔ளஸ் 2 ௔ளஸ் வைர ௔ளஸ் க௯த்தல் 1 x x x x n x 
ஷட்டல் க்ஶ சமம் 10 இந்த இ௠பூ சமன்பாட்ூன் மொப்௖ என்ன என்பைத நாம் n n 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
 இரண்௄ ெதாடரச்஼்யான ௚௱ எண் ோர௵்கைளக் ெகாண்ூ௠ப்பௌ இப்ேபாௌ இந்த இ௠பூச ்
சமன்பாட்ூன் இடௌ ௖றத்ொல் 
பல சம்மன்கள் உள்ளன என்பைதக் கவனி௞ங்கள், எனேவ  சௌரத்ொன் ஶணகம் ஆக x n 
இ௠ப்பைதக் காணலாம் , அதற்ஶ இன் ஶணகம் என்ன என்பைதக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.x 
  ௚த௧ல் ௚தல் கட்டைளையப் 
௔ரிப்ேபாம், இரண்டாவௌ ெதாைகையப் ௔ரித்தால் சௌரம் ஷட்டல் ழைடக்ஶம்.x x 
 அொல் சௌரம் மற்௥ம் ௔ளஸ் ஷட்டல் 2 ழைடக்ஶம், இௌ அூப்பைட௜ல் சௌரம் x x 2x x 
ஷட்டல் ஷட்டல் 2 ஆஶம் , ௔ன்னர ்கைட஼த் ெதாைகையப் ௔ரிப்ேபாம்.3x 

சௌரம் ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஐ ஷட்டல் ஷட்டல் ஐ ைமனஸ் 1 ஆகப் ெப௥ங்கள்  x n x nx n n 
எனேவ இங்ேக நாம் சௌரம் ஷட்டல் 2 க௯த்தல் 1 இல் ஷட்டல் ஐ க௯த்தல் 1 ஆகப் x n x n n 
ெப௥ழேறாம், எனேவ இன் ஶணகம் 1 ஷட்டல் 3 ஷட்ட௩க்ஶச ்சமம்  இப்ேபாௌ க்ஶ x 2n 
ைமனஸ் 1 ஐ ஷடூ்னால், 2ஐ ஷட௄்ேவாம் ஷட்டல் 4 ௚தல் வைர, ௔ன்னர ்நாம் ஏற்கனேவ 2n 
ேசரத்்தைத 2 ஷட்டல் 4 ஷட்டைலக் க௯ப்ேபாம், ேம௩ம் வைர, இௌ 2 ஐத் த௳ர 2n n 
ேவெறான்௥௘ல்ைல, 2 ஷட்டல் 1 ஐ 2 ைமனஸால் வஶக்க 2 க்ஶ ெவளிேய எ௄த்தால் இௌ n 
இௌதான் ஐ ஷட்டல் 1-ஐ 2 ஆல் வஶத்தால் இ௥ொயாக நாம் இங்ேக ஐ 2 ல் 1-௧௠ந்ௌ ஐn- n n- n- n-

ஐ ஷட்டல் 1- ஆகப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இௌ 2 சௌரம் ஷட்டல் ஐக் க௯த்தல் n- n- n- n.
 இந்த இ௠பூச ்சமன்பாட்ூல் இன் சௌரம் சௌரம் x n 
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ஆஶம்  2 நிைலயான ெசால்௩க்கான பங்களிப்௖ 2 என்பௌ நன்றாகப் ௖ரிந்ௌெகாள்வதற்காக 
௛ன்றாவௌ ெசால்ைல ௔ளஸ் 2 ஆக ௔ளஸ் 3 ஆக   எ௱ௌழேறாம்.x x 
 இந்தச ்ெசால் ைமனஸ் 1 ஐ ல் இ௠ந்ௌ நிைலயான ெசால்௩க்ஶ பங்களிப்பைதக் n n 
காணலாம் ேம௩ம் வலௌ ௖றத்ொல் 10 உள்ளௌ, எனேவ 0 ஷட்டல் 2 ஷட்டல் 6 ஷட்டல் ௚தல் n n n
வைர ைமனஸ் 1 வைர எ௱ௌழேறாம் , ேம௩ம் வலௌ ௖றத்ொல் 10 இ௠ந்ததால் இௌ n n 
இப்ேபாௌ ைமனஸ் 10 ஆஶம்.n 
 இந்தப் பஶொ ஏற்கனேவ இன் வூவத்ொன் k 
ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் 1 ௚தல் வைர உள்ளௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க  என்பௌ 1 2 n kk 
௚தல் வைர உள்ளௌ , இௌ ைமனஸ் 10 ஆக உள்ளௌ, எனேவ இௌ ஆக ஷட்டல் 1 ஆக 2 n n n n n
ஷட்டல் 1 ஆக 6 ஆல் வஶத்தால் இௌ ைமனஸ் ஆக ஷட்டல் 1 ஐ 2 ஆல் வஶத்தால் ைமனஸ் 10n n 

ஆக உள்ளௌ .n 
  எளிைமப்ப௄த்ொனால், ௚த௧ல் ஐ ஷட்டல் 1 ஆல் 2 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், இௌ 2 n n n 
ஷட்டல் 1 ஐ 3 க௯த்தல் 1 ஆல் வஶத்தல் , இௌ ைமனஸ் 10 எனேவ இங்ேக ஆக ஷட்டல் 1 n n n 
ஆக ைமனஸ் 1 ஐ 3 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம்.n 
 ைமனஸ் 10 எனேவ இௌ சௌரம் ைமனஸ் 1 ஆக 3 ைமனஸ் 10 n n 
ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ 
ஷட்டல் சௌரம் மற்௥ம் நிைலயான ெசால் ஆக சௌரம் க௯த்தல் 1 ஐ 3 ைமனஸ் 10 n x n n n 0 
க்ஶ சமம், என்பௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண் என்பதால் என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ n n 
இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ ஐ ரத்ௌ ெசய்யலாம் மற்௥ம் நாம் சௌரம் ஷட்டல் ஷட்டல் n x nx n 
சௌரம் க௯த்தல் 1 ஐ 3 ைமனஸ் 10 ஆல் வஶத்தால் 0 க்ஶ சமம் எனேவ நமௌ இ௠பூ சமன்பா௄ x
சௌரம் ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் க௯த்தல் 31 ஐ 3 ஆல் வஶத்தல் 0 க்ஶ சமம் இந்த சமன்பா௄ nx n 
இரண்௄ ெதாடரச்஼்யான ௚௱ எண்கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ  ோர௵்கள் மற்௥ம் ப்ளஸ் ஒன் m m 
என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், எனேவ நம்௘டம் ஷட்டல் ஷட்டல் 1 ைமனஸ் க்ஶ சமம் m m n
எனேவ என்பௌ ஷட்டல் 1 இன் ைமனஸஓக்ஶச ்சமம், எனேவ என்பௌ ஐ2m n m minus n plus 1 
2 ஆல் வஶத்தால் மற்௥ம்  ேம௩ம் எம்௘டம் ஷட்டல் 1 ஆனௌ சௌரம் க௯த்தல் 31 ஐ 3 ஆல் m n 
வஶத்தல் சமம் இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடூ்ல் நாம் ெபற்ற இன் மொப்ைப m 
மாற்௣யைமக்ழேறாம் 
, ௔ன்னர ்ைமனஸ் ஷட்டல் 1 ஐ 2 ஆல் 1 க௯த்தல் ஷட்டல் 1 வஶக்கப் ெப௥ழேறாம்.n n 
 2 ஆல் சமம் சௌரம் க௯த்தல் 31 ஐ 3 ஆல் வஶத்தால் எளிைமப்ப௄த்ொய ௔றஶ ைமனஸ் n n 
ஷட்டல் ழைடக்ஶம்  1ல் இ௠ந்ௌ 1 ைமனஸ் 4 ஆல் வஶத்தால் சௌரம் க௯த்தல் 31 ஐ 3 ஆல் n 
வஶத்தால் இௌ 

சௌரம் ைமனஸ் 1ஐ 4 ஆல் வஶத்தால் ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல , வலௌ ௖றம் சௌரம் க௯த்தல் n n 
31ஐ 3 ஆல் வஶத்தால் 3 உள்ளௌ.n 
  சௌரம் க௯த்தல் 3 என்பௌ 4 சௌரம் க௯த்தல் 1 24 க்ஶ சமம், இைதத் ோரக்்ஶம் ேபாௌ சௌரம் n n 
121 க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண் என்பதால் என்பௌ 11 க்ஶ சமம் என்௥ n n 
இங்ழ௠ந்ௌ ௚ூ௵ ெசய்யலாம் 
எனேவ ௛ன்றாவௌ ௳௠ப்பம் இங்ேக சரியானௌ.
 இந்த ேகள்௳௜ல், உண்ைமயான இ௠பூ சமன்பா௄ என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்௥ px 
க௠ௌழேறாம்  இன் க்ஶ சமம் 0 க்ஶ சமம் இன் ோர௵்கள் பற்௣ய அைனத்ௌ சரியான px p 0 px 
தகவல்க௬ம் என்ன என்பைத நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்  
0 க்ஶ, என்பௌ சரியாக ேநரம்ைற மற்௥ம் ோர௵்கள் ௔ ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் 4 ஏ஼௜ன் a st  
ைமனஸ் ௔ ௔ளஸ் ைமனஸ் வரக்்க ௛லத்ைத 2 
ஏ ஆல் வஶத்ௌ இப்ேபாௌ ோர௵்கள் ௚ற்௣௩ம் கற்பைனயானைவ என்௥ நமக்ஶ 
வழங்கப்பட௄்ள்ளதால், ைமனஸ் 4 ஏ஼ கண்ூப்பாக 0 ஐ ௳டக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் என்௥ ௚ூ௵
ெசய்யலாம்.
  ோர௵்கள் ஼க்கலானைவ என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், ௚த௧ல் சௌரம் ைமனஸ் b 4ac 
கண்ூப்பாக 0 க்ஶக் ஶைறவானௌ என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம், ௔ன்னர ் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் b 
என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம், ஏெனனில் ோர௵்கள் ௚ற்௣௩ம் கற்பைனயானைவ, ஏெனனில் b 
ௗஜ்௷யமற்றதாக இ௠ந்தால் , இங்ழ௠ந்ௌ பாரக்்கலாம்.
 ோர௵்களின் உண்ைமயான பஶொக்ஶ பங்களிக்ஶம் எனேவ எங்களிடம் உள்ளௌ b b 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக கண்ூப்பாக 0 ஐ ௳ட ெபரியதாக உள்ளௌ , அதாவௌ ac 
எங்களிடம் உள்ளௌ மற்௥ம் இரண்௄ம் ஒேர அ௣ஶ௣கைளக் ெகாண்௄ள்ளன, இப்ேபாௌ நமௌ c 
௚தல் எௌ என்பைத எ௱ௌழேறாம்.
 சமன்பா௄ க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ேகாடாரி சௌரம் மற்௥ம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம், px 0 c 
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இங்ழ௠ந்ௌ இைத சௌரம் மற்௥ம் வூ௳ல் எ௱தலாம் ஆல் வஶத்தல் 0 க்ஶ சமம் ஐ x c a c 
வஶக்க ஼ல நிைலயான ௔ைரம் மற்௥ம்  பாவம்  மற்௥ம் இரண்௄ம் ஒேர c ce a c 
அ௣ஶ௣கைளக் ெகாண்௄ள்ளன, ப்ைரம் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட கண்ூப்பாகப் ெபரியௌ என்௥ c 
நாம் ௚ூ௵ ெசய்யலாம், இப்ேபாௌ இன் என்றால் 0 க்ஶ சமம் என்பைத எ௱ௌேவாம், px p 
எனேவ இௌ சௌரம் மற்௥ம் ௔ைரம் ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ௔ைரம் சமம் த௳ர ேவ௣ல்ைல.x c c 
  0 க்ஶ இப்ேபாௌ இந்த பஶொைய ௔ரித்த ௔றஶ ௔ரிப்ேபாம் க்ஶ சக்ொ 4 மற்௥ம் 2 சௌர x x c 
௔ைரம் ௔ளஸ் ௔ைரம் ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ஼ ௔ைரம் என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பைத c 
நிைன௳ல் ெகாள்க, இௌ சௌரத்ொல் ஒ௠ இ௠பூ சமன்பா௄ x 
எனேவ இைதத் ோரப்்ேபாம்.

சௌரம் சமன்பாடை்டத் ோரத்்த ௔றஶ, ைமனஸ் 2 ஼ ௔ைரம் மற்௥ம் ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட்   x 
4 ஼ ௔ைரம் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் 4 ஐ ஼ ௔ைரம் ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ஼ ப்ைரம் 2 ஆல் வஶத்தல் 
ஆழயைவ ௕ட்டா சௌரத்ொற்கான சாத்ொயமான ேதர௵்களாஶம்.
  0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் இப்ேபாௌ இைத எளிதாக்ஶவதன் ௛லம் நாம் ப்ைர௘ன் ைமனஸ் ஼ c 
௔ைரம் ௔ளஸ் ைமனஸ் ஐ ஸ்ெகாயர ்௡ட் ெப௥ழேறாம், எனேவ இன் இன் ோர௵்கள் 0 க்ஶpx px 
சமம் என்பௌ உண்ைமயானௌ அல்லௌ ௚ற்௣௩ம் கற்பைனயானௌ அல்ல, ஏெனனில் ௕ட்டா 
வூவத்ொல் இ௠ந்தால் ஆல்பா அல்லௌ ௕ட்டா என்பௌ ஆல்பா வூவத்ொல் உள்ளௌ  ஆல்பா i 
உண்ைமயானௌ, ௔ன்னர ்௕ட்டா சௌரம் ைமனஸ் ஆல்பா சௌரத்ொற்ஶ சமம் அல்லௌ ௕ட்டா 
சௌரம் ஆல்பா சௌரத்ொற்ஶ சமம் ஆனால் ௕ட்டா சௌரம் உண்ைமயானௌ அல்ல என்பைத 
நாங்கள் ஏற்கனேவ இங்ஶ கண்௄௔ூத்ௌள்ேளாம், எனேவ உண்ைமயான அல்லௌ ௚ற்௣௩ம் 
கற்பைனயான ோர௵்கள் இல்ைல என்௥ ெசால்௩ம் நான்காவௌ ௳௠ப்பம் சரியானௌ மற்௥ம் 
மற்ற எல்லா ௳௠ப்பங்கைள௞ம் உடனூயாகப் பாரத்்தால், ௙த௚ள்ள ௛ன்௥ ௳௠ப்பங்கள் 
சரியாக இல்ைல என்௥ நாம் ஷறலாம், இௌ நமௌ ேகள்௳ எண் 12 ஆஶம்.
 இங்ஶ மற்௥ம் என்ற நான்ஶ ெவவ்ேவ௥ எண்கள் உள்ளன.abc d 
 

சௌரம் க௯த்தல் 10 ைமனஸ் 11 என்பௌ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் 10 x cx d d  x 
ேகாடாரி க௯த்தல் 11 என்பௌ 0 க்ஶ சமம்.b 

என்பௌ ௚தல் இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோர௵்கள் என்௥ம் என்பௌ இரண்டாவௌ இ௠பூ  ab cd 
சமன்பாட்ூன் ோர௵்கள் என்௥ம் நாம் மற்௥ம் இன் ஷட௄்த்ெதாைக என்ன abc d Let 
என்பைதக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.

என்பௌ சௌரம் க௯த்தல் 10 ைமனஸ் 11 என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்பைத நாம்  ab x cx d 
அ௣ந்ொ௠ப்பதால், ஒ௠ ஷட்டல் என்பௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ சௌரம் க௯த்தல் b 10c cd x 

க௯த்தல் ோர௵்கள் என்பதால் எ௱தலாம்.10 x 
என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்பைத நாம் ஷட்டல் என்பௌ 10 க்ஶ சமம் என்௥ எ௱தலாம்  11 b c d a 

எனேவ இந்த இரண்ைட௞ம் ஷடூ்னால் ஒ௠ என்பௌ 10 ஐ ஷட்டல் plus b plus c plus d c 
ஆகப் ெப௥ழறௌ எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ பாரக்்ழேறாம்.

மற்௥ம் ஆழய இந்த நான்ஶ எண்க௬ம் மற்௥ம் இன் ஷட௄்த்ெதாைகைய அ௣ந்ௌ  abc d a c 
ெகாள்வௌ ேபாௌமானௌ, ஏெனனில் ௚தல் இ௠பூச ்சமன்பாட்ூன் ோர௵் என்பதால், ஒ௠ a 
சௌரத்ைத ைமனஸ் 10 க௯த்தல் 11 என்பௌ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ ோர௵் ca d c 
இரண்டாவௌ இ௠பூச ்சமன்பா௄ ஸ்ெகாயர௄் ைமனஸ் 10 ஏ஼ ைமனஸ் 11௔ என்பௌ c 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பைத இப்ேபாௌ இந்த இரண்ைட௞ம் பயன்ப௄த்ொ எ௱தலாம்  
க௯த்தல் 11 ஷட்டல் 11 என்பௌ 0 க்ஶ சமம், அதாவௌ நாம் ஒ௠ ப்ளஸ் ஐ ைமனஸ் d b c c 
ஆகப் ெப௥ழேறாம் என்பௌ 11 இல் ைமனஸ் க்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ d b 
கண்௄௔ூப்ேபாம், ைமனஸ் என்றால் என்ன என்பைத நாம் இப்ேபாௌ கண்௄௔ூப்ேபாம் .d b 

மற்௥ம் ஷட்டல் என்பௌ 10 க்ஶ சமம்  10 c c d a 
எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ ைமனஸ் ைமனஸ் என்பௌ சமம் என்பைத௞ம் ெப௥ழேறாம் a plus b c d 

இ௧௠ந்ௌ 10 இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் அதாவௌ நம்௘டம் ைமனஸ் என்பௌ 11 இ௧௠ந்ௌl c a , b d 
க௯த்தல் ஆஶம், எனேவ இைத இந்த வூவத்ொல் எ௱ௌேவாம் ைமனஸ் என்பௌ 11 க்ஶ c a d b 

ஒ௠ க௯த்தல் க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இைத இங்ேக மாற்௥ழேறாம் , எனேவ நாம் ெப௥ழேறாம் c a
க்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் ஆனௌ 121 க்ஶ   ஒ௠ க௯த்தல் ஆஶம்  0 க்ஶ சமம் எனேவ plus c c c 

இங்ழ௠ந்ௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ஼ என்பௌ 121 க்ஶ சமம் என்௥ ெப௥ழேறாம் , எனேவ எங்களிடம் ஒ௠ 
௔ளஸ் ௔ ௔ளஸ் ஼ ௔ளஸ் ூ சமம் 10 க்ஶ ஒ௠ ௔ளஸ் ஼ என்பௌ 10 இன் 121 க்ஶ சமம் எனேவ 
இங்ஶ நான்காவௌ ௳௠ப்பம் உள்ளௌ  சரியானௌ இௌ நமௌ ேகள்௳ எண் 13.
 அைனத்ௌ ௗஜ்௷யமற்ற உண்ைமயான எண்களின் ெதாஶப்பாக இ௠க்கட௄்ம் , அதாவௌ 
இ௠பூ சமன்பா௄ ஆல்பா சௌரம் க௯த்தல் ஷட்டல் 0 க்ஶ சமமான இரண்௄ உண்ைமயான x x 
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ோர௵்கள் மற்௥ம் ஆஶம்.x 1 x 2 
க௯த்தல் இன் மா௄லஸ் கண்ூப்பாக 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ , சாத்ொயமான  x 1 x 2 

ௌைணைய நாம் அைடயாளம் காண ேவண்௄ம் வேழ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள பட்ூய௧௧௠ந்ௌ 
ெதாஶப்௔ன் ெதாஶப்௖கள், ஒ௠ உண்ைமயான இ௠பூ சமன்பாட்ூற்ஶ ேகாடாரி சௌரம் மற்௥ம்

ஷட்டல் சமம் 0 க்ஶ சமம் என்பைத ௚த௧ல் நிைன௵ப௄த்ௌேவாம்  0 எனேவ இைதப் bx c 
பயன்ப௄த்ொ 1 ைமனஸ் 4 ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்0 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியதாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம் , அதாவௌ 4 ஆல்பா சௌரம் கண்ூப்பாக 1 ஐ ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , 
அதாவௌ ஆல்பா சௌரம் இப்ேபாௌ ஆல்பாவாக 1 ஆல் 4 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம் .
 ௗஜ்௷யம் அல்லாதௌ என்பௌ ேகள்௳௜ல் ெகா௄க்கப்படூ்௠க்ழறௌ    ைமனஸ் x 1 x 2 
சௌரம் கண்ூப்பாக 1 ஐ ௳டக் ஶைறவாக உள்ளௌ, அதாவௌ ைமனஸ் சௌரம் என்பௌ 1 x 1 x 2 
ஐ ௳டக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம்.
  

நம் சமன்பாடை்ட நிைன௵ப௄த்ௌழறௌ  என்பௌ ஆல்பா சௌரம் க௯த்தல் 1 x 2 ation x x 
ஷட்டல் ஆல்பா 0 க்ஶ சமம் எனேவ ஷட்டல் என்பௌ 1 ஆல்ஃபா௳ற்ஶ சமம் மற்௥ம் x 1 x 2 x 1 
௧௠ந்ௌ ஆனௌ 1 ஆல்ஃபா௳ற்ஶ சமம் ஆஶம் நாம் 1 ஆல்ஃபா சௌரம் ைமனஸ் 4 ஐப் x 2 
ெப௥வௌ கண்ூப்பாக 1 ஐ ௳டக் ஶைற௵ , அதாவௌ 1 ஆல்ஃபா சௌரம் கண்ூப்பாக 5 ஐ ௳டக் 
ஶைறவாக உள்ளௌ , அதாவௌ ஆல்பா சௌரம் 1க்ஶ 5 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ, எனேவ 
இங்ழ௠ந்ௌ ஆல்பா சௌரத்தால் 1 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம் .
  5 இன் ேவர ்அல்லௌ ஆல்பா௳ன் ைமனஸ் 1 ஐக் காட்ூ௩ம்  ஶைறவாக  உள்ளௌ  5 ௚தல் பாொ 
வைர௜லான ௡ட் எனேவ ெதளிவாக ௳௠ப்பம் 1 இல் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள ெதாஶப்௖ இன் s 
ௌைணக்ஶ௱ ஆஶம், ேம௩ம் ௳௠ப்பம் 4 இல் ெகா௄க்கப்படட் ெதாஶப்௖ இன் ௌைணக்ஶ௱ s 
ஆஶம், ஆனால் ௳௠ப்பம் 2 மற்௥ம் 3 இல் ெகா௄க்கப்படட் ெதாஶப்௖கள் இன் s 
ௌைணக்ஶ௱க்கள் அல்ல எனேவ இங்ேக  ௚தல் மற்௥ம் நான்காவௌ ௳௠ப்பங்கள் சரியானைவ 
இப்ேபாௌ இந்தக் ேகள்௳ையப் பா௠ங்கள் இங்ேக என்பௌ ௗஜ்௷யமற்ற எண்ணாக இ௠க்க p 
ேவண்௄ம், அதன்௔ன் இ௠பூ சமன்பா௄ சௌரம் மற்௥ம் ஷட்டல் என்பௌ மற்௥ம் px qx r pq r
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠க்ஶம் பண்௖டன் 0 க்ஶ சமம் என்பௌ நமக்ஶ ஆல்பா மற்௥ம்  
௕ட்டா என்பௌ ெகா௄க்கப்படட் இ௠பூச ் சமன்பாடூ்ன் ோர௵்களாஶம் 
ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ ஆல் வஶக்க ைமனஸ் க்ஶ சமம் என்௥ எ௱தலாம் , ேம௩ம் p q 
ஆல்பாைவ ௕ட்டாவாக வஶத்தால் 1 ஆல்ஃபா ஷட்டல் 1 ௕ட்டாவால் 4 க்ஶ சமம் என்பதால் r 
இங்ழ௠ந்ௌ ஆல்பா ஷட்டல் ௕ட்டா சமம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம்.
 ஆல்பா ௕ட்டாவாக 4 ஆக இப்ேபாௌ ஆல்பா ௕ட்டாவாக க்ஶ சமம் என்பைத அ௣ேவாம் r 
எனேவ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா 4 க்ஶ சமம் ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இப்ேபாௌ இந்த r p 
இரண்ைட௞ம் சமன் ெசய்தால், ைமனஸ் ஆல் வஶத்தால் 4 க்ஶ சமம் என்பைதப் q r 
ெப௥ழேறாம் .

மற்௥ம் என என்பௌ ௗஜ்௷யமல்ல, ஐ ைமனஸ் 4 ஆக என்௥ எ௱தலாம், எனேவ  p p q r q 
மற்௥ம் இல் ஒ௠ ெதாடரை்பப் ெபற்௥ள்ேளாம், எனேவ ேகள்௳௜ல் மற்௥ம் எண்கணித r pq r 
௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, எனேவ நாம் ஐ சமமாக எ௱தலாம்.q 

ஷட்டல் ஐ 2 ஆல் வஶத்தல் அதாவௌ ைமனஸ் 4 ஆக என்பௌ ஷட்டல் ஐ 2 ஆல்  p r r p r 
வஶத்தால் சமம் 2 ஆல் வஶத்தால் என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ .q 4r
 ஒன்பொற்ஶ ேமல் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ எங்களிடம் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா உள்ளௌ, 
இங்ஶ நான்ஶ ஐ ௔ ைமனஸ் 4 ஆல் வஶத்தால் 9 ஆல் வஶக்கப்ப௄வதற்ஶ சமம் r 
, ஆல்பா ைமனஸ் ௕ட்டா௳ன் மா௄லஸ் என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய இந்த உறைவப் 
பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம்.
 ஆல்பா ைமனஸ் ௕ட்டா ௚௱ச ்சௌரம் ஆல்பா ௕ட்டா௳ற்ஶச ்சமம் ஆல்ஃபா மற்௥ம் ௕ட்டா ௚௱ 
சௌரம் க௯த்தல் 4 மற்௥ம் ஆல்பா ௕ட்டா௳ன் மொப்ைப நாம் அ௣ேவாம், இங்ேக நாம் 
மாற்௣னால் 16 ஆல் 81 ஐப் ெப௥ேவாம் , இங்ேக ஆல்பா ௕ட்டா௳ன் மொப்ைப மாற்௣னால் 
இைதப் ெப௥ேவாம்.
 ஆல்பா ௕ட்டா௳ல் 4 ஆனௌ இல் 4 க்ஶ சமம்  ஆல் ைவடப்பட்டௌ அதாவௌ ைமனஸ் 1 ஐ r di p 
9 ஆல் வஶத்தால் , எனேவ இௌ 16 ஐ 81 ஆல் வஶத்ௌ 4 ஐ 9 ஆல் வஶத்தால் ெப௥ழேறாம் , இௌ 52 
ஐ 81 ஆல் வஶத்தால் ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ ஆல்பா ைமனஸ் ௕ட்டா என்பௌ ஷட்டல் 
க௯த்தல் 2 வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமம்  13 ஐ 9 ஆல் வஶத்தல் அதாவௌ ஆல்பா ைமனஸ் ௕ட்டா௳ன் 
மா௄லஸ் 13 இன் 2 வரக்்க ௛லத்ைத 9 ஆல் வஶக்க சமமாக உள்ளௌ , எனேவ இரண்டாவௌ 
௳௠ப்பம் சரியானௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், இந்த ேகள்௳ையப் பாரப்்ேபாம், இப்ேபாௌ 
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நம்௘டம் ௛ன்௥ உண்ைமயான எண்கள் மற்௥ம் உள்ளன  என்பௌ ௗஜ்யம் அல்லாத ab c a 
௛ன்௥ இ௠பூ சமன்பா௄கள் ஒ௠ சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் ஷட்டல் சமம் 0 மற்௥ம் ஒ௠ x bx c 
சௌரம் சௌரம் ைமனஸ் க௯த்தல் சமம் 0 மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் சௌரம் ஷட்டல் 2 x bx c x bx 
ஷட்டல் 2 சமம் 0.c 
 நாம் ஆல்பா என்பௌ ௚தல் இ௠பூச ்சமன்பாட்ூன் ோரவ்ாக௵ம், ௕ட்டா என்பௌ 
ஆல்ஃபாைவ ௳ட 0 கண்ூப்பாக ஶைறவாக௵ம், ௕ட்டாைவ ௳ட ஆல்பா கண்ூப்பாக 
ஶைறவாக௵ம் இ௠க்ஶம் பண்௖க௬டன் ஷூய இரண்டாவௌ இ௠பூச ்சமன்பாட்ூன் ோரவ்ாஶம்.
  ூ ஒ௠ ோர௵் 
ஆல்பா ௚தல் இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோரவ்ாக இ௠ப்பதால் இ௠பூ சமன்பா௄ நம்௘டம் hird 
ஒ௠ சௌர ஆல்பா சௌரம் மற்௥ம் ஆல்பா ௔ளஸ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் ௕ட்டா b c 
இரண்டாவௌ இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோர௵் என்பதால் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ௕ட்டா b 
க௯த்தல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ ஒ௠ சௌரம் சௌரம் ஷட்டல் 2 ஷட்டல் c fx x bx 2c 
என்௥ அைழப்ேபாம், எனேவ க்ஶ சமமான ோர௳்னால் ொ௠ப்ொயைடந்த பண்௖கைளக் fx 0 
கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.
 ௚த௧ல் ஆல்ஃபா௳ன் மற்௥ம் என்ன என்பைதக் கணக்ழ௄ேவாம்.f 
  ஆல்ஃபா௳ன் ௕ட்டா எஃப் 
ஒ௠ சௌர ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் 2 ௔ ஆல்பா ௔ளஸ் 2 ஼க்ஶ சமம்   ஆல்ஃபா என்பௌ ௚தல் 
இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோரவ்ாக இ௠ப்பதால் ஷட்டல் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் எனேவ ஆல்ஃபா௳ன் c 

ஆனௌ ஆல்பா ௔ளஸ் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஒ௠ சௌர ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ஆல்பா f b c b 
௔ளஸ் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்பதால் அங்ழ௠ந்ௌ என்௥ எ௱தலாம்.c b 
 ஆல்பா ௔ளஸ் ஼ என்பௌ ௘௑௵க்ஶச ்சமம்  சௌர ஆல்பா சௌரம் இங்ேக sa b alpha plus c 
என்பௌ ஒ௠ சௌர ஆல்பா சௌரத்ைத க௯த்தல் சமம், ஏெனனில் ஒ௠ சௌர ஆல்பா சௌரம் 
ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால் , ஆல்பா௳ன் ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக f 
இ௠ப்பைதப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ ஆல்பா ஒ௠ ோர௵் அல்ல என்௥ ௚ூ௵ 
ெசய்யலாம்.
 ௛ன்றாவௌ இ௠பூ சமன்பாட்ூன் எனேவ ௛ன்றாவௌ இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோரை்வ 
காமாவால் அைழத்தால், காமா ஆல்பா௵க்ஶ சமம் அல்ல , அதாவௌ ௛ன்றாவௌ ௳௠ப்பமான 
காமா ஆல்பா௵க்ஶ சமம் என்பௌ சரியல்ல என்பைத இப்ேபாௌ நாம் ௕ட்டா௳ன் எஃப் என்ன 
என்பைதக் கணக்ழ௄ழேறாம்.
 ௕ட்டா௳ன் என்பௌ ஒ௠ சௌர ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் 2 ௔ ௕ட்டா ௔ளஸ் 2 ஼ என்பௌ இங்ேக f 
ஒ௠ சௌர ௕ட்டா சௌரம் ௔ ௕ட்டா ௔ளஸ் ஼க்ஶ சமம் என்பைத நாம் கவனிக்கலாம் எனேவ ௕ட்டா
என்றால் ௕ட்டா சௌரத்ொற்ஶப் பொலாக ௔ ௕ட்டா ௔ளஸ் ஼ைய மாற்௣னால் ழைடக்ஶம்.
 3 ௔ ௕ட்டா ௔ளஸ் 3 ஼ க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ ஒ௠ சௌர ௕ட்டா சௌரமாக 3 க்ஶ சமம் எனேவ 
௕ட்டா 0 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியதாக இ௠ந்தால் ஒ௠ ெதாடரச்஼்யான ெசயல்பா௄ மற்௥ம்fx 
ஆல்பா இல் கண்ூப்பாக 0 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் ௕ட்டா எஃப் கண்ூப்பாக f 
இ௠க்ஶம்  ௔  0 ஐ ௳ட௵ம், எனேவ ஆல்பா௳ற்ஶம் ௕ட்டா௳ற்ஶம் இைட௜ல் ஒ௠ காமா இ௠க்க 
ேவண்௄ம், 
எனேவ காமா௳ன் எஃப் 0 க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் 0 ஆல்பாைவ ௳ட 
கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ, எனேவ 
ஆல்பா௳ற்ஶம் ௕ட்டா௳ற்ஶம் இைட௜ல் காமா உள்ளௌ என்௥ எ௱தலாம்.
 காமா என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக 
இ௠ந்தால், ௚தல் ௳௠ப்பம் சரியானதா இல்ைலயா என்பைதச ்சரிபாரக்்க நான்காவௌ 
௳௠ப்பம் சரியானௌ என்பைத இங்ேக காண்ழேறாம் 
.
  ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ சமம் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ 2 ௚௱ சௌரம் ௔ளஸ் 2 ௕ட்டாைவ ஆல்பா 
௔ளஸ் ௕ட்டாைவ 2 ௔ளஸ் ஆல் வஶத்தால், இௌ ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ சமம் 2c 
ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ 2 ௚௱ சௌரம் ௔ளஸ் ௔ ஆல்பா ௔ளஸ் ஼ ௔ளஸ் ௕ட்டா ௔ளஸ் 

இப்ேபாௌ ௕ட்டாைவ ஆல்பாைவ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியதாக இ௠ப்பதால் , ௚தல் காலத்ைதc 
ஒ௠ சௌரத்ைத ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ என்பைத 2 ௚௱ சௌரத்தால் வஶக்க 2 ஆல்பாவாக 
எ௱தலாம் மற்௥ம் இரண்டாவௌ ெசால் ஒ௠ சௌர ஆல்பா சௌரம் மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ைமனஸ் 
ஆஶம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
  காலமானௌ ப்ளஸ் ஒ௠ சௌர ௕ட்டா சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ இௌ ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் 
என்பைத ௕ட்டா சௌரமாகப் ெப௥ழேறாம், 
இௌ கண்ூப்பாக 0 ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம், எனேவ எங்களிடம் உள்ள எஃப் ஆல்பா ௔ளஸ் 
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௕ட்டாைவ 2 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், இௌ 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ என்பைத இௌ நி௡௔க்ழறௌ.
  ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ 2 ஆல் வஶத்தால் 
ஃ 0க்ஶ சமமான ோரவ்ாக இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ ௚தல் ௳௠ப்பம் சரி௜ல்ைல இப்ேபாௌ அந்த 
பஶொக்கான இரண்டாவௌ ௳௠ப்பத்ைத மட௄்ம் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம் இந்தப் படத்ொன் 
ேநாக்கத்ொற்காக ஒ௠ படத்ைத வைரய ௚யற்஼ப்ேபாம்.

அசா் மட௄்ம் , இௌ இன் வைரபடம் இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம் , நாம் ஏற்கனேவ   x y x f
ஆல்பா௳ன் ஆனௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் ௕ட்டா௳ன் f f 
கண்ூப்பாக 0 ஐ ௳ட ெபரியௌ, ேம௩ம் நாம் ஆல்பா௳ன் மற்௥ம் ௕ட்டா ௚௱வைத௞ம் f 
வஶத்ௌள்ேளாம் 0 ஐ ௳ட 2 கண்ூப்பாக ெபரியௌ எனேவ ஆல்பா இந்த பஶொ௜ல் எங்ேகா 
உள்ளௌ மற்௥ம் ௕ட்டா இந்த பஶொ௜ல் எங்ேகா உள்ளௌ மற்௥ம் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ைப 2 
இந்த பஶொ௜ல் எங்ேகா உள்ளௌ எளிைமக்காக இந்த ௖ள்ளிைய ஆல்பாவாக இந்த ௖ள்ளிைய 
௕ட்டா எனேவ ஆல்பா ௔ளஸ் என்௥ எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  ௕ட்டா ௚௱வௌமாக 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄வௌ எங்ேகா இப்ேபாௌ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா 
ஆல்ஃபாைவ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம் 
௔ளஸ் ௕ட்டா ஆல் 0 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ எனேவ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ஆல் 0 க்ஶ 
சமமான எஃப்எக்ஸ் ோரவ்ாக இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ இரண்டாவௌ ௳௠ப்ப௚ம் சரியல்ல, இந்த 
அமரை்வ இங்ேக ௚ூப்ேபாம், எனேவ அ௄த்த அமர௳்ல் இ௠பூ சமன்பா௄களில் இன்௑ம் ஒ௠ 
அமர௵் உள்ளௌ இன்௑ம் ஼ல ௔ரசச்ைனகைள  ோரக்்க ேபாழேறாம் 
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