
 दुस-या सम˟ा सोडवǻाǉा सũात चतुभुŊज समीकरणांवर ˢागत आहे पिहʞा सम˟ा सोडवǻाǉा सũात आʉी एकूण सहा सम˟ा 
सोडवʞा आहेत ʉणून आज आपण सातʩा सम˟ेपासून सुŜवात कŝ हा आपला सातवा Ůʲ आहे इथे आपʞाकडे समीकरण वजा 3 
मȯे वजा अिवभाǛ आहे  संपूणŊ वगाŊचा भाग अिधक 2 मȯे वजा चा अिवभाǛ भाग अिधक एक वगŊ वाˑिवक संƥेसाठी x x x x 
0 ǉा बरोबरीचा आहे आिण आʉाला मािहती िदली जाते की या समीकरणामȯे पूणाōकाचे कोणतेही समाधान नाही नंतर आʉाला संभाʩ
ŵेणी शोधावी लागेल Ůथम आपण लƗात घेऊ शकतो की हे 0 ǉा बरोबरीचे नाही कारण जर 0 ǉा बरोबरीचे असेल तर ˙ʼपणे a a 
Ůȑेक पूणाōक हा या समीकरणाचे िनराकरण आहे कारण मȯे साठी चा वजा अिवभाǛ भाग मािहत आहे जो चा z x x x x 
अंशाȏक भाग आहे.
  0 ǉा बरोबरी ʉणजे ला 0 बरोबर ठेवले तर आपण पाš शकतो की Ůȑेक पूणाōक हा या समीकरणाचे समाधान आहे ʉणून a 
आपʞाकडे हे 0 ǉा बरोबरीचे नाही.a 
 आता आपण ǉा ऐवजी वजा अिवभाǛ भाग ǉा अपूणाōक भागाǉा बरोबरीने बदलतो.x x x 
  ʩा  ने समीकरण िदले आिण नंतर पूणŊ वगाŊǉा अपूणाōकात उणे 3 आिण 2 मȯे ǉा अपूणाōक भाग अिधक चौरस 0 बरोबर e x x 
िमळतो ʉणून आता आपʞाला ǉा अंशाȏक भागामȯे िȪघात समीकरण िमळत आहे कारण आपʞाला नेहमी ठेवायचे आहे  x 
कोणȑाही वाˑिवक िȪघात समीकरणाǉा 2 अंश टमŊचा गुणांक नेहमी सकाराȏक असǻासाठी आपण ȑाला पूणŊ वगाŊǉा x 
अपूणाōकात 3 असे िलš वजा 2 ǉा अंशाȏक भागामȯे वजा चौरस 0 बरोबर आहे आता हे समीकरण सोडवʞास आपʞाला x 
संभाʩ पयाŊय िमळतील ǉा अपूणाōक भागासाठी आिण ते 2 अिधक वजा वगŊमूळ आहेत 4 अिधक 12 चे वगŊमूळ भागाकार 6 एक x 
चौरस 6 ने भाग घेतʞावर आपʞाला हे 1 अिधक वजा वगŊमूळ एक अिधक तीन एक चौरस भािगले तीन असे िमळते आता लƗात ƽा की
एक अिधक तीन  एक चौरस एकापेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे कारण आपʞाकडे बरोबर नाही ʉणून आपʞाकडे 1 वजा a 0 
वगŊमूळ 1 अिधक 3 आहे आिण 3 ने भागलेला वगŊ 
0 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे परंतु आपʞाला मािहत आहे की चा अंशाȏक भाग आहे 0 पेƗा मोठा िकंवा बरोबर आहे x alw 
ʉणून ǉा अपूणाōक भागासाठी ही संभाʩ िनवड असू शकत नाही आपण पाš शकतो की 1 अिधक वगŊमूळ 1 अिधक 3 चे वगŊमूळ 3 x 
ने भागलेला वगŊ 
0 पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे ʉणून जर चा अंशाȏक भाग असेल तर  याǉा बरोबरीने मग आपण 1 अिधक 3 चे 1 अिधक वगŊमूळx 
िलš शकतो चौरस 3 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की हे देखील 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठे आहे
 ȑामुळे येथून आपʞाला समजेल की वजा 1 हे 1 अिधक 3 ǉा वगŊमूळापेƗा काटेकोरपणे कमी आहे.a 
  चौरस आिण हे आता 2 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे , आʉी िमळवलेʞा असमानतेचे वगŎकरण केʞास 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी 
आहे 1 अिधक 3 एक चौरस हा 4 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे ʉणून आʉाला िमळते 0 एका चौरसापेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आिण 
एक वगŊ 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे ʉणून हे  ˍेअरची संभाʩ ŵेणी आहे आिण इथून आपʞाला कळते की हे ओपन इंटरʬल a 
वजा 1 ते 0 युिनयनचे ओपन इंटरʬल 0 ते 1 आहे
 ȑामुळे पयाŊय 3 बरोबर आहे हे देखील लƗात ƽा की येथे ओपन इंटरʬल वजा 1 ते 0 हे ओपन इंटरʬल आहे.
  0 ते 1 ए ओपन इंटरʬल वजा 2 ते 1 चा उपसंच आिण आपण सवŊ संभाʩ संच शोधून काढणार आहोत जेथे असȑतेची मूʞे आहेत 
ʉणून आपʞाला िदसेल की पयाŊय 1 देखील बरोबर आहे आिण पयाŊय 2 आिण पयाŊय 4 पयाŊय 3 पासून िवभƅ आहेत  ʉणजे सेट ओपन
इंटरʬल मायनस 1 ते 0 आिण ओपन इंटरʬल 0 ते 1 असे आपण थेट िनʺषŊ काढू शकतो की पयाŊय 2 आिण पयाŊय 4 गैर-ऋण 
वाˑिवक संƥांसाठी योƶ नाहीत चौरस आिण फंƕन जे ǉा वगŊमूळाने िदलेले आहे ते आपʞाला येथे िदलेले आहे एक िȪघात fx x 
समीकरण 18 चौरस वजा 9 अिधक वगŊ 0 बरोबर आहे आिण या िȪघात समीकरणाचे दोन उपाय अʚा आिण बीटा x pi x pi 
आहेत जेणेकŝन अʚा काटेकोरपणे असेल  बीटा पेƗा कमी वŢ ने बांधलेले Ɨेũफळ ǉा कंपोज ǉा बरोबर आहे आिण y x g f 
रेषा अʚा बरोबर बीटा आिण ǉा बरोबर आहे हे शोधून काढायचे आहे हे करǻासाठी आमचे पिहले काम असेल अʚा x x y 0 
काय आहे आिण बीटा काय आहे हे शोधǻासाठी चला  असे करा की िȪघात समीकरणाचे 9 अिधक वजा वगŊमूळ 81 वगŊ वजा pi pi 

वगŊ भािगले 36 ने सरलीकृत केʞानंतर आता आपण 9 अिधक वजा 3 भािगले 36 असे िलš शकतो कारण 72 pi pi pi 
आपʞाला मािहत आहे की अʚा बीटा पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे.
 आपण वजा 3 भािगले 36 ʉणजे ने 6 आिण बीटा 9 अिधक 3 भािगले 36 alpha is equal to 9 pi pi pi pi pi 
ʉणजे असे िलš शकतो.pi 3 
 आता लƗात ƽा की चे हे फंƕन दुसरे काहीही नाही.x g compose f 
  आता चे फंƕन कोसाइन x 
या चारही वŢांनी बांधलेले Ɨेũफळ शोधǻासाठी आपण िचũ काढǻाचा Ůयȉ कŝया हा आपला अƗ असू Ȩा आिण हा आपला x y 
अƗ असू Ȩा आपण हे आहे आिण हे आहे असे िलš या x y 
आिण मग आपण िचũ काढू.
  रेषा ही अʚा ǉा बरोबरीची आहे आिण ही रेषा ही बीटा ǉा बरोबरीची असू Ȩा पुढे आपण ǉा फंƕन कोसाइनचा आलेख x x x 
काढू ʉणजे हा िबंदू हा िबंदू आहे आिण हा िबंदू पाई 6 हा आहे हे ǉा कोसाइनǉा बरोबरीचे आहे हा एक pi 2 pi 3 y x x 
आहे अʚा ǉा बरोबरीचा आिण हा एक आहे ते बीटा पयōत आपʞाला छायांिकत Ůदेशाचे Ɨेũफळ शोधावे लागेल x eq  ual 
कारण िचũावŝन ते अगदी ˙ʼ आहे की आपʞाला कोसाइन चे x dx pi by 6 
ते पयōत इंिटŤल शोधायचे आहे.pi by 3 
 एकũ केʞावर वŝन िमळेल.pi sine x 
  6 ते आिण हे सोडवताना आपʞाला ची वजा िमळते जे 3 बाय 2 pi by 3 pi sine by 3 sine by pi 6 
वजा अधाŊ हे संिमŵ ˢŝपात िलिहʞास हे 3 वजा 1 चे वगŊमूळ भािगले 2 चे वगŊमूळ आहे.
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 ʉणून आपण पाहतो की येथे चौथा पयाŊय हे या Ůʲाचे बरोबर उȅर आहे, आपʞाला एक Ůदेश िदलेला आहे Ǜामȯे वाˑिवक r 
संƥा ˢʙिवराम ǉा सवŊ जोǰा आहेत Ǜाचा समɋय घन आिण दरʄान आहे आिण Ǜाचा समɋय 0 आिण 1 x y y x x x 
दरʄान आहे  बंद अंतराल  म̡ ये आ̱ हाला खरी संƥा अʚा देखील िदली आहे जेणेकŜन रेषा ही अʚा ǉा बरोबरीची रेषा 0 1 x r
ला दोन समान भागांमȯे िवभागते मग येथे चार पयाŊय िदलेले आहेत जे सवŊ अटीȪंारे समाधानी आहेत हे शोधायचे आहे.
  अʚा हे सोडवǻासाठी आपण Ůथम Ůदेश काढǻाचा Ůयȉ कŝ हा आपला अƗ असू Ȩा आिण हा आपला अƗ असू Ȩा r x y 
पुढे आपण चा आलेख काढू Ɛूबǉा बरोबरीचा आहे मग आपण चा आलेख काढू ǉा बरोबरीचा आहे हे िमटवू शकते y x y xi 
ठीक आहे ʉणून हा िबंदू एक आहे हा आहे  Ɛूबǉा बरोबरीचे आिण हे आहे ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे 0 आहे ʉणून मीy x y x 
Ǜा Ůदेशाची छटा दाखवत आहे तो Ůदेश आता अʚा ही 0 आिण 1 मधील खरी संƥा आहे आिण ही रेषा अʚाǉा बरोबरीने r x r
ला दोन समान भाग करते भाग ʉणून रेषा हा अʚा ǉा बरोबरीचा असू Ȩा ʉणजे हा िबंदू अʚा आहे आिण ही रेषा ही अʚा x x 
ǉा बरोबरीची आहे आपण या Ůदेशाला Ɨेũ आिण या भागाला Ɨेũ ʉणतो a b 
ʉणून आपʞाला कळते की Ůदेश चे Ɨेũफळ समान आहे  या Ůदेशाǉा Ɨेũफळानुसार Ůथम आपण Ůदेशाǉा Ɨेũफळाची a b 
गणना कŝया िचũावŝन हे अगदी ˙ʼ आहे की हे 0 ते अʚा वजा 0 ते अʚा Ɛूब पयōत एकिũत केʞावर a x dx x dx 
आपʞाला 2 ने भागलेला वगŊ िमळतो.x 
 वजा ते पॉवर 4 भािगले 4 आिण आपʞाला याचे मूʞमापन 0 ते अʚा आिण शेवटी करावे लागेल  आपʞाला अʚा ˍेअर x y 
भािगले 2 वजा अʚा ते पॉवर 4 ने 4 ने भागले आहे .
 पुढे आपण Ɨेũ ǉा Ɨेũाची गणना कŝ आिण तेथे मयाŊिदत मूʞ अʚा ते 1 असेल.b 
 ʉणून आपण असे कŝ की आता हा अʚा 2 1 आहे वजा अʚा ते 1 Ɛूब ʉणून येथे चौरस भािगले 2 वजा x dx x dx x x 4
ने 4 ने भागले आहे आिण आʉी ȑाचे अʚा वŝन 1 असे मूʞमापन करतो ʉणून आपʞाकडे 1 बाय 4 वजा अʚा चौरस भािगले 2 
वजा अʚा घात 4 ला 4 ने भागले आता Ɨेũ चे Ɨेũफळ आिण Ɨेũाचे Ɨेũफळ समान आहे हे मािहत असʞाने आपण ȑांची a b 
समानता कŝ शकतो आिण आपण िमळवू शकतो मी ते येथे िलš शकतो ʉणून Ɨेũ चे Ɨेũफळ अʚा ˍेअरला 2 वजा ने भागले a 
आहे  अʚा ते पॉवर 4 भािगले 4 आिण येथे आपʞाला 1 बाय 4 वजा अʚा ˍेअर भािगले 2 अिधक अʚा ते पॉवर 4 भािगले 4 
िमळाले आहेत हे सोपे कŝन 2 वजा अʚा ˍेअर अिधक 1 ने 4 भािगले पॉवर 4 ला अʚा Ůाɑ होतो आता 0 ǉा बरोबरीचे आहे जर 
आपण हे समीकरण 4 ने गुणले तर आपʞाला 2 अʚा पॉवर िमळेल  4 वजा 4 अʚा ˍेअर अिधक 1 हे 0 ǉा बरोबरीचे आहे
 ȑामुळे आता आपʞाला अʚा ˍेअरमȯे एक िȪघात समीकरण िमळत आहे जर आपण येथील पयाŊयांकडे पािहले तर आपʞाला 
िदसेल की ितसरा पयाŊय बरोबर आहे की अʚा ितसरी अट पूणŊ करतो आता आपण बाकीचे देखील तपासू.
  आʉी अʚा ˍेअरमȯे एक िȪघात समीकरण आधीच Ůाɑ केलेले पयाŊय मी येथे पुɎा समीकरण िलिहते 2 अʚा ते घात 4 वजा 4 
अʚा ˍेअर अिधक 1 बरोबर 0.
 हे सोडवʞाने आपʞाला अʚा ˍेअरसाठी संभाʩ पयाŊय िमळतील आिण ते 4 अिधक आहेत 16 चे वजा वगŊमूळ वजा 8 भािगले 4 जे 
1 अिधक वजा 2 चे वगŊमूळ भािगले 2 आता आपण हे लƗात घेऊ शकतो की 2 चे 1 अिधक वगŊमूळ भािगले 2 हे 1 पेƗा काटेकोरपणे 
मोठे आहे
 ȑामुळे अʚा साठी ही संभाʩ िनवड असू शकत नाही आपʞाकडे अʚा 1 ǉा बरोबरीने कमी आहे ʉणून आपʞाकडे अʚा 
ˍेअर आहे 1 वजा वगŊमूळ 2 ने भागले आता जर अʚा अȯाŊपेƗा कमी िकंवा समान असेल तर अʚा ˍेअर 1 बाय 4 पेƗा कमी 
िकंवा बरोबर असेल तेथे  आधी 2 चे वगŊमूळ भािगले 2 चे 1 वजा वगŊमूळ 1 ने 4 पेƗा कमी िकंवा बरोबर िमळते आिण येथून 3 बाय 4 हे 2 
ǉा वगŊमूळाǉा 2 ने भागले तर 2 ने 2 ने भािगले तर 
9 ने िमळतो.
  16 हे 2 बाय 4 पेƗा कमी िकंवा बरोबर आहे याचा अथŊ अधाŊ आहे परंतु आʉाला मािहत आहे की हे शƐ नाही ʉणून अʚा अȯाŊपेƗा
कमी िकंवा समान असू शकत नाही ʉणून पयाŊय एक बरोबर नाही आिण ʉणून पयाŊय दोन बरोबर आहे ʉणून आता फƅ आʉी  पयाŊय
4 आहे हे तपासǻासाठी आपण पाš शकतो की येथे पयाŊय 4 हे अʚा ˍेअरमधील एक िȪघात समीकरण आहे जर आपण हे अʚा 
ˍेअरसाठी सोडवले तर आपʞाला अʚा ˍेअरमȯे संभाʩ पयाŊय िमळू शकतात वजा 4 अिधक वजा वगŊमूळ 16 अिधक 4 भािगले 
2.
 ʉणजे वजा 2 अिधक वजा वजा 5 चे वगŊमूळ आिण आपण ˙ʼपणे पाš शकतो की यापैकी कोणतेही मूʞ आपʞाला आधीच 
िमळालेʞा अʚा ˍेअरǉा िनवडीशी सहमत नाही ʉणून चौथा पयाŊय बरोबर नाही हा धन पूणाōकासाठी आपला दहावा Ůʲ आहे.

चला बाधक िȪघात समीकरण मȯे अिधक 1 अिधक अिधक मȯे अिधक 2 अिधक पयōत अिधक वजा 1  n x x x x 1 x x n 
मȯे अिधक ǉा बरोबरीचे आहे हे आपʞाला शोधायचे आहे Ǜासाठी हे िȪघात समीकरण आहे दोन सलग पूणाōक x n 10 n 
सोʞूशɌ आहेत आता लƗात ƽा की या िȪघात समीकरणाǉा डाʩा बाजूला 
अनेक समɌमȯे एकूण आहेत
 ȑामुळे आपण पाš शकतो की 

वगाŊचा गुणांक आहे आता आपʞाला ȑासाठी चा गुणांक काय आहे हे शोधायचे आहे  आपण Ůथम पिहʞा कमांडचे x n x 
िवभाजन कŝ आिण दुसरी बेरीज िवभािजत केʞास चौरस अिधक िमळेल चौरस अिधक अिधक अिधक 2 जे x x x x x 2x 
मुळात चौरस अिधक अिधक 2 आहे आिण नंतर आपण शेवटची समंड िवभािजत कŝ.x 3x 

चौरस अिधक वजा 1 मȯे अिधक अिधक मȯे वजा 1 िमळवा x n x nx n n 
 ȑामुळे येथे आपʞाला चौरस अिधक 2 वजा 1 मȯे अिधक वजा 1 िमळेलx n x n 
 ȑामुळे चा गुणांक 1 अिधक 3 अिधक वर समान आहे  आता वजा 1 वर बेरीज केʞास 2 जोडूया  पयōत अिधक 4 आिण x 2n 2n 
नंतर आपण पयōत 2 अिधक 4 अिधक जोडले आहे ते वजा कŝ ʉणजे पयōत 2 अिधक 1 भािगले 2 वजा केले तर हे आहे.2n 2n n 

Pru
tor
@
IIT
K



मȯे अिधक 1 भािगले 2 n n 
 ȑामुळे शेवटी आपण येथे अिधक 1 वजा अिधक 1 मȯे िमळवत आहोतn n 2 n n n 
 ȑामुळे हे 2 चौरस अिधक वजा चौरस वजा आहेn n n n 
 ȑामुळे आपʞाला हे वगŊ िमळत आहेn 
 ȑामुळे गुणांक  या िȪघात समीकरणातील चा चौरस आहे आता आपण पिहʞा समनमधून ते अिधक 1 पयōत İ̾थर पद x n x x 
शोधतो आिण İ̾थर पदासाठी योगदान 0 आहे.
 आिण दुस̴या समनमधून अिधक 1 मȯे अिधक आहे  2 İ̾थर पदाचे योगदान 2 आहे अिधक चांगʞा Ůकारे समजून घेǻासाठी x x 
आʉी ितसरी संǒा िलिहतो जी अिधक 2 मȯे अिधक 3 आहे ही x x 
संǒा İ̾थर पदासाठी 6 योगदान देते आता शेवटचा समंड अिधक वजा 1 मȯे अिधक आहे येथून  आपण पाš शकतो की ही x n x n 
संǒा İ̾थर पदासाठी वजा 1 मȯे योगदान देते आिण उजʩा बाजूला 10 आहेn n 
 ȑामुळे सवŊ एकũ आपण ते येथे 0 अिधक 2 अिधक 6 अिधक पयōत वजा 1 पयōत िलš आिण उजʩा बाजूला 10 होतेn n n 
 ȑामुळे आता हे उणे 10 आहे  लƗात ƽा की हा भाग ची बेरीज मȯे उणे 1 ते पयōत आहे आिण हा भाग उणे 10 n k k k k 1 n 

आहे जर आपण हे िवभािजत केले तर आपʞाला वगŊ Ůाɑ होईल 1 2 ते पयōत आिण हे आहे ते पयōत आहे n k k n kk 1 2 n 
आिण हे उणे 10 आहे ʉणून हे मȯे अिधक 1 मȯे 2 अिधक 1 भािगले 6 हे वजा मȯे अिधक 1 भािगले 2 आिण हे n n n n n n 
आता उणे 10 नंतर आहे  सोपी कŝन आपण Ůथम ला अिधक 1 भािगले 2 ने घेऊ या 2 अिधक 1 भािगले 3 वजा 1 आिण हेn n n n 
उणे 10 आहे ʉणून आपण येथे ला अिधक 1 भािगले वजा 1 3 ने भाग घेऊ.n n n n 
 वजा 10 ʉणून हा वगŊ वजा 1 भािगले 3 वजा 10 आता जर आपण चतुभुŊज समीकरण सोɗा ˢŝपात िलिहʞास आपʞाला n n nx
वगŊ िमळतो अिधक चौरस आहेत आिण İ̾थर पद मȯे वगŊ वजा 1 भािगले 3 वजा 10 ǉा बरोबरीचे आहे कारण n x n n n 0 n 
एक सकाराȏक पूणाōक आहे आपʞाजवळ बरोबर नाही ʉणून आपण या समीकरणातून रȞ कŝ शकतो आिण आपण n 0 n x 
चौरस अिधक अिधक वगŊ वजा 1 भािगले 3 वजा 10 0 बरोबर आहे तर आपले िȪघात समीकरण चौरस अिधक अिधक nx n x nx n
वगŊ वजा 31 भािगले 3 बरोबर 0 आहे आमǉाकडे हे समीकरण दोन सलग पूणाōक आहेत  आपण आिण अिधक एक असे ʉणू या,m m 
ʉणून आपʞाकडे अिधक अिधक 1 हे वजा बरोबर आहे ʉणून आपʞाकडे m m n 

अिधक 1 ǉा वजा आहे आिण ʉणून आपʞाकडे आहे वजा अिधक 1 भािगले 2 आिण  तसेच आपʞाकडे मȯे n 2m m n m m 
अिधक 1 आहे वगŊ वजा 31 ला 3 ने भागले आता आपण चे मूʞ बदलू जे आपʞाला या समीकरणात िमळाले आहे आिण नंतर n m 
आपʞाला वजा अिधक 1 भािगले 2 ने 1 वजा अिधक 1 भागले आहे.n n 
 2 ने चौरस वजा 31 भािगले 3 ने सोपे केʞावर आपʞाला वजा अिधक िमळेल  1 ते 1 वजा मधील भागाकार 4 ʉणजे चौरस n n n 
उणे 31 भािगले 3 बरोबर आिण हा चौरस उणे 1 भािगले 4 आिण उजʩा हाताची बाजू चौरस वजा 31 भािगले 3 िशवाय दुसरे n n 
काहीही नाही
 ȑामुळे आपʞाकडे 3 आहे  ˍेअर वजा 3 हे 4 ˍेअर वजा 1 24 ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे सोडवʞास आपʞाला n n n 
ˍेअर बरोबर 121 िमळेल आिण हा धन पूणाōक असʞाने आपण येथून असा िनʺषŊ काढू शकतो की ǉा बरोबर आहे n n 11 
ʉणून येथे ितसरा पयाŊय बरोबर आहे  या Ůʲात आपण हे ० ǉा बरोबरीचे वाˑिवक िȪघात समीकरण मानतो, आपʞाला असे px 
सांगǻात आले आहे की या समीकरणामȯे केवळ काʙिनक समाधाने आहेत ʉणजे ती सोʞूशɌ ची आहेत जेथे अʚा i alpha 
वाˑिवक संƥांǉा संचाशी संबंिधत आहे मग आपण समीकरणाचा िवचार कŝ.

चा ǉा बरोबरीचा आहे ǉा ǉा बरोबरीǉा 0 ǉा सोʞुशनबȞल सवŊ योƶ मािहती काय आहे हे शोधून काढावे  px p 0 px px 
लागेल.
 आपण हे लƗात ठेवूया की वाˑिवक िȪघात समीकरण चौरस अिधक अिधक समान आहे  0 ते जेथे आहे  रेƃली ax bx c a st 
पॉिझिटʬ आिण सोʞूशɌचे ˢŝप आहे वजा अिधक वजा वगŊमूळ वगŊ वजा चे वगŊमूळ भागाकार आता आʉाला b b 4ac 2a 
िदलेले आहे की समाधाने पूणŊपणे काʙिनक आहेत तर आʉी असा िनʺषŊ काढू शकतो की वजा पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे4ac 0 
कारण तेʬापासून  आपʞाला मािहत आहे की सोʞूशɌ जिटल आहेत ितथून आपण Ůथम िनʺषŊ काढतो की ˍेअर वजा b 4ac 0
पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आिण नंतर आपण िनʺषŊ काढतो की ǉा बरोबरीचे आहे कारण समाधान पूणŊपणे काʙिनक आहेतb 0 
कारण जर शूɊ असेल तर येथून आपण पाš शकतो.b 
 ȑा समाधानाǉा वाˑिवक भागामȯे योगदान देईल ʉणून आपʞाकडे शूɊ आहे ʉणून आपʞाकडे येथे पेƗा b b ac 0 
काटेकोरपणे मोठा आहे ʉणजे आपʞाकडे आिण दोɎी समान िचɎे आहेत आता आपण िलš की आपले पिहले काय आहे a c px 
हे समीकरण 0 ǉा बरोबर आहे ʉणून हे ˍेअर अिधक बरोबर 0 आहे येथून आपण हे ˍेअर अिधक भािगले ʉणजे ax c x c a 
0 या फॉमŊमȯे िलš शकतो, चला भािगले ला काही İ̾थर अिवभाǛ असे ʉणू या.c a c 
  पाप  आिण दोɎीमȯे समान िचɎे आहेत आपण असा िनʺषŊ काढू शकतो की अिवभाǛ शूɊापेƗा काटेकोरपणे मोठे ce a c c 
आहे आता चे ʉणजे 0 बरोबर काय आहे ते िलšया तर हे दुसरे काहीही नाही चौरस अिधक अिवभाǛ पूणŊ वगŊ अिधक px p x c c
अिवभाǛ समान आहे  0 वर आता आपण हा भाग िवभािजत कŝ या िवभािजत केʞानंतर आपʞाला ची घात 4 अिधक 2 चौरस x x 

Ůाइम अिधक अिवभाǛ वगŊ अिधक Ůाइम शूɊ बरोबर आहे हे लƗात ƽा की हे वगाŊतील िȪघात समीकरण आहे ʉणून c c c x 
आपण हे सोडवूया  चौरस हे समीकरण सोडवʞानंतर आपʞाला वजा 2 अिवभाǛ अिधक वजा वगŊमूळ 4 अिवभाǛ वगŊ x c c 
वजा 4 मȯे Ůाइम ˍेअर अिधक अिवभाǛ भािगले 2 हे बीटा ˍेअरसाठी संभाʩ पयाŊय आहेत जेथे बीटा हे चे चे c c p p 
समाधान आहे.
  0 ǉा बरोबरीचे आहे आिण आता हे सोपे कŝन आपण Ůाइमचे वजा वगŊमूळ िमळवतोc i 
 ȑामुळे चे चे सोʞूशन 0 ǉा बरोबरीचे आहे हे खरे िकंवा पूणŊपणे काʙिनक नाही कारण बीटा फॉमŊचा असेल तर अʚा px p i 
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िकंवा ʉणा.
 बीटा फॉमŊ अʚा आहे जेथे  अʚा įरअल असेल तर आपʞाला िमळेल बीटा ˍेअर ʉणजे वजा अʚा ˍेअर िकंवा बीटा ˍेअर 
अʚा ˍेअरǉा बरोबरीचा आहे पण आपʞाला इथे आधीच समजले आहे की बीटा ˍेअर įरअल नाही
 ȑामुळे चौथा पयाŊय जो खरा िकंवा पूणŊपणे काʙिनक नाही असे ʉणतो तो बरोबर आहे आिण इतर सवŊ पयाŊय बघून लगेच आपण ʉणू 
शकतो की बाकीचे तीन पयाŊय बरोबर नाहीत हा आपला Ůʲ Ţमांक १२ आहे.
 इथे आिण अशी दोन िभɄ संƥा आहेत वगŊ वजा १० वजा ११ ʉणजे ० आिण  वगŊ वजा 10 अƗ वजा 11 हे 0abc d x cx d x b 
ǉा बरोबरीचे आहे.
 आʉाला सांिगतले जाते की हे पिहʞा िȪघात समीकरणाचे िनराकरण आहेत आिण हे दुस-या िȪघात समीकरणाचे िनराकरण ab cd 
आहेत.

आिण ची बेरीज काय आहे हे शोधायचे आहे. abc d let 
  आपण असे कŝ कारण हे चौरस वजा 10 वजा 11 बरोबर 0 ची समाधाने आहेत हे माहीत असʞाने आपण अिधक ab x cx d b
बरोबर असे िलš शकतो आिण ही वगŊ वजा 10 वजा ची समाधाने आहेत.10c cd x x 

बरोबर 0 आहे आपण अिधक बरोबर 10 असे िलš शकतो ʉणून या दोघांची बेरीज कŝन आपʞाला ɘस   11 b c d a a b 
अिधक अिधक ʉणजे 10 बरोबर अिधक िमळतातc d a c 
 ȑामुळे येथून आपण पाš शकतो की बेरीज जाणून घेǻासाठी  आिण या चार संƥा आिण ची बेरीज जाणून घेǻासाठी abc d a c 
आता पुरेशी आहे कारण हे पिहʞा िȪघात समीकरणाचे समाधान आहे ʉणून आपण वगŊ वजा 10 वजा 11 बरोबर 0 िलš a ca d 
शकतो आिण चे समाधान आहे दुसरे चतुभुŊज समीकरण आपण वगŊ उणे 10 वजा हे शूɊ बरोबर असे िलš शकतो c c ac 11b 
आता या दोनचा वापर कŝन आपण आिण मȯे संबंध िमळिवǻाचा Ůयȉ कŝ, a c 
जर आपण पिहʞा समीकरणातून दुसरे समीकरण वजा केले तर आपʞाला एक वगŊ वजा वगŊ िमळेल.c 
 उणे 11 अिधक 11 बरोबर आहे याचा अथŊ आपʞाला एक अिधक िमळत आहे वजा बरोबर 11 मȯे वजा आहे d b 0 c c d b 
आता आपण वजा काय आहे ते शोधून काढू.d b 
 आठवते की आपʞाकडे एक अिधक आहे 10 आिण अिधक हे 10 ǉा बरोबरीचे आहेतb c c d a 
 ȑामुळे येथून आपʞाला ɘस वजा वजा समान आहे असे देखील समजते  ते 10 मȯे उणे ʉणजे आपʞाकडे a b c d l c a 

उणे बरोबर 11 मȯे उणे आहे, तर आपण ते वजा बरोबर 11 उणे मȯे िलšया आता आपण हे येथे बदलू आिण b d c a d b c 
ʉणून आपʞाला िमळते.

ɘस मधील वजा मȯे 121 वजा मȯे आता आपण उणे दोɎी बाजंूनी रȞ कŝ शकतो कारण आपʞाकडे  a c c c c abc 
आिण या चारही िभɄ संƥा आहेतd 
 ȑामुळे ǉा समान नाही आिण ʉणून उणे नाही  0 ǉा बरोबरीने आपʞाला येथून िमळेल की एक अिधक बरोबर 121 a c a c c 
आहे आिण ʉणून आपʞाकडे एक अिधक अिधक अिधक आहे 10 मȯे अिधक बरोबर 10 ते 121 आहे ʉणून b c d a c 
आपʞाकडे येथे चौथा पयाŊय आहे  बरोबर आहे हा आमचा Ůʲ Ţमांक १३ आहे.
 सवŊ शूɊ įरअल नंबसŊ अʚाचा संच असू Ȩा जसे की अʚा ˍेअर वजा अिधक अʚा बरोबर ० या गुणȕासह आिण x x x 1 x 
2 अशी दोन िभɄ वाˑिवक समाधाने आहेत.

वजा चे मॉǰूलस 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आपʞाला संभाʩ उप ओळखावे लागेल खाली िदलेʞा यादीतील संच  x 1 x 2 
चे संच यासाठी आʉी Ůथम आठवतो की वाˑिवक िȪघात समीकरणासाठी ˍेअर अिधक अिधक बरोबर आहे s ax bx c 

आʉाला मािहत आहे की जर ˍेअर वजा 4 पेƗा काटेकोरपणे मोठा असेल तरच ȑाचे वेगळे वाˑिवक समाधान आहेत.b ac 
 0 तर याचा वापर कŝन आपʞाला एक अट िमळते की 1 वजा 4 अʚा ˍेअर 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठा असणे आवʴक आहे 
ʉणजे 4 अʚा ˍेअर 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी असणे आवʴक आहे ʉणजे अʚा ˍेअर आता अʚा ʉणून 1 बाय 4 पेƗा 
काटेकोरपणे कमी असणे आवʴक आहे.
 
शूɊ नसलेले आहे हे Ůʲात िदलेले आहे आपण असा िनʺषŊ काढू शकतो की  शूɊ संƥा वगळून अʚा हा ओपन 
इंटरʬल वजा अधाŊ ते अधाŊ असावा.
 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे ʉणजे वजा चौरस 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे खरं तर ही एक जर आिण फƅ जर İ̾थतीx 1 x 2 
असेल तर आता आपण वजा पूणŊ वगŊ अिधक पूणŊ वगŊ वजा 4 असे िलš शकतो  1 आठवते की x 1 x 2 x 1 x 2 x x 2 
आमचे अʚा चौरस वजा अिधक अʚा 0 बरोबर आहे ʉणून अिधक बरोबर 1 अʚा आिण equ  ation x x x 1 x 2 x 
1 बरोबर हे अʚा बरोबर 1 बाय अʚा आहे जे येथे असमानतेमȯे या दोन मूʞांǉा जागी 1 आहे आपʞाला िमळेल 1 बाय x 2 
अʚा ˍेअर वजा 4 हा 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे ʉणजे 1 बाय अʚा ˍेअर 5 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे ʉणजे अʚा 
ˍेअर 1 बाय 5 पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे
 ȑामुळे आपण असा िनʺषŊ काढू शकतो की अʚा 1 बाय 5 पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे 5 चे मूळ िकंवा अʚा हे 5 ǉा वगŊमूळाǉा
वजा 1 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आता आपण सेट ˙ʼपणे िलš शकतो ʉणजे सेट हा 5 ǉा वगŊमूळाǉा वजा अधाŊ वजा 1 s s 
ǉा बरोबरीचा आहे ओपन इंटरʬल युिनयन आिण ओपन इंटरʬल 1 बाय ˍेअर  5 ते अधाŊ ŝट हे ˙ʼपणे पयाŊय 1 मȯे िदलेला संच 

चा उपसंच आहे तसेच पयाŊय 4 मȯे िदलेला संच चा उपसंच आहे परंतु पयाŊय 2 आिण 3 मȯे िदलेले संच चे उपसंच नाहीत s s s 
ʉणून येथे  पिहला आिण चौथा पयाŊय योƶ आहेत आपण आता या Ůʲाकडे पाš या येथे आपʞाला ही शूɊ संƥा असणे आवʴक p 
आहे आिण नंतर आपʞाकडे चौरस अिधक अिधक हे 0 ǉा बरोबरीचे समीकरण आहे या गुणधमाŊसह आिण px qx r pq r 
अंकगिणतीय Ůगतीमȯे आहेत आपʞाला तो अʚा आिण िदलेला आहे.
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हे िदलेʞा ƓाडŌ ॅ िटक समीकरणाचे सोʞूशɌ आहेत की 1 बाय अʚा अिधक 1 बाय बीटा 4 बरोबर आहे, आʉाला अʚा  beta 
वजा बीटाǉा मापांकाचे मूʞ शोधायचे आहे ʉणून अʚा आिण बीटा हे िदलेʞा िȪघात समीकरणाचे िनराकरण आहेत.
 आपण लगेच िलš शकतो अʚा अिधक बीटा ʉणजे उणे ने भािगले आिण अʚा बरोबर भािगले आिण अʚा बरोबर q p p r 
भािगले ʉणून 1 अʚा अिधक 1 बीटा बरोबर 4 आहे येथून आपण असा िनʺषŊ काढू शकतो की अʚा अिधक बीटा समान आहे 4 p 
ते अʚा बीटा मȯे आता आपʞाला मािहत आहे की अʚा मधील बीटा भािगले बरोबर अʚा अिधक बीटा बरोबर 4 भािगलेr p r 

आता या दोघांचे समीकरण केʞास आपʞाला िमळते की वजा भािगले ने भागले आहे आिण ʉणून हे शूɊ p q p 4 r p p 
नसलेले आहे आपण ʉणजे वजा 4 ला मȯे िलš शकतोq r 
 ȑामुळे आपʞाला आिण मȯे एक संबंध आला आहे ʉणून Ůʲात आपʞाला सांिगतले आहे की आिण अंकगिणतीय q r pq r 
Ůगतीमȯे आहेत ʉणून आपण हे बरोबर िलš शकतो.q 

अिधक ला 2 ने भागले ʉणजे उणे 4 ला भागले अिधक ला 2 ने भागले कारण हे उणे ǉा बरोबरीचे आहे याचा  p r r p r q 4r 
अथŊ हे उणे ǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणून आपʞाकडे ला ने भागले आहे.p 9r r p 
 वजा एक ओʬर नऊ ǉा बरोबरी आिण ʉणूनच आपʞाकडे अʚा ɘस बीटा समान आहे येथे आपʞाकडे चार आर भािगले वजाp 
4 भाग 9 आहे आपण अʚा मायनस बीटाचे मॉǰूलस काय आहे हे शोधǻासाठी या संबंधाचा वापर करणार 
आहोत आता आपʞाला मािहत आहे अʚा वजा बीटा संपूणŊ वगŊ हा अʚा अिधक बीटा पूणŊ वगŊ वजा 4 अʚा बीटा मȯे समान आहे 
आिण आʉाला अʚा अिधक बीटा चे मूʞ मािहत आहे जर आपण बदलले तर आपʞाला 16 बाय 81 िमळेल आिण येथे आपण अʚा 
बीटा चे मूʞ बदलʞास आपʞाला हे िमळेल संपूणŊ गोʼ 4 अʚा बीटा मȯे 4 मȯे आहे  Ȫारे ʉणजे उणे 1 r di p vided 
भािगले 9 आिण
 ȑामुळे आपʞाला हे 16 भािगले 81 अिधक 4 भािगले 9 असे िमळत आहे आिण हे 52 भािगले 81 असे दुसरे काही नाही
 ȑामुळे आपʞाला अʚा वजा बीटा बरोबर अिधक वजा 2 वगŊमूळ िमळते  13 चे 9 ने भाग केले 
ʉणजे अʚा वजा बीटा चे मॉǰूलस 13 चे 2 वगŊमूळ 9 ने भागले आहे आिण ʉणून आपण पाहतो की दुसरा पयाŊय योƶ आहे आता 
आपण हा Ůʲ पाš या आता आपʞाकडे आिण या तीन वाˑिवक संƥा आहेत.ab c 

हे शूɊ नसलेले आहे आमǉाकडे तीन िȪघात समीकरणे आहेत एक चौरस चौरस अिधक अिधक समान 0 आिण एक  a x bx c 
चौरस चौरस वजा वजा बरोबर 0 आिण एक वगŊ वगŊ अिधक 2 अिधक 2 बरोबर आहे.x bx c x bx c 
 आʉी आहोत  सांिगतले की अʚा हे पिहʞा िȪघात समीकरणाचे समाधान आहे आिण बीटा हे गुणधमŊ असलेʞा दुस-या चतुभुŊज 
समीकरणाचे समाधान आहे की ० अʚा पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आिण अʚा बीटा पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे हे आमचे काम 
आहे की कोणȑा गुणधमाōȪारे समाधानी आहेत हे शोधणे टी चे समाधान 
अʚा हे पिहʞा िȪघात समीकरणाचे सोʞूशन असʞामुळे आपʞाकडे चौरस अʚा चौरस अिधक अʚा अिधक हे शूɊ b c 
आहे आिण बीटा हे दुस̴या िȪघात समीकरणाचे समाधान असʞाने आपʞाकडे चौरस बीटा वगŊ वजा बीटा वजा आहे शूɊाǉा b c 
बरोबरीचे आहे, चला ʉणजे चौरस चौरस अिधक 2 अिधक असे ʉणू या, ʉणून आपʞाला बरोबर 0 ǉा fx x bx 2c fx 
सोʞुशनने समाधानी गुणधमŊ शोधून काढावे लागतील .
 आपण Ůथम अʚाचे ʉणजे काय आिण काय आहे याची गणना कŝ.f 
  अʚाचा चा चौरस अʚा ˍेअर अिधक 2 अʚा अिधक आहे आपण ȑाला चौरस अʚा ˍेअर अिधक f beta f b 2c b 
अʚा अिधक अिधक अʚा अिधक असे िलš शकतो आता लƗात ƽा की आपʞाकडे चौरस अʚा ˍेअर अिधक c b c b 
अʚा आहे  अिधक हे 0 ǉा बरोबरीचे आहे कारण अʚा हे पिहʞा िȪघात समीकरणाचे समाधान आहेc 
 ȑामुळे अʚा चा हा अʚा अिधक ǉा बरोबरीचा आहे आिण एक चौरस अʚा वगŊ अिधक अʚा अिधक हा 0 ǉा f b c b c 
बरोबरीचा असʞामुळे ितथून आपण िलš शकतो.b 

समान आहे ˍेअर अʚा ˍेअर Ǜाला आपण येथे बदलतो अʚा अिधक हा एक  alpha plus c minu  sa b c 
ˍेअर अʚा ˍेअर वजा एक ˍेअर अʚा ˍेअर पॉिझिटʬ असʞामुळे आपʞाला समजते की अʚाचा शूɊापेƗा f 
काटेकोरपणे कमी आहे
 ȑामुळे येथून आपण असा िनʺषŊ काढू शकतो की अʚा हा उपाय नाही  ितस̴ या चतुभुŊज समीकरणाचे ʉणून जर आपण गामाȪारे 
ितस̴ या चतुभुŊज समीकरणाचे सोʞूशन ʉटले तर गॅमा अʚा बरोबर नाही ʉणजे आपण पाहतो की ितसरा पयाŊय गॅमा अʚा बरोबर 
आहे हे बरोबर नाही आता आपण बीटाचे िकती आहे याची गणना करतो बीटाचा चौरस बीटा ˍेअर अिधक 2 बी बीटा अिधक f f 2c
आहे हे आपण लƗात घेऊ शकतो की येथे एक चौरस बीटा ˍेअर बी बीटा अिधक ǉा बरोबर आहे ʉणून बीटा बीटा ˍेअरǉा c 
जागी बी बीटा अिधक बदलʞास बीटा असेल तर आपʞाला िमळेल 3 बीटा अिधक 3 ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे एका चौरस c b c 
बीटा ˍेअरमȯे 3 ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून जर बीटा 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठा असेल तर लƗात ƽा की एक सतत कायŊ आहे fx 
आिण अʚा वर 0 पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आिण बीटा वर काटेकोरपणे आहे  ० पेƗा मोठे ʉणून f f b  
अʚा आिण बीटा मȯे गॅमा अİˑȕात असणे आवʴक आहे जेणेकŝन गॅमाचे ǉा बरोबरीचे असेल कारण आपʞाकडे 0 हे f 0 
अʚा पेƗा काटेकोरपणे बीटापेƗा कमी आहे ʉणून आपण असे िलš शकतो की अʚा आिण बीटा दरʄान गॅमा अİˑȕात आहे 
ʉणजे जर गॅमाचे Ůमाण शूɊ असेल तर 
पिहला पयाŊय बरोबर आहे की नाही हे तपासǻासाठी आता चौथा पयाŊय बरोबर आहे हे पाहǻासाठी आपण अʚा अिधक बीटा भािगले 
२ ने मोजू या  
अʚा अिधक बीटा मȯे चौरस भािगले 2 पूणŊ चौरस अिधक 2 बीटा अʚा अिधक बीटा भािगले 2 अिधक आिण हे चौरस अʚा 2c 
अिधक बीटा भािगले 2 पूणŊ वगŊ अिधक अʚा अिधक अिधक बी बीटा अिधक आता आपʞाकडे बीटा अʚापेƗा b c c 
काटेकोरपणे मोठा असʞाने आपण 
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Ůथम पद एका चौरसापेƗा काटेकोरपणे मोठे 2 अʚा भािगले 2 पूणŊ वगŊ असे िलš शकतो आिण लƗात ठेवा की दुसरी संǒा वजा चौरस 
अʚा चौरस आिण ितसरी संǒा आहे.
 टमŊ समान आहे ɘस अ ˍेअर बीटा ˍेअर
 ȑामुळे सवŊ िमळून आपʞाला हे 
बीटा ˍेअरमȯे ˍेअरǉा बरोबरीने िमळत आहे जे 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठे आहे ʉणून आपʞाकडे अʚा ɘस बीटाचा ने f 2 
भागलेला 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे आिण हे िसȠ होते  अʚा ɘस बीटा भािगले 2 हे बरोबर 0 चे समाधान असू शकत नाहीf 
 ȑामुळे पिहला पयाŊय योƶ नाही आता आपʞाला फƅ ȑा भागासाठी दुसरा पयाŊय तपासǻाची गरज 
आहे या िचũाǉा उȞेशाने िचũ काढǻाचा Ůयȉ कŝया.
 फƅ अƗ हा चा आलेख ǉा ǉा बरोबरीचा असू Ȩा, आठवते की आपʞाला आधीच िमळालेले आहे अʚाचा x y x f f 
शूɊापेƗा काटेकोरपणे कमी आहे आिण बीटाचा पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे तसेच आपʞाला अʚा अिधक बीटा पूणŊ f 0 
भागाकार चा िमळाला आहे.f f 
  2 हा 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे ʉणून अʚा या Ůदेशात कुठेतरी आहे आिण बीटा या Ůदेशात कुठेतरी आहे आिण अʚा ɘस 
बीटा 2 या Ůदेशात कुठेतरी आहे साधेपणासाठी आपण हा िबंदू अʚा ʉणून घेऊ या हा िबंदू बीटा ʉणून अʚा अिधक आहे  बीटा 2 ने 
पूणŊ भािगले हे इथे कुठेतरी असेल आता लƗात ƽा की अʚा अिधक बीटा 2 ने भािगले अʚा अिधक बीटा पूणŊ भागाकार 2 पेƗा 
कठोरपणे मोठा आहे कारण आपʞाकडे अʚा 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठा आहे ʉणून िचũावŝन हे ˙ʼ होते की अʚाचा ɘस f 
बीटा बाय 2 हे 0 पेƗा काटेकोरपणे मोठे आहे
 ȑामुळे अʚा अिधक बीटा बाय 2 हे 0 ǉा बरोबरीचे चे समाधान असू शकत नाही ʉणून दुसरा पयाŊय देखील योƶ नाही आʉी हे fx 
सũ येथे संपवतो, आमǉाकडे िȪघात समीकरणांवर आणखी एक सũ आहे
 ȑामुळे पुढील सũात  आʉी तुमǉा आणखी काही सम˟ा  सोडवणार आहोत 
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