
 
ङߕఉప ݡ࠮ ࡃࠓࡌ వర ࡹށࢩల ऴࣃ ठ సࠬకరހల߯ సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షࣃ ڕ ߤछ గతం, ࠭࠲ iit 
छڒ ऴڡܽݞ సࠬకరހల߯ ߖڜऒ  సమసङ లߘ పࡍషए ऒߕޔࠓంచࡍ ࠭, ࠪ ऴపశऒ  mcq ڴࡱڒర ڴనం߄ऴప ࡱ
ఉంܼ࠼ మߖڜ ࠾ࡍऒ एڕऱ ఒకܽ కం݄ ఎࡏࣃ వ ఎంߧకࡱ సࡕనవࣃ۫ ݞږ ߖफ ࠭.
ऒߖڜ ࠭࠲  दࢲన దృ࠳ऱ ఒక ۨऴతࡏࣃ ంతం సమసङ షएࡍప ڴ࢓ࡱࣆ ߘ  ߖందޔݡసࣔయప ڕࠪ ࡹంచడంࡍ
फࣃ۫ ࠭ , వర ठ సࠬకరހల ޳ࣄम ంߖޑऒ ऱపڕ  फంڴ సࠬऀంచడం ޳छ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం.
  చޔరऴߖࣃऒ  తڒ ࠭ࣃۯ ࡏ࠻బܽद ࠭ంڴ޶ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए ऒߖߦࡐ రణ߄ࣃ   ऴ޳࢐भ ం ھడन࡯ ࣋ए छ ࡛ 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం, ఇకए ړ0  డ మߕࣆ ࠾ࡍऒ ړసం ߖڒ  ऱషद సంఖङ  bx c ab c a ړ0 ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ,ࡱ
సࠪనం అޙ࠼ బࣗప޴ సࠬకరణం అߖ గమߖంచంݟ ఇక߯ ݟऴ2 ڶ ఉండ޶.
ओߩఇ ޙ࠳జߖ బܽदڒ  ऒߕࣆ ݡ ओߩఅ ,࡯ݞఉం ڴ޴ߖڒ  ओࡹڝ ߘరణత߄ࣃ ݡ  a a ߖ మనం ݞంڕ
వ۪ऐڝࣆޓ ڴలంږߘࣃ  ఎం޶కం݄ ఉం݄  ऴపږޒల అߩओ కएࡅ ݡ తघߕన࣒ ధ࠳  కమߖ మనڕ a a 
ऒߖހసࠬకర ޴బܽद మనం బࣗపڒ ࣆࡱޘ ంచవ۪ऐށڷ ޜన࣒ 1࠳   మ࠾ࡍ బࣗప޴ సࠬకరణంࡹ x 
࣋ए छ ࡛ అߝ పదం ࡅకए  ,޴फంࣆࠚల ڕణకం మనڷ 
ఈ వర ठ సࠬకరణం 
పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ అࡓ ߝంݡ పࢲࡍए .޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలࡌ

࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛ ऒߖ࡮࠮  एࢲࡍప ݡంࡓ ఈ సࠬకరణం ఈ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ  b 2a   ڵ࡯క ߘలࡌ
ఉందߖ ఎ࡮ ߰ంߘߝ ࡹ޳ సంऀపफ ࣇచనߘ ఇࣃफ ए࣋ , ߘ छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  న࣒ b 4ac b࠳ న࣒࠳ 
వర ठߖ࡮࠮ऒ छ޳  औ࡮ఆ ࡌ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒  ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం అ޳ࡱߧ ߖभ ం  చޔరऴసం ࠳న࣒ 2 ࠑa b b 4ac 

ए࣋ ࡯డनھ బܽद మన సࠬకరణంڒ ޴ఉంܿం ڴܼࠊ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2a bx c ݋బܽद మనం ఒక ఔڒ సࠪనం ړ0 
ए࣋ ڕం݄ మనڕࣆޓ छ ࡛ ప ऱ࣒  వࣆफంڒ ޴బܽद ޳छ ంచవ۪ऐڵ࠙ ࡌ  ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ ప  ޶ڒ  ऱ࣒  x b a a x c

छ޳ ए࣋ ړࡹ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ0 ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  2 ࠑ ړࡹ ړࡹ 2  ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ 4 ࠑ ࡛ छ ࡛  a a x x b a b a 
న࣒ ࣋ए࠳ छ ए࣋ 4 ࠑ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ࠑ  ऱ࣒ छ޳ 2 ړࡹ   b c a 0 a x b ߩతफం చదర࠴ ࡌ
న࣒ వర࠳ ठ࠮లం చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠴ ߖతफం చޔరऴసం࣋ڵ࠙ ޜफ 0ړ సࠪనం.b 4ac 2a 
ओߩబܽद ఇڒ  మనం ࣋ए ݡ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ न ࣇऴߖޑऒ  ఉప࣋ڵࡆफ మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߖ࢐సफ࢐ ߖڒ   x y a 
ఉప࣋ڵࡆफ, ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ ఈ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए అర ߖఅ ࡱࡌ बం.
ए࣋ ࡯డनھ  छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇߩओ ణం ࣋एࠪࡍసࠪనం ఈ ప ړ 0 ݡ छ छ޳ ڴరణం߄ࣃ న࣒ 4࠳ ࡛  bx c b ac d ࡌ
 ڴరణం߄ࣃ ߖߖ޵ ,޴ఉం ࡏ߮ ړߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ
బࣗపھ ޴డन࡯ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ   ࢑వࣾ అࣃࡱߧ ߖफ थ܉బܽद మనం సంڒ ࡏ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంۨ bx c 
ऴ࢐࣋फ  అߩओ औ࡮ఆ ڕమన ݡ కएࡅ న࣒࠳ ࠉ న࣒࠳   వర ठ࠮లం ڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ మܼࠊ ࠾ࡍ d d 2a
కएࡅ ࠾ࡍన࣒ మ࠳  వర ठ࠮లం ڵ࠙ ޜంచబޙݟ, b d 2a

మ࠾ࡍ అߗऒ బదम సంఖङޔࣜ  ఇకए ޙࡷ డ ۨనऒ  గమߖక ޳ۯभ ం ఒక చޔరऴసం అޙ࠼ ఆ࡮औ  ab c t ܼࠊ 
బదम సంఖङޔࣜ పओۮ ߖఅ ࡱ వ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍండవ޴ ఒక చޔరऴసం ڒక߱ޙ ఆ࡮औ  d ࡱफޔగ కࡆసం ܼࠊ 
సࡔ ఇߩओ ऒߗఅవ ࠾ࡍమనం మ ݡ  ࢐సफవ సంఖङ दࣃ మన ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡱ ంݟంۃ ఊహ ab c 
ఎలऱߩओ కం݄ ఖۨऐ 0 ޴ߝ࢑వࣾ అ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݢ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉం݄, అం݄ d d 
औ࡮ఉం݄, ఆ ڴలంږߘࣃ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంݡ పࢲࡍए నऒࠚ࢑ ࡱࡌ ంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢐ ࢑సफవ࠳న࢑ 
औ࡮ఆ ,ޙ࠼అ ޴ండవࡓ  అޜܼࠊ ޴ߝ సࠪనం మݞږ ࠾ࡍ అߖ ࢑జ࠳న࢑ మ࠾ࡍ ۨవ࢑ ࡍషయం d 0 t 
ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, అం݄ ऴపږޒలంڴ ఉం݄, మనڕ ఆ࡮औ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంݢ d 
నऒࠚ࢑ ంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ సంړ ऱషद࠳న సంڒ ࡱڴࡆబܽद ఈ ࢐సफ࢐లࡏڷ ߘफం۪ڝంݟ 
ఎం޶కం݄ ఈ ࢐సफࡱ࢐ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܼ࠼.
  ࠪ సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊షߤ ల ڝసం ࠴ ߘߝద ऱ݇ ओߧۮ  న ऱܿ ߖڜऒ దృశङ ߕ޼ఏ ڴऱ ۨऴత࢑ۨऴతంࡏࣃ ࠪనం 
ऒߖޑ࢑܋ యడం మనۯ ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆۯ లభతరంࣆ  కएࡅ ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ ݡ  ऴڶ ߘ ࠆڴయߕޔࠓऒ ࠭ 

ए࣋ ࡯డनھ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం, ఇకए ړ  డ మ࠾ࡍ అߗऒ ఖۨऐ న࢑࠳జߖ  తంږߘࣃ ڴలంڴ y bx c ab c 
ఉనऒ  సంఖङ ఇకए ࠾ࡍమ ࡱ డ మనࡱࣆښ ݡ࠮ ڕ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ మన ࠴దܽ ڕࣆޓ ړ ߘࣆښం޳ంb 

࢑వࣾత అߕࣆ ޴ߝऒ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ऴపޒ సందరग ంࡹ మనڕ అߝక ఉప ࡱࣆښ b d 
ఉంܼ࠼ ఇకए డ మన ࠴దܽ ఉప సందࡌग ऒߖ  అڕࣆޓ ߖం޳ం, ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ b 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴, ఇߩओ ऒߖఅࣿ ߘߝ ݡ फࣃڶ   మన c x ޴ఇ ,ߘ

झړ࠻ ࣒ మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ ఇ࡮ y-
ఉంܿం޴ ఇࢣ ޴ర लం అ޳ࡱߧ ߖभ ం  మ࠾ࡍ ఇڝ ޴ఆࡍ न݋ߝ ల࠳ ߘన࣒ ࠑ ࠉ  ఎ ࠳ ࠪڒన࣒ ࠑ ݟ  ఎ p 2 4
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇంట࡛ ࣊ औ࡮ఆ ޴ఇ ࣄ ࠪڒ  दߵ  మ࠾ࡍ ఇڒ ܼࠊ ޴బܽद ఆ࡮औ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంݢ y 0
छࡌమన త అ࢑ ࠾ࡍమ ߖనవ࠳జߖ నऒࠚ࢑ ޒ ంڴ ఉߕऒ యߖ ఇకए డ మనం ۫డవ۪ऐ   ఉప సందࡌग  b ࡱ
ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद c 
ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠪ అࣾం మߘ࡮ࠒࡌߦ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ ࣃڶफ రࢣ ࠭ लం ఇ޴ x y- p y 
అంతߖ࠻ࡌऒ  ఇ޴ ఆ࡮औ  ఇڒ ܼࠊ ޴బܽद ఇకए డ  ఆ࡮औ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍం࢐ ݞږ ݢసफవ࠳న࢑ మ࠾ࡍ 
నऒࠚ࢑ ओߩఇ న࢑࠳ డవ ఉప సందరग࠮ మన ݡ ం ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ c b 
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అ0 ޴ߝ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇڒ ࡮ࠒࡌߦ ޴బܽद ఇ࠼ߦ ޴ం݋ x y 
p.
ࡓࢗ   दڡझ  ఇ޴ ఇంట࡛ ࣊ औ࡮ఆ ޴द ఇߵ  మ࠾ࡍ ఇܼࠊ ޴ ࣎ ఆ࡮औ  y d ࠾ࡍమ న࢑࠳జߖ ݢంࡓ ܼࠊ  ߤ࠻ 
నऒࠚ࢑ ओߩఇ న࢑࠳ फࣃۯ ࣒ښ క సࠗࡖమ ߘߝ ݡ ऒޒऴపయ ࣒ښ లठవ సࠗߕ ࠪ ࠾ࡍమ ߘ ంచ࡯ڵࠫ ڕࠬ ړߖݞన
फࣃ࢘࡯޴వ ߖ࢐ܽ ऒߕࣆ ޴ߝఅ ߘ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ c b 
ఇߩओ झړ࠻ ޴ఇ ݡ ࣒ ఇ޴ -అࣾం మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ ఇ࡮ ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ࠪ ࢣర लం ఇ޴ x- y  y 
ఇంట࡛ ࣊ औ࡮ఆ ޴द ఇߵ  మ࠾ࡍ ఇڒ ܼࠊ ޴బܽद ఈ సࠗ ݞږ ࡹ ࣒ښ ఆ࡮औ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంߖ ݢజ࠳న࢑ 
మࠚ࢑ ࠾ࡍనऒ फࣃ۫ ࠭࠲ ߖఅ న࢑࠳ ࠭, ఇߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ  సంబం߅త ఉప సందࡌग లࡹ ऴపయޒऒ ంచంݟ 

అړ0 ޴ߝ సࠪనం ޳ࡶ అړ0 ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद ࢑వࣾత కڵ࡯న కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ అ࠼న b c d 0 
సందరग ం1 ࡹ మనڕ ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ  ࠾ࡍమ న࢑࠳జߖ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ࠼
నऒࠚ࢑ ओߩఇ న࢑࠳ ండవ సందరगࡓ మన ݡ ం ࢑వࣾత 0ړ సࠪనం  ఇకए డ ࠴ ࠪ ࠭࠲దܽ ఉప సందరग ం d c
అ0 ߖ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ అࣾం b x 

అࣾం మ࡮ࠒࡌߦ ࠾ࡍ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇంట࡛ ࣊ రࢣ  ޴ఇ ࣄ ࠪڒ  दߵ लం మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  y- y- 0 b 
మܼࠊ ࠾ࡍ ఇకए డ ڝఆࡍ नߝ ऱܿ ࢣర लం అ޴ߝ ఆ࡮औ  బܽद ఈ ఉప pڒ ޴ఉంܿం ࡵవ 0 ࠪڒ ܼࠊ ޴ఇ , 0 ࠪڒ 
సందరग ంࡹ ఆ࡮औ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంߖ ݢజ࠳న࢑ మ࠾ࡍ అ࢑ ఒ࡮ښ ఉంܼړߖ܉ߖ ࠼ మనం అ޴ߝ p 
ఇకए ࠾ࡍమ  ࠪڒ ࠑ న࣒࠳ డ ڝఆࡍ न݋ߝ లߘ మࡍంత సओ షदంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ .b 2 a 0
  ఆ࡮औ गࡌసࠪనం ఉప సంద ړࠉ న࣒࠳ ڕߘక࣊ ܼࠊ సࠪనం ڕܼࠊ  ఖۨऐ ࡱ తం0 ڴ కం݄ ߭దभ2 ޴a c 
మ࠾ࡍ ఖۨऐ తంڴ  కం݄ ߭దभ޴ ఇకए డ ࡮ࠒࡌߦ ఇ࡮ ఉంܿం޴ ఇంట࡛ ࣊ ఇకए ࠪڒ  दߵ డ ࢣర लం b 0 y 0 c p 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ ఉం޴ ఆ࡮औ  అڕܼޓ ޴ߝ సࠪనం, ఇߩओ డవ ఉప సందరग࠮ మన ݡ ం 0ړ సࠪనం c 
మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం ఇ޴ ఈ సందరग ంࡹ ۨవࡍ ఉప సందరग ం ఎం޶కం݄ అ޴ߝ ࣋ए छ  న࣒ b d b 4ac࠳ ࡛
అం݄ 0ړ సࠪనం అం݄ ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ړ మ࠾ࡍ చޔరऴసం ఎలऱߩओ b 4ac ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ0 ݢ b 
కߘక మన వదभ 0ړ సࠪనం కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ఎలऱߩओ కం݄ ఖۨऐ 0 ݢ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद అ0 ޴ߝ ac a c 
కం݄ ߭దभదߖ ఇߩओ झړ࠻ మన ޴ఇ ݡ ࣒ మ࠾ࡍ ఇ޴  మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡮ࠒࡌߦ ఇ࡮ ఉంܿం޴ x- y-axis 
ఉనऒ ڵ࡯క ࡛ڝ ޴బܽद ఇڒ రࢣ  लం ۯ ݋ߝݧ ߖ0 ࠪڒయంݟ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఆ࡮औ  p  0 ړ సࠪనం 0 ڕܼࠊ 
సࠪనం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ పࢲࡍए ओߩఎలऱ ࡱࡌ ऒߕఉ ڴసࠪనం అ࢑ ࠾ࡍమ న࢑࠳࢐సफవ ݢ యߖ మనం 
फࣃ۫ ࠭, ఇߩओ ऒߕࣆ ޴ߝ࢑చࣾణ అ ࠭࠲ ݡ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంݦ ۨవࡿࢗ ڕࣆښ ࡍभ ం.d 
ఇకए ࠭࠲  డ ࠪ ࠴దܽ సࠗ ڕࣆޓ ߖ ࣒ښంܼ࠭ ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ b c
ఖۨऐ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ఇࢣ ࠪ ޴ర लం ఇ޴ ఇంట࡛ ࣊  మనం p y ݟంߘ ఈ ۨऴతం ࠾ࡍद మߵ
एࢲࡍన ప࠳జߖ ࡵవ ࡮ࠒࡌߦ రం ࡶదߖ సओ షदంڴ ۫డవ۪ऐ .

అࣾం ఖండన ڒ ޶ڒబܽद ఇకए డ ఆ࡮औ  బܽद   xڒ ޶ڒ జంߖ ܼࠊ 
ऒߕࣆ ࣒ښ ండవ సࠗࡓ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ b c 
రࢣ బܽदڒ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ࡮ࠒࡌߦ लం ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇంట࡛ ࣊ द ఇకएߵ డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఉం޴ p y 
డవ ఉప సందరग࠮ ం అړ0 ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ అ0 ޴ߝ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఇ޴ అࣾం b c x-
మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡮ࠒࡌߦ ఇ࡮ ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ߖజ࠳న పࢲࡍए రం ޶ࡶ.y-
రࢣ  लం ݞږ  ఇంట࡛ ࣊ ఇకए ࠾ࡍమ ࣄ ࠪڒ  ޴బܽद ఇڒ दߵ డ ߖ ݞږజ࠳న పࢲࡍए రం ޶ࡶ, y- 0
ఇకए డ అࠉ ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ न ࠳న࣒ 4 ఎړࣄ సࠪనం ڒబܽद 0 కం݄ తڕए వ ڒబܽद ࠉ ࣋ए छ ࡛ ఖۨऐ తంڴ ఉంܿం޴ d 
गࡌబܽद ఇక߯ ఉప సందڒ ओߩఇ ߖఉండవ ࡯ڵࠫ ࢒ఏ ࡱ .ݟంచంߖగమ ݡ

కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇకए డ ߘంݟ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभద޳ 4 ߖछ  4ac c b   ࡌ
ऒߕޔ޶ం߰ ࠭࠲ ߖందݟంచబڵ࠙ ࠭, ఇߩओ ए࣋ ݡ छ ࡛ ఎలऱߩओ  b ڴసࠪనం ޳ࡶ ڴ޴కం݄ ߭దभ 0 ݢ
ఉంܿందߖ మ࠾ࡍ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఈ ࡓంݡ సࠪۧరం ߘంݟ మనం a 0 
ంచవ۪ऐڵ࠭  

a 4 ڕవలऱ మన޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޳ࡶ ޴రऴసం 0 కం݄ ߭దभޔన చݟంచబڵ࠙ ޜ b c 
ఉంߕࣆ ޴ऒ  కం݄ ߭దभ޳ࡶ ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అߖऒ  సందࡌग లߘ ۨऴతపరంڴ ۫డటం 
ࡍߪ फ ࠭ࣃۯ, మ࠾ࡍ అߗऒ  ఉనऒ ओߩ औ࡮ఆ ݡ  మܼࠊ ࠾ࡍ పࢲࡍए ల ۨࣔऒࡌ లݞږ ߘ అధङ యనం ab c 
.࠭ࣃۯ
࢐సफవ సంఖङ ࡹ࢐ܽ  ఖۨऐ ࡱ తం0 ڴ కం݄ తڕए వ ఉం݄ d 
एࢲࡍన ప࠳జߖ రం ࡶదࡏڷ ߖफࣆۯफంڒ ,޴బܽद ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వ ఉం݄ ఆ࡮औ  మࡅ ܼࠊ ࠾ࡍకए  d 
సంߖޑښऒ  అధङ యనం 
ऒߕࣆ ޴ߝఅ ,࠭ࡶయۯ  కం݄ ߭దभ޳ࡶ ڴ޴ సࠪనంڴ ఉంܿందߖ ఊࣕࣃफ ࠭.d 
 ఈ సందరग ంߕࣆ ࡹऒ गࡌదܽ సంద࠴ బܽद మనڒ సࠪనం ړ ऒߖ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఈ సందరग ంࡹ మనڕ ఆ࡮औ  d 
సࠪనం ࠳ ܼࠊన࣒ ڵ࠙ ޜంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभ޴ అޙ࠼ ఈ సందరग ంࡹ b 2a b 
మనڕ ఆ࡮औ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍంݢ ఉంܼ࠼ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ 0 కం݄ తڕए వڴ b 
ఉంܼ࠼, అߩओ औ࡮ఆ ڕమన ݡ  మࡓ ܼࠊ ࠾ࡍం0 ݢ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ࢑ ఉంܼ࠼ మړ0 ࠾ࡍ b 
సࠪనం అޙ࠼ మనڕ ఆ࡮औ  వࣆफంڕܼࠊ ޴ సࠪనం 0 ړ సࠪనం ఇߩओ फࣃށగࡍప ڴ మనం ݡ ࠭.d
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 0 కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉండంݟ , పࢲࡍए పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ࡱࡌ కएࡅ  న࣒ వర࠳  ठߖ࡮࠮ऒ d 2a ޜ 
ంచవచऐڵ࠙ ओߩఇ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ఉనऒ ڴలంږߘࣃ ݡ ం޶న పࠪࡍణం ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभ޴ a 2a 
పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ణంࠪࡍప ڕబܽद మనڒ కएࡅ   ۨ ऒࣔ ऒߖ  అధङ యనం ۯయړߖݞ సޔ߱ࡍం޴ 
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ పࢲࡍए ऒߖޑښల సంࡌ  అధङ యనం ۯయࡅ ړߖݞకए న࣒ వర࠳  ठ࠮లం  0 కం݄ d 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉండߖవछ ంڒ ,ݟబܽद 
ఇకए డ ࠭࠲ ఆ࡮औ న࣒ వర࠳ ࠉ న࣒࠳  ठ࠮లం అࣃࡱߧ ߖफ ए࣋ ࠉ ,࠭ छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठ࠮లం 4ޜac 2a
ओߩకం݄ ఎలऱ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ఖۨऐ ݢ తంڴ తڕए వ  0 అ޴ߝ ఆ࡮औ  అ޴ߝ ఎలऱߩओ  ڴలంږޒऴప ݢ
ఉంܿంڒ ,޴బܽद 0 ݞږ ࣄ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉం݄, అం݄ ࣋ए छ న࣒ 4 ఖۨऐ࠳ ࡛ తంڴ d b ac b 
࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఆ వర ठߖ࡮࠮ऒ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఇߩओ ङࡲ࣍ ఇతర ݡ షߤ 
भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕܼࠊ ం.

కएࡅ  ఖۨऐ తంڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , మࡓ ࠾ࡍం0 ݢ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ࢑బܽद  d d b d b 
ఇకए డ ߘంݟ 

కएࡅ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  వర ठ࠮లం ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद d b 
న࣒  ప࠳ ܼࠊ ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లం ڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ ऴపږޒలంړ0 ࣄ ڴ సࠪనం అޙ࠼, b d 2a
పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ܼࠊ కం݄޶సࠪనం ఎం ړ0 ܼࠊ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࣄన࣒ 4 ఎ࠳ ࡛  వర ठ࠮లం ڒబܽद మనڕ ఇకए డ 
ए࣋ ࠉ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ࠪऴత࠲ 

ओߩఇ ,޴ఉంܿం ݟంచబڵ࠙ ޜ కం݄ ఖۨऐ ޴ఉం ࠉ ڕమన ݡ తంڴ ߭దभڒ 0  ޴బܽद మన࠳ ڕన࣒  ప ऱ࣒  2a b b 
ࠪऴతڵ࠙ ޜ ࠲ంచబޔݡం޴, ఇ2 ޴a

ऴపږޒలంڴ ఉం݄ 0 అޔ࢓ం޴, అం݄ అ޴ߝ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అߩओ c c d ڕమన ݡ
ఉంܿం޴ ࣋ए छ  న࣒ 4 b ac࠳ ࡛
ए࣋ ࠉ छ ࡛ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ߖ޵ వర ठ࠮లం ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ వࡵ మࡓ ࠾ࡍంݢ d a b d b 
ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ ओߩఇ ڕబܽद మనڒ ࠼ సࠪనం పऱ࣒ ړ న࣒࠳ ܼࠊ ݡ కएࡅ   వర ठ࠮లం ޜ b d 2a
ओߩనݟంచబڵ࠙ ఖۨऐ ݡ తంߕࣆ ڴऒ  కం݄ ߭దभܼࠊ ,޴ ఇߩओ ఖۨऐ , ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ݡ తంڴ b 
ऒߕࣆ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ అߩओ ङࡲ࣍  మనం ݡ ష࠳ ߘܼࠊ ߤన࣒ ࠉ పऱ࣒ కएࡅ   వర ठߖ࡮࠮ऒ d 2a ޜ 
ऒߕࣆ అం݄ ݟంచంڵ࠙  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ , ఇࡲ࣍ ޴ङ షړ ࢟ܽ܊ߦ ܼࠊ ߤ సంښతం ڒబܽद మనం ఆ࡮औ  
ఇߩओ ఆలసङ ݡ ంڴ ఉనऒ కएࡅ వణం޳ऴ ࣄ   ۨ ऒࣔ ऒߖ  ఖۨऐ తంڴ ߭దभ0  ࡯ݞ۫ ڴ޴ కం݄ 
ఇకए డ మనڕ ఉం޴ ࣋ए छ న࣒ 4 ఖۨऐ࠳ ࡛ తంڴ ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए  d b ac b d 
వర ठ࠮లం ఖۨऐ తం࠳ ڴన࣒ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ b d b 
ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿం0 ޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంࡅ ݟకए న࣒ వర࠳ ࠉ న࣒࠳  ठ࠮లం ఖۨऐ తం0 ڴ d 
కం݄ ߭దभదࡌߖ ࠭࠲ ߖम  బܽदڒ ంచగల࠭ࡍ

కएࡅ న࣒ వర࠳ ࠉ న࣒࠳  ठ࠮లం ڵ࠙ ޜంచబݟన ఆ࡮औ  0 కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴, ఇ޴ d 2a
ఆ࡮औ एࢲࡍల పږߘࣃ  రం ࡅకए  సంښతం.
 ఉం݄ అړ0 ޴ߝ సࠪనం, అߩओ औ࡮ఆ ݡ మనం ۫డవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ0   ఎం޶కం݄ ఆ࡮औ  అ޴ߝ c 
ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ࠉ న࣒࠳ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ڵ࠙ ޜ , ޶ڒంచబݟన 2a

మ࠾ࡍ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ం޶న మనం ఇకए డ ࠳న࣒ ࠉ పऱ࣒ ంۧ࠭.b b 2aڵ࠙ ޜ ߖࠉ 
.సࠪనం ړ0 
 ఇߩओ ఖۨऐ ݡ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, అం݄ ऴపږޒలంڴ ఉం݄ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ కం݄ c c d b 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद మనࡅ ڕకए  వర ठ࠮లం ࠳న࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद మనం ఆ࡮औ  d b 
ఖۨऐ తంڴ అۮ ߖపओ వ۪ऐ   ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ  కం݄ తڕए వڴ 
ఉం݄, ߕࣆऒ एࢲࡍప , ޙ࠼సࠪనం అ ړ కएࡅ నݟంచబڵ࠙ ޜ ࡱࡌ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం b 2a d 
అߖ మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद మనం ఆ࡮औ సओ ߘ షदంڴ ۫డవ۪ऐ , d 
ఇࡅ ޴కए న࣒ వర࠳  ठ࠮లం࢑ ڴభ܊ంచబݟం޴  ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వ .d 2a 
 మڵ࠙ ޜ ࠾ࡍంచబݟన ࡅకए  వర ठ࠮లం అ࠼న 0 ܼࠊ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఆ࡮औ కएࡅ   2a d 
కएࡅ ܼࠊ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ߤ࣌ ओߩఇ ߘߝ ,޴ఉం ڴలంږߘࣃ ߤ࣌  म޳ࣄ ݡ ంత ࠙ߖڴऒ  
ऒߖڜ ޶ࡶ వడంڝࣆۯफࡏڷ  సࠪనతڒ ࡱబܽद మనڕ చࡏޔग జ సࠬకరణం ఉంھ  ޴డन࡯ ࣋ए छ ࡛ a  ation 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం, ఇకए ړ0  డ మ࠾ࡍ అߖऒ  సంړ ऱషद సంఖङ औ࡮ఆ ڕమన ࡱ  మܼࠊ ࠾ࡍ bx c ab c 
పࢲࡍए फޑ࠴ లࡌ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠳ ܼࠊ ࠾ࡍన࣒ ړ b
సࠪనం, మనం ఆ࡮औ  మߘܼࠊ ࠾ࡍ కޙߧ࡯ మనڕ ఇ࠳ ޴న࣒ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.b 

छ޳ औ࡮ఏంటం݄, ఆ ޴ండవࡓ ࡌ  మܼࠊ ࠾ࡍ ऴ޳వހల ఉతओ छ޳ ߖफޒ  a b 2   ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛ తफం వర࠴  ठ࠮లం ࠳న࣒ ࠴తफం ࣋ए छ  b 4 ac 4 ac 2a , ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡛

డవ అంశం a࠮ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ నݟంచబڵ࠙ ޜ ޴బܽद ఇڒ c
ఆ࡮औ  మࡲ࣍ ܼࠊ ࠾ࡍङ షߤझ  మధङ  రం޷ 

࣋ए छ కएࡅ న࣒ 4࠳ ࡛  వర ठ࠮లం ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ޳छ  b ac a ࡍవۨ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
సࠪనతछ ం ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0  छ ࡛ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ܼࠊ    b c b c ړ0 
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సࠪనం 
ఇߩओ ऒߖట࢒ ݡ ంܽޜ మనం ఈ ऴపశऒ వర ߖࡹ ठ సࠬకరހల߯ ߖڜऒ  సమసङ లߘ పࡍషए ంۧ࠭ࠚరంߦంచడం ऴࡍ
మధङ 12 ړ߯ న࣒࠳ ݟంߘ 6 ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ޴ߝఅ ܼޓ ,  ఉంڝ ݦణం అߖ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߘంݟ 
.ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ޴లठవߕ ܼޓ
गࡏޔచ ࠭࠲  జం ఆ࡮औ  వߤ మܼࠊ ࠾ࡍ వߤ అ࢑ߝ వర ठ సࠬకరణం ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ۃࣄ ݀ న࣒࠳ ࡛  x x 
వߤ ఈڙछ झࡽ  ܿ 0 మ࠾ࡍ ఆ࡮औ छڒ ޴ߝఅ 2 ܼࠊ 2  ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए ए࣋ ࡱࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  2 x x 
औ࡮సࠪనం  ఆ ړన࣒ 1 0࠳ ܼޓ ߤܼ కం݄ ఖۨऐ 1 ܼࠊ 1  తంڴ ߭దभదߖ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  కం݄ 2 ܼࠊ 2 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभదۮ ڕࠪ ݞږ ߖపओ బݟం޴, ఆ߯ ఆ࡮औ  1 ప ऱ࣒  ࠾ࡍమ ߖనడం ࠪ పھߘఏࠫ݇ క 2 ܼࠊ 
ఆ࡮औ औ࡮యడం  ఆۯ ࡮అ ࠾ࡍనడం మھߘఏࠫ݇ క 1 ܼࠊ 1  దట వర࠴ ࠭࠲ బܽदڒ 2 ܼࠊ 2  ठ సࠬకరణం 

࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ۃࣄ న࣒ 2࠳ ࡛  1 సࠪనం 0 మ࠾ࡍ ఈ ڒछ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए  కనऱ x x࣊ 2 ࡱࡌ
పऱ࣒ ܼޓ న࣒ ࣋ए࠳  छ ए࣋ 6 4 ݋ࡐ ࡛ छ ࡛ न ࠳ ܼޓన࣒ 4 2ڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇߕ ܼޓ ޴లठవ 
छڒ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ ం޶న ఇߩओ పऱ࣒ ܼޓ ۃࣄ ݡ  బܽदڒ సࠪనం ڕܼޓ ߤܼ న࣒࠳ 
 ࣆࡱޘ ڕమన ߖఉంద ڴలంږޒऴప ܼޓ ߤܼ
పऱ࣒ ܼޓ ڡ࣊ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ ܼޓ ڡ࣊ బܽदڒ కం݄ ఖۨऐ ܼޓ ߤܼ  తంڴ ߭దभదۮ ߖపओ గలం ڒబܽद మనڕ 
ఇߩओ औ࡮ఆ  ࣆࡱޘ ݡ  వߤ ࣊క࠳ ܼޤ ߘన࣒ ܼܼޓ ߤ మ1 ܼࠊ ࠾ࡍ ࣊కܼޓ ߘ పऱ࣒ छࡌత ܼޓ ߤܼ  త 
ండవ వరࡓ ࠭࠲ ठ సࠬకరߖހऒ  పࡍగࣃށफ ࠭, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒ 1 0࠳ ܼޓ ߤܼ 2 
ఈ సࠬకరހల పࢲࡍए పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ న࣒ 2࠳ ࡱࡌ ए࣋ ߤܼ 4  छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ కएࡅ 4  న࣒ వర࠳  ठߖ࡮࠮ऒ   ޜ2 
పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ ऱࢁమ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙  లठవߕ ܼޓ కం݄޶సࠪనం ఎం ڕܼޓ ߤన࣒ ࣊క࠳ 
छڒ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ ం޶న ࣊క ږߘࣃ ܼޓలంڴ ఉందڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ࠳న࣒ ܼܼޓ ߤ పऱ࣒  అߖ మనం 
मࡌߖ ంచవ۪ऐࡍ   ࣊క࠳ ܼޓ ߘన࣒ ܼ࠳ ܼޓ ߤన࣒ ܼޓ ۃࣄ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఇߩओ  ڕమన ݡ
పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ औ࡮ఆ ܼޓ ۃࣄ   2 అߖ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ܼ࠳ ܼޓ ߤన࣒ ࣊క2 ܼࠊ ܼޓ ߤ అݞږ ߖ 
ओߩబܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ऒߖట࢒ ݡ ంܽޜ మనం ఏࠫ݇ ڝࣆࡱޘవࣄ ړߖݞదमంڴ ఉߕऒ ࠭ ఆ࡮औ  1 ప ऱ࣒  2 ܼࠊ 
औ࡮ఆ ࠭࠲  1 ప ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖఅ 2 ܼࠊ  ࠭ 
ఇ࠳ ܼޤ ۃࣄ ޴న࣒ ܼ࠳ ܼޓ ߤన࣒ ܼ࠳ ܼޤ ߤన࣒ ࠳ ܼޓ ۃࣄన࣒ 2 ܼڒ ܼޓ ߤబܽद ఇߩओ  ڕమన ݡ
ఆ࡮औ  1 ప ऱ࣒ ओߩఇ ܼޓ ߤܼ  సࠪనం ړన࣒ 2࠳ 2 ܼࠊ  ऴపశऒ ݡ ऴపశऒ ߖࡹ भࡿࢗ ڵࡍޒ ڕ  కߧడవ ఎం࠮ , ࠭
సࡕన޻నࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭, ఇߩओ ఈ ऴపశऒ ݡ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘ ऒߖఅ ࠭࠲ ,࠭  ऴపږޒల ࢐సफవ సంఖङ లߘ కڵ࡯ 
ఉనऒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ఏ࣒ ݋࣊  ࠭, ఇ޴ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంݡࠪ  ޴ङ ల࣒ ఆ࠳ ࠆన࣒  ప ऱ࣒  x 2 x 3 x 
కएࡅ  వర ठ࠮లం ࠳న࣒ 6 ప ऱ࣒  6 సࠪనం 0 ڕ సࠪనం ࠭࠲ అࡹ ޻ ఎߖऒ ऒߕఉ ࡱڒల࠮   x s ࡆ
కڝߘए  ࡯࢐
మߖ޵ ࠾ࡍऒ కएࡅ న࣒ 3࠳ ࡯ంۧߖగమ ڴ޶మనం ࠭ం ړߖݞయۯ   వర ठ࠮లం 9 కం݄ ߭దभ޴ x 
అ࠼నߩओ ఖۨऐ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ 0 ݡ తం9 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ కएࡅ న࣒ 3࠳ ݡ  వర ठ࠮లంx x 
ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ 
దట ఈ సందరग࠴ ంࡹ మనం సࠬకరߖހऒ फࣃऴ࢐ ڵࡍޒ  కएࡅ న࣒ 3࠳ ߖబܽद మన సࠬకరణం 2ڒ ࠭  x 
వర ठ࠮లంڴ మ࠴ ࠾ࡍతफం ࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठ࠮లం ࠳న࣒ 6 వర ठ࠮లం  ప ऱ࣒  సࠪనం x x ړ 0 6 
తफం వర࠴ ڕబܽद మనڒ ठ࠮లం సࠬకరణం ఉంܿం޴.x 

కएࡅ న࣒ 4 వర࠳  ठ࠮లం 0ړ సࠪనం కߘక ఇࡅ ޴కए వర ࡽࠋయࡍ࢘  ठ࠮లంࡹ వర ठ࠮లం  x i x sa 
బܽद ఇకएڒ న పదం 0࠳बరࣄ  డ మనం ࣆ ࡮ۧ ߖߖ޳లభంڴ పࡍషए ంచవ۪ऐࡍ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ   వర ठ࠮లం x 

కएࡅ న࣒ 4࠳  వర ठ࠮లంړ0 ڴ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ఆ వర ठߖ࡮࠮ऒ ంచవ۪ऐڵ࠭    x x 
అړ0 ޴ߝ సࠪనం.
కएࡅ ޳ࡶ   వర ठ࠮లం 4ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ అړ0 ޴ߝ సࠪనం ޳ࡶ అړ 16 ޴ߝ x x x 
సࠪనం.
ధङࣃ సࠪనం ړ16  ఈ సందరग ߗڒ ࠲ ంࡹ సࠪనం 0 ࣃధङ ం ޶ڒ, ఇߩओ ఖۨऐ ݡ తం9 ڴ కం݄ తڕए వڴ x x 
ఉనऒ ओߩ गࡌసంద ࡍప޶త ݡ ऒߖ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ మన సࠬకరణం ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 3 x 
 ప ऱ࣒ కएࡅ   వర ठ࠮లంޔࡏࠪ ڴం࠴ ޴తफం ࣋ए छ న࣒ 6 వర࠳ ࡛ ठ࠮లం  ప ऱ࣒ కएࡅ 6   వర ठ࠮లం 0 ړ x x 
సࠪనం .
తफం ࣋ए࠴ ڕబܽद మనڒ  छ న࣒ 8 వర࠳ ࡛ ठ࠮లం  ప ऱ࣒ కएࡅ 12   వర ठ࠮లం 0 ړ సࠪనం ڒబܽद మࢁऱ x x 
మనڕ చࡏޔग జ సࠬకరణం ఉంܿంࡅ  ޴కए వర ࡽࠋయࡍ࢘  ठߖ࡮࠮ऒ కएࡅ ࠭࠲   x x ࡽࠋయࡍ࢘ 
వర ठ࠮లం ڝసం పࡍషए फࣃࡍ ࠭ మ࠾ࡍ మనڕ వࣆफం޴  ఇ ࣍ࡲङ షߤझ  8 ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం 64 ࠳న࣒ th 
వర ڕబܽद మనڒ ݟంచంڵ࠙ ޜ2 ߖ 48 ठ࠮లం 2 ړ6 ޳ࡶ సࠪనం.x 
బܽद ఇకएڒ  డ ߘంݟ మనం అړ 4 ޴ߝ సࠪనం ޳ࡶ అړ36 ޴ߝ సࠪనం x x 
కߘక ఇߩओ క  ఈ సందరगߘక ݡ ంࡹ ఖۨऐ తం9 ڴ కం݄ తڕए వ ڒబܽद సࠪనం 36 ࣃధङ ం ޶ڒ మ࠾ࡍ x x x
సࠪనం 4 ࣃధङ ం ڒబܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ࡅకए  అం݄ అం݄x x ࠭ޑ޶ం߰ ࠲ऴతࠪ ߘకలߧఎం ݡంࡓ 

 మ࠾ࡍ సࠪనం  ڒబܽद మనం ۮపओ గలం ࣊ࡹ ݋ ఖۨऐ తంࡓ ڴంݡ అంࡱࢡ ఉߕऒ క 16ߧబܽद ఎంڒ ࠼ x 4
ఇకए ޴నࡕస ݡంࡓ డ ࠮డవ ऴపశऒ  మ࠾ࡍ ఈ ऴపశऒ ए࣋ ڕమన ࡹ छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  5 x 4x 2x 
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సࠬకరణ ࠪݡङ ల࣒ ఇవछ బݟం޴ మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం  ఈ సࠬకరణం ఎߖऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए  ޾ఉం ڵ࡯క ߘలࡌ
కएࡅ ࠭࠲ ڴ޶ం࠭ ,ړߖݞవڝࣆࡱޘ  అߖऒ ऒߖހసం ఈ సࠬకరڝ వలࡱ࢑   పࡍషए फࣃࡍ  సం x xڝ ߖ޵ ,࠭
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ఈ సందరग ࠾ࡍమ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ0 3  ంࡹ మన సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  6  ప ऱ࣒  4x x x 
అޔ࢓ం޴ మనం ఈ వర ठ సࠬకరణం ߖ పࡍషए ओߩంۨనࡍ ओߩఇ ݡ న࣒ f࠳ 36 ޴ߝఅ ޳ࡶ  సࠪనం ړ0 ݡ a x 
కएࡅ 32 న࣒ 6 ప࠳  ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అߖ మనం ߰ం࠭ޑ޶, ఇ޳ 2 ޴छ  ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ
న࣒ 6 ప࠳ ऱ࣒ ओߩన࣒ 4 ఇ࠳ ޳ࡶ సࠪనం ړన࣒ 2࠳ ڕబܽद మనڒ ݟంచంڵ࠙ ޜ2 ߖ న࣒ 2࠳   xڥߖమనం త ݡ
फࣃۯ కएࡅ  ࠭  ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవలࡹ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  x x x ޙ޴ంۮ फߧసంతృ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ0 3 
ఇకए ࠭࠲ డ షరߘޔ మࢁऱ ऴࣃ࢐फ ࠭ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  x x x ࠭࠲ దట࠴ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ0 3 
ङޑऴప ߘవࡱ࢑ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ చޔరऴڒࣃర బࣗప޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  సࠪనం x x ړన࣒ 2࠳ ࡹ3 
మ࠳ 4 ࠾ࡍన࣒ 8 ప ऱ࣒ ఖۨऐ ޴సࠪనం, ఇ ړన࣒ 1࠳ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ ߖ3  తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡱ࢑వڕ అం݄ ࠳న࣒ 2ړ సࠪనం  షరޔ సంతృߧफ ۮందڒ ޶ࡶబܽद సࠪనం x x x 
ధङࣃ న࣒ 2࠳ ం ޶ڒ త޶పࡱ࢑ ࠭࠲ ࡍవ࠳ ߘన࣒ 4ڕࣆޓ ړంܼ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వߘ x 
छڒ ऴڡܽݞ బࣗపࡹ޴ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣄۯనߩओ న࣒ 16 ప࠳ 16 ڕమన ݡ ऱ࣒  3 వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇړ3 ޴ సࠪనం
మ࠾ࡍ సओ షदంڴ  ఇړ0 ޴ సࠪనం కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद సࠪనం ࠳న࣒ 4 ఇߩओ ధङࣃ ݡ మޔ࢓ం࠭࠲ ,޴ x 

కएࡅ  అߖऒ ऒߖހసం సࠬకరڝ వలࡱ࢑   పࡍషए फࣃࡍ సం ࣋एڝ ߖ޵ ,࠭ छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  3 ఖۨऐ తం0 ڴ x x x 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ మన సࠬకరణం ࠳న࣒ ࣋ए छ న࣒ 3 ప࠳ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  2 x 4x 

 ప ऱ࣒  అޔ࢓ం5  ޴ అړ0 ޴ߝ సࠪనం అం݄ మనڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  బܽद x v x xڒ సࠪనం ړ న࣒ 2 అం݄ 0࠳ 2 
మనం ఇߩओ ఈ వర ݡ ठ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए फࣃࡍ ࠭ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ 2 ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం 4 ప ऱ࣒  x ړ 8 
కएࡅ 3 ޴ఇ  ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ2 న࣒ 2 ప࠳  ऱ࣒ న࣒ 2 వర࠳  ठ࠮లం 2ڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ .
న࣒ 1 ప࠳ ޴ߝఅ ڕబܽद మనڒ  ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం 3ړ సࠪనం, ఇߩओ  న࣒ 1 x x࠳ ࡹవలࡱ࢑ ݡంࡓ ఈ ݡ
 ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ फࣃۯ ڥߖత ߖ 3 ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ޔసం షరڝ ߖ޵  ࠭ छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  3 ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ x x 
తڕए వڴ సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴, ࠭ం࠳ 3 ߖ ࠭࠲ ڴ޶న࣒ 1 ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అߖ x
పࡍగࣃށफ छڒ ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ऴڡܽݞ బࣗప޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒ ङޑऴప ࡹ3  ࠪऒ యం ࣄۯనߩओ  x x ݡ
మనం ఆ 3ߖ ߰ం࠭ޑ޶.
న࣒ 2 వర࠳  ठ࠮లం 3 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  4 వర ठ࠮లం 3 ࠳న࣒ 4 ప ऱ࣒  3 మ࠾ࡍ ఇ3 ޴ ప ऱ࣒ కएࡅ 3   2 వర ठ࠮లం వࡵ 
ఉంܿం޴, ఇ0 ޴ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद అ࠳ 3 ޴ߝన࣒ 1 ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद x 
న࣒ వర࠳ న࣒ 1࠳ ߖ ࠭࠲ ठ࠮లం 3ړ సࠪనం అߖ పࡍగࣃށफ ङޑऴప ߖܽ࢒ బܽद మనంڒ  ࠭ ࠪऒ యం x
ओߩనࣄۯ ప 3 ࠭࠲ ݡ ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ 1  छ కएࡅ న࣒ 4࠳ ࡛  వర ठߖ࡮࠮ऒ  3 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ కएࡅ 3   వర ठ࠮లంڴ 
߰ం࠭ޑ޶, ఇ3 ޴ ప ऱ࣒  2 వర ठ࠮లం3 ڴ ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒ 4࠳ 3 ݟంߘ న࣒ 4࠳ 1   వర ठ࠮లంڴ ఉంܿం޴.
 ప ऱ࣒  3 మ࠾ࡍ ఇ࠳ 3 ޴న࣒ 2 వࡅ 3 ࡵకए  వర ठ࠮లంڴ ఉంܿం޴ మ12 ࠾ࡍ ఖۨऐ తం9 ڴ కం݄ ߭దभ޴ 
కߘక ఇ޴ ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ 1 ࠳న࣒ వర ठ࠮లం 3ړ సࠪనం ڒబܽदx 
మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶  ఖۨऐ తంࡓ ڴంߖ ݡజ࠳న పࢲࡍए బܽद ఈ ऴపశऒڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘలࡌ  ࡹ
ఇకए డ ࠮డవ ఎంߧక సࡕనڒ ޴బܽद మనڕ పవ࡛ ࣌࠳ ߤన࣒ ఇ ߘంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ ࣌࠳ ߤన࣒ 4 x x 
సࠬకరణం 0ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎంߧకల ߘంݟ సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ ఈ సࠬకరణం ఎߖऒ  ࢐సफవ h 
పࢲࡍए छښబܽद మనం ఈڒ  ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ޾फంࣆۯ ߘలࡌ షߖ ߤ పవ࡛ ࣌࠳ ߤన࣒ ړ పవ࡛ ࠳న࣒ ࣌ߤave e x e

फࣃऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ న࣒ 4 0࠳ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛ 2 ࣌࠳ ߤన࣒ 4ߖ ړ పవ࡛ ࣌࠳ ߤన࣒ 1࣋ࡌ ړफ x x e x 
సࠪనం.
ఒక వర ړ ߤ࣌ పవ࡛ ࡹ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ0   ठ సࠬకరణం అߖ మనం ۫ࣃफ e ߖ సం మనంڝ ܾࣄऱߧంࣄ ,࠭ x y 
పవ࡛ ࣌ړ ߤ సࠪనం అߖ ఉంۧ࠭ x
छڒ ఈ ڕబܽद మనڒ ऴڡܽݞ సࠬకరణం ࣋ए छ  సం y y yڝ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ న࣒ 1 సࠪనం  0࠳ న࣒ 4࠳ ࡛
పࡍషए ओߩంۨనࡍ ప 16 ޴ߝఅ ,ݡ ऱ࣒ కएࡅ 4   4 ప ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం అߖ y 
छ޳ 2 కएࡅ 5 ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ  4 ప ऱ࣒ న࣒ 2 వర࠳  ठ࠮లం 2 ޳छ  2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
 ప ऱ࣒ .޴ఉంܿం ࡵన࣒ వ࠳ 
కएࡅ 5    వర ठ࠮లం ࠴దట ࡅకए న࣒ వర࠳ 2  ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒదڒ ࠭ޑߩ۫ ߖబܽद 5 ࡅకए  2 y 5 
న࣒ వర࠳ ठ࠮లం ఖۨऐ తం0 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿందߖ గమߖంచంݟ, ఎం޶కం݄ 
ఇߩओ ࢐సफవ సంఖङ ߕ޼ఏ ݡ ఖۨऐ 4 ړ  తం5 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴.x

కएࡅ ओߩఎలऱ ߤ࣌  ړశ ࠾ࡍమ ޴న࠳࢐సफవ ݢ फړ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ నࣄ࡯ޘ ڕసం మనڝ  ऱܿڴ  x x xe x 
ఎలऱߩओ  st  0 e x ߤ࣌ బܽद పవ࡛ڒ ޴దभ߭ ࡮ۧ కం݄ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ޴న࠳࢐సफవ ݢ
ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ కం݄ ఖۨऐ 0 ړ  తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఇకए డ పవ࡛ ࣌ړ ړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए  x y x e y 5 

న࣒ వర࠳  ठ࠮లం  ࠳న࣒ ړ సࠪనం ࡅ  ޶ڒకए  వర ठ࠮లం ఖۨऐ తంڴ  కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం2.޴ 2 5 0
ధङࣃ ړ బܽदڒ  మࡃङ  ఏڛక ఎంߧక అ2 ޴ߝ ప ऱ࣒  5 వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇߩओ y ړ ߤ࣌ మనం పవ࡛ ݡ y x y 
అం݄ ఏࠫ݇ ऴࣃ࢐फ కएࡅ  ޴ఉంܿం ߤ࣌ పవ࡛ ڕబܽद మనڒ ࠭  2 ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం ࠭࠲ ఈ x x 5 
సࠬకరణం ࡅకए  x ߤ࣌ ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ߖ ࠹థࡍగ࡮ ړఇ ࣒ࠐ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ 
సంవర ठࠪ సࠪనం 2 ప ړߖߕ ऱ࣒ కएࡅ 5   వర ठ࠮లం ఇߩओ ప 2 ݡ ऱ࣒ కएࡅ 5   వర ठ࠮లం 4 కం݄ ఖۨऐ తంڴ 
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߭దभ޴ మ4 ࠾ࡍ అ޴ߝ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद సంవర ठࠪ నం ࡅకए  సంవర ठࠪ నంe e 
కం݄ 2 ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం 5 ߭దभ޴ మ࠾ࡍ సంవర ठࠪ నం ߭ޔڷࡏనऒ  ఫంࣾߤ మߘ ࠾ࡍంړ ࣒ࠐ ݟ e e
సంవర ठࠪ నం 1ړ సࠪనం అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद మనం ࣌ߤ అ1 ޴ߝ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉండటం x 
మనࣄ࡯ޘ ڕన ऱܿࣃ ڴధङ ం ޶ڒ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ ओߩఎలऱ ߤ࣌   x x ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړన࣒ 1࠳ ݢ
మ࠾ࡍ పऱ࣒  1 కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣌1 ߤ కం݄ ߭దभڒ ޶ڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరߖ ړߖހజ࠳న 
పࢲࡍए అర ࠭࠲ ߖవࡶ ࡱࡌ बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ ఇ޴ ࠪ ఐదవ ऴపశऒ   ఈ ऴపశऒ తघߕధ ݡ࠮ ڕమన ࡹ క ࢐సफవ 
సంఖङ ఇవछ ࠾ࡍమ ࡱ బݞन ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ అ࢑ ,࠼ ఈ వర ڕమన ڼ࡮అ ,࠼ ठ సࠬకరణం pq r px
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   సࠪనం, qx r ړ
ఈ వర ठ సࠬకరణం ڝసం మ࠾ࡍ ߯ పࣄࡍबޔలߘ క࡯ߕھߘ  అߖऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए  లం݄p rݞఉం ڵ࡯క ߘలࡌ
࠭ంڴ޶ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ q p r ࠾ࡍకం݄ మ޶ఎం ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖందݟంచబڵ࠙ ۯ2 ߖసࠪనం అ ړ  pq r 
ఇߩओ ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ݡ యۮ ߖపओ బݟం޴, ఎం޶కం݄ వర ठ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  px qx r 
.ࣆࡱޘ ڕమన ޒबࣄࡍన పڵత ࠾ࡍన మ࠳సం అవసరڝ
  అߖऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए  q pr 0 ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ న࣒ 4࠳ ߩసࠪనం చదర ړ0 ړߖఉండܼ ڵ࡯క ߘలࡌ
ङޑऴప ߘవࡱ࢑ బܽद మనంڒ ࠪऒ యం ࣄۯనߩओ ప  ݡ ऱ࣒  ఈ ࣄबڵ࠙ ޜ2 ࡹޒంచబݟనߩओ మనం  ప ݡ ऱ࣒q p r p 

ए࣋ ޴ఇ , ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ న࣒ 16࠳ రऴసంޔరంऴధం చ  ࠭ޑ޶ం߰ ߖ छ న࣒ 14 rw࠳ ࡛ pr 0 p pr 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ r 
ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ ࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ,޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ ऒߕࣆ ޴ߝబܽद అڒ   p p 
ంచవ۪ऐ܊࢑భ ߘబܽद మనం ఈ అసࠪనతڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖదڒ   ࣋ए छ छ޳ ࡛  న࣒ p࠳ 1 ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡌ

ప  ࠑ ऱ࣒ छ޳  తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ ऒߕࣆ ࡛ ओߩఇ ࠭࠲ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖఅ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ  ఈ 14 r p r p ݡ
అసࠪనత޳ ߖछ తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ छ޳ ݟంߘ న࣒ 2࠳ ࡛  r p r p ړ48 ޴కం݄ ߭దभ 49 ߧ࡯క ړ7 ݟంߘ ࡌ
సࠪనం కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद మన࠭ ࠳ ࠑన࣒ 7 ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ 48 కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद ࡅ ࠭࠲కए  r p r 
ङݡࠪ ల࣒ ࠳ ࠑన࣒ 7 4 వర ठ࠮లం 3 ړ సࠪనం కం݄ ߭దभదߖ p 
मࡌߖ ࠭࠲ ङݡࠪ కߧలठవ ఎంߕ బܽद మనంڒ ంచగల࠭ࡍ ల࣒  ޳छ కएࡅ న࣒ 7 3࠳ ࡌ  4 వర ठړߖ࡮࠮ r p 
సࠪనం కం݄ ߭దभ޴, ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  p ڴ޶ం, ࠭ం޳ంڕࣆޓ ߘకలߧఎం ݡ࠮ ఇతర ړߖݞయۯ 
छ޳ షओߖ ࡌ కएࡅ फޒ बࣃ  ऒߖߕ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ݟంߘ బܽद మనం ఈ అసࠪనతڒ ం޳ంڕࣆࡱޘ    r r p 
छ޳  ࡌ
7 ప ऱ࣒  4 వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం కం݄ ߭దभ3 ޴ మ࠳ ࠭࠲ ࠾ࡍన࣒ ࠑ  ప ऱ࣒  7 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ 3   4 r p 
వర ठ࠮లం కం݄ ߭దभ޴ అం݄ ޳छ న࣒ 4 వర࠳ ࡌ ठ࠮లం 3ړ సࠪనం కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇకए డ r p 7 
ओߩమనం ఇ ݟంߘ షओߖ ݡ फ ఎకएޒ డ ఉంࡍڷ ޾ फంచవ۪ऐ   మࡓ ࠾ࡍంݢ ధߕతघ క సంఖङ  బܽद r p rڒ ࡱ
छ޳ షओߖ ࡌ తघߕफ ధޒ కం ڒబܽद ޳छ  p r p ޴ߝఅ ࡌ
ఓ߭ नܘऱڝ ݟంߘ 0 ߤ న࣒ 4 ࣋ए࠳ 7  छ नܘऱڝ ߤయߖ࠿ 3 ࠆఆ ݋ࡐ ࡛  7 ప ऱ࣒  4 ࣋ए छ औߖఇ ݟంߘ 3 ݋ࡐ ࡛  ړܾߖ
ओߩఇ ޴న޴ంۮ छ޳ ݟంచంߖగమ ݡ షओߖ ࡌ ओߩనۨࡍޘ ړߖࠪࡌ࢑ फޒ  న࣒r p࠳ న 7ݟయబ࢘ࣄ࠮ ݟంߘ 0 ݡ
4 వర ठ࠮లం 3 వరڕ ఉనऒ ओߩ छ޳ ,ݡ షओߖ ࡌ  फ p rޒ
ప 7 ࡹమంࡌ࢑ నݟయబ࢘ࣄ࠮ ऱ࣒  4 వర ठ࠮లం 3 ߘంݟ అనంతం వరڕ ఉంܿం޴ మ޳ ࠾ࡍछ  r p ࡌ
షओߖ ओߩనࣄ࢘ࣄ࠮ ߖफޒ ప 7  ݡ ऱ࣒  4 ࣋ए छ औߖఇ ݟంߘ 3 ݋ࡐ ࡛ ओߩఅ ړܾߖ మం ఓ߭ࡌ࢑ ࡆࢳࡔ ݡ  0p by r ߤ
नܘऱڝ ݟంߘ న࣒ 4 ࣋ए࠳ 7  छ బܽद ఇకएڒ 3 ࠆఆ ݋ࡐ ࡛ డ ߘంݟ ఇߩओ  మనం ݡ

ङݡࠪ ߤషݟన࣒ 7 కం݄ కం࠳ ࠑ ల࣒ ߭దभదߖ ۫డవ۪ऐ .r p 
కएࡅ    వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ړ సࠪనం ࠳న࣒  సࠪనం కం݄ ߭దभࡅ   ޴కए   3 4 p r 7 3

4 వర ठ࠮లం ڒబܽद ఎంߧక 3 ݞږ ఇߩओ ࡍߖ ࠭࠲ కం݄޶ఎం ,޴నࡕస ࡹయړऴపऴ ݡ भషद వङ వࡹ߅ 
छ޳ छ޳ ࠾ࡍమ ࡌ షओߖ ࡌ ధङࣃ సంڝ फలޔ ऒߕޔ޶ం߰ ߘకలߧన ఎం࠳ మ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ p r r p 

.࢓ڒ న࢑ࡕక 2 సߧఎం ࠾ࡍక 1 మߧబܽद ఎంڒ
ఈ ऴపశऒ ޴బܽद ఇڒ  ऴపశऒ ޶ఐ ߖࡹ షएࡍప ߘ కएࡅ జంࠜޒऴ ڕమన ,޴फంࣆࡍ  ݡ࠮ ݦఉం ڴ࢓ల ߰డ܉ࠜ 
࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ ఇవछ ࠾ࡍమ ࡱ బݞन ࢐సफవ సంఖङ ఒక ڕమన ࠾ࡍమ ࠼ नࠈం࡮   మ࠾ࡍ వర ठ ab c 
సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ఇవछ ڴ  బݞन x 2.࠼

 ప ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ऱ࣒ नࠈం࡮ 3  ప  ړࡹ ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం,   b c x ab bc ca ړ0 
ఈ వర ठ సࠬకరణం ఇߩओ ऒߖఅ ݡ  ࢐సफవ పࢲࡍए ఉనऒ ڵ࡯క ߘలࡌ नࠈం࡮   పߖ߅ࡍ కھߘనడం ڝసం ࠭࠲ 
࠭ంڴ޶ అవసర࠳న ߖ࢐ܽ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం అߖऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए  ڵ࡯క ߘలࡌ
ఉండܼړߖ తڵన షరޔ మ࠾ࡍ షరޔ 
4 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ नࠈం࡮ న࣒ 12࠳ ࡛ ప  ࡹ ऱ࣒   ప ऱ࣒  కం݄ ߭దभ޴ ఇߩओ  ఈ b c ab bc ca ࠭࠲ ݡ
అసࠪనత ߘంڷࡱߕ ݟ ర޶भ ࣋ۯफ ߕࣆऒ ऒߖ޳ఈ ప ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ప ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒  తफం y࠴ ࣄ 
చޔరऴసం࢑ ޜభ࣋܊फ , ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ߖ2  ऱ࣒ పऱ࣒ ࣄࠉ  नࠈం࡮ న࣒ 3࠳   ab ca ڴ

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ नࠈం࡮ 3 ࠭࠲ ڴబܽद  ۨవరڒ ޴ఉంܿం ڴ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړ   ab bc ca 0 ߖ న࣒ 2࠳ 
߰ం࠭ޑ޶ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ڵ࠙ ޜంచబݟన ߖ޳ కం݄ తڕए వڴ b c ab plus bc plus ca
ఉంܿం޴, ఇߩओ కएࡅ జంࠜޒऴ ࠾ࡍమ ࠭࠲ ݡ ऒߖࡌసࠪۧ ߝఅ ࢓ల ߰డ܉ࠜ   ఉపࣃڵࡆफ ࠭ ab c 
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బܽद  పڒ ऱ࣒  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ మ࠾ࡍ కం݄ a b c a c b a b 
 ప ऱ࣒  ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद మనڕ ఇߩओ ऒߕఉ ࡱఅసࠪనత ݡ࠮ ఈ ݡ c a ݟంߘ దܽ అసࠪనత࠴ ࠼
 ప ऱ࣒  కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ అߖ మనం ऴ࢐యవ۪ऐ  b c 

ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴  కం݄ ࠳న࣒ మࡓ ࠾ࡍండవ అసࠪనత ߘం࠳ ݟన࣒ a c c b b c a 
కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ࠳ ,޴న࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదߖ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ b c a b a c 
߭దभదߖ మ࠾ࡍ ۨవߘ ޴ࡍంݟ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఖۨऐ తంڴ ߭దभ వ ࠳న࣒ ࣄ మ࠳ ࣄ ࠾ࡍన࣒ ࠉ కం݄ b a 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभ࢑, ఇߩओ కం݄ ఎ ఖۨऐ ࠉ న࣒࠳ ࣄ ݡ తంڴ ߭దभ޴ మ࠳ ࠉ ࠾ࡍన࣒ ࣄ కం݄ ఎ అసࠪనత 
ఖۨऐ తంڴ ߭దभڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݟంܽ ߘంݟ ఎ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదڕࣆࡱޘ ߖం޳ం ࠳న࣒ ࡅకए  c b 
ङݡࠪ ల࣒ కం݄ త࢐ࡏత ࠭࠲ ఈ అసࠪనత࠳ ߘన࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ పࡍగށంۧ࠭ c a 
మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभڴ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߘం࠳ ࠭࠲ ݟన࣒ ࡅకएb c c a 
ङݡࠪ ల࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभదߖ ߰ం࠭ޑ޶.b 

కएࡅ న࣒࠳ ङݡࠪ  ల࣒ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभద࠭࠲ ߖ ߰ం޻ ۨవࡓ ࡍం࡯ڵࠫ ݡన అసࠪనతࡱ   b c 
ఇߩओ ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߘఅసࠪనతల ݡ࠮ ఈ ࠭࠲ ݡ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ం అం݄ ఈ 
అసࠪనతలࡓ ڕం࡮ߩ࢙ ݡ వࡎ ठకࣃࡍफ ࠭ అߩओ రऴసం ఖۨऐޔఒక చ ڕమన ݡ తంڴ వࣆफం޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  b c 
࣋ए छ ए࣋ ࠾ࡍమ ޴న࣒ 2 కం݄ ߭దभ࠳ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  bc b c ࣄ ࠾ࡍమ ޴కం݄ ߭దभ ࣄన࣒ 2 ఎ࠳ ࡛
࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ߭దभ޴ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ओߩఇ ࠉన࣒ 2 ఎ࠳ ࡛ ऒߖట࢒ మనం ݡ ంܽࣃݟܔ ߖफ ࠭  ee 
అసࠪనతࡱ అߩओ మనం ఒక ࣋ए ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ కం݄ ࣋ए  ࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛2
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ప  ݟంߘ  న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ప  ݟంచంڵ࠙ ޜ ߖ ࡛ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఖۨऐ తం2 ڴ AB ab bc c 2
కం݄ తڕए వڴ ఉందߖ ఇߩओ ऒߕڕࣆۯफࡏڷ ݡ ఇపओ ࠭࠲ ,࠭ ఆ ࣋ए ښܽ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ b c ab ߖ ࡛
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ नࠈం࡮ फ 3࣋ڵ࠙ ޜ  नࠈం࡮ 3 ࠭࠲ బܽदڒ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړన࣒ 2࠳  bc ca ߖన࣒ 2 అ࠳ 
పओۮ గలం  ఖۨऐ తం2 ڴ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ࡮ంࠈन  ఖۨऐ తం4 ڴ కం݄ తڕए వڵ࠙ ޜ3 ڴంచబޔݡం޴, 
नࠈం࡮ బܽदڒ  ఖۨऐ తం޳ 4 ڴछ एڕకం݄ త 3 ࡌ వڴ ఉంܿం޴ అ࠴ ߝదܽ ఎంߧక సࡕనڒ ޴బܽद ࡮ంࠈन  5 
छ޳ కం݄ ఖۨऐ 3 ࡌ తంڴ ߭దभ޴ అࡓ ߝండవ ఎంߧక సࡕన޶ڒ ޴ మ࠾ࡍ వదभ ݞږ  అ޻ సమయం࡮ ࡹంࠈन  4
ఓ߭ ڕవర  ࠑ  ݟంߘ  ࠑ छࡓఇంట ߤ ఉనऒ ࡹ ࡽ పओۮ మనం ߖదڒ ޴నࡕస ݞږ కߧలठవ ఎంߕ  గలం ڒబܽद 3 5 3
नࠈం࡮  అ࠮ ߝడవ ఎంߧక ఓ߭ छࡓఇంట ߤ .࡯࠻ۯ ڥߖత ࠲ऴతࠪ ޾ࡶ ޾ఉం ڕవర 3 ࠑ 1 ࡽ
మనం ఇۨऐ ړߖݞయۯ ڥߖత ߖఅ ޳ڒ ߕ޻నࡕస  ࠉ 5   న వర ठ సࠬకరణం࡮ ࡹంࠈन  y 3 ߖసࠪనం అ ړ0 
ఉం۪޳ం మߖߖ޵ ࠾ࡍ ߭టदడం ޳छ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒  x x ࠾ࡍమ ߖసࠪనం అ ړ0 ړࡹ ࣄ 
సओ షदంڴ మనం ۫డగలం  ఈ ڒछ ऴڡܽݞ సࠬకరణం అߖऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए  కం݄ abc޶ఎం ,޴ఉం ڵ࡯క ߘలࡌ
࢐సफవ సంఖङ नࠈం࡮ అం݄ , ޶ڒ ޴నࡕస ݞږ కߧడవ ఎం࠮ బܽदڒ ࡱ ݞږ సࠪనం, ఈ సࠬకరణం ړసం 0ڝ 
అߖऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए ఈ ఓ߭  ߗڒ ޴ఉం ڵ࡯క ߘలࡌ బܽद ఇకएڒ  ࠑ  ݟంߘ  ࠑ  మంࡌ࢑  ޶ࡶ ࡹ ߤ డ ఒక 0 1 3 5 3
ఎంߧక ࠪऴత࠲ సࡕన޴, ఇ࡮ ޴ంࠈन  అ࠴ ߝదܽ ఎంߧక ఖۨऐ తం3 ࠑ 4 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴.
ఇకए ܌ࡗ ఈ ࠭࠲  డ ࠪ ࠴దܽ ࣊షڵ࠭ ߘ ߤంۧ࠭, ࠭࠲ వర ठ సࠬకరހల ޳ࣄम ంߖޑऒ  సࠬऀంۧ࠭ 
మߖߖ޳ ࠾ࡍ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ త޶పࡓ ࡍంݡ ఉపߕङ ऒߖڜ ࡹలࣃ  సమసङ లߘ పࡍషए ऒߖڜࡍంۧ࠭, మࡍ  
సమసङ ల࠭࠲ ߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ 
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