
 ऴڝޒణࠫ߇࢑ ޒల߯ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހలߘ చࡍऐ ంۧ࠭, 
కएࡅ పంࡐ ࠭࠲  ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހల߄ࣃ ڕరణ పࢲࡍए ఇ ߘలࡌ ऐۧ ࠭ sin x x sin y cos x 
ఈకछ ऒߖڜ  ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ࠾ࡍమ ړ ࡽ  సమసङ లߘ పࡍషए  బܽद ఈcos y tan x tan yڒ ంۧ࠭ࡍ
ఉపߕङ సం࠭࠲ ݞږ ࡹ సమసङ లߘ పࡍషए ऒߕޔࠓంచڵࣃనڜ ంచడంࡍ  ࡹޒదట మనం గత తరగ࠴ ,࠭
ఏࠫ ࡅ ߖ޳ ࠵ࢡۯకए ङڒࡎ ऴఘࢣ  भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ߵ ం, ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ߷రړ ߤࣄ ߤ࣌ ࠹ సࠪన࠳న x y
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހల ߄ࣃరణ పࢲࡍए ऐࡍచ ߘలࡌ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ  ఈ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం  ప ऱ࣒  n pi 
ړऱ శࡏࣃ ړన࣒ 1࠳ फړ సࠪనం అߦۮ ࠭࠲ ߖओ ࠭, ఇకए డ అࡐ ޴ߝపం ࡅకए  ऴڝޒణࠫޒ n y n cos x 
సࠬకరࡌߪ ړߖހप ంకం.
 
ఇకए డ ߘߝ ఈకछ ओߧۮ ߖఅ ܿ ࡽ నߩओ  x x ړߖހఈ సࠬకర ޴బܽद ఇڒ ޴న޴ంۮ ړ ݋࣊ ఈ ڴథࠫకంߦऴ ݡ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ నݟయబۯ ݋࣊ రం మڝ ࠾ࡍసం సࠪనం cos x cos phi x 
అ݋࣊ ޴ߝ ݀ మۮ ړ ࠾ࡍం޴న޴ అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࠳న࣒ మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న pi n y tan y tan 

సࠬకరణం ڝసం ߄ࣃ ࠭࠲రణ పࢲࡍए ర సࠫߖޒ  ప ऱ࣒ पࡌߪ ࡹపంࡐ  ంకం ڝసం ۫ߧంۧ࠭ x n pi y n 
బܽद ఈ సమసङڒ ऒߖڜࡍమనం మ ࡹ  సమసङ లߘ పࡍషए ऒߖݞంచࡍ भ޳ڵࣃనڜ  ం.

కएࡅ  సࠬకరణ ڙ࣊ڝం߄ࣃ ړ ݋రణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనడం ڝసం  ప ऱ࣒  న  x x࠳సࠪన ړޓऴ ݋ࡐ 
సమసङ ޻ం߰ ߘల ݋ంܐంܼڝ ࠾ࡍమ ݋ంڙ࣊ڝ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ڕ ݋ంܐంܼڝ లߘ పࡍషए  ఒక ۯంࡍ
వङ ڴపరం ߤܼ ࠾ࡍమ ࣒ڒ ߤ࣌ ߖ࢐ܽ కత ఏࠫటం݄ޒښంࣃ ڔ फకࡍంచడం మ࠾ࡍ ఆ߯ అߖऒ ࡍڷ  फంߩలߘ 
ఉపڵࡆంచడం.
  ఈ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए కएࡅ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ࠾ࡍమ ࡹంచడంࡍ  sin cos tan x cosecant 
వߤ ఓవ࡛ ఈڙछ झࡽ  అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనం sine x x 
కएࡅ ద కం݄ ࣋एࠬ ߘ  छ కएࡅ  ݋ࡐ ࡛ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ݋ంڙ࣊ڝ   , ఆ߯ మనం ఈ cotangent x x x x 3
పߖ޳ऒ  ఎడమ ࢙ߩన ڕࣆޓవࣃफ ࠭ ఎం޶కం݄ 1 ࠳న࣒ ࣒ڒ అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ ࣒ڒ అߤ࣌ 2 ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ x x x 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచڵࡆఉప ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړܽݟంࡓ ࠑ फࣃ  ఒక ޴బܽद ఇڒ ࠭
ࠪర ठం ޳ࡶ మࡖకܽ అޔ࢓ం޴.
 మనం ށڷంచడం ࠪరठం  ࣌޳ ߤछ ప  ߤ࣌ڜ 1 ڕఆ߯ మన ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡌ ऱ࣒ ࡓ 3 ݋ࡐ  ऱܿ ࣌ߤ వࣆफం޴x x x 
ప  ࣒ڒ ࢡబࣗ ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  పܽ x xߘ࠭ ࡹంۧࡍకࢁసర ࡮ఎ ߖߖ޳ ఆ߯ , ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ߤࣄ ࠉ 
ఉపߕङ ऐࡍచ ࡹߖ޳ఒక ࡹలࣃ ంۧ࠭.
 
ऒߖ޵ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ సగం ࣒ڒ  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߤ࣌ ܿ ܿ ఓవ࡛ ޓऴ ݋ࡐ  , ఇߩओ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ݡ  x x 
ఇకए డ మనం 
అర࢙ ݟऴڶల ޜ ࣒ڒ సగం మ݋ࡐ ࠾ࡍ ऴߖޓ అర࢙ ݟऴڶల ࣌ߠफ  భࡎ फ ۯయవ۪ऐ ऒߖ޵ మనం  ޳ࡶ   ݞږ 
ओ߯࠭ ݀ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ ం݄ మనం ఆڕࡶ యగల࠭ۯ సగం ࠭߯ओ ࠾ࡍమ ߖఅ ࣒ڒ లڶऴݟ   ߖఅ ߤ࣌ లڶऴݟ 
యవ۪ऐࡌ ݞږ .
పऱ࣒ ࠉ ࣒ڒ   పల ఉనऒࡹ లߩࡱబܽद జంట కڒ ݟయంۯ సంతకం ߖఅ ࠉ ߤࣄ ఎ ࣒ڒ   ఈ ࢑షయం  ప ऱ࣒  ߯ ఆࡏ x 
ࡓ ऱܿ ࣌ߤ ఆࠆ  ప ऱ࣒  ߯ ఆࡏ కం݄ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ࣌ߤ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߘ࠭ ࠭࠲పܽ సऱࡹ ݭ࠼ ఆ ࡓంݟంܽߖ x 
ప  ߤࣄ ऱ࣒  ߯ ఆࡏ కం݄ తڵ ठంۧ࠭  ఒకܽ ړ ߤ࣌ ޳ࡶ సࠪనం ޳ࡶ  ప ऱ࣒  ఆࡏ కం݄ సగం అޙ࠼ సగం x x pi 
సࠪనం ࠭߯ओ ޜ ߤ࣌ एڕకం݄ ఎ ࡏఅం݄ ఆ ࡱڶऴݟ  వ ڒబܽद ఇకए డ మనڕ మࢁऱ ࡐపం ࡅకए  pi sine x 
సࠬకరణం ఉం޴, 
ఇړ ޴ సࠪనం మ߄ࣃ ړߖ޵ ࠾ࡍరణ పࢲࡍए రం ఏࠫటం݄  ప ऱ࣒ झڡࣄ ࠑ    ప ऱ࣒ sin yړ ݋࣊ న࣒࠳  x pi n pi 
.ࣆࡱޘ ڕమన ߖల޳ంۮ
కएࡅ ऱࡏࣃ ݟంߘ 1    శړ फړ ఈ సందరग ంࡹ అڒ 6 ࠑ ޴ߝబܽद అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం 6 ࠑ n y y pi n pi 
మ࠾ࡍ ఇۮ ڕ ݋࣊ ޴ం޴న޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒ కएࡅ   పవ࡛ ࠳ ړన࣒ ఒకܽ అۮ ߖపओ డంޜ x pi 1 n pi 
సࠪనం 
पࡌߪ ంڒలۮ ڕం޴న ఆࡏ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ڒబܽद ఇ޴ సࠬకరణ ڙ࣊ڝంۯ ݋࣊ ڕ ݋యబݟన pi x 
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ రం 

కएࡅ కएࡅ ݡ࠮ ܿߦ ޜ ݋ంܐంܼڝ   వర ठ࠮లం ښవలం ڜంۮం ړ ऱషद࠳న సమసङ  బܽद ఈ xڒ ݟంڝࣆޓ ߘ
సమసङ ऒߖమనం అ ࡹ ంܽߗ కھߘనమ࠭ࡌڝ ߖ.
కएࡅ ܼޓ ࠆఆ ݋ంڒ࣊ ࠾ࡍమ ܼޓ ݋ంڒ࣊ڝ   పࢲࡍए  x ࣒ڒ ऱࢁమ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡱࡌ
వङ ڴܼޓ ߤ࣌ ఒకܽ కం݄ ߘܼޓ ڔ फకࣃࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇڕܼޓ ࣒ڒ ޴ సࠪనం అޔ࢓ం޴ , ఆ߯ ܼࠬޓ ߤ࣌ ࡏ
ओߩంۨనށڷ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ޜܼޓ ࣒ڒ పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ ޴फంࣆڷ࠭ ࡏࠬ ݡ  ߤ࣌ ܼࣜ  ందడం߰ ߖܽ ߤ࣌ 
 సࠪనం ޜܼޓ ࣒ڒ ߖܼޓ
పऱ࣒ ܼޓ ࣒ڒ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴फంࣆۯ ओߩంۨనߧߖక ࡹపంࡐ ܼޓ ߤࣄ ࠉ  ఇకए ߗڒ ޶ంచߧߖక ݡ డ మనߤࣄ ڕ 
కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ  ఉతओ ఇకए ,޴फ ఉంޒ డ ۯయړߖݞ అߝక ࠪࡌठ ऒߕఉ ࡱ ఈ సమసङ ࠼ ధङࣃ  మࡃङ  ఒక 
ࠪర ठం ఏࠫటం݄, ߤࣄ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ  छ ए࣋ ࣒ڒ ܼޓ ࡛ छ ऒߖ࢐సफ࢐ ߝఅ ܼޓ ࡛  ఉపڵࡆంۨ మనం 
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పऱ࣒ ܼޓ ߤ࣌ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ఏࠫటం݄ ޴ంڵ࡯యగۯ రछߖ ڴܼޓ ࣒ڒ  ۨంచగల࠭ మࡏࠬ ࠾ࡍ కߘక ఇࡔ࢘ ޴
ఇకए ޴అ  ࡽࠋయࡍ࢘ తफڜ డ ߖరछ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠬࡏ ࣋ए छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ t 
పऱ࣒ ܼޓ फࣃ۫ ߖఅ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤࣄ ݀  ए࣋ ߤࣄ ޙ࠼అ ,ࡏ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ  छ  బܽद tڒ ఒకܽ ܼޓ ࡛
࣋ए छ ࡛ ఒకܽ పऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤ࣌ ݀  డ ߘంݟ మనం ܼޓ ߤ࣌ ړࡹܼޓ ࣒ڝ 
ए࣋ ړߖ܉ߖ छ డవ۪ऐ۫ ߖసࠪనం అ ړ݀ ఓవ࡛ ߤన࣒ వ࠳ ࡛ ओߩబܽद ఇڒ   t ah ޒణࠫڝޒమనం ऴ ݡ
సࠬకరࢗ ڵࡍޒ ړߖހళ ऱడం ۫࣋फ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఉంڕߩ࢙ ݟڕ ޴ సࠪనం ࣋ए छ  t t ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳  ࡛
కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ అܼޓ ߤࣄ ޴ߝ పऱ࣒ రछߖ ߖఅ ܼޓ ࣒ڒ  ۨంచబݟంڒ ޴బܽद పరంڴ సࠬకరణం t t t 
࣋ए छ ए࣋ ޳ࡶ ݡంࡓ ޴ంޔ࢓న࣒ ఒకܽ అ࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛  బܽद t t tڒ సࠪనం ړ
ఇࡹ ޴ వర ठ సࠬకరణం ࡓంࣃ ݡధङ ऒߕఉ ࡱ࡮࠮ న࠳ పऱ࣒ ݡంࡓ ࡱ࡮࠮ ,࠼ న࣒ ࣋ए࠳  छ  t ࠆఆ ݋ࡐ ࡛
ఎ޴ࠫߖ అࠑ ߘ࢓ ݀, ఇ޴ ఒకܽ 
 ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ ݋ࡐ ࡛ పऱ࣒ ܼޓ ߤ࣌ ޴ߝఅ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  t ڕܼޓ ࣒ڒ 
సࠪనం, ࢐ ߖߖ޵సफړߖ࢐ వర ठ࠮లంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ   2 ఇࡓ ܼޓ ߤ࣌ ߤ ऱܿ 1 ఓవ࡛ 2 ݋ࡐ ప ऱ࣒ ࡓ ܼޓ ࣒ڒ  ऱܿ 1 
కం݄ ړ 2 ݋ࡐ సࠪనం, ఇ޴ ఇߩओ  ޴అ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ڷࡱߕ ߯ ࣒ڒ ݀ ݋ࡐ ఒకܽ ఓవ࡛ ݡ
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ޜ ࡛ࠂ ړ߯ ߤ࣌ ݞږ డ ऴ࢐యవ۪ऐ  cos pi by four plus cos theta in 

ఇ޴ మࢁऱ  ప ऱ࣒  బܽद జంట sine pi over four sine a cos b cos a sin bڒ ޴న޴ంۮ ړߖߦࡐ 
కߩࡱల ࡹపల ఉనऒ  ఈ వङ ڔ फకరణ ܼޓ పऱ࣒ छ޳  సࠪనం  ప ړܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ޴బܽद ఇڒ ڷࡱߕ ࡌ ऱ࣒  ߯ pi 
 ݟంߘ ߘవలన అత޶అం ࠾ࡍమ ڷࡱߕ
పऱ࣒ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ వࡱ࢑ ߤ࣌  వߤ మధङ  ఉనऒ ం޶న ڒङ కएࡅ ߤ  పࠪࡍణం ࠬࡏ ఈ సࠬకరణం t 
కएࡅ ऱࡹ࡮࠮  కएࡅ ,ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړ  సంߪరप ࡱ࢑వ ࡓంݡ వర ठ࠮లం కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ అڕࠪ ߖ t 
.ࣆࡱޘ
పऱ࣒ ߤవ ݋ࡐ   ధङࣃ ޴అ 2 ݋ࡐ  మࡃङ  పࢲࡍए రం ޶ڒ, ఎం޶కం݄ అܼޓ ߤࣄ ޴ߝ పऱ࣒  t ޴ఇ ,ܼޓ ࣒ڒ 
एڕకం݄ త 2 ݋ࡐ వࡱ࢑ రपߪసం ݟంߘ ߖ޵ ,సࠪనం ړߖ޵ వڴ ఉం࡯ݞ.
.࠭ࡶڝࣆޓ ݋ࡐ బܽद మనంڒ 
  ఒకܽ పऱ࣒ బయట ఉనऒ ޴క ఇߘక ޶फపరచߧసంతృ ߖޒࠫࡍఈ ప ݀ ݋ࡐ  ం޶న అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ ړ2 ݋ࡐ t 
సࠪనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇపओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘకరణࢁఈ సర ښܽ t ޜ న࠳సࠪన ړ 2 ݋ࡐ ړࡍబܽद ۨవڒ ࠭
పऱ࣒ ܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ޴फంࣆڷ࠭ ऒߖ࡮࠮ కࡖమ ۯࡍफపߧసంతృ ߖړఈ అడनం ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ڷࡱߕ ߯   
ࠪऴతڕࣆޓ ࠲ంܼ࠭, ఇࡓ ޴ంࡅ ݡకए  ఒక ࠳న࣒ వర ठ࠮లం ڒబܽद ఈ ࠴తफం ࢑షߖ࠻ऒ  మࢁऱ ڴ݀ ݋ࡐ 
పऱ࣒ ܼޓ छ޳ లߕసࠪ ڷࡱߕ ߯  ऴ࢐యవ۪ऐ ڵࡍޒ ࡌ కएࡅ ݡంࡓ   ఒక ࠳న࣒ వర ठ࠮లం అం݄ ܼޓ పऱ࣒  pi
కएࡅ छ޳ ڷࡱߕ ߤ࣌  కएࡅ ࠀ ࡽڵం࠻ ంతڜ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ݋ࡐ ఒకܽ ࡌ  
వछߖఉండ ڴసࠪనం ړ ߤ࣌ ంݟ ఎం޶కం݄ జంట కࡹߩࡱऱ  ఈ ࡱ࢑వ ࠳న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ۯయగల࠭  ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ݢ  మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఈ ڝణం ڝసం ఒక pi phi 
కएࡅ అం݄ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ వछߖఉండ ڴవࡱ࢑ బܽद ఆڒ సࠪనం ڕవࡱ࢑ ఈ ߤ࣌  ంڒ ,ݟబܽदphi phi 
ఇߩओ కएࡅ ࠹ర߷ ߤ࣌ ऱࢁమనం మ ݡ  అ޻ సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ కएࡅ సంڝ ߖ޵ ,࠭ एߖ࣌   సࠪనంx y 
 
అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ݅࠹झ కएࡅ   శړ फړ  ప ऱ࣒ छ޳  ړ ݋࣊  న࣒࠳  పऱ࣒ ܼޓ ࡌ  ߸  ఉం࡯ݞ n n phi n pi 1 4 4
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ పࢲࡍए రం ڝ ܼޓసం ࣊ۯ ݋యబݟన ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం  ప ऱ࣒  n pi ޴ంޔ࢓న࣒ 1 అ࠳ 
అߦۮ ߖओ ऒߖఅ  ࡏ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ݅࠹झ छ޳ న࣒ ߯ 4࠳ ࠀ  కएࡅ 4 ࡌ  శړ फ ڒబܽद ࠬࡏ ఈ సమసङ  n n ڕ
పࢲࡍए రం ڝసం ࠭࠲ ,ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ఇకए డ ఒక ۨనऒ  ఉߖ࠻ߦऒ  ఉపڵࡆంۧ࠭ ఎం޶కం݄ ఒక ࢙ߩ మనڕ 
.޴తफం ఉంܿం࠴ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࣒ڒ
 ఉతओ झ࡯ంۧڵࡆఉప ڡఈ ऴܽ ࠭࠲ బܽदڒ फޒ  వۨऐ ం޴ మ࠭࠲  ࠾ࡍ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ  छ  sin ܼޓ ࡛
అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  ఉపࣃڵࡆफ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ త޶పࡍ సమసङ  ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ 
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ऒߖࡌ  కھߘనమߖ అޜڷݡం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ఏࠫ ۯయగలం అం݄ మనం ߖ޵ऒ  1 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ప ऱ࣒  1 ఓవ࡛ ࣒ڒ ఆܼޓ 2 ࠆ ఇ1 ߤ ప ऱ࣒  1 ఓవ࡛ ࣒ڒ ఆܼޓ 4 ࠆ అڕܼޓ ࣒ڒ ܼ߯ޓ ߤࣄ ޴ߝ 
సࠪనం , ఆ߯ మనం ఎడమ ࢙ߩ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽࣃށڷ ߗफ  lhs ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍబܽद మనం మڒ ࠭
ࡓ ܼޓ 2 ࣒ڒ ࡯ంۧށڷ ऱܿ ࠹݅ ܼޓ 4 ࣒ڒझ నऒޔ޶బܽद మనం ߰ంڒ ܼޓ ߤ࣌  ప 1 ޴ ऱ࣒  1 ߤఇ ܼޓ 2 ࣒ڒ 
 ప ऱ࣒ ࡓ ܼޓ 4 ࣒ڒ  ऱܿ ܼ࣌ޓ ߤ ఈకछ झࡽ  ڔంܽࡓ తफం࠴ ఈ ܼޓ ࡛ࠂ ࣒ڒ ߤఇ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ߤఇ ܼޓ ࣒ڒ 
సࠪనం అޔ࢓ం޴.

࣋ए छ ఈ ఇతర వङ ࠾ࡍమ ܼޓ ࡛ ڔ फకరణ ࡓం࣒ڒ ݡ ࣋ए छ  cos  ܼޓ ࣒ڒ సࠪనం ܼޓ ߤ࣌ ऱࡏࣃ ܼޓ ݡంࡓ ࡛
న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ఆ߯ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜܼޓ ࡛ࠂ ࣒ڒ ܼޓ ݀ ࣒ڒ దంޑ ఎడమ ࢙ڕߩ 
.޴ంޔࢂࢗڕࣆޓ
ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ప޳లߖڜ ࡹऒ ऒߕఉ ࡱ޳రణ ప߄ࣃ  యࣆ۫ ࠭࠲ ߖफߕऒ  ߖ࢐ܽ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭
फࣃۯ రకంڒ ఇకए ܼޓ ࣒ڒ ޴ۯంࠚల ڕమన ړࡍబܽद ۨవڒ ࡏ డ ఒక ߄ࣃరణ పదం ݞږ ܼޓ cos 2 
फࣃ࢘ࣄޓ ߗంܽݟంࡓ ࠭࠲ బܽदڒ రణం߄ࣃ ࠭ ఆ߯ ࠭࠲ కߕࣆ ڵ࡯ऒ ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړ డ మనం ఆࣣ 
फࣃ۫ ߘߕ࠮న ߝసࠪనం అ ڕܼޓ ݀ ߤࣄ ړߖ܉ߖ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤࣄ ݀ ऒߖ࢐సफ࢐ బܽद ఆڒ ࠭  
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ఉపڵࡆంۨ మన࠳ ܼޓ 2 ࣒ڒ ܼޓ 2 ߤ࣌ 2 ڕన࣒ ڴܼޓ 4 ࣒ڒ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ అ޻ నߘߕ࠮ 
फࣃ۫ ओߩ࢑షయం ఇ బܽद ఈڒ ܼޓ ݡంࡓ ࠭ ओߩబܽद ఇڒ ܼޓ ࡛ࠂ ߤ࣌ ݡ ऒߕࣆ ఈ సࠬకరణం ݡ  అޙ࠼ 
ऒߕࣆ ܼޓ ࣒ڒ ߖڴ ࣒ڒ ऒߕࣆ ܼޓ ݀ ࠆఆ ࣒ڒ ޳ࡶ   ఈ ܼޓ ࡛ࠂ ࣒ڒ న࣒࠳ ܼޓ ࡛ࠂ ߤ࣌ ޳ࡶ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ ߕڛߖ޻ ࡹంܽݟ࠮  సࠪనం ړ
ఈ ࠚ࢑ ݡ࠮నऒ  సࠬకరހలࡹ ऴపړߖ޳ޒ పࢲࡍए ర ࣊ߘ ݋ క࢐ ,ߖھߘటߖऒ ంܽ కల࠼కڒ ࡯࢐ڝࣆޓ ߘబܽद 
ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړ ࣒ڒ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࣆࡱޘ ڕమన ߖనద޴ంۮ ړޒసࠫ ܼޓ అం݄ ܼޓ ࣒ڒ న࠳సࠪన ړ
.ܼޓ ࣒ڒ పంࡐ

छ޳ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ࠭࠲ ఆ߯ ݡంࡓ ࡌ pi th e cos x cos y  ړߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ పంࡐ  
పࢲࡍए రం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ߘంࡓ ݟంݡ కం݄ ࡌߪप ంకం అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ڝసం ࡓంݡ n pi n cos 
ऒߕࣆ ܼޓ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ޙ࠼సࠪనం అ ړ రం ۮ ܼޓం޴న޴.
 
మనڕ ఇకए డ ࡓంܼޓ ݡ ఉనऒ ం޶న అ޴ సڴࡍठ  అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴ తపओ  అࡓ ޴ంݡ  ప ऱ࣒  nڴన࣒ ఒకܽ࠳ 
ఉంܿం޴, ఇ࠴ ޴తफం ࡌߪप ంకం ڝసం ڷࡱߕ కం݄ ࡹ ఒకܽڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ n pi ࡍఈ ۨవ ݡ
సࠬకరړߖހ ఇ޴ మࢁऱ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ࢐ ޴సफࣆۨࣇ ړߖ࢐फం޴  మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం మࡖకܽ ޳छ  ࡌ
ఇకए ,޴ంޔݡంచబۨࣇ డ ߘߝ ఒకࡓ ݋ࡐ ߯ߖ޳ంށڷ ޜݡంۨߩ࢙ ݟڕ ݞږ ߕన ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ړ
సࠪనం అޔ࢓ం޴ మ޳ ڷࡱߕ ߖߖ޵ ࠾ࡍछ cos pi pi ߖఅ ࣒ڒ ܿ కߘసࠪనం క ڷࡱߕ ړ ߤࣄ ࡌ cos 
ऴ࢐యవ۪ऐ .
 వߤ ఓవ࡛ ݋ࡐ ݀ అ޴ߝ ఇߩओ ఇకए ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ڴంతࡍమ ߘఒక ఇజం ݡ డ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ sine a 

కएࡅ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ న࣒࠳  cos b cos a sin b b ڷࡱߕ ߩ࢙ బܽद ఈ ఎడమڒ ߤ࣌ 
కएࡅ ܼޓ एߖ࣌   సࠪనం ࠳న࣒ ߯ ڷࡱߕ ఇ ۨࣇ ߖంڒ ۯछ झࡽ ऒߕࣆ  న࣒ n࠳ ܼޓ ڷࡱߕ , pi 
पࡌߪ ڷࡱߕ ంڒల ڝసం ࣊ۮ ړ ݋ంڒ ࡯޳బܽद ఇకए డ మనం ࣌ړ ߤࣄ ߤ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ n n pi ړ x y
సࠪన࠳న ߷ࡏघ ऒߕफࣆڵࡆఉప ߘ࡮ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴  అߩओ  n ࠭࠲ , ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴న޴ంۮ ܼޓ ݡ

छ޳ ڷࡱߕ ߖ పలࡹ ప 4 ࡌ ऱ࣒  కం݄ 16 కం݄ ࡌߪप ంڴࡱڒ తరࣃ࡯फ బܽद సమసङڒ ࠭ pi pi ޴ޔ ڕ pi n 
పࢲࡍए రం సమసङ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ڕ రం 1 ప ऱ࣒  ࣊క1 ܼޓ ߘ ప ऱ࣒  ࣊కڕܼޓ 4 ߘ సࠪనం  ڒబܽदcot theta 
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ రం ఈ ࣊టऱ కల࠼క ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం2 ޴  ప ऱ࣒ ࡓ న࣒ 1࠳  ऱܿ 2 ࠑ అߖऒ पࡌߪ  ంకం n pi n 
ప  ޜ ߤయߖ࠿ ऱ࣒ झ࠹݅ ߤన࣒ వ࠳   n pi 2 ڷࡱߕ 
మࢁऱ ڷࡱߕ ޜ పऱ࣒ पࡌߪ ޜ  ంకం ߖ࠿యߤ పదࣔڴ߯ࡏ ఉంܿంࡌߪ  ޴प ంకం ڒబܽद ఈ n pi pi n n 
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ ఇ޴ޔ ޴ పࢲࡍए రం 
క సమసङࡖబܽद మనం మڒ भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ం ڒబܽद ఈ సమసङ  ࡹ
ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం సంతృߧफ ۮంࡅ ࡮޻కए  అۨޒనऒ  x ,࠭ޑڷݡఅ ߖనమھߘక ߘవࡱ࢑ లږߘࣃ 
फࣃऴ࢐ ߖఅ ߖ బܽद మనంڒ छ޳  ࠭ కएࡅ ޴క ఇߘక ࠾ࡍమ ࡌ  tan x si nx cos x x 
ద  పࠬ ࣒ڒ ऱ࣒ కएࡅ 100  ప  ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ߤ࣌  ऱ࣒ కएࡅ 100  एߘ࣌   సࠪనం  ప ऱ࣒  సࠪనం.x x x ړ50 
కएࡅ సమయం ߘߝ బܽदڒ   ఆసړ फݟ ޜऴڶలߘ 

కएࡅ న࣒ 50࠳ కएࡅ ޶ࡶ యడంۯ ߤఇ ߤ࣌ ݟంߘ ړࡹ ߤ࣌  छ޳  న࣒ x x x x cos cos x࠳ ߖ 50 ࡌ x 
फࣃށڷ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࠭࠲ ంۨ, ఆ߯܊࢑భ ڴ ࣒ڒ  కएࡅ ߘߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍబܽद మڒ ࠭ 50 ޜ  lhs x cos 100

ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒ छࡌరం తڒణڷ ऱ ఆ߯ ఈࡏࣃ ऱࡏࣃ 50  త మనڕ లࠚంߤ࣌ ޴ۯ  ప ऱ࣒  వంద x cos x x minus 50 x 
ࡓ ऱܿ ࣒ڒ  ప ऱ࣒ ࡓ ࠢ࠻  ऱܿ ࡓ ࣒ڒ ऱܿ ࡅ ࣒ڒకए ప  ߤ࣌ న࣒ 50 సࠪనం࠳  ऱ࣒ ࡓ 50  ऱܿ ࣌ࡏࣃ ߤऱ ࣌ߤx x x x x 

ࡓ న࣒ 50࠳ ऱܿ ࡅ ࣒ڒకए   ప ऱ࣒  100 మనం ۫ࣃफ ࠭  ఎడమ ࢙ߩ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ మనڕ x x 
ఉతओ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ऒߕఉ ࡱफޔ ओߩఇ ߗڒ ,࠼ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄, మనం ޜߖ޵ కలߤ࣌ ࠭࠲ ޳ࡶ ࡮ߦ 
ఆࠆ  ప ऱ࣒  వందޜ ߘ కల࡮ߦ మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ మనం ࣌ߤ ఆࠆ  ప ऱ࣒  వందޜ ߖ కޙߧ࡯ x cos x x cos x
 x x ޜన࣒ ߸߹द࠳ ࣒ڒ ߖన࣒ ߸߹द࠳ ࣒ڒ
కޙߧ࡯ మనڕ అ޻ పదం వࣆफం޴, అ޴ వందڕ సࠪన࠳న పߖ޳ऒ  ߰ంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ మనం ࣌ߤ  ప ऱ࣒  x 
߸߹द࠳ ߤ࣌ ߖన࣒ ߸߹दޜ కޙߧ࡯ ఈ ࢙ݞږ ߩ అ࡮ంܽ޻ జޔڷࡏం޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వందߦ ޜపం x cos x x
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ࡮బܽद మనం అڒ भ޳ ం మ࠾ࡍ ఏࠫ జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం, ڒబܽद ࠴ ࠭࠲దట ఎడమ 
फࣃࠚరంߦऴ ޜయడంۯ కృతంࢁసర ߘߩ࢙ ࠭ మ࢐ ࠾ࡍసफࡓ ࠭࠲ ړߖ࢐ంށڷ ڷࡱߕ ࡮ߩ࢙ ݡంచవ۪ऐ  
ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ࠭࠲ కం݄޶అవసరం ఎం ڷࡱߕ ఈ ڕబܽद మనڒ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝ फࣃ ࠭.
 ࢑సफరణ సంڝ ࠉ ߤࣄ ఎ ࣒ڒ ݀ ࠾ࡍమ ࠉ ࣒ڒ ఎ ࣒ڒ ݀ ࠾ࡍమ ࠉ ࣒ڒ ఎ ߤࣄ ݀ ࠉ ߤࣄ పం ఒకߦ ݡంࡓ 
ఎడమ ࢙ߩన ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ߤ࣌ 2 ߖߖ޳  ప ऱ࣒ ࡓ 100  ऱܿ ࡓ ࣒ڒంށڷ ޜܽݟంచవ۪ऐ  x x 

 ప ऱ࣒ ࡓ ࠢ࠻  ऱܿ ࠳ ࣒ڒన࣒ ࠢ࠻ ఇߩओ ఒక ప ޴ߝతం అښసం ݡంࡓ ڕమన ݡ ऱ࣒   ప ऱ࣒  cos x x a cos b b 
కएࡅ ߤ࣌ కएࡅ న࣒࠳   దܽ b࠴ నߩ࢙ ఎడమ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡱڶऴݟ వంద ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ߖఅ ߤ࣌ 
పదం ఆ߯ ఇకए డ ఉంࡓ ࠭࠲  ޴ంڝ ݡసం నࣃ۫ ߘߕ࠮फ ࠭ మࡓ ࠾ࡍంݡ cos a cos b cos a cos 

అߖ మన࣒ڒ ࣆࡱޘ ڕ పऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ ఎ ప ࣒ڒ బܽद ఈ పదంڒ ࠉ న࣒࠳ ࣒ڒ  ऱ࣒ ప  ݀ ࣒ڒ फ࣋ށڷ ޜࠉ  ऱ࣒  b x ࣒ڒ 
ఎ ࠳న࣒ 100 ࣒ڒ ࠉ అޔ࢓ం޴ , ఆ߯ మనం ࠴తफం ߖ ڷࡱߕబంధనలߘ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఇకए డ ۧ࡮ చకए  ڴ
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠆఆ ߤ࣌  ࡓ 100  ऱܿ ࣒ڒ ఆ100 ࠆ ప ऱ࣒ ࡓ వంద ࠆఆ ߤ࣌  ऱܿ ࡓ ࣒ڒంݡ  ప ऱ࣒ ࡓ వంద ߤ࣌  ऱܿ ࣒ڒ వంద x 
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ࡓ ऱܿ ࣒ڒ వంద ࡓ ऱܿ ࠭࠲ ࣒ڒ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ߖంܽ ప࡮సం ఇڝ ߩ࢙ ݟڕ ݡ ంۨనߩओ  ݟڕ ݡ
ప  ߤ࣌ ړࡹ న మనం 4ߩ࢙ ऱ࣒ ࡓ 50  ऱܿ ࣌ࡓ ߤ ऱܿ ࠳న࣒ ࡏࣃ ࠢ࠻ऱ ࣒ڒ ఆࠆ  ప ऱ࣒  వంద మ࠾ࡍ ఇకए డ x x x x 
ప  ߤ࣌ ࠭࠲ ऱ࣒  ߸߹द࠳ ߤ࣌ ߖన࣒ ߸߹द మ࣒ڒ ߖ ߤ࣌ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  వందޜ కڒ ࠭ޑߩࡱబܽद ఇࡓ ޴ంݡ x x x x 
ప  ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ ऱ࣒ ࡓ న࣒ 50࠳ ߤ࣌ ߤఇ ࠢ࠻  ऱܿ 2 ࣒࣌ڒ ߤ  ప ऱ࣒  వంద ఇߩओ పం x x x x aߦ ݡంࡓ ޴ఇ ݡ
కएࡅ ࣒ڒ న࣒࠳ ࠉ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ఉం ࡹపంࡐ ࠉ ߤࣄ  ࣒ڒ ࠉ న࣒࠳ బܽदڒ ࠉ న࣒࠳ ࠉ సࠪనం ړ ࣒ڒ 
అޔ࢓ం޴ 
ఒక పऱ࣒ కएࡅ   వంద ݟऴڶల ࠳న࣒ ࡓ ࣒ڒంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ఒక ప ऱ࣒   b x a b sb 
ప  ߤ࣌ ݡంࡓ ړߖ޳ఈ ఇతర ప ޴ంޔݡంచబށڷ ݡంࡓ ݡంࡓ ऱ࣒   ప ऱ࣒  x x a cos b sin a cos b a b 
బܽद  పڒ న࣒࠳ ߤ࣌ ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ڕࠪ  ऱ࣒  వందల ࣌ߤ ఇࣆफం޴ మߤ࣌  ࠾ࡍ ఎ ࠳న࣒ ࣌ߤ a b sine a b x 
ఆࠆ ఎ ࠳న࣒ ࠉ మన࠳ ڕన࣒ వందߘ ఇࣆफం޴, ఇ޴ వందల ࣌࠳ ߤన࣒ 
అޔ࢓ం޴, ఆ߯ మనڕ లࠚంߖ ڷࡱߕ ۯబంధనలߘ మࢁऱ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఆ߯ మనڕ లࠚంڷࡱߕ ۯ ప޳లߘ 
మࢁऱ ऴࣃ࢐फ ࠭ 
ప  ݡంࡓ , ऱ࣒ ࡓ   ऱܿ ࡅ  ࣒ڒకए x 100.޴फంࣆڷ࠭ ందడం߰ ߘల ߤ࣌  100
ܿ ߤఇ  ߤ࣌ న࣒࠳ ఈ ޴బܽद ఇڒ   ప  ݀ ߤ࣌ ݀ ࣒ڒ న࣒࠳  ࣒ڒ  ऱ࣒  వంద ప ऱ࣒ 100 ߤఇ ݀ ࣒ڒ  100 x x x 
 x ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߩ࢙ ݟڕ ޴బܽद ఇڒ వంద ߤ࣌
కएࡅ సࠪనం పऱ࣒ ڕߩ࢙ న ఎడమ࠼అ ߤ࣌   వంద ࡓ ऱܿ ࡓంࡅ ݡకए ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ߤ࣌  ऱ࣒  x x x 
వంద ࡓ ऱܿ ࣒ڒ వంద ప ऱ࣒ ࡓ వంద ߤ࣌  ऱܿ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  x ޴फంࣆۯ పంߦ ఈ పదం ࠾ࡍవంద మ ࣒ڒ వంద ߤ࣌ 
ऒߖڜ బܽदڒ ఇకए ࡱబంధనߖ  డ ర޶भ ۯయబడޑయߖ మనం ۫డవ۪ऐ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  వంద ࡓ ऱܿ ࣒ڒ వంద x 
ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ڒబܽद వ  ఇ޴ ర޶भ ۯయబݟ, ఆ߯ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ࣌నంݭ అ޴ߝ ఎడమ ࢙ߩ మݟڕ ࠾ࡍx 
ఉనऒ ࡯ڵࠫ ړࡍబܽद ۨవڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ݞږ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ߙࡹంܽݟంࡓ ߩ࢙  ,ఏࠫటం݄ ޴
ప  ݀ ߤ࣌ ݡంࡓ ऱ࣒  వంద ڴ ݀ ࣒ڒ ఉంܿం޴.x x 
 ࠭ఖङ ంڴ ఈ పదం ߖ޳ऒ  ఇ࢙ܿߖڕࣆޓ ړߩ ఆ߯ పऱ࣒  ంత ahࡍమ ޴సࠪనం 0, ఇ 100 ࣒ڒ వంద ߤ࣌ ݀ 
సరࢁకృతం ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠭ߘపܽ సऱߘ ݭ࠼ంݟ మనࡓ ڕంݡ  ప ऱ࣒  వంద ࡓ ऱܿ ࡓ ࣒ڒంݡ  ప ऱ࣒  x x 
ऒߕࣆ సࠪనం ڕవంద  ޴फంࣆవ  ړ ࣒ڒ ݭݥహంऴ ߤ࣌ ݀  ఇߩओ 2 ޴ఉం ࡹపంࡐ ࠉ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ݀ ޴ఇ ݡ
ఎ ప ߤ࣌ ࠉ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ݀ బܽदڒ ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ వ۪ऐڝࣆࡱޘ మనం ߖఅ ࠉ న࣒࠳ ఎ ߤࣄ   ࠆఆ ߤ࣌ ޴బܽद ఇڒ 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఎ ప ऱ࣒ झڡఎ ڷࡱߕ ڕࠬ ࠉ   ప ऱ࣒  ఇࣆफంࡏߙ  ޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ڕࠪ ߤ࣌ ࠉ వంద పऱ࣒  
మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ  నߘߕ࠮ ۫࣋फ, ఇࡓ ޴ంݡ వందల ࣌ߤ ఈ ࡐపంࡹ ఉం޴, ఇ޴ 
 a ࠾ࡍమ 0 ࡍࣃవందల ఒక ݡంࡓ అం݄ ݡంࡓ  ߤ࣌ ఎ ࣒ڒ పం ఎߦ ݡంࡓ బܽदڒ ఎ ࣒ڒ ఎ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ݡంࡓ
ఇకए డ ࣃۯ ࡽ࢑ ࠭࠲फ घࡏ߷ ߤ࣌ తంښసం ߘߝ  ࠭ ऒޒऴపయ ڕ޶ంۯంڵࡆఉప ߘ࡮ फࣃ  బܽदa plus bڒ ߘ
ఈ ࢑షయం 2 ࣌ߤ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 2 ޳छ  b 150 ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓అ ࡱڶऴݟ 50 2 ࠑ న࣒࠳ ࡱڶऴݟ 150 ࡌ
కएࡅ 30 ړߖڴస ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړߖڴస ޴బܽद ఇڒ సగం ޴అం݄ ఇ ࡱڶऴݟ  సࠪనం ړ ߤ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ ߤ࣌ 
బܽद మన వదभ ఉనऒڒ फ ఒకܽ࣋ށڷ ప  ڷࡱߕ ޴ ऱ࣒  వంద అݟ  ޴ߝऴڶల ࡅ ࣒ڒకए x 50 ޴సࠪనం, ఇ ڕ న࣒࠳ 
కएࡅ ߤ࣌ లڶऴݟ 40 కएࡅ 40 ޴ߝఅ 50  ࠆఆ ࣒ڒ కం݄޶న࣒, ఎం࠳  .޴ఉంܿం ߝڴࡍ޴ࠪ ߤ࣌ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ߤ࣌ లڶऴݟ న࣒ 40࠳ ߖߖ޵  x y ڴసࠪనం ړ ߤ࣌ ࠹ర߷ ߝఅ ߤ࣌ ڕऱ మనࢁబܽद మڒ 
ఉంܿంڝ ߖ޵ ,޴సం ࣎߄ࣃ ࡽరణ పࢲࡍए రం 4  ప ऱ࣒ छ޳ 100  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴.x 

 ప ऱ࣒ రऐۯ ړన࣒ 40࠳ ऱࡏࣃ ߖ న࣒ 1࠳  ంݟ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠳న࣒ ڴࠈ ఉంڒ ޴బܽद మనం  n pi n y 
ఇకए డ ߯ߖ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ࠭ మݟࡔ ࠾ࡍయߤ ల పరంڴ సࠪߖߕ߄ऒ ऒߕफࣆయܑ࡯ޘ  ऒߖ޵ బܽदڒ ࠭  ڵࡍޒ 
ऐࡌࠪ ڴࡱ ߤయݟࡔ  ݟంߘ లڶऴݟ ం݄ڕफం۪ࡏڷ బܽद మనంڒ ࡱڶऴݟ ޴బܽद ఇڒ ࡍస  ޶ڒ ޴బܽद ఇڒ ࡯
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ऒߖ޵ మనం ࡱࣃ   కం݄ ఎڕए వ ށڷ ޜంۧ࡯,  త޳छ 180 ڴࡱ ߤయݟࡔ ڵࡍޒ ߖߖ޳ ࡌ pi
ఇకए ޙ࠼అ ,޴फంࣆࡏࠪ డ ݞږ ఈ వందޜ అ޻ పڒ ࡯࠻ۯ ߖబܽद ఏ సందరग ంߕߞࡹ ఈ ऴపకటన సࡕన޴ 
ऒߖబܽद అڒ ओߩఅ  ࠾ࡍమ న࢑޴ంۮ ړ  ప  ڷࡱߕ మనం ݡ ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳ ऱࡏࣃ న࣒ ఒకܽ࠳   n z x n pi n 
శړ फۮ ړం޴న޴ అߖ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߖ޵ మనం ߖబܽद ఈ నలࠢڒ  घࠫޛ ڴ ݡంࡓ  ంచవ۪ऐࡍకࢁసర ړ޴  మ࠾ࡍ తࡌछ త మనం pi
ఇకए డ ఒక ࠳న࣒ వందߘ ఉంۧ࠳ ߗڒ ࡯న࣒ వంద ఇ޴ ఉంܿంݟ  ޴ऴڒ ࡱڶబܽद ݟࡔయనऱ పరంڴ అ࠳ ޴న࣒ 
5 ߯ 9 మ࠾ࡍ మࢁऱ ࡌߪप ంڒలۮ ڕం޴న޴ మ࠾ࡍ ఇڒ 4 ޴బܽद మనం ఇకए డ ఉనऒ  ऴపߖ޳ޒऒ  x ޜڷࡱߕ 
࢑భ܊ంۧڒ ࡯బܽद మనం ߰ందగ޴ڼ࡯ పࢲࡍए రం ࣊݋  ߷రڷࡱߕ ࠹ కం݄ ఎڕए వ ۮ ړం޴న޴, x n pi
 ߖڒ గల࠭ࡌڕࣆޓ ߖ న࣒࠳ పలࡱࢗ ړߖ࢐సफ࢐ ࠭࠲
एڕకం݄ 36 కం݄ ఎ 36 ړ߯ న࣒ 5࠳ 18 వ ࠴తफం ࡌߪप ంڒల సࠫۮ ړޒం޴నڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ సమసङ  n ڕ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ రం మړߖ܉ߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ కھߘనవ۪ऐ  ప࠴ ࡹࣾࡎదܽߘ ࡏࠬ  ޴ ఒకړߖ޳ ple n 
సࠪనంڴ ఉంۨనటऱޙ࠼, అ޴ పࢲࡍए రం ڷࡱߕ ړ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ߯ړ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ 5 ࠑ pi pi 
ప 4 ࠑ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړ36 ऱ࣒  pi pi pi 10 ޴ఇ ࡱڶऴݟ 45 ޴ఇ ࡹలڶऴݟ ޴ఇ ,36 ࠑ న࣒ 5࠳ 18 ࠑ 
झڡࣄ ࠑ ޳ࡶ ࡱڶऴݟ  ޴బܽद ఇڒ ࡱڶऴݟ  ޴బܽद ఇڒ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ pi 180 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  25 30 pi 

కएࡅ ࡏࠬ సࠪనం, ఆ߯ ړߖ޳ఒక ޜ నऒࠚ࢑  n.޴फంࣆࠚరణం ల߄ࣃ ڕࠬ ޙఉంۨ ߘవలࡱ࢑  n 
 ఇకए డ ఈ సࠬకరړߖހ అߖऒ  పࢲࡍए एࢲࡍల పࡌ రం ఇకए డ మࡖక ఆసړ फకర࠳న ఆࣣ సమసङ , ఇకए డ ߕࣆऒ  
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ఉనऒ ڕవర ݟంߘ ऒߖఅ ࡹమంࡌ࢑  pi x x ࡏڴݟఅ ߖపమ۫ ߖఅ ߤࣄ ࠆఆ ࣒ڒ న࠳జߖ ݋ం࠱ ݋సం ఈ ࣋दڝ 
ఎలऱߩओ एڕకం݄ ఎ ࣒ڒ ࠆఆ ߤ࣌ ݢ వڴ ఉంܿం޴ అߖऒ छ޳ ݟంߘ మం 0ࡌ࢑   x x x pi ڕవర 2 ࡌ

ఉంܿం޴.
న sine pi by two minus x cos x࠳సࠪన ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠆసం మనం ఆڝ ߖ޵ బܽदڒ  cos
ంచవ۪ऐࠚరంߦऴ ޜ బܽद మనంڒ ࡯ంۧڵࡆఉప ߘߩफంࡍڷ .sine
 
ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  ఈ ఆࣣ పߖ޳ऒ छ޳ న࣒࠳ ݡంࡓ ߖఅ ߯ ࠆఆ ߤ࣌  ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ  x ࣒ڒ కం݄޶ఎం ߤ࣌ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ޜܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ړ߯ ࠆఆ ߤ࣌ ܼޓ  ޴ం݄ ఇڕߘంۧలߧ۫ 
एڕకం݄ ఎ ࣒ڒ ࠆఆ ߤ࣌ వ అߧ۫ ߖంచړߖݞ సࠪనం ఇߩओ  x x ߖఅ ޴న޴ంۮ ړ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ మనం ݡ
పओۮ బݟంߕࣆ ړߖࠪࡌ࢑  ޴ऒ छ޳ ݡంࡓ ړ ݟంߘ  ओߩన޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ࡌ ऒߕࣆ ݡ pi ݡంࡓ ݟంߘ  x pi 
छ޳ మధङ ࡌ  సంబంߖ߄ऒ छ޳ ࠾ࡍమ ߤࣄ న࣒࠳ ݡంࡓ  भ޳࡯ࢣࡍప ࡌ ం ڒబܽद pi x cos x 

ऒߕࣆ ओߩన޴ంۮ ړ ݟంߘ  भ޳࡯ࢣࡍప ߘల޳ప ݡంࡓ ఈ ݡ ం.x pi
  ࢐సफࡓ ړߖ࢐ం޳ ݡछ ऒߕࣆ ࡌ ओߩన޴ంۮ ړ ݟంߘ  మధङ ݡంࡓ ݡ  ఉంܿంڒ ޴బܽद వదभ x pi cos x x 
ऒߕࣆ छ޳ ݡంࡓ సࠪనం ړ వదभ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴సࠪనం అ ړ ऒߕࣆ ޴అ ࡌ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ   మ࠾ࡍ x pi
ఒకܽ మధङ  ఉంܿం޴ మࡓ  ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ߤࣄ వదभ ߕࣆऒ छ޳ ݡంࡓ ޴సࠪనం ఇ ړ  pi x x pi ࡌ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ వదभ ࡓ ړంݡ సࠪనం అޔ࢓ం޴, ఇࡓ ړ ޴ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ x pi pi

మధङ छ޳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ   ఈ pi pi ࠾ࡍమం మࡌ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ࡌ
ऒߕࣆ సంڝ ࣾࡎప ݢంࡓ మంࡌ࢑ छ޳ ݡంࡓ ݟంߘ  కएࡅ మంࡌ࢑ ࡌ  ఉపసࠫޒ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭  pi le
ఈ ࡌ࢑మం ߕࣆऒ छ޳ ݡంࡓ ݟంߘ  छ޳ మంࡌ࢑ ޒఉపసࠫ ࡌ నऒڕࣆޓ ࡌ  అߖऒ  pi ah ah cos x 
ऒߕࣆ ݞږ ޒవల సࠫࡱ࢑  మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ ࡓ ݞږం޳ ݡछ ऒߕࣆ ࡌ మధङ ݟంߘ   pi 
కएࡅ మంࡌ࢑  ఉపసࠫڒ ޒబܽद ఇࡓ ڕࠪ ޴ంݡ అޔࠋۮ ߖంࡓ  ޴ం࠳ ݡన࣒ ޳ ߤࣄछ  pi x ࠾ࡍమ ࡌ

అ࢑ߝ ఇకए డ ఆࡏठङ ऒߕࣆ ࡱ ݋ం࠱ छ޳ ݡంࡓ ړ ݟంߘ  బܽद ࠭ఖङڒ న࢑޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ࡌ ంڴ cos x pi
మనڕ మ࠾ࡍ మࡅ ࠾ࡍకए छ޳ ߤࣄ న࣒࠳ ݡంࡓ ޴ߝబܽद అڒ ޴ఉం ޾ఏ ࡹపంࡐ ߤ࣌   a b a pi ࡌ
అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ

మ࠾ࡍ అ޴ߝ మ࠾ࡍ సంښతం ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ అߧ۫ ߖంచమ࠭࠲ ߖ   x b cos x a b
అ࠭ڴݟ మ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంࣄ۫ ࡏࠬ ݢనటऱޙ࠼, మࡓ ࠾ࡍంߕࣆ ݢऒ a b a b pi ݡంࡓ ړ ݟంߘ 
 ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖయޑ޶ంۮ ړߖࠪࡌ࢑
కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌  ऴࠆڴ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ߤ࣌ ߘߝ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߘ ࠆڴ తछ రߦ ڴऱ फࣃۯ ݋  ޴బܽद ఇڒ ߘ
ऒߕࣆ  అޙ࠼ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ం޳ ݡछ పओۮ ߖఅ ࡌ ంڒ ݟబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇړ ߤ࣌ ޴ సࠪనం pi x x y 
ऒߕࣆ బܽद  వదभڒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ  మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ మధङ छ޳ ݡంࡓ   x sine x pi ޴ఇ ࡌ
ऒߕࣆ  నߧ۫ ࡹ ࠆڴసం, ఈ ऴڝ వలࡱ࢑ ݡంࡓ ߕ޼అం݄ , ఏ ڕఒకܽ వర ޴ంޔڷࡏ߭ ߯ܽޑఏక ݟంߘ 
࢑ధంڴ మ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ సࠪనం అޙ࠼ మ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంݟ , ఆ߯ ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వ ఉనऒ  a b a b a
కएࡅ అం݄ ఇకए ߤ࣌  డ ఈ ࡱ࢑వ ࣌ߝ.

సంకలओ ం ࡅకए एڕకం݄ ఎ ߤ࣌  వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए కएࡅ వࡱ࢑ ఈ ߤ࣌   బܽद   a b b bڒ ߤ࣌ 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ అం݄ అం݄ ࣌ߦ ߤపంޜ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद అ࢐ ߝసफవం ޳छ b ࡌ n a b 

కएࡅ ࠭࠲ ޴ంޔݡంచబۨࣇ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ޜపంߦ ߤ࣌  వ అߧ۫ ߖంۧ࡯, a b 
ఇకए డ ࠬ࠳ 2 ߖ ࡏన࣒ ߤࣄ మ࠾ࡍ అం݄ ࡅకए ం݄ ఇకएڕࣆۯ फࡏڷ ߖఅ ࣒ڒ  డ ఈ a was pi x b x 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ޜ ࡹమంࡌ࢑ వ అޙߧ۫ ߖ సޔ߱ࡍం޴.a b
ऒߕࣆ ޴ఇ ,ڕనంత వరڵ࡯పగ۫ ߘఈ ऴపకటన ࠭࠲   pi ,ޙ࠼జం అߖ ޴ߝఅ ࡹమంࡌ࢑ న޴ంۮ ړ ݟంߘ  x 

అߕࣆ ޴ߝऒ ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ,޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ړ ݟంߘ   ۫పగڵ࡯నంత ڒలం సమసङ ठڴࡍస ߘ  x pi 
పࡍషए ऒޒబܽद మనం ऴపయڒ ޴फంࣆࡍ भ޳ ం  ఈ ࡍߖ भషद సࠬకరߖހऒ  మࢁऱ ప࡯ࢣࡍంచړߖݞ 
, ఇࡅ ޴కए పऱ࣒ ࣒ڒ  ऒߖఅ ࡹమంࡌ࢑ సࠪనం ړߖݞంచߧ۫ ߖఅ ࠆఆ ߤ࣌  ऒߖఅ ړ  x x x ݡంࡓ ړ ړ  x pi
కం݄ తڕए వ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  తࡌछ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧ۫ ࡹ ݭ࠼సऱ ޒ फࣃ  ݢంࡓ బܽद ఈڒ ࠭
మࢁऱ సࠪన࠳న ࣋द࠱ ݋ంࡱ ݋ ఇߩओ ప  ݡ ऱ࣒  సࠪనం  ࡓ ݀ ݋ࡐ ऱܿ ఒకܽ కం݄ ߤ࣌ ݀ ݋ࡐsin x cos x 

 ప ऱ࣒  వߤ ఓవ࡛ ߤ࣌ڝ ݀ ݋ࡐ ఆߤ࣌ڝ ݀ ݋ࡐ ࠆ అం݄ మࢁऱ మనం ۯయవ۪ऐ , మనం ఒకܽ కం݄ ݋ࡐx x 
छ޳ ࡛ࠂ ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ߖ݀ छ޳ ߯ ߤ࣌ ߖ݀ ݋ࡐ ఒకܽ ఓవ࡛ ࠾ࡍమ ࡌ యవ۪ऐࡌ ࡌ .
ప  ࠆతफం ఆ࠴ బܽद ఈڒ ڷࡱߕ   ऱ࣒ छ޳ ڷࡱߕ  వ sine x pi x 0ࡱ࢑ ఈ ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓లభతరం అࣆ ࡌ
ओߩనߧ࡯క ڕవర 2 ݟంߘ ݟంߘ ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴࠈ ޴అ ݡ  pi x ޶ࡶ ఏࠬ ڴదभ߭ ړߖݞడ۫ ݡ
ఎం޶కం݄ ࣌ࡱ࢑ ߤవ ఏړ ߕ޼  ప ऱ࣒ छ޳  వలऱ ఈ x޶అం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ1 ޴అ ࡌ x pi 4 
సࠪనతछ ం ߘంߤ࣌ ݟ  ప ऱ࣒ ఇకए ࣒ڒ  డ ݋ࡐ ݀ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ x x 
ఎం޶కం݄ ݋ࡐ ݀ అ޴ߝ ߯ కం݄ ఖۨऐ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿంࡓ ޴ంݡ ఇߩओ  లభంࣆ డటం۫ ݡ
ఎం޶కం݄ ݋ࡐ ݀ అ޴ߝ ఒక ࠼ߦం࡛ࠂ ݋ వޣ ߤంۃ మࠑ ࠾ࡍ ݀ ఐ  ఈ ࡓంݡ ࣋द࠱ ݋ం݋ ల ߘంݟ pi 
వ࠼ߦ ߤంߤࢗ࣊ ࢟ࠀ ݋ ఏ޾ ఒక ߖ޳ ऴపڒరం, 0 ߘం2 ࠑ ݟ వరڕ ఉనऒ ऒߖన అ޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑   సం pi xڝ 

एڕకం݄ త 2 ࠑ వڴ ఉంܿం޴ సࡔ ఈ సమసङ క సమసङࡖమ ࡹ  ం.sine x plus cos x pi޳ంڕࣆޓ ߘ
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 ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం సంతృߧफ ۮం޴న అޒ ۨనऒ  ధన సంఖङ  మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఈ సࠬకరణం ߕࣆऒ  p 
మధङ ݡంࡓ ݟంߘ एࢲࡍప ࡹమంࡌ࢑  ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉం࡮ݦ ఉంڒ ,࡯ݞబܽद ఇకए డ మࢁऱ మనం ܼޓ pi x 
కएࡅ छ޳ ࠑ ࠆఆ ߤ࣌ ࣒ڒ  ࡍڷ ࡌ फంߘߩ ఉపࣃڵࡆफ  pi ߖޒۯ బܽद మనం ఈ ఎడమڒ ܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ  ࠭

ఆࠆ ࣌ అ࠳ 2 ߖన࣒ ࣌ړ ߤ సࠪనం అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ మࢁऱ ړ ߤࣄ pi p x p cos x sine x y
సࠪనం ڒబܽद ఇߖ ޴జం ࢐ڒలం݄ ఇ޴ తపओ ऒߖڜ  ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ पࡌߪ  ంకం ߖڜ ޳ࡶऒ पࡌߪ  ంకం ڝసంn n 

సమ࠻ల సమ࠻ల శړ फ࠳ 2 ړన࣒ ࣌ߤ  ప ऱ࣒  బܽद n p cos x n p x n piڒ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړన࣒ 1࠳ 
ఇߩओ पࡌߪ ఈ ݡ ంకం ڝసం ࢑࢑ధ అవࢡڒలߘ ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ࣆۯफߕऒ भ޳۫ ࠵ ం n 
ఉ޳హరణړ0 ڕ సࠪన࠳న ߖ ऴపయޒऒ ࣋फ కߘక ߰ందంݟ అߩओ छڒఈ ݡ న࣒ n࠳ 2 ߤ࠻అ ۯంࠚల ڕమన  ݋

छڙఈ ߤ࣌ झࡽ ప  ߖఅ ߖߖ޵  ऱ࣒  ఈڙछ झࡽ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  , ఆ߯ p x p cos x, p sine x cos x pi sine 
ంచవ۪ऐࡍకࢁసర ڴ݀ ݋ࡐ ߖ .x plus cos x p 

ప  ߤࣄ ݀ ݋ࡐ ऱࢁమ ߖߖ޳ ࠭࠲  ऱ࣒  వ࣒ڒ ݀ ݋ࡐ ࠑ ߤ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇߤ࣌ ޴ ఆࠆ  ప ऱ࣒  x x x pi 
ओߩసࠪనం ఇ ړ߯ కం݄ ݡంࡓ ,సࠪనం ޜڷࡱߕ మనం ۨనऒ ݡ  ధన సంఖङ ऴపశऒ ڼݟఅ ߖనమھߘక ߘ  ࡹ
ఉߕऒ ࠭  అڴ ࢟ܽ܊ߦ ޙ࠼ ఉంݞలం݄ మనం ߖ ఎం۪࡯࢐ڝ అం݄  ప ऱ࣒ p p x ݞږ తంښసం  ࠑ  x pi 4
పऱ࣒ ࢟ܽ܊ߦ ݀ ݋ࡐ ࠾ࡍమ ࢟ܽ܊ߦ ݀ ࠑ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴ ࢟ܽ܊ߦ బܽद మనం ۨనऒڒ  pi pߖ న޼
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝబܽद మనం ఎం۪ڒ ࠭ ంۧ࡯  ఆ ࣌ߤ  ప ऱ࣒ छ޳   x x pi ڷࡱߕ ࡌ
అ޴ߝ మనࣄ࡯ޘ ڕన అ߭ޒదभ ږߘࣃల ࡱ࢑వ, ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం అ࠼నߩओ కएࡅ మనం ݡ  అޒ p 
ۨనऒ छ޳ ݡంࡓ కం݄ ݡంࡓ ݋ࡐ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑  ऒߕࣆ  ޴ఇ ߗڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ࡌ  pi ړ
సࠪన࠳న ڝసం ࠪऴత࠲ మనం ఒకړߖ޳ సࠪన࠳న ޜ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  , మనం ߖ ఒకړߖ޳ n n n
సࠪనంڴ ఉంۨޙ, మనం ࠭ڵంచవ۪ऐ  p x pi p cos x ࠾ࡍన࣒ మ࠳ సࠪనం ߤ࣌ న࣒࠳ ݡంࡓ 
మనం ߖ޵ऒ నరछߩ  ङ వࣅबకࡍంۨనటऱޙ࠼ మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄ ࡏࣃऱ ࠳న࣒ ࡓ ߤࣄంݡ ah p cos x x 
కం݄ ఎڕए వ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ మనం ߖߖ޳ మࢁऱ ऴ࢐యవ۪ऐ ऱ piࡏࣃ ݡంࡓ ڴ   p 
వర ठ࠮లంړࡹ ఆ߯ అڴ ޴ ఒకܽࡓ ݋ࡐ ڴం࠳ ڴݡన࣒ ఒకܽࡓ ݋ࡐ ڴంڴ ݡ ఉంܿం޴, ఇ޴cos x sin x 

కएࡅ   ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖకం݄ అ ڷࡱߕ  ఇకए ߗڒ , డ ݞږ అޒ ߭దभ࣒ڒ ޴ ఆࠆ  ప ऱ࣒  x cos x y pi x pi 
छ޳ ఇపओ ڷࡱߕ ࡌ కएࡅ వలऱ޶అం ࠾ࡍఒకܽ మ ڔܽ  అۨޒనऒ వ ఇపओࡱ࢑ లږߘࣃ   p ڴవࡱ࢑ ޻అ ڔܽ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం ऴపږޒల ڝసం ݞږ ఇ࡮ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంڴ మనం n 
۫డగ޴ڼ࡯ ఈ సࠬకరణం.
 ఒక ߄ࣃరణ ࠪऴత࠲ సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴ కߘక ఇ޴  ప ऱ࣒ కएࡅ 1   శړ फ࠳ ړన࣒ 1 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  n n ޳ࡶ 
x ޴క ఇߘక ޴ంޔ࢓లభం అࣆ వడంڝࣆޓ ߩ࢙ ఈ ߖ ߤ࣌ ڴࡱ޶బ ݟవ࣋फ ࣾࠫంచంڕࣆޓ ߖߖ޵ ߘߝ p 
ప   ޴ంޔࡏࠪ ڴన࣒ ఒకܽ࠳ ऱ࣒ కएࡅ ߤ࣌   శړ फ n cos x x 
కएࡅ కం݄ ݡంࡓ  సࠪనం n pi ړ న࣒࠳ 
, అ޴ ఈ పదం ࠳న࣒ ఒకܽ ߗڒ ఇకए డ ऴగࣕంచవలࣄన ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం ߖߖ޳ బయట ఉనऒ  bec  
నऒڕࣆޓ ߖంܽݟంࡓ ݋ࡐ ऱܿڴ ऴࣄ࢐, ఆ߯ ࠮ల ࡓంݟంܽߖ ఇకए డڕࣆޓ ڕవ࣋फ మ࠾ࡍ మనం సంߪరप 
ం݄ ఇకएڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ డ ۫࣋फ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ మనం ۫డ޴ࡃࠓ 
ఏࠫటం݄, ఏ࠳నపओ ऒߕంܿڕߘలݞఉం ڴలంږߘࣃ ڔܽ కएࡅ ݡంࡓ బܽदڒ ࠭  వర ठ࠮లంړࡹp mod p 
ఇߩओ కएࡅ ࢑షయం పల ఈࡹ లߩࡱక ݡ  సంߪరप ࡱ࢑వ ఈ ࡍߖ भషद పదం ࣃధङ వ ఇపओࡱ࢑  ޴నంత ߭దभ࠳ ڔܽ
ఒకܽ ఎం޶కం݄ ఈ ࡍߖ भషद పదం ࡅకए నపओ࠳వ ఏࡱ࢑  ओߩఎలऱ ޴ఇ ,ڔܽ  n ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ݢ
ధङࣃ బܽदڒ మࡃङ  అ߭ޒదभ ࡱ࢑వ ఒకܽ మ࠾ࡍ అړ ޴ సࠪనంࡓ ڴంࡅ ݡకए  సంߪరप ࡱ࢑వߘ pi n 
ऐࡌࠪ ڴన࣒ ఒకܽ࠳ .࡯
 
ऒߕࣆ ऒߖ࠻࢑ష సం మనం ఈڝ న࠳సࠪన ړ छ޳ ݡంࡓ ړ  n pi ߖమޑ޶ం߰ ڴసࠪనం ޜߖ޳ఒక ࡌ n 
ఇకए డ ߘంݟ ఇߩओ ऒߖ࠻࢑ష ఈ ޙ࠼అ ,࠭ޑڷࡱడగ۫ ڴలభంࣆ ݡ pi ڴసࠪనం ޜݡంࡓ ړ 
߰ం࠭ޑ޶, అޙ࠼ మనం ࠳న࣒ వړ ߤ సࠪనంڴ ऴపయޒऒ ࣋फ మనݡ࠮ ڕ ఉంܿం޴.n 
  మనం ߖ ऴపయޒऒ ࣋फ ࠑ ݀ ఇకए డ ఉంܿంߘ ޴ం࠳ ݟన࣒ ࡓంࡅ ޳ࡶ ݡకए n equa ޳ࡶ ݡంࡓ  pi l n 
అంతకం݄ ߭దभ ࡱ࢑వలڕ సࠪనం ࡓ ޳ࡶం޳ࡶ ݡ అంతకం݄ ఎڕए వ ࡱ࢑వߖ ࡱ ߰ంద࢓, ߭దभ n pi
సంఖङ లߘ ߰ంޔ޶ం޴, అޙ࠼ మనం ࡅకए  ۨనऒ  బܽद pڒ ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߘవࡱ࢑ లږߘࣃ 
మనం ߕࣆऒ n.࡯࢐ڝఎం۪ ߖ న࠳సࠪన ړ
తघߕన ధ࠳సࠪన ڕ ޳ࡶ   క ࡱ࢑వ ࡓం࡮࠮ ݡల ޳छ ఈ n p ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࡌ
సమసङ एࢲࡍఈ ప ڕ ऒߖࡌ ࡍߪ  फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ޜߖ޵ మనం ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހల సమసङ లߘ 
పࡍషए ङߕంచడం߯ ఈ ఉపࡍ ऒߖࣃ फࣃڵ࠭  ࠭.
 
ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ ࠪࡹ࢑లڝࣆࡱޘ ߘవడం ڝసం ڜతफ ܼߘ ڡߧ ऴߦరంࠚంచߕޔࠓऒ ధనङ ,ߘ Pru ࡱ޳࢐
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