
 கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் பற்௣ய ௳ரி௵ைர ஏ௱க்ஶ 
வரேவற்ழேறாம், ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄கைளப் பற்௣ ௳வாொத்ேதாம் 

வூவத்ொன் ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄க௬க்ஶ ெபாௌவான ோர௵்கைள , sin x 
வழங்ழேனாம் சமம் மற்௥ம் சமம் மற்௥ம் நாங்கள் இந்த sin y cos x cos y tan x tan y 
௳ரி௵ைர௜ல் ஼ல ஼க்கல்கள் ோரக்்கப்பட௄்ள்ளன, எனேவ நாங்கள் 
கடந்த வஶப்௔ல் என்ன ெசய்ேதாம் என்பைத ௳ைரவாக ம௥பரி஽லைன ெசய்ேவாம், எனேவ 
இந்த வூவத்ொன் ைசன் மற்௥ம் ஼ன் க்ஶ சமமான ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄களின் x y 
ெபாௌவான ோர௵்கைளப் பற்௣ ௳வாொத்ேதாம்.
 இந்த சமன்பாடூ்ற்கான ோர௵் க்ஶ சமம் ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் என்௥ x n pi 
ெசான்ேனாம், ெப௠க்கல் இன் சக்ொக்ஶ என்பௌ ஒ௠ ௚௱ எண் ஆஶம், அேத ேபால் n y n cos x
வூவத்ொன் ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பாட்ூற்ஶ க்ஶ சமம் என்௥ நாங்கள் காண்௔த்ேதாம்.cos y 
 
இங்ேக நான் என்௥ ெசால்௩ம் ேபாௌ என்பௌ இந்த ெதாஶப்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌx equal to x 
என்௥ அரத்்தம், எனேவ இௌ இந்த சமன்பாடூ்ற்கான ெபாௌவான ோர௵் மற்௥ம் க்ஶ cos x cos 

க்ஶ சமமானௌ இரண்௄ மற்௥ம் க்ஶ ெசாந்தமானௌ.phi x pi 
 அைனத்ௌ ௚௱ எண்க௬க்ஶம் ைமனஸ் மற்௥ம் க்ஶ சமமான சமன்பாட்ூற்ஶ y tan y tan x 
ெபாௌ ோர௵் ெதாஶப்௖ மற்௥ம் ௚௱ எண் க்ஶ வூவத்ொல் இ௠ப்பைதக் காடூ்ேனாம், n pi y y 
எனேவ இந்த ஼க்க௧ல் இன்௑ம் ஼ல ஼க்கல்கைளத் ோரப்்பைதத் ெதாடரலாம்.

இன் ேகாெசகண்ட் சமன்பாட்ூற்கான ெபாௌவான ோரை்வக் கண்ட௣வதற்ஶ, ௔ளஸ் ௡ட்  x x 
௛ன்௣ன் ேகாட்டான்ெஜன்ட் சமம், எனேவ நீங்கள் ேகாெசகண்ட் மற்௥ம் ேகாேடன்ெஜன்ட் 
ெப௥ம் ஼க்கல்கைளத் ோரக்்ஶம் ஒ௠ ௎ட்பம் , ைசன் காஸ் மற்௥ம் டான் ஆழயவற்௣ன் 
அூப்பைட௜ல் அவற்ைற ெவளிப்ப௄த்ொ ௔ன்னர ்அைனத்ௌ அைடயாளங்கைள௞ம் 
பயன்ப௄த்த௵ம்.
  இந்தச ்சமன்பாடை்டத் ோரப்்பொல் மற்௥ம் ஐத் ோரப்்பொல் இன் ேகாெசகண்ட் sin cos tan x 
ஒன்௥ ைசன் க்ஶ சமம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம், நாம் இன் x x 
ேகாேடன்ெஜன்ட்ைட ேமல் ைசன் ஷட்டல் 3 இன் வரக்்க௛லமாக எ௱தலாம்.x x 
 
ஏெனன்றால் , 1 க௯த்தல் காஸ் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், 1 ைமனஸ் காஸ் என்பௌ 2 ைசன்x x 
ஸ்ெகாயர ் இரண்௄க்ஶ சமம் என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் , எனேவ இைதப் பயன்ப௄த்த x 
௚யற்஼ப்ேபாம், அௌ ஒ௠ வ௯ அல்லௌ ேவ௥ நாம் ெப௠க்ஶவௌதான் வ௯  இரண்௄ பக்க௚ம் 
ைசன் ஆல், ௔றஶ 1 சமமான ேகாைசன் ௔ளஸ் ௡ட் 3 மடங்ஶ ைசன் ழைடக்ஶம் எனேவ x x x 
இௌ ஒ௠ வூவத்ொல் இ௠க்கலாம் , ௔ன்னர ்அைத எப்பூ cos x plus b sin x 
எளிைமப்ப௄த்ௌவௌ என்௥ ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகளில் ஒன்௣ல் ௳வாொத்ேதாம்.
 
இைத இரண்௄ மடங்ஶ பாொயாக ஷட்டல் ௡ட் ௛ன்௥க்ஶ ேமல் இரண்௄ என்௥ cos x sine x 
எ௱தலாம், இைத இப்ேபாௌ ேம௩ம் எ௱தலாம் இங்ேக நாம் பாொைய அ௥பௌ ூழரி cos 
என்௥ம், ௡ட் ௛ன்ைற இரண்டாக அ௥பௌ ூழரி ைசன் என்௥ம் மாற்றலாம் என்பௌ நமக்ஶத் 
ெதரி௞ம்.
  நாம் அைதச ்ெசய்யலாம் இல்ைலெயனில் ஆ ௡ட் ௛ன்ைற ௚ப்பௌ ூழரி காஸ் என்௥ம், 
பாொைய ௚ப்பௌ ூழரி ைசன் என்௥ம், ைப௜ன் ைசன் ைப 6 காஸ் எக்ஸ் ௔ளஸ் காஸ் ைபைய 
6 ஆல் ைசன் என்௥ம் எ௱தலாம், இௌேவ வூவமாஶம்.x 
  ஒ௠ என்௥ ைகெயாப்ப௘௄ங்கள், எனேவ ௔ேரஸ்க௬க்ஶள் உள்ள cos b plus cos a sin b 
இந்த ௳ஷயம் இன் ைசன் ஆறாக இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் ஆறாக x plus pi x plus pi 
இ௠க்ஶம் எனேவ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் 
இரண்ைட ஆறாகக் ஶைறத்ேதாம்  ஒன்௣ற்ஶச ்சமம் அல்லௌ ௔ளஸ் ைப௜ன்sin x plus pi x 
ைசன் ஆ௣ற்ஶ ேமல் பாொ ஆனால் பாொ ைச௑க்ஶ சமம் ௚ப்பௌ ூழரி இௌ ஆ௣ற்ஶ ேமல் ைப 
ஆஶம், எனேவ இங்ேக ௙ண்௄ம் ைசன் என்பௌ பாவம் க்ஶ சமம் என்ற வூவத்ொன் x y 
சமன்பாடை்டக் ெகாண்௄ள்ேளாம், இதற்ஶ ெபாௌவான ோர௵் என்னெவன்றால் , ஷட்டல் ைப x 
ஆறானௌ ஷட்டல் க௯த்தல் ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.n pi 
 1 ௚தல் ெப௠க்கல் இன் அொகாரம் இந்த வழக்ழல் என்பௌ ஆல் 6 ஆக௵ம், அைனத்ௌ n y y pi 
௚௱ எண் க்ஶம் ஆல் 6 ஆக௵ம் உள்ளௌ, ேம௩ம் இௌ என்பௌ ெதாஶப்௔ற்ஶ n pi x 
ெசாந்தமானௌ என்௥ம், ஷட்டல் ஒன்௥ ஆல் ஆ௥க்ஶ ைமனஸ் ஒன்௥ என்௥ம் pi n pi 
ஷ௥ழறௌ.
 ைமனஸ் ைப ஆ௣ற்ஶ ேமல் ௚௱ எண்கைளச ்ேசரந்்தௌ, எனேவ இௌ 
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இன் ேகாெசகண்ட் என்ற சமன்பாட்ூற்கான ெபாௌவான ோர௵் மற்௥ம் ௛ன்௣ன் வரக்்க x x 
௛லத்ொன் மற்௥ம் ஸ்ெகாயர ்௡டூ்ற்ஶ சமம் சற்௥ கூனமான ஼க்கைல எ௄த்ௌக் x 
ெகாள்௬ங்கள், எனேவ இந்த ஼க்க௧ல் அைனத்ைத௞ம் கண்௄௔ூக்ஶமா௥ 
ேகட௄்க்ெகாள்ழேறாம்.

க்கான ோர௵்கள் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ ௙ண்௄ம்  cosecant theta plus secant of theta
காஸ் ோட்டாைவ ஒன்௥க்ஶ ேமல் ைசன் ோட்டாவாக ெவளிப்ப௄த்ௌேவாம், ேம௩ம் இௌ x 
ஒன்௥க்ஶ ேமல் காஸ் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் ஒன்௥ இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்நீங்கள் ைசன் ோட்டா காஸ் 
ோட்டா௵டன் இ௠௖ற௚ம் ெப௠க்ழனால் ௚ூவைட௞ம்.
 காஸ் ோட்டா ௔ளஸ் ைசன் ூ ெப௥தல்  ெஹட்டா ைசன் ோட்டாைவ காஸ் ோட்டாவாக சமன் 
ெசய்ழறௌ, ஆனால் இௌ காஸ் ோட்டா ௔ளஸ் ௔ ஼ன் ோட்டா வூவத்ொல் ேதான்௥ம்ேபாௌ இௌ 
ேதான்றாௌ, ஆனால் இங்ேக ஼ன் ோட்டா காஸ் ோட்டா ஆ௳ன் தயாரிப்௖ உள்ளௌ.
 இங்ேக பல சாத்ொயமான வ௯கள் உள்ளன இந்த ௔ரசச்ைன சாத்ொயமான ஒ௠ வ௯ 
என்னெவன்றால், ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா 
என்ற உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ொ, நாம் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்றால், அைத ைசன் ோட்டா 
௔ளஸ் காஸ் ோட்டா என்௥ வைரய௥க்கலாம் , ௔றஶ நீங்கள் ெசய்தால் இௌ ேவ௥ ௖ொய மா௣.
  அௌ இங்ேக வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, ௔ன்னர ் சௌரம் என்பௌ ைசன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா t 
௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ௔ளஸ் ௅ ஼ன் ோட்டா காஸ் ோட்டா என்௥ நீங்கள் பாரப்்௕ரக்ள், 
ஆனால் ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ஒன்௥, எனேவ ூ ஸ்ெகாயர ்ஒன்௥
௔ளஸ் ௅ ைசன் ோட்டாவாக காஸ் ோட்டாவாஶம் மற்௥ம் இங்ழ௠ந்ௌ நாம் காஸ் ோட்டா௳ல் உள்ள 
ைசன் ோட்டா உண்ைம௜ல் சௌரம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠ப்பைதக் t 
காணலாம், எனேவ இப்ேபாௌ ஆஹ் ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பாட்ூற்ஶச ்ெசன்றால் இடௌ ௖றம் t
என்பௌ வலௌ பக்கத்ொற்ஶ சமம் சௌரம்  ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ ேமல் மற்௥ம் என்பௌ t t 

என வைரய௥க்கப்பட௄்ள்ளௌ, sin theta plus cos theta 
எனேவ இன் அூப்பைட௜ல் சமன்பா௄ சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥ ஆனௌ இரண்௄ அல்லௌ t t t 

சௌரம் க௯த்தல் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இௌ இல் t t t 
இ௠பூச ்சமன்பா௄ ஆஶம்.
 இரண்௄ சாத்ொயமான ேவரக்ள் உள்ளன ேவரக்ள் இரண்௄ ஷட்டல் ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட் 
எட௄் ஆம் ஆல் ௅ இௌ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ூன் ைமனஸ் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ 
சமம் இப்ேபாௌ என்பௌ ைசன் ோட்டா மற்௥ம் காஸ் ோட்டா௵க்ஶ சமம் என்பைத நாம் t 
அ௣ேவாம், இௌ உண்ைம௜ல் வரக்்க ௛லமாக எ௱தப்படலாம் இன் 2 இன் ைசன் ோட்டா 
ெப௠க்கல் 1 ஓவர ்௡ட் 2 ௔ளஸ் காஸ் ோட்டா ெப௠க்கல் 1 ஓவர ்௡ட் 2 க்ஶ சமம் இௌ இப்ேபாௌ 
ஒன்௥க்ஶ ேமல் ௡ட் ௅ காஸ் ைப நான்ஶ என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், ேம௩ம் இௌ ைசன் ைப ைப 
ஃேபார ்ஃேபார ்ஆஶம் எனேவ நீங்கள் இங்ேக எ௱தலாம்.

இௌ ௙ண்௄ம் ைசன்  cos pi by four plus cos theta in sine pi over four a cos b 
௔ளஸ் வூவமாஶம் , எனேவ ௔ேரஸ்க௬க்ஶள் இ௠க்ஶம் இந்த ெவளிப்பா௄ ோட்டாcos a sin b 
௔ளஸ் ைப நான்ஶ ஆல் ைசன் ஆஶம் எனேவ இௌ ோட்டா௳ன் ைச௑க்ஶ சமம்  ஷட்டல் ைப 
நான்ஶ மற்௥ம்
 அதனால் அவர ்இ௠ந்ௌ  ைசனின் மொப்௖ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶம் ஷட்டல் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் 
இ௠ப்பதால் இன் அள௵, இந்த சமன்பாட்ூன் ேவரக்௬க்ஶச ்ெசன்றால், இன் t can t 
௚௱ைமயான மொப்௖ இரண்ூன் வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பௌ 
எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.
 ௡ட் ஒன்௥ ஷட்டல் ௡ட் 2 இௌ சாத்ொயமான ோரவ்ாக இல்ைல, ஏெனன்றால் என்பௌ ஼ன் t 
ோட்டா ௔ளஸ் காஸ் ோட்டா ஆஶம், இௌ இதற்ஶச ்சமமானௌ, இௌ ௡ட் 2 ஐ ௳ட ௚௱ைமயான 
மொப்௖ ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ பாரத்்ேதாம்.
  ஒன்௥ ௔ளஸ் ௡ட் இரண்௄ என்பௌ இதற்ஶ ெவளிேய இ௠ப்பதால் இந்த தைடைய ௗரத்்ொ 
ெசய்ய௳ல்ைல, எனேவ என்பௌ 1 ைமனஸ் ௡ட் 2 க்ஶ சமம் என்பௌதான் ஒேர ோர௵்.t 
 இந்த எளிைமப்ப௄த்தல் ஏற்கனேவ இங்ேக உள்ளௌ, எனேவ இ௥ொ௜ல் ௡ட் 2 க்ஶ சமமான t 
உடன் ௚ூவைட௞ம்.
 ோட்டா ௔ளஸ் ைப இன் ைசன் ஆஃப் ஃேபார ்ஈக்வல்ஸ் ஆல் நாம் மற்ெறான்ைற இந்த தைடைய 
ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் ௡டை்ட மட்௄ேம எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், இௌ இரண்ூன் ஒ௠ க௯த்தல் 
வரக்்க௛லமாக உள்ளௌ, எனேவ இந்த ௚௱ ௳ஷயத்ைத௞ம் ௙ண்௄ம் ௡ட் ௅ என ோட்டா ௔ளஸ் 
ைபக்ஶ நான்ஶ சமமாக ௙ண்௄ம் எ௱தலாம்.
  இரண்ூன் ஒ௠ ைமனஸ் ஸ்ெகாயர ்௡ட், ோட்டா ௔ளஸ் ைப இன் ஃேபார ்ஃேபார ்ஃேபார ்ஃபார ்
ஃேபார ்௡ட் ௅ ைமனஸ் ஒன் மற்௥ம் இௌ 

Pru
tor
@
IIT
K



஼ல ஆங்ழள் ஃைப௜ன் ைச௑க்ஶச ்சமமாக இ௠க்கட௄்ம், ஏெனனில் ௔ேரஸ்களில் இந்த மொப்௖
ைமனஸ் ஒன் மற்௥ம் ௔ளஸ் ஒன் இைடேய இ௠ப்பதால் நம்மால் ௚ூ௞ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் 
இரண்௄ க்ஶம் இைடேய உள்ள இந்த ேகாண க்ஶ எப்ேபாௌம் ஒ௠ மொப்ைபக் pi phi 
கண்ட௣ய௵ம், அதாவௌ இன் ைசன் இந்த மொப்௖க்ஶ சமம் எனேவ அந்த மொப்பாக phi phi 
இ௠க்கட௄்ம், எனேவ இப்ேபாௌ ௙ண்௄ம் வூவத்ொன் அேத சமன்பா௄ இன் ைச௑க்ஶsine x y 
சமம்.
 
ோட்டா ௔ளஸ் ஃைப ஆல் 4 ஆனௌ ைப ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 என்ற ெதாஶப்ைப ேசரந்்ததாக n 
இ௠க்க ேவண்௄ம் என்ற ோர௵் எங்களிடம் உள்ளௌ 
, எனேவ ோட்டா௵க்கான ெபாௌவான ோர௵் ைப ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 ஆக இ௠க்ஶம்.n 
  அைனத்ௌ ௚௱ எண் க்ஶம் மடங்ஶ ஆஶம், எனேவ இந்த ஼க்க௩க்கான n n phi minus pi 4 
ோர௵்க்ஶ நீங்கள் ொ௠ம்௔ச ்ெசன்றால், நாங்கள் இங்ேக ஒ௠ ஼௣ய தந்ொரத்ைதப் 
பயன்ப௄த்ொேனாம், ஏெனனில் ஒ௠ பக்கம் காஸ் மற்௥ம் ைசன்களின் ஷட௄்த்ெதாைக 
ம௥௖றம் எங்களிடம் இ௠ந்தௌ.
  தயாரிப்௖ அதனால்தான் இந்த தந்ொரத்ைத நாங்கள் பயன்ப௄த்த ேவண்ூ௜௠ந்தௌ ஼ன் 
ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா என்ற உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், 
எனேவ அ௄த்த ஼க்கல் இங்ேக உள்ளௌ, எனேவ இந்த ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பாட்ூற்கான 
ெபாௌவான ோரை்வக் கண்ட௣ய இௌ நம்ைமக் ேகடழ்றௌ 
, ௙ண்௄ம் இங்ேக நாம் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்றால் இைத 1 என்௥ எ௱தலாம்.
  ஷட்டல் 2 ோட்டா௳ன் காஸ் 1 ௔ளஸ் 1 ஓவர ்காஸ் ஆஃப் 4 ோட்டா௳ன் காஸ் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் , 
௔ன்னர ்இடௌ ௖றம் மற்௥ம் வலௌ பக்கம் இரண்ைட௞ம் ெப௠க்ஶழேறாம்,
 அதனால் மற்௥ம் வலௌ பக்கத்ைத ஆல் ெப௠க்ஶழேறாம்.lhs 
 cos 2 theta times cos 4 theta times sine theta
 அதனால் நாம் ெப௥வௌ 1 plus cos 2 theta to 1 plus cos 4 theta times sine theta 

இைவ அைனத்ௌம் இரண்௄க்ஶ equals cos theta in cos two theta to cos four theta 
சமமாக இ௠க்ஶம் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா மற்௥ம் இந்த மற்ற ெவளிப்பா௄ இரண்௄ காஸ் 
ஸ்ெகாயர ்இரண்௄ ோட்டா ைடம்ஸ் ைசன் ோட்டா சமம் காஸ் ோட்டா காஸ் ௅ ோட்டா காஸ் ஃேபார ்
ோட்டா௵க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்வலௌ ௖றத்ொல் உள்ள அைனத்ைத௞ம் எ௄த்ௌ இடௌ 
௖றம் ெகாண்௄ வ௠ேவாம்.
 ௗஜ்யம் மற்௥ம் இந்த இரண்௄ ெசாற்களி௩ம் ஼ல ெபாௌவான ெசாற்கள் இ௠ப்பைத நாங்கள் 
காண்ழேறாம், எனேவ நீங்கள் அவற்ைறக் கணக்ழ௄ழ௤ரக்ள், எனேவ இ௥ொ௜ல் நமக்ஶக் 
ழைடப்பௌ காஸ் ோட்டா என்பௌ ஒ௠ ெபாௌவான ெசால் இங்ேக ோட்டா௵ம் ெபாௌவானௌ, cos 2 
எனேவ இரண்ைட௞ம் ெவளிேய எ௄த்ௌ ௔ன்னர ்நாங்கள் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் , ஆ ௅ ஼ன் 
ோட்டா காஸ் ோட்டா உண்ைம௜ல் ஼ன் ௅ ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் என்௥ ஒ௠ மாொரிையக் 
காண்ழேறாம், எனேவ அந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ொ 2 ைசன் 2 ோட்டாைவ காஸ் 2 ோட்டா 
ைமனஸ் காஸ் 4 ோட்டாவாகக் ெகாண்௄ள்ேளாம், ௙ண்௄ம் அேத மாொரிையப் பாரக்்ழேறாம் 
இரண்௄ ோட்டா எனேவ இந்த ௳ஷயம் இப்ேபாௌ ைசன் ஃேபார ்ோட்டா, எனேவ இப்ேபாௌ இந்த 
சமன்பா௄ ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம காஸ் ோட்டா ௗஜ்௷யம் அல்லௌ இரண்௄ ோட்டா௳ன் 
காஸ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அல்லௌ ைசன் ஃேபார ்ோட்டா க௯த்தல் காஸ் நான்ஶ ோட்டா இந்த 
௛ன்௣ல் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் 
இந்த ௛ன்௥ ெவவ்ேவ௥ சமன்பா௄கள் ஒவ்ெவான்௣ற்ஶம் ஒ௠ ோரை்வக் கண்௄௔ூத்ௌ, அைவ 
அைனத்ைத௞ம் ஒன்௣ைணக்க ேவண்௄ம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான காஸ் ோட்டா 
என்பௌ ோட்டா ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்தௌ என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், ஏெனனில் இௌ காஸ் க்ஶ 
சமமான வூவமாஶம்.

ஐ இரண்டாகக் ெகாண்௄ ௔ன்னர ்நாம் ஐப் பயன்ப௄த்தலாம்  வூவத்ொன்  pi th e 
சமன்பா௄க௬க்கான ெபாௌவான ோர௵் க்ஶ சமமான எனேவ இதற்கான ோர௵் cos x cos y 
இரண்௄ ஷட்டல் ஒன்௥ க்ஶ ேமல் இரண்௄க்ஶ ேமல் க்ஶ ேமல் என்பௌ ௚௱ n pi pi n 
எண்ணாக இ௠க்ஶம்.
 
எங்களிடம் இரண்௄ ோட்டா இ௠ப்பதால் அௌ சரியாக ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம் என்பைதத் 
த௳ர, அௌ இரண்௄ ௔ளஸ் ைமனஸ் ஒன் ௄ ஃேபார ்ஃேபார ்ஃேபார ்ஃேபார ்ஃேபார ்ஃேபார ்n 
ஃேபார ்இந்த கைட஼ சமன்பாட்ூற்ஶ இௌ ௙ண்௄ம் எ௱தப்படலாம், இௌ உண்ைம௜ல் 
ஶ௣க்ழறௌ  மற்௥ம் இந்த சமன்பா௄ மற்ெறான்றால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, இொல் நான் ஒன்௣ன் 
ேமல் இரண்௄ ௛ைல௞டன் ெப௠க்ழனா௩ம் வலௌ ௖றம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்
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சமம், ௔ன்னர ் நான்கால் நான்ஶ சமமாக இ௠ப்பதால் என cos pi sin pi cos to cos 
எ௱தலாம்.
 ஒன் ஓவர ்௡ட் ௅ இௌ ஒ௠ ஐசம் இப்ேபாௌ இௌ இடௌ ௖றம் என்பௌ இங்ேக இடௌ ௖றம் என்பௌ 
ைசன் அ காஸ் ௔ ைமனஸ் காஸ் எ ஼ன் ௔, இௌ ஒ௠ ைமனஸ் ௔ இன் ைசன் எனேவ இந்த இடௌ 
௖றம் நான்ஶ ோட்டா௳ன் ைச௑க்ஶ சமம் ைமனஸ் ைப நான்ஶ இ ஐக் ஶ௣க்ஶம் n quals zero 
ஆனௌ நான்ஶ ோட்டா ைமனஸ் ைப நான்ஶ என்பௌ அைனத்ௌ ௚௱ எண் க்ஶம் என்ற n n pi 
ெதாஶப்ைபச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பதன் 
௛லம் இங்ஶ நாம் க்ஶ சமமான மற்௥ம் உடன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான sine x sin y y 
ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
 ௔ன்னர ்ோட்டாைவச ்ேசரந்்தௌ என்பைத ஶ௣க்ழறௌ   .

எனேவ ெபாௌவான ோர௵் இந்த ெதாஶப்௖கள் 2 ஷட்டல் க௯த்தல் 1 மடங்ஶ   cot theta n pi 
௛லம் 2 அைனத்ௌ ௚௱ எண் ஒன்௣யம் 2 ஷட்டல் க௯த்தல் ஒ௠ ௚ைற நான்ஶ ௙ௌ n n pi 
௙ண்௄ம் ௚௱ எண் ௟னியன் உடன் உடன் நான்ஶ ஷட்டல் பொனா௥க்ஶ ேமல்  ௚௱ n n pi pi 
எண் எனேவ இௌ இந்த ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பாட்ூற்கான இ௥ொத் ோரவ்ாஶம், n 
எனேவ மற்ெறா௠ ஼க்கைலக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம், எனேவ இந்த ஼க்க௧ல் இன் ஼௣ய x 
ேநரம்ைற மொப்ைபக் கண்ட௣௞மா௥ ேகட௄்க் ெகாள்ளப்ப௄ழேறாம், அதாவௌ இந்த 
௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄ ொ௠ப்ொ அைட௞ம், எனேவ ௙ண்௄ம் நாம் ஐ என tan x si 
எ௱ௌழேறாம்  ஆல் ஆல் இௌ இன் ைசன் ௔ளஸ் 100 க்ஶ சமம் ஷட்டல் 50 க்ஶ nx cos x x x 
சமம்.
 எனேவ நான் காலத்ொன் ஆரவ்த்ொல் ூழரிகைள இன் ைசன் இன் ைமனஸ் 50 ஆக x x 
எ௱த௳ல்ைல இன் ஷட்டல் 50 ஐ இன் ஆகப் ௔ரித்ௌ , ௔ன்னர ்நாம் x x cos x x minus 50 cos 
இ௠ பக்கங்கைள௞ம் ெப௠க்ஶழேறாம், எனேவ மற்௥ம் வலௌ பக்கத்ைத இன் 100 lhs x 
மடங்ஶ ஷட்டல் ல் 50 மடங்ஶ மடங்ஶ ஐப் ெப௠க்ஶேவாம்.cos x cos x x x minus 50 
 ௔ன்னர ்இந்தப் ெப௠க்க௩க்ஶப் ௔றஶ நாம் ெப௥வௌ ைசன் ஷட்டல் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் x x 
ஐம்பௌ மடங்ஶ காஸ் மடங்ஶ காஸ் க௯த்தல் 50 சமம் ைசன் ஷட்டல் 50 மடங்ஶ ைசன் x x x x 
மடங்ஶ ைசன் க௯த்தல் 50 மடங்ஶ காஸ் இன் ஷட்டல் 100 ஆஶம் இடௌ ௖றம் மற்௥ம் வலௌ x x 
௖றம் இரண்ூ௩ம் ைசன் மற்௥ம் ெகாைசன் தயாரிப்௖கள் உள்ளன, ஆனால் இப்ேபாௌ ேகள்௳ 
என்னெவன்றால், நாம் இைத இத௑டன் இைணக்க ேவண்௄மா அல்லௌ இன் ைசன் ௔ளஸ் x 
௏ைற உடன் இைணக்க ேவண்௄மா மற்௥ம் நாம் பாரப்்பௌ என்ன? இன் ைசன் cos x x 
மற்௥ம் ௏௥ மற்௥ம் உடன் இைணந்தால்  ௔றஶ நமக்ஶ ௏௣ன் ைசன் என்ற ஒ௠ ெசால் cos x 
ழைடக்ஶம், காஸ் எக்ஸ் ௔ளஸ் ஐம்பைத காஸ் எக்ஸ் ைமனஸ் ஐம்பத்ௌடன் இைணத்தால் இேத 
ேபான்ற ெசால் ழைடக்ஶம் மற்௥ம் ௔ளஸ் ௏௥ உடன் பாவம் எனேவ அைதச ்ெசய்ய cos x x 
௚யற்஼ப்ேபாம், என்ன நடக்ழறௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ௚த௧ல் இடௌ பக்கத்ைத 
எளிதாக்ஶவதன் ௛லம் ெதாடங்ஶேவாம் , நிசச்யமாக நாம் இ௠ பக்கங்கைள௞ம் நான்கால் 
ெப௠க்கலாம், எனேவ நமக்ஶ இந்த நான்ஶ ேதைவ, ஏெனனில் நாங்கள் நிைன௵ப௄த்த 
௚யற்஼ப்ேபாம்.
 இரண்௄ பாவம் இரண்௄ மற்௥ம் மற்௥ம் a sin b sin a cos b two cos a cos b two cos a

என்பதற்கான ௳ரிவாக்கம் இடௌ ௖றத்ொல் 2 ஷட்டல் 100 மடங்ஶ sin b sine x cos x 
இரண்டால் ெப௠க்கப்ப௄ம்.

என்பௌ இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்,  cos x plus fifty times cos of x minus fifty a 
என்பௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ளஸ் ைசன் இன் ைமனஸ் இன் ைசன் என்பௌ ௏௥ ூழரி cos b b b 

ஆஶம், எனேவ இௌ இடௌ ௖றத்ொல் ௚தல் இந்தச ்ெசால் ௔ன்னர ்இங்ேக  நாம் two cos a cos b
என்பதன் வூவத்ைதப் பாரக்்ழேறாம் மற்௥ம் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் two cos a cos b cos

ஆக இந்த ெசால் ஆழறௌ எனேவ இௌ ஆல் a plus b plus cos a minus b cos a plus b 
ெப௠க்கப்ப௄ம் ஆனௌ 100 ஆக இ௠க்ஶம் ௔ன்னர ்cos two x plus cos a minus b 
நிசச்யமாக நான்ஶ ெசாற்கைள௞ம் எ௱தலாம்  இங்ேக ௘க அ௠ைமயாக 
ப்ளஸ் 100 ெப௠க்கல் காஸ் 100 ௔ளஸ் ைசன் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் இரண்௄ ௔ளஸ் ௏௥ மடங்ஶ x 
காஸ் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் ௏ற்௥க்ஶ ௏௥ மடங்ஶ ைசன் 
இப்ேபாௌ வலௌ பக்கத்ொற்ஶ இேதேபான்ற காரியத்ைதச ்ெசய்ய ௚யற்஼க்ஶம்ேபாௌ வலௌ 
௖றத்ொல் நாம் 4 இன் ைசன் ஷட்டல் 50 மடங்ஶ ைசன் ெப௠க்கல் ைசன் க௯த்தல் ஐம்பௌ x x x 
மடங்ஶ காஸ் ஷட்டல் ௏௥ மற்௥ம் இங்ேக நாம் ைசன் ௔ளஸ் ஐம்பைத ைசன் க௯த்தல் x x x 
ஐம்பௌ மற்௥ம் ைசன் ஐ காஸ் ௔ளஸ் ௏௥டன் இைணப்ேபாம், எனேவ அௌ இரண்௄ ைசன் x x 

ஆக மா௥ம்  ஷட்டல் ஐம்பௌ ைசன் க௯த்தல் 50 ெப௠க்கல் 2 ைசன் காஸ் ஷட்டல் ௏௥ x x x x 
இப்ேபாௌ இௌ இரண்௄ பாவம் பாவம் என்ற வூவமாஶம், இௌ ஒ௠ ைமனஸ் ௔ ைமனஸ் a b 
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காஸ் ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ ைமனஸ் காஸஓக்ஶச ்சமம் எனேவ ைமனஸ் ௔ இன் காஸ் காஸ் ஆக 
இ௠க்ஶம் ஒ௠ ௔ளஸ் இன் ௏௥ ூழரி ைமனஸ் காஸ் இரண்௄ ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ b x a
மற்௥ம் இௌ எனேவ ஒ௠ ப்௭  என்பௌ இரண்௄ ஆல் ெப௠க்கப்ப௄ம் இரண்௄ b sb x sine a 

என்பௌ இந்த மற்ெறா௠ ெசால்௩க்ஶ இரண்௄ பாவம் என்பௌ cos b a cos b sine a plus b 
௔ளஸ் எனேவ ஆனௌ இரண்௄ ஷட்டல் ௏௥ மற்௥ம் ஒ௠ sine a minus b sine a plus b x 
ைமனஸ் இன் ைமனஸ் ைசன் நமக்ஶ ைமனஸ் ௏௣ன் ைசைனக் ெகா௄க்கப் ேபாழறௌ, இௌ b 
௏௣ன் ைசனின் ைமனஸ் ஆஶம் , ௔ன்னர ்நமக்ஶக் ழைடக்ஶம் நான்ஶ ெசாற்கைள௞ம் 
௙ண்௄ம் எ௱ௌழேறாம் , இரண்௄ ஷட்டல் 100 மடங்ஶ 100 இன் ைசன்கைளப் ெப௥ழேறாம்.x 
  எனேவ இௌ இந்த ைமனஸ் ைசன் 100 இன் காஸ் 100 ைமனஸ் காஸ்   ௅ ைசன் ௅ ௔ளஸ் x x 
௏௥ ௔ளஸ் காஸ் ௅ இன் ைசன் ௏ற் ஆக உள்ளௌ, எனேவ இௌ வலௌ ௖றம் மற்௥ம் இௌ இடௌ x 
௖றம் இரண்௄ இன் ைசன் ஆஶம் இரண்௄ இன் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் இரண்௄ ஷட்டல் x x x 
இரண்௄ ௔ளஸ் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் ௏௥ மடங்ஶ ைசன் இரண்௄ ஷட்டல் ௏௥ காஸ் ௏௥ x x 
மற்௥ம் இந்த ெசால் பாவம் என்பதால் ஼ல ௳ொ௚ைறகள் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄வைத இங்ேக 
காணலாம் இரண்௄ ஷட்டல் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் ௏௥ இங்ேக மற்௥ம் இங்ேகx 
 அதனால் வௌ  இௌ ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ , ௔ன்னர ்இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் ௏௥ என்பௌ x 
இடௌ ௖றம் மற்௥ம் வலௌ ௖றம் இரண்ூ௩ம் உள்ளௌ, எனேவ இௌ௵ம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, 
எனேவ இ௥ொ௜ல் எஞ்஼௜௠ப்பௌ என்னெவன்றால், இரண்௄ ைசன் ௅ ௔ளஸ் ௏௣ல் காஸ் ௅ x x
ஆக உள்ளௌ.
 அூப்பைட௜ல் இந்த ெசால் அைத இந்தப் பக்கத்ொல் ெகாண்௄ வந்ௌ, ௔ன்னர ்ப்ளஸ் ௅ ah 
ைசன் ௏௥ காஸ் 100 சமம் 0, இௌ ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தப்படலாம், எனேவ ௚ந்ைதய 
ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ இரண்௄ மற்௥ம் ௏௥ மடங்ஶ காஸ் இரண்௄ ௔ளஸ் ௅ ைசன் ௏௥ காஸ் x x 
2 ஐக் ெகாண்௄ள்ேளாம்.
  ௏௥க்ஶ சமம் ௗஜ்௷யம் இப்ேபாௌ இௌ ௅ ைசன் அ காஸ் ௔ வூவத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ ௅ 
ைசன் அ காஸ் ௔ என்பௌ ைசன் எ ௔ளஸ் ௔ ௔ளஸ் ஼ன் எ ைமனஸ் ௔ என்பைத நாம் அ௣ந்ௌ 
ெகாள்ளலாம் , எனேவ இௌ ைசன் ஆழறௌ எனேவ ஒ௠ ஷட்டல் ௔ உங்க௬க்ஶ நான்ஶ எக்ஸ் 
ஷட்டைலக் ெகா௄க்ஶம்  ௏௥ மற்௥ம் ைமனஸ் என்பௌ நமக்ஶ ௏௥ ௔ளஸ் ைசைனக் b 
ெகா௄க்கப் ேபாழறௌ , ேம௩ம் இௌ இங்ேக உள்ள மாொரிையப் பாரத்்தால், இௌ இ௠௏௣ன் 
ைசன் 
ஆஶம், இௌ இரண்௄ ைசன் அ காஸ் ஏ
 அதனால் ௅ ஼ன் அ காஸ் ஏ ைசன்  என்பௌ இ௠௏௥ ௚ைற 0 ஆஶம் , ௔ன்னர ்இங்ேக two a 
நாம் ௳௠ம்௖ழேறாம்  நான் ஶ௣ ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்த ௚யற்஼க்ழேறன், a plus sign b 
எனேவ இந்த ௳ஷயம் 2 ைசனாக மா௥ம், எனேவ ஆல் 2 ஆக 150 ூழரி௜ல் ஒ௠ a plus b 
ைமனஸ் ஆல் 2 ஆக 50 ூழரி இ௠க்ஶம், ஆனால் 150 இன் ைசன் ைசன் ஆஃப் ைசைனப் b 
ேபான்றௌ.
 30 ூழரி என்றால் பாொ
 அதனால் இௌ பாொக்ஶ சமம் எனேவ இரண்ைட பாொயால் ெப௠க்ழனால் ஒன்௥ எனேவ 
நம்௘டம் இ௠ப்பௌ நான்ஶ ஷட்டல் ௏௥ x 
என்பௌ 50 ூழரி கா௻ன் ைமனஸஓக்ஶ சமம், இௌ 40 ூழரி ைசனின் ைமனஸ் ஆஶம், ஏெனனில்
காஸ்  50 என்பௌ 40 இன் ைசன் எனச ்சமம்.
 இௌ ைமனஸ் 40 ூழரி௜ன் ைசன் என்௥ம் எ௱தப்படலாம், எனேவ ௙ண்௄ம் ைசன் x 
வூவத்ைத ைசன் க்ஶ சமமாகப் ெப௥ழேறாம், இதற்ஶ ேசால் ெபாௌத் ோர௵் 4 ஷட்டல் 100 y x 
௛லம் வழங்கப்ப௄ம் .

ைப ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 ஐ ெப௠க்கல் ைமனஸ் 40 ஆகக் ஶைறக்க ேவண்௄ம், ஏெனனில்  n n 
இங்ஶ ைமனஸ் நன்றாக உள்ளௌ, ஏெனனில் நாம் இங்ேக ைபையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் , y 
ேம௩ம் ேரூயன்களின் அூப்பைட௜ல் பொைல ெவளிப்ப௄த்ௌழேறாம், இைத ௙ண்௄ம் 
ேரூயன்களாக மாற்ற ேவண்௄ம், எனேவ இௌ இல்ைல  சரி எனேவ இௌ ூழரி என்பதால், 
ூழரிகளில் இ௠ந்ௌ நாம் நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாண்டால் ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகளில் இைத 
180 க்ஶ ேமல் உடன் ெப௠க்க ேவண்௄ம்,  அௌ ௙ண்௄ம் ேரூயன்களாக மாற்௥ம் ஆனால் pi 
அைதேய இந்த ௏௣௩ம் ெசய்ய ேவண்௄ம், எனேவ எப்பூ௜௠ந்தா௩ம் இந்த அ௣க்ைக 
சரியானௌ, எனேவ அைனத்ௌ க்ஶம் ெசாந்தமானௌ மற்௥ம் நான்ஶ ஆனௌ ஐ௞ம் n x n pi 
ைமனஸ் ஒன்ைற௞ம் ேசரந்்தௌ என்௥ எ௱தலாம், 
எனேவ இந்த நாற்பைத நாம் ஒன்பொல் இரண்௄ என்௥ எளிைமப்ப௄த்தலாம் , ௔ன்னர ்நாம் pi 
இங்ேக ஒ௠ ைமனஸ் ௏ைற ைவக்க ேவண்௄ம், ஆனால் ைமனஸ் ௏௣ல் இௌ உள்ளௌ  ூழரி 
எனேவ ேரூயன்களின் அூப்பைட௜ல் 9 க்ஶ ேமல் ைமனஸ் 5 ைப இ௠க்ஶம் மற்௥ம் ௙ண்௄ம் 

Pru
tor
@
IIT
K



௚௱ எண்க௬க்ஶ ெசாந்தமானௌ , ஆனால் இௌ 4 எனேவ நாம் இங்ஶள்ள அைனத்ைத௞ம் x 
நான்கால் வஶக்க ேவண்௄ம், 
அதனால் நாம் ெப௥வௌ என்னெவனில் ோர௵் ெதாஶப்௖  ஃபாரம்் நான்ஶக்ஶ ேமல் க்ஶ x n pi 
ெசாந்தமானௌ ேம௩ம் நாம் உண்ைம௜ல் ைமனைஸ ெவளிேய ெகாண்௄ வரலாம் ஆனால் 
18 ைமனஸ் 5 க்ஶ ேமல் 36 க்ஶ ேமல் 36 ௚௱ எண்களின் ெதாஶப்௔ற்ஶ இௌேவ இந்த pi 
௔ரசச்ைனக்ஶ ெபாௌவான ோரவ்ாஶம்.
 
ேதர௵்க்ஶ ௚த௧டம்  நீங்கள் ஐ ஒன்௥க்ஶ சமமாக ைவத்தால் , அௌ ோர௵் ஐ ple n pi 
நான்காக௵ம், ௔ன்னர ்க௯த்தல் ஐ பொெனட௄் க௯த்தல் 5 ஆல் 36 ஆக௵ம், இௌ ஆல் 4 pi pi pi 
ஷட்டல் ஆல் 18 ைமனஸ் 5 ஆல் 36 ஆஶம், இௌ ூழரிகளில் இௌ 45 ூழரி இௌ 10 ூழரி pi pi 
மற்௥ம் இௌ 180, இௌ 25 ூழரி, எனேவ இௌ 30 ூழரி அல்லௌ ஆல் ஆறாக இ௠க்ஶம், எனேவ pi 
இௌ உடன் ஒன்௥க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்நீங்கள் இன் ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கைள ைவத்தால், n n 
நீங்கள் அைனத்ௌ ெபாௌவானைதப் ெப௥௴ரக்ள்.
 இந்த சமன்பாடூ்ற்கான அைனத்ௌ ோர௵்க௬ம் இங்ேக மற்ெறா௠ ாவார஼யமான ah 
௔ரசச்ைனயாஶம், இொல் அைனத்ௌ க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர௜லான x pi 
இைடெவளி௜ல் இந்த அ௣க்ைக உண்ைமயான காஸ் ஆஃப் ஼ன் எப்ேபாௌம் காஸ் இன் x x 
ைசைன ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம்.
 0 ௚தல் ைப 2 வைர௜லான இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ க௬ம்.x
 எனேவ இதற்ஶ ைசன் ைப௜ன் ைசன் ைப 2 ைமனஸ் எக்ஸ் என்பௌ காஸ் எக்ஸ்க்ஶ சமம் என்ற 
அைடயாளத்ைத௞ம் , காஸஓக்ஶ ஒத்த அைடயாளத்ைத௞ம் பயன்ப௄த்த ேவண்௄ம் என்௥ 
ேதான்௥ழறௌ.
 எனேவ ைசனி௧௠ந்ௌ ெதாடங்கலாம்.
 
இடௌ ௖றத்ொல் உள்ள இந்த ஆ ெசால்ைல ைசன் ஆஃப் ைப என இரண்௄ க௯த்தல் ௛லம் 
எ௱தலாம் ஏெனனில் காஸ் ோட்டா ைசன் ஆஃப் ைபக்ஶ இரண்௄ க௯த்தல் ோட்டா sine x, 
ஆஶம், எனேவ இைத நீங்கள் காட்ட ௳௠ம்௔னால், இௌ காஸ் க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ x 
என்பைதக் காட௄்வதற்ஶச ்சமம் 
இப்ேபாௌ நாம் நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள், ஐச ்ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ x 
ஷறப்ப௄ழறௌ.
  ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர௜லான இைடெவளிக்ஶ , என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ pi x pi 
வைர௜லான இைடெவளி௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ, க்ஶ இைடேய உள்ள ெதாடரை்ப இரண்௄ pi 
க௯த்தல் மற்௥ம் ஆல் ஆராய்ேவாம், எனேவ sin x cos x 

ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர இ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த இரண்௄ ெசாற்கைள௞ம் ஆராய்ேவாம்.x pi 
 
நிசச்யமாக இரண்டால், என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ைபக்ஶ இரண்௄ ஆல் இைடேய x cos x 
இ௠க்ஶம், எனேவ இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ அௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இல் x x pi 
க்ஶ சமம் இரண்டாக இ௠க்ஶம், எனேவ அௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம்.
 ைப இரண்௄ க௯த்தல் பாவம் இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இௌ ைப இரண்டாக௵ம் , க்ஶ x x x 
சமம் ைப இரண்டாக௵ம் இ௠க்ஶம், இௌ ைபக்ஶ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ சமமாக இ௠க்ஶம், 
எனேவ இௌ ைபக்ஶ இைட௜ல் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ ைப ஆல் மா௥ப௄ம் இரண்௄ 
மற்௥ம் இந்த இைடெவளி மற்௥ம் இந்த இைடெவளி இரண்௄ம் பரீட்ைசக்கான இைடெவளி 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைப இரண்ூன் ௌைணக்ஶ௱வாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.

இந்த இைடெவளியானௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்ூன் ௌைணக்ஶ௱வாஶம்    le 
இரண்௄ ைமனஸ் பாவம் மற்௥ம் ஆழயைவ இங்ஶள்ள வாதங்கள் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ x cos x 
ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம் இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ, எனேவ அூப்பைட௜ல் நாம் a 
மற்௥ம் மற்௥ம் இன் ைசன் வூவத்ொல் ஏதாவௌ ஒன்ைறக் ெகாண்௄ள்ேளாம், எனேவ b a 
என்பௌ இரண்௄ க௯த்தல் பாவத்தால் என்௥ ெசால்லலாம்.pi 

மற்௥ம் என்பௌ ஆஶம், ேம௩ம் அைடயாளம் க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ   x b cos x a b
என்பைதக் காட௄்ம்பூ ேகடக்ப்ப௄ழேறாம், எனேவ மற்௥ம் ஆழய இரண்௄ம் a b 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ வைர௜லான இைடெவளிைய நீங்கள் பாரத்்ொ௠ந்தால் இரண்டாக pi 
இ௠க்ஶம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.
  ைசன் ெசயல்பாட்ூன் வைரபடத்ைத 
நான் ௳ைரவாகத் ொட்ட௘௄ேவன் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால்,
இைத இரண்டால் ைப என்௥ ெசால்லலாம், இௌ மற்௥ம் இௌ ைசன் க்ஶ சமம் இல் x x x 
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ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ைசன் ௗஜ்௷யமாஶம் , ௔ன்னர ்ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் க்ஶம் x pi 
இைட௜ல் அௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ஒேர மாொரியாக எல்லா வ௯களி௩ம் அொகரிக்ழறௌ  ஒன்௥ 
வைர
 அதனால் அதன் அரத்்தம் என்னெவன்றால், இந்த வைரபடத்ொல் காட்டப்பட௄்ள்ளைதப் ேபால, 
எந்த இரண்௄ மொப்௖க௬க்ஶம் மற்௥ம் ஐ ௳ட சமமாக இ௠ந்தால் மற்௥ம் என்௥ a b a b 
ெசால்லலாம்.

இன் ைசன் இன் ைச௑க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் எனேவ இன் ைசன் இந்த மொப்௖ இன்   a b b b 
ைசன் எனேவ ஐ ௳ட ெபரியௌ என்பௌ என்பௌ ைசன் என்பௌ பாவத்ொற்ஶ சமமானைத b n a 
௳ட ெபரியௌ என்பதன் ௛லம் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ.

இன் ைசன் என்பௌ பாவத்ொற்ஶச ்சமமானைத ௳ட ெபரியௌ என்பைதக் காட்ட ேவண்௄ம் a b 
.
 இந்த இைடெவளி௜ல் ஐ 2 ைமனஸ் மற்௥ம் என்பௌ இன் காஸ் என்பைத a was pi sin x b x 
நிைன௵ப௄த்ொனால் ேபாௌம்  ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம் 
இைடெவளி௜ல் இௌ உண்ைமயாக இ௠ந்தால், இந்த அ௣க்ைகைய நாம் காட்ட ௚ூந்தால் , x 
என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ இரண்டாக இ௠க்ஶம்  இந்தக் ஶ௣ப்௔ட்ட சமன்பாடை்ட 
௙ண்௄ம் ேம௩ம் ஆராய்வௌ, இௌ இன் காஸ் ஷட்டல் இன் ைசன் என்பைதக் காட௄்வதற்ஶச்x x 
சமமாஶம்  இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் க்ஶ இரண்௄க்ஶம் ஶைறவானௌ , x pi
இைடெவளி௜ல் உள்ள அைனத்ௌ க்ஶம் இரண்௄க்ஶம் , இைத அ௄த்த ஸ்ைலூல் காட்ட x pi 
௚யற்஼க்ழேறாம், எனேவ இைவ இரண்௄ம் ௙ண்௄ம் சமமான அ௣க்ைககள் இப்ேபாௌ sin x 

சமம்  ௡ட் ௅ ைடம்ஸ் ஒன் ஓவர ்௡ட் ௄ ைசன் ௔ளஸ் ஒன் ஓவர ்௡ட் ௄ ேகாைசன் plus cos x x 
ஆஃப் ௡ட் ௅ ேகாைசன் க்ஶ சமம் எனேவ ௙ண்௄ம் ெசய்யலாம் ஒன்௥ ௡ட் ௅ைவ காஸ் ைப x 
ஃேபார ்ஆல் மற்௥ம் ஒன் ஓவர ்௡ட் ௅ைவ ைசன் ைப என எ௱தலாம்.
  நான்ஶ எனேவ இந்த ௚௱ ௳ஷய௚ம் இன் ஐ நான்காக எளிதாக்ஶழறௌ, x plus pi sine 
ஆனால் இந்த மொப்௖ ஆனௌ 0 க்ஶ க்ஶ 2 ஐக் ஷடூ்னால் அௌ நிசச்யமாக நன்றாக x pi x 
இ௠க்ஶம் என்பதால், ைசனின் மொப்௖ அொகம் என்பதால் இப்ேபாௌ பாரக்்க எௌ௵ம் இல்ைல.
 எந்த க்ஶம் ஷட்டல் ஆல் அௌ 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த x x pi 4 
சமத்ௌவத்ொல் இ௠ந்ௌ இங்ேக ௡ட் இரண்ூற்ஶ சமமாக இ௠க்க sine x plus cos x 
ேவண்௄ம், 
ஏெனனில் ௡ட் இரண்௄ என்பௌ ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ இரண்௄ என்பைத pi 
இப்ேபாௌ பாரப்்பௌ எளிௌ, ஏெனன்றால் ௡ட் இரண்௄ என்பௌ ஒ௠ ௖ள்ளி நான்ஶ ஒன்௥ ஒன்௥ 
மற்௥ம் ைப ைப ௅ ஐ  ஒ௠ ௖ள்ளி ஐந்ௌ ஏ௱ இந்த இரண்௄ அ௣க்ைககளி௧௠ந்ௌம், ைசன் x 
௔ளஸ் காஸ் என்பௌ ைபைய ௳ட 2 ஆல் 2 ஐ ௳டக் ஶைறவாக உள்ளௌ , 0 ௚தல் ைப ைப 2 x 
வைர௜லான இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ சரி , இந்த ஼க்க௧ல் மற்ெறா௠ ஼க்கைல எ௄த்ௌக் 
ெகாள்ேவாம்.
 இந்த ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄ ொ௠ப்ொகரமாக உள்ள ஼௣ய ேநரம்ைற எண் மற்௥ம் p 
உண்ைம௜ல் எண் இந்த சமன்பாட்ூல் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ இரண்௄ வைர௜லான p pi 
இைடெவளி௜ல் ோர௵் இ௠க்ஶம் வைக௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ோட்டா௳ன் காஸ் ைசன் x 
ஆஃப் ைப ைப என்ற அைடயாளத்ைத இங்ஶ ௙ண்௄ம் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
  இரண்௄ க௯த்தல் ோட்டா எனேவ இந்த இடௌ ௖றத்ைத ைப௜ன் ைசன் என 2 ைமனஸ் ௔ ைசன் 

சமம் க்ஶ சமம் என்௥ எ௱ௌழேறாம் , இௌ ௙ண்௄ம் ைசன் ஼ன் க்ஶ சமமான x p cos x x y 
வூவமாஶம், எனேவ இௌ உண்ைமயாக இ௠க்க இௌ கண்ூப்பாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  
஼ல ௚௱ எண் அல்லௌ ஼ல ௚௱ எண் க்ஶ ெப௠க்கல் க்ஶ ௔ளஸ் ைமனஸ்n n n p cos x n pi 
1 க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ஐ ௔ூ 0 க்ஶ சமமாக ஐ ௚யற்஼த்தால், pi n 
எ௄த்ௌக்காட்டாக, சமன்பா௄  நாம் ெப௥ம் அயனியானௌ 2 ைமனஸ் சமம் p sine x p cos x 
ஆஶம், இௌ என்௥ எ௱தப்படலாம் ைசன் ௔ளஸ் சமம் இரண்ூற்ஶ ேமல் ௔ன்னர ்p x cos x pi 

ஐ ௡ட் இரண்டாக எளிைமயாக்கலாம்.sine x plus cos x p 
 நாம் அைத ௙ண்௄ம் ஒ௠ ௛லத்தால் இரண்௄ பாவம் ௔ளஸ் ஒன்௥ ௛லம் ௡ட் இரண்௄ x cos x
என்௥ எ௱ௌழேறாம், இௌ இன் ைச௑க்ஶ சமம் ஷட்டல் நான்ஶ ஆல் சமம் இரண்௄க்ஶ x x pi 
ேமல் ைபக்ஶ சமம் இப்ேபாௌ ஼௣ய ேநரம்ைற எண்ைணக் கண்ட௣௞ம் ேகள்௳௜ல் 
இ௠க்ழேறாம்  ஆனால் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க நாம் ஐ ேதர௵் ெசய்ய ேவண்௄ம், அதாவௌp p x 

இன் அைடயாளம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் ேநரம்ைற x plus pi 4 pi by two 
மற்௥ம் ௡ட் இரண்௄ ேநரம்ைற ௔ளஸ் ஆஶம், ஏெனனில் நாம் ஼௣ய ஐக் கண்௄௔ூக்க p 
௳௠ம்௖வதால், நாம் ேதர௵் ெசய்ய ௚யற்஼க்க ேவண்௄ம்.

ஆக , ஷட்டல் ஆல் நான்ஶ என்பௌ நமக்ஶத் ெதரிந்த ௘கப்ெபரிய ேநரம்ைற மொப்௖,   x x pi 
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இௌ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ , இன் ௘கச ்஼௣ய மொப்ைபப் ெப௥ேவாம், இௌ p 
௡ட் இரண்ூன் ேமல் இரண்டாக ைபக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இௌ  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ 
சமமான க்ஶ மட௄்ேம நாம் ஐ சமமாக ஒன்௣ற்ஶ சமமாக ைவத்ௌ ௚யற்஼ ெசய்யலாம்.n n 
 இரண்௄ ைமனஸ் க்ஶ சமம் மற்௥ம் இைத ம௥஽ரைமத்தால் p sine x pi minus p cos x 
நாம் ெப௥வௌ என்னெவன்றால், மடங்ஶ இரண்௄க்ஶ ேமல் க்ஶ ah p cos x minus sin x pi 
சமம் மற்௥ம் இங்ேக ஷட ௙ண்௄ம் எ௱தலாம்  ஆக இரண்௄ மடங்ஶகளின் வரக்்க௛லமாக p 
௔ன்னர ்அௌ ஆக இ௠க்ஶம், அௌ ஒ௠ ௛லத்ொ௧௠ந்ௌ இரண்டாகக் க௯த்தல் ஒன்௥ cos x 
௛லம் இரண்௄ ஆக இ௠க்ஶம், இௌ இன் ஐக் ஷட்டல் க்ஶ ேமல் நான்காக sin x x cos y
எ௱தப்படலாம், ஆனால் இங்ேக ஷட ௘கப் ெபரியௌ.
 காஸ் இன் ௔ளஸ் ைப ஃேபார ்ஆல் இன்௑ம் ஒன்௥தான் , எனேவ இன் ௘கச ்஼௣ய x p 
ேநரம்ைற மொப்௖ இன்௑ம் அேத மொப்பாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் எொரம்ைற க்ஶம் இைதப் ேபாலn 
௚யற்஼ ெசய்யலாம் , ெபாௌவாக நாம் பாரக்்கக்ஷூயௌ என்னெவன்றால், இந்த சமன்பா௄ ஒ௠ 
ெபாௌ மட்௄ம் ொ௠ப்ொ அைட௞ம் , எனேவ இைத ஷட்டல் 1 இன் சக்ொக்ஶ ைமனஸ் 1 என்௥ n n 
எ௱தலாம் அல்லௌ மன்னிக்க௵ம் , இந்த பக்கத்ொல் ைசன் ஐ எ௄ப்பௌ எளிதாக இ௠க்ஶம், x 
எனேவ இௌ ஆக ைமனஸ் ஒன்றாக மா௥ம்  இன் சக்ொ p n cos x plus sine x 
இரண்௄ க்ஶ ேமல் ைப௜ன் க௯த்தல் சமம் n 
, அதாவௌ இந்த வாரத்்ைத௜ன் பயன்பா௄ க௯த்தல் ஒன்௥ ஆனால் இங்ேக உணர bec  
ேவண்ூயௌ என்னெவன்றால், நாம் அைத ேம௩ம் எ௱ொனால் , ௡ட் இரண்ைட ெவளிேய எ௄த்ௌ,
௔ன்னர ்௡ட் இரண்ைட இங்ேக ெகாண்௄ வ௠ழேறாம், இங்ேக பாரத்்தால் ௚௱ைமயான 
மொப்௖கைள எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்.
 இடௌ ௖றம் மற்௥ம் வலௌ ௖றம் இரண்ூ௩ம் நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , எப்பூ௞ம் p 
நாம் ேநரம்ைறயாக இ௠க்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ இரண்ூன் வரக்்க ௛லத்ொல் mod p 
இப்ேபாௌ இந்த ெபா௠ளின் ௚௱ைமயான மொப்௖ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட காலத்ைத அைடப்௖க்ஶள் 
இ௠க்ஶம்.
  மொப்௖ இன்௑ம் ஒன்ேற, ஏெனனில் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ெசால் இன் மொப்௖ என்னவாக n 
இ௠ந்தா௩ம், இௌ எப்ேபாௌம் ஒன்௣ற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ ௘கப்ெபரிய சாத்ொயமான 
மொப்௖ ஒன்௥ மற்௥ம் அௌ க்ஶ சமமாக இரண்௄ ஐக் க௯த்தல் ஒன்௥ ஆக இ௠க்க pi n 
ேவண்௄ம்.
 இங்ழ௠ந்ௌ இப்ேபாௌ பாரப்்பௌ எளிௌ க்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ இந்த ௳ஷயம் க்ஶ n pi 
சமமாக ஆல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக ழைடக்ழறௌ, ேம௩ம் இந்த ௳ஷயத்ைத க்ஶ சமமாக n pi 
இரண்டாகப் ெப௥ழேறாம், ஆனால் க்ஶ சமமாக ைமனஸ் ஒன்ைற ௚யற்஼த்தால் நமக்ஶ n 
௛ன்௥ ழைடக்ஶம்  நாம் ஐ ௚யற்஼த்தால் இேதேபால் இங்ேக இரண்௄ ௛லம் ைப n equa l 
௚தல் ைமனஸ் இரண்௄ அல்லௌ இரண்௄க்ஶ சமமான இரண்௄ அல்லௌ ெபரிய n 
மொப்௖க௬க்ஶச ்சமமானால், ைப இரண்டாகப் ெபறாௌ, ெபரிய எண்கைளப் ெப௥ம், ஆனால் p 
இன் ௘கச ்஼௣ய ேநரம்ைற மொப்ைபக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் என்பதால் , ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்
சமமான ஐத் ேதரந்்ெத௄க்க ேவண்௄ம்.n 
  அல்லௌ ஒன்௥க்ஶ சமமான ேநரம்ைற மொப்பானௌ க்ஶ சமமாக இரண்௄ ௡ட் இரண்டால் n p 
ெவளிவ௠ழறௌ மற்௥ம் அௌ இந்த ஼க்க௩க்கான இந்த ோரை்வ ௚ூக்ழறௌ, எனேவ அ௄த்த 
௳ரி௵ைர௜ல் ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄க௬க்கான ஼க்கல்கைளத் ோரப்்பதற்கான இந்த 
௳ரி௵ைரைய இத்ௌடன் ௚ூப்ேபாம் .
 ஒ௠ ௖ொய தைலப்ைபத் ெதாடங்கப் ேபாழேறன், அௌவைர ௚க்ேகாண௳யல் சார௖்களின் 
தைலவழ்கைள அ௣ய ேவண்௄ம் 
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