
 िũकोणिमतीय फंƕɌ वरील सात ʩाƥानात आपले ˢागत आहे मागील लेƁरमȯे आʉी िũकोणिमतीय समीकरणांवर चचाŊ केली 
होती आʉी आिण बरोबर या फॉमŊǉा sin x equal to sin y cos x equal to cos y tan x tan y 
िũकोणिमतीय समीकरणांची सामाɊ िनराकरणे िदली आिण आʉी  काही सम˟ा सोडवʞा,
 ȑामुळे या ʩाƥानातही आपण सम˟ा सोडवणे सुŝ ठेवणार आहोत, चला Ůथम आपण शेवटǉा वगाŊत काय केले होते याचे ūुत 
रीकॅप घेऊन सुŜवात कŝ या, ʉणून आपण या ˢŝपाǉा समान ǉा िũकोणिमतीय समीकरणांǉा सामाɊ sine x sin y 
समाधानांवर चचाŊ केली.
  आʉी ʉटले की या समीकरणाचे समाधान समान अिधक वजा 1 ते गुिणले ǉा घात आहे जेथे हा एक पूणाōक आहेx n pi n y n 
ȑाचŮमाणे ǉा ǉा िũकोणिमतीय समीकरणासाठी आʉी दाखवले की सामाɊ समाधान आहे फॉमŊचा ʉणून येथेcos x y cos y 
जेʬा मी समान ʉंटले तेʬा मुळात या संचाचा आहे याचा अथŊ असा आहे की या समीकरणासाठी हे सामाɊ समाधान संच आहे x x 
आिण साठी बरोबरीचे आहे दोन आिण cos x cos phi x pi.
 सवŊ पूणाōक साठी अिधक वजा आिण बरोबर या समीकरणासाठी आʉी दाखवले की सामाɊ समाधान संच n y tan x tan y 
पूणाōक साठी अिधक या फॉमŊचा आहे ʉणून आपण आणखी काही सम˟ा सोडवणे सुŝ ठेवू या ʉणून या सम˟ेमȯे n n pi y 
आʉाला िवचारले जाईल ǉा समीकरणाचे सामाɊ समाधान शोधǻासाठी बरोबर अिधक मूळ तीनचा कोसŐटŐट x cosecant x x 
आहे ʉणून सम˟ा सोडवǻाचे एक तंũ आहे जेथे तुʉाला आिण िमळेल ते ʉणजे ȑांना cosecant cotangent sine cos 
आिण ǉा संदभाŊत ʩƅ करणे आिण नंतर चा वापर कŝन सवŊ ओळख  आिण हे समीकरण सोडवतानाtan ah sin cos tan 
आपʞाला मािहत आहे की चा ǉा बरोबरीचा आहे चा ʉणून चा x cosecant sine x x cosecant x cosecant 

अिधक 3 चे वगŊमूळ ʉणून िलš शकतो आिण नंतर आपण ही संǒा डाʩा बाजूला आणतो  कारण आपण पाहतो की 1 वजा sine x 
ही गोʼ आपʞाला मािहत आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की 1 वजा बरोबर 2 साइन ˍेअर बाय दोन आहे cos x cos x x 

ʉणून आपण ते वापरǻाचा Ůयȉ कŝ मग हे होईल िकंवा ते एक मागŊ िकंवा दुसरा असेल  मागŊ ʉणजे आपण गुणाकार करतो  sine 
ǉा दोɎी बाजू आिण नंतर आपʞाला अिधक ŝटǉा 3 गुणा बरोबर 1 समान कोसाइन िमळेलx x sine x 

 ȑामुळे हे बŠधा अिधक या ˢŝपाचे असेल आिण मग ते कसे सोपे करावे याबȞल आपण मागील लेƁरमȯे cos x b sin x 
चचाŊ केली होती.
 याला दोन गुिणले अȯाŊमȯे अिधक ŝट तीन ओʬर टू मȯे असे िलिहले जाऊ शकते जे पुढे िलिहता येईल कारणcos x sine x 
आता येथे आपʞाला मािहत आहे की आपण अȯाŊला ǉा साठ अंशाने बदलू शकतो आिण ŝट तीन बाय टू ला साठ अंशांǉा cos 
साइनने बदलू शकतो िकंवा  आपण ते देखील कŝ शकतो अɊथा आपण ŝट तीन बाय दोन ला तीस अंशाचा ʉणून आिण ah cos 
तीस अंशाचा अधाŊ साइन चा 6 बाय 6 मȯे अिधक चा ʉणून िलš शकतो आिण हे ȑाचे ˢŝप pi cos x cos pi 6 sin x 
आहे  ची ˢाƗरी कराa cos b plus cos a sin b 
 ȑामुळे Űेसेसǉा आत ही गोʼ अिधक ची ǉा दुɔट साइन आहे ʉणून आपण x pi sine x x plus pi over six 
मागील ˠाइडवर ते दोन कमी केले आहे अिधक चा सहा वरील एक िकंवा साइन अधाŊ आहे परंतु अधाŊ साइन सारखा आहे तीस x pi 
अंशांचा जो सह सह आहेpi pi 
 ȑामुळे येथे पुɎा हे ǉा बरोबरीचे समीकरण आहे आिण यासाठी आपʞाला मािहत आहे की अिधक sine x sin y x pi by

हा संच अिधक वजा या संचाशी संबंिधत असावा.six n pi 
  1 ते गुिणले ǉा घात या बाबतीत हा बाय 6 आहे तर सवŊ पूणाōक साठी बाय 6 आिण हे संच आिण n y y pi 6 n pi 6 x pi 
अिधक वजा एक ǉा घात सहा बाय सहा असे ʉणǻासारखे आहे वजा वरील सहा एक पूणाōकाशी संबंिधत आहेत  ʉणून n pi pi 

ǉा समीकरणासाठी बरोबरी ǉा बरोबर चा वगŊमूळ तीनचा हा सामाɊ उपाय आहे x x x cosecant x 
फƅ थोडी अवघड सम˟ा ƽा ʉणून या सम˟ेमȯे आʉाला सवŊ शोधǻास सांिगतले आहे cosecant theta plus 

ची सोʞूशɌ एक बरोबरी आहे ʉणून आʉी पुɎा ला एक ओʬर साइन थीटा ʉणून secant of theta cos x theta 
ʩƅ कŝ आिण हे एक ओʬर समान असेल आिण नंतर जेʬा तुʉी दोɎी बाजंूना cos theta sine theta cos theta 
ने गुणाकार कराल तेʬा तुमचा शेवट होईल कॉस थीटा ɘस साइन टी िमळवत आहे  हेटा ची मȯे sine theta cos theta 
बरोबरी करते परंतु जेʬा हे अिधक असे िदसते तेʬा असे िदसून येत नाही परंतु नंतर येथे cos theta b sin theta 
आमǉाकडे चे उȋादन आहे येथे असे अनेक संभाʩ मागŊ आहेत ही सम˟ा एक संभाʩ मागŊ आहे sin theta cos theta 
की ˍेअर थीटा अिधक ˍेअर थीटा कॉस ˍेअर थीटा आहे या वˑुİ̾थतीचा वापर कŝन आपण काय कŝ शकतो sin cos 
ʉणजे आपण ला अिधक असे पįरभािषत कŝ शकतो आिण जर आपण तसे केले तर हे वेगळे t sine theta cos theta 
नवीन ʬेįरएबल आहे.
  ते येथे पįरभािषत केले आहे आिण नंतर तुʉाला िदसेल की ˍेअर ʉणजे साइन ˍेअर थीटा ɘस कॉस ˍेअर थीटा ɘस टू िसन t 
थीटा कॉस थीटा पण िसन ˍेअर थीटा ɘस कॉस ˍेअर थीटा एक आहे आिण ʉणून टी ˍेअर एक ɘस टू साइन थीटा कॉस थीटा 
मȯे आिण येथून आपण पाš शकतो की मȯे हे ŮȑƗात ˍेअर वजा एक ओʬर दोन ǉा cos theta sine theta t 
बरोबरीचे आहे ʉणून आता जर आपण िũकोणिमतीय समीकरणाकडे परत गेलं तर डावी बाजू आहे उजʩा हाताची बाजू ah t t 
चौरस आहे  वजा एक ओʬर टू आिण टी ची ʩाƥा अिधक अशी केली गेली आहेsin theta cos theta 
 ȑामुळे ǉा ̊ʼीने समीकरण चौरस वजा एक ʉणजे दोन िकंवा चौरस वजा दोन वजा एक समान शूɊ होते आिण t t t t t 
ʉणून हे मȯे िȪघात समीकरण आहे दोन संभाʩ मुळे आहेत मुळे आहेत दोन अिधक वजा वगŊमूळ आठ होय दोन चे वगŊमूळ आहे जेt 
एक 
अिधक वजा दोनचे वगŊमूळ आहे आता आपʞाला मािहत आहे की हे साइन थीटा अिधक कॉस थीटा बरोबर आहे जे ŮȑƗात वगŊमूळ t 
ʉणून िलिहले जाऊ शकते अिधक of 2 in sine theta times 1 over root 2 cos theta times 1 
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जे बरोबर आहे आता आपʞाला मािहत आहे की एक ओʬर ŝट दोन ʉणजे आिण ते over root 2 cos pi by four 
देखील आहेsine pi by four 

 ȑामुळे तुʉी इथे िलš शकता चार अिधक मȯे हे पुɎा cos pi by cos theta sine pi over four sine a 
अिधक चे ˢŝप आहे आिण ʉणून Űेसेसमधील ही अिभʩƅी अिधक cos b cos a sin b sine of theta pi by 

आहेfour 
 ȑामुळे हे ǉा Ůमाणे आहे  अिधक चार आिण ʉणून ȑाǉाकडून  पुɎा आपʞाला मािहत आहे की theta sine pi by 
साइनचे मूʞ वजा एक आिण अिधक एक दरʄान असʞाने चे पįरमाण दोनǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीने कमी असणे आवʴक आहे t 
जर आपण या समीकरणाǉा मुळांकडे परत गेलो तर  ŝट जे एक अिधक ŝट 2 आहे ते ʩवहायŊ उपाय नाही कारण हे t sin 

अिधक आहे जे याǉा बरोबरीचे आहे िजथून आपण पािहले होते की पįरपूणŊ मूʞ ŝट 2 पेƗा कमी असावे.theta cos theta 
 ʉणून आपण मूळ घेऊ शकत नाही जे  एक अिधक मूळ दोन आहे कारण ते याǉा बाहेर आहे जे या बंधनाची पूतŊता करत नाही ʉणून 
दुसरा उपाय ʉणजे समान 1 वजा मूळ 2 आहे आिण आपʞाकडे हे सरलीकरण आधीच आहेt 
 ȑामुळे शेवटी आपण समान ŝट 2 ने समाɑ करतो.t 
 थीटा अिधक ǉा मȯे चार समान ʉणून आपण फƅ दुसरे मूळ घेतो जे या बंधनाचे समाधान करते जे दोनचे एक वजा pi sine 
चौरसमूळ आहे
 ȑामुळे ही संपूणŊ गोʼ पुɎा मूळ दोन ʉणून थेटा अिधक बाय चार बरोबरीǉा साइनमȯे पुɎा िलिहली जाऊ शकते  दोनचे एक pi 
वजा वगŊमूळ Ǜाचा अथŊ होतो की थीटा अिधक चा साइन चार बरोबर एक ओʬर ŝट दोन वजा एक आिण हे pi 
काही कोन ǉा ǉा बरोबरीचे असू Ȩा कारण Űेसेसमधील हे मूʞ वजा एक आिण अिधक एक दरʄान आहे ʉणून phi sine 
आपण कŝ शकतो  शूɊ आिण दोन मधील या कोन साठी नेहमी एक मूʞ शोधा जसे की ची या मूʞाǉा pi phi phi sine 
बरोबरीची आहे ʉणून हे मूʞ असू Ȩा ʉणून आता आपʞाकडे पुɎा हे ǉा बरोबरीचे समान समीकरण phi sine x y sine 
आहे Ǜासाठी आमǉाकडे उपाय आहे की थीटा अिधक बाय 4 हा संच अिधक उणे 1 ǉा घाताचा गुणा ǉा phi n pi n phi 
पॉवरचा सवŊ पूणाōक साठी असावा आिण ʉणून सोʞूशनमȯे ʉटले आहे की थीटा साठी सामाɊ सोʞूशन सेट अिधक n n n pi 
वजा 1 ते असेल  सवŊ पूणाōक साठी गुिणले उणे ची 4 बाय 4 ची पॉवर ʉणून जर तुʉी या सम˟ेǉा िनराकरणाकडे n n phi pi 
परत गेलात तर आʉी येथे एक छोटी युƅी वापरली कारण एका बाजूला आमǉाकडे आिण दुस̴या बाजूला ची बेरीज cos sine 
होती.
  उȋादन ʉणून आʉाला ही युƅी वापरावी लागली आिण  आʉी हे तȚ वापरतो की ˍेअर थीटा अिधक कॉस ˍेअर थीटा sin 
एक आहे ʉणून येथे पुढील सम˟ा आहे ʉणून ती आʉाला या िũकोणिमतीय समीकरणाचे सामाɊ िनराकरण शोधǻास सांगत आहे 
आिण पुɎा आपण येथे काय कŝ शकतो ते ʉणजे आपण हे 1 ʉणून िलš शकतो.
 ɘस 1 ओʬर कॉस ऑफ 2 थीटा मȯे 1 अिधक 1 ओʬर कॉस ऑफ 4 थीटाचा कॉस थीटा िसन थीटा बरोबर आहे आिण नंतर आपण 
डाʩा हाताची बाजू आिण उजवीकडे दोɎी बाजंूनी गुणाकार करतो ʉणून आपण आिण उजʩा हाताǉा बाजूने गुणाकार करतो lhs 
cos 2 theta times cos 4 theta times sine theta
 ȑामुळे आपʞाला 1 अिधक मȯे 1 अिधक बरोबर cos 2 theta cos 4 theta times sine theta cos 

बरोबर मȯे चार ही संपूणŊ गोʼ दोनǉा बरोबरीची होईल कॉस ˍेअर थीटा आिण ही theta cos two theta cos theta 
दुसरी एƟेशन दोन कॉस ˍेअर दोन थीटा टाइʈ साइन थीटा इƓल कॉस थीटा कॉस टू थीटा कॉस फोर थीटा असेल आिण नंतर 
उजʩा बाजूला जे काही असेल ते आह घेऊन सवŊ काही डाʩा बाजूला आणले जाईल शूɊ आिण आʉी पाहतो की या दोɎी संǒांमȯे 
काही सामाɊ संǒा आहेत ʉणून तुʉी ȑांचा घटक काढू शकता,
 ȑामुळे शेवटी आपʞाला जे िमळेल ते आहे कॉस 2 थीटा ही कॉमन टमŊ आहे इथे कॉस 2 थीटा देखील कॉमन आहे cos theta 
ʉणून आʉी दोɎी बाहेर काढतो आिण मग आʉी शूɊाǉा बरोबरीचे आहे आिण येथे आपण एक नमुना पाहतो की आह दोन sin 

हे खरेतर ǉा बरोबरीचे आहे, ʉणून ती वˑुİ̾थती वापŝन आपʞाकडे 2 theta cos theta sin two theta sine 2
मȯे उणे आहे आिण पुɎा आपण ȑाच पॅटनŊसह पाहतो.theta cos 2 theta cos 4 theta 

 दोन थीटा ʉणजे ही गोʼ आता साइन फोर थीटा आहे ʉणून आता हे समीकरण शूɊ आहे जर कॉस थीटा शूɊ असेल िकंवा दोन 
थीटाचा कॉस शूɊ असेल िकंवा साइन फोर थीटा वजा कॉस फोर थीटा शूɊ असेल तर या तीनपैकी आपण  या तीन िभɄ समीकरणांपैकी 
Ůȑेकासाठी सेट केलेले समाधान शोधणे आवʴक आहे आिण ȑा सवाōचे एकũीकरण करणे आवʴक आहे, ʉणजे अथाŊतच आपʞाला 
मािहत आहे की शूɊाशी ʉणजे हा संचाचा आहे कारण हे ǉा बरोबरीचे आहे.cos theta theta cos theta 

आिण नंतर आपण वापŝ शकतो बरोबर फॉमŊǉा समीकरणांचे सामाɊ समाधान ʉणून   pi by two th cos x cos y 
याचे समाधान दोन अिधक वजा एक मȯे ओʬर दोन जेथे पूणाōक असेल तर या समीकरणासाठी दोन थीटा शूɊ n pi n cos 
बरोबरीचे सामाɊ समाधान आहे ते बरोबरच असणार आहे ȑािशवाय कारण इथे दोन थीटा असेल ते दोन अिधक वजा एक मȯे n pi 
ओʬर चार सवŊ पूणाōकासाठी आता या शेवटǉा समीकरणासाठी जे हे पुɎा िलिहले जाऊ शकते याचा अथŊ असा होतो  आिण हे n 
समीकरण दुस̴ याȪारे सूिचत केले आहे जेथे मी एका ओʬर ŝटने गुणाकार केला तरीही दोन उजवीकडे शूɊ समान शूɊ आहे आिण हे 
नंतर वर जात असे िलिहले जाऊ शकते कारण बाय चार ʉणजे बाय चार समान आहे  एक ओʬर ŝट टू cos cos pi sin pi 
ʉणजे पुढे एक सूिचत करते आता ही डाʩा हाताची बाजू आहे वजा जो ism sine a cos b cos a sin b a minus b
ची आहे ʉणून ही डाʩा हाताची बाजू चार ǉा सारखी आहे उणे पाई बाय चार ई  गुण शूɊ Ǜाचा अथŊ sine theta sine n 
असा होतो की चार थीटा वजा बाय चार pi 
सवŊ पूणाōक साठी या संचातील असणे आवʴक आहे, ʉणून येथे आपण समान बरोबर बरोबर n n pi sine x sin y y y 
शूɊ असे सूũ वापरत आहोत आिण हे  मग थीटा याǉा मालकीचा आहे असे सूिचत करते की आपण ला चार ने ǉा आत 4 pi n pi 
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अिधक वर 16 पूणाōक ʉणून हलवतोpi n 
 ȑामुळे सम˟ेचे अंितम समाधान 1 अिधक सेक थीटा मȯे 1 अिधक सेकंद 4 थीटा समान  cot theta
 ȑामुळे या संचांǉा युिनयनȪारे सवŊसाधारण समाधान िदले जाते 2 अिधक वजा 1 गुणा सवŊ पूणाōक युिनयन 2 n pi by 2 n n 
अिधक वजा एक गुणा वर चार पुɎा पूणाōक युिनयन सह पेƗा चार अिधक सोळा  पूणाōक pi n n pi pi n
 ȑामुळे या िũकोणिमतीय समीकरणासाठी हे अंितम समाधान आहे 
ʉणून आपण आणखी एका सम˟ेचा िवचार कŝ या
 ȑामुळे या सम˟ेमȯे आपʞाला चे सवाŊत लहान धनाȏक मूʞ शोधǻास सांिगतले जाईल जसे की हे िũकोणिमतीय समीकरण x 
समाधानी होईल ʉणून पुɎा आपण ला ʉणून िलš.tan x si 

Ȫारे आिण ʉणून ही अिधक शंभर अंशांची साइन बनते   nx cos x x 
अिधक 100 ǉा वर अिधक 50 ǉा साइन बरोबर असते.x cos x 

 ʉणून मी वेळेǉा िहतासाठी अंश ǉा साइन मȯे उणे 50 ǉा साइनमȯे िलिहत नाही ǉा अिधक 50 ने x x x cos cos x x 
उणे 50 ǉा मȯे भागले आिण नंतर आपण दोɎी बाजंूनी गुणाकार cos 
कŝ ʉणजे आिण उजʩा बाजूस ǉा अिधक 100 पट अिधक गुणा गुिणले वजा 50 आिण lhs x cos cos x 50 cos x x 
मग या गुणाकारानंतर आपʞाला जे िमळते ते ʉणजे साइन अिधक शंभर पट अिधक पɄास पट पट x cos x cos x cos of 

उणे 50 बरोबरीचे अिधक 50 पट गुणा उणे अिधक 100 ǉा 50 पट x sine x sine x sine x x cos.
 की डाʩा बाजूला आिण उजʩा बाजूला दोɎीकडे सायन आिण कोसाइनची उȋादने आहेत पण आता Ůʲ असा आहे की आपण याला 
यासोबत जोडायचे की अिधक शंभरचे साइन बरोबर जोडायचे आिण आपण जे पाहतो ते आहे.x cos x 
  की जर आपण अिधक शंभर ची साइन बरोबर जोडली  मग आपʞाला एक संǒा िमळेल जी शंभरची साइन आहे आिण x cos x 
आपण अिधक पɄास आिण उणे पɄास एकũ केʞास आपʞाला समान संǒा िमळेल आिण आपण साइन अिधकcos x cos x x 
पɄास आिण साइन उणे पɄास एकũ केʞास असे काहीतरी या बाजूला देखील होईल.x 
 आिण अिधक शंभर सह तर आपण ते करǻाचा Ůयȉ कŝया आिण काय होते ते पाš या, ʉणून आपण Ůथम cos x sin x 
डाʩा बाजूस सोपी कŝन सुŜवात कŝ आिण अथाŊतच आपण दोɎी बाजंूना चार ने गुणू शकतो ʉणून आपʞाला हे चार आवʴक 
आहे कारण आपण आठवǻाचा Ůयȉ कŝ दोन दोन आिण 2 आिण दोन sin a sin b sin a cos b cos a cos b 

साठीचा िवˑार डावीकडे असेल तर आपण ȑाला 2 अिधक 100 पट दोन ने गुणाकार ʉणून cos a sin b sine x cos x 
िलš शकतो.

अिधक पɄास गुणा उणे पɄास आता आपʞाला मािहत आहे की ही एक अिधक ची आहे  cos x cos x cos b b sine a 
ची आहे जी शंभर अंश आहेplus b plus sine of a minus b sine 

 ȑामुळे डाʩा बाजूला ही पिहली संǒा आहे आिण नंतर येथे  आपण दोन साठी नमुना पाहतो आिण आपʞाला cos a cos b 
मािहत आहे की दोन ʉणून ही संǒा बनते ʉणजे cos a cos b cos a plus b plus cos a minus b cos a 

ने गुिणले दोन अिधक उणे असेल आिण मग नſीच आपण सवŊ चार संǒा िलš शकतो  plus b cos x cos a b cos 100 
येथे अितशय छानपणे अिधक 100 गुिणले ǉा 100 पट ǉा शंभर पट दोन cos cos 100 plus sine cos x plus 

ǉा शंभर पट शंभर जेʬा आपण उजʩा बाजूसाठी असेच करǻाचा Ůयȉ करतो तेʬा उजʩा बाजूला आपण 4 sine cos of 
मȯे अिधक 50 गुणा गुिणले वजा ǉा पɄास पट अिधक शंभर होते आिण येथे आपण sine x sine x x x cos x sine x
अिधक पɄास सह उणे पɄास आिण ला अिधक शंभर एकũ कŝ ʉणजे ते दोन साइन होईल  sine x sine x cos x x 
अिधक पɄास मȯे साइन उणे 50 गुणा 2 साइन अिधक शंभर आता हे दोन पाप चे आहे जे एक वजा x x cos x a sin b b 
ǉा ǉा वजा ǉा ǉा बरोबर आहेcos b cos 
 ȑामुळे वजा चा असेल ɘस चे शंभर अंश वजा दोन असेल तर हा आहे आिण हा आहे तर ɘस a b cos a b cos x a b a 

ला दोन ने गुणाकार केला जाणार आहे दोन या दुस̴ या टमŊसाठी दोन sb x sine a cos b sin a cos b sine a 
आपʞाला दोन अिधक शंभर ची साइन देणार आहे अ वजा ब plus b plus sine a minus b sine a plus b x 

ची वजा  sine a sine sine sine sine sine of sine of sine of sin of sine sine sine 
गुणाकार  तर हे sine of sine of sine sine sine sine sine of sine of 100 sine sine 100 

आहे या वजा साइन 100 मȯे वजा दोन साइन दोन अिधक सौ अिधक दोन मȯे साइन सौ तर ही cos 100 cos x x cos x 
उजवी बाजू आहे आिण ही डाʩा हाताची बाजू आहे जी दोन ची साइन आहे दोन ǉा अिधक शंभर पट अिधक दोन x x cos x x 
ǉा शंभर पट ǉा शंभर अिधक साइन ǉा शंभर पट दोन अिधक िचɎ शंभर शंभर आिण आपण पाš शकतो कीcos cos x cos 
काही पदे येथे रȞ होणार आहेत कारण ही संǒा पाप करेल  दोन अिधक शंभर गुिणले शंभर इथे आिण इथे दोɎी आहेतx cos 
 ȑामुळे तो रȞ होतो आिण नंतर दोन गुिणले सौ हे देखील डाʩा बाजूला आिण उजʩा हाताǉा दोɎी बाजूला th  cos x sine 
असते
 ȑामुळे हे देखील रȞ होते
 ȑामुळे शेवटी काय उरते ते ʉणजे दोन साइन दोन अिधक सौ मȯे दोन ʉणजे मूलत: ही संǒा याला या बाजूला x cos x ah 
आणते आिण नंतर अिधक दोन साइन सौ बरोबर 0 जे आणखी सोपे केले जाऊ शकते ʉणून मागील ˠाइडवŝन cos 100 
आपʞाकडे 2 मȯे दोन अिधक शंभर गुणा दोन अिधक दोन साइन सौ आहे  शंभर बरोबर शूɊ आता हे दोन x cos x cos 

चे ˢŝप आहेsine a cos b 
 ȑामुळे आपʞाला कळेल की दोन ʉणून ही sine a cos b sine a plus b plus sin a minus b sine 
होईल

Pru
tor
@
IIT
K



 ȑामुळे तुʉाला चार अिधक देईल  शंभर आिण साइन अ वजा ब आपʞाला शंभर अिधकची साइन देणार आहे a plus b x 
आिण आिण आिण जर तुʉी येथे नमुना पािहला तर ही दोनशेची 
साइन आहे ही दोन sine a cos a

आहे  दोन ʉणजे दोनशे ची एकदा 0 आिण नंतर येथे आपण कŝ  मी एक अिधक so two sin a cos a sine a sine 
िचɎ फॉʄुŊला वापरǻाचा Ůयȉ करेनb 
 ȑामुळे ही गोʼ 2 बाय 2 ला 150 अंश आहे आिण एक वजा बाय 2 चे कॉस 50 अंश असेल पण 150 ची साइन ची साइन सारखीच b 
असेल 30 अंश ʉणजे जे अधő आहे
 ȑामुळे हे अȯाŊ बरोबर आहे ʉणून दोन ने अȯाŊने गुणले तर एक आहे ʉणून आपʞाकडे चार अिधक शंभर ची आहे 50 x sine 
अंशाǉा ǉा वजा बरोबर 40 अंशाǉा साइनचे वजा आहे कारण ǉा  50 हे 40 ǉा सारखेच आहे.cos cos sine 
 जे उणे 40 अंशांची ʉणून देखील िलिहता येते, ʉणून पुɎा आपʞाकडे बरोबर असा फॉमŊ आहे sine sine x sine y 
Ǜासाठी सोल सामाɊ समाधान 4 अिधक 100 ने िदले जाईल या संचाचे आहे.x 

अिधक उणे 1 ते गुिणले वजा 40 ची घात कारण उणे ठीक आहे येथे आपण कŝ नये कारण आपण येथे वापरत  n pi n y pi 
आहोत आिण आपण रेिडयनǉा संदभाŊत उȅर ʩƅ करत आहोत आपʞाला हे परत रेिडयनमȯे ŝपांतįरत करणे आवʴक आहे 
ʉणून हे नाही  बरोबर ʉणून ही अंश आहे ʉणून जर आपʞाला वŝन आठवत असेल तर मागील लेƁसŊ आपʞाला फƅ 180 वर 

सह गुणाकार करणे आवʴक आहे  जेणेकŜन ते पुɎा रेिडयनमȯे ŝपांतįरत होईल परंतु नंतर तेच गोʼ या शंभरसह येथे देखील pi 
केली पािहजे ʉणून कोणȑाही पįरİ̾थतीत हे िवधान बरोबर आहे ʉणून सवŊ चे आहेत आिण  मग आपण असे िलš शकतो की चारn z 

अिधक वजा एक ची गुिणले वजा ची घात आहे x n pi n 
ʉणून हे चाळीस आपण दोन बाय नऊ असे सोपे कŝ शकतो आिण नंतर आपʞाला येथे उणे शंभर टाकावे लागतील परंतु वजा pi 
शंभर हे मȯे आहे  अंश ʉणजे रेिडयɌǉा संदभाŊत जे उणे 5 पेƗा जाˑ असेल आिण पुɎा पूणाōकांशी संबंिधत असेल आिण हे pi 9 

असेल तर मग आपʞाला येथे Ůȑेक गोʼीला चार ने िवभािजत करावे लागेल4 x 
 ȑामुळे आपʞाला शेवटी काय िमळेल ते समाधान संच आहे  फॉमŊ हे ओʬर फोरचे आहे अिधक आपण ŮȑƗात वजा बाहेरx n pi 
आणू शकतो परंतु वजा वर 18 वजा 5 ओʬर 36 साठी सवŊ पूणाōकांǉा संचाशी संबंिधत आहेpi pi n 
 ȑामुळे या सम˟ेचे हे सामाɊ समाधान आहे आिण आपण खरोखर शोधू शकता परीƗेसाठी Ůथम बाहेर पडा  जर तुʉी ple 
उदाहरणासाठी बरोबर एक ठेवले तर ते सोʞुशन बाय चार आिण नंतर वजा वजा बाय अठरा वजा 5 बाय 36 जे n pi pi pi pi 
बाय 4 अिधक बाय 18 वजा 5 बाय 36 या सोʞुशनशी संबंिधत असेल जे अंशात हे आहे 45 अंश आहे हे 10 अंश आहे आिण हेpi pi 

आहे 180 आहे तर हे 25 अंश आहे ʉणजे हे 30 अंश िकंवा बाय सहा आहे ʉणजे हे बरोबर एक आहे आिण नंतर तुʉी pi pi n n
ची िभɄ मूʞे ठेवता तुʉाला सवŊ सामाɊ िमळेल या समीकरणातील सवŊ िनराकरणे येथे आणखी एक मनोरंजक आह सम˟ा आहे िजथे 
आʉाला हे दाखिवǻास सांिगतले जाते की सवŊ साठी अंतराल शूɊ ते बाय दोन हे िवधान खरे आहे चे नेहमी x pi sin x cos 

ǉा पेƗा मोठे असते सवŊ अंतराल 0 ते बाय 2.cos x sine x pi 
 तर यासाठी आपʞाला असे िदसते की चा साइन बाय दोन वजा हा बरोबर आहे आिण साठी समान ओळख pi x cos x cos 
आहे , ʉणून आपण ने सुŜवात कŝ शकतो.sine 
 
डाʩा हाताला हे टमŊ ah 
दोन वजा Ȫारे ǉा ʉणून िलिहता येईल कारण हे ǉा ǉा बरोबरीने दोन वजा pi sine sine x cos theta pi sine 

ǉा बरोबरीचे आहे, ʉणून जर तुʉाला हे दाखवायचे असेल तर ते ǉा ǉा बरोबरीने मोठे आहे हे theta cos x sine 
दाखवǻासाठी समतुʞ आहे.
  मȯंतराला शूɊ ते बाय दोन ʉणून जेʬा हा मȯांतर शूɊ ते बाय दोनचा असेल तेʬा आपण मधील दोन वजा pi x pi pi sin

आिण मधील संबंध तपासूया, तर शूɊ ते कधी आहे यासाठी या दोन संǒा तपासूया  दोन Ȫारे अथाŊतच जेʬा x cos x x  pi x 
शूɊ ते पाई बाय दोन कॉस दरʄान असेल तेʬा शूɊाǉा बरोबरीने ते एक असेल आिण बरोबर बाय दोन ते शूɊ असेल x x x pi 
ʉणून ते शूɊ आिण एक दरʄान असेल आिण  बाय दोन वजा बरोबर शूɊ बरोबर हे दोन असेल आिण pi sin x x pi by x 
बरोबर दोन ते बरोबर दोन वजा एक असेलpi by pi 
 ȑामुळे ते दोन वजा एक दोन Ȫारे बदलणार आहे दोन आिण आपण पाहतो की हे मȯांतर आिण हे मȯांतर हे दोɎी pi by pi 
अंतराल शूɊ ते दोन बाय दोनचे उपसंच आहेत.pi 

हे मȯांतर शूɊ ते चा उपसंच आहे , मȯांतर ने घेतलेʞा सवŊ मूʞांचा संच देखील शूɊ मधला   le pi by two ah cos x 
आहे आिण एक देखील मȯांतर शूɊ ते चा उपसंच आहेpi by two 
 ȑामुळे हे आʉाला सांगते की दोɎी दोन वजा आिण जे येथे िवतकŊ  आहेत ते अंतराल शूɊ ते बाय दोन चेpi  sin x cos x pi 
आहेत
 ȑामुळे मूलत: आपʞाकडे चे आिण चे असे काहीतरी आहेa sine b sine 
 ȑामुळे ʉणजे बाय दोन वजा पाप असे ʉणूया  आिण हे आहे आिण आʉाला िचɎ ǉा बरोबरीने मोठे a pi x b cos x a b 
आहे हे दाखवǻास सांिगतले आहे आिण आʉाला मािहत आहे की आिण दोɎी ʉणजे आिण दोɎी अंतराल शूɊ ते a b a b pi 
बाय दोन पयōत असतील तर तुʉी पािहले असते  साइन फंƕनचा आलेख आपʞाला मािहत आहे ʉणून मी साइन फंƕनचा आलेख 
पटकन ɘॉट करेन ʉणजे जर हे शूɊ असेल आिण आपण ʉणू या की हा पाई बाय दोन आहे तर हे आहे आिण हे साइन ǉा x x y 
आहे.

वर शूɊ बरोबर शूɊ आहे आिण नंतर शूɊ आिण पाई दोन ǉा दरʄान ते नीरसपणे शूɊ पासून सवŊ Ůकारे वाढत आहे x sine x 

Pru
tor
@
IIT
K



 एक पयōत ʉणजे याचा अथŊ असा आहे की कोणȑाही दोन मूʞांसाठी आिण ʉणू या जर या आलेखात दशŊिवʞाŮमाणे ǉाa b a b 
बरोबरीने मोठे असेल तर ची येथे हे मूʞ आहेa sine 
 ȑामुळे येथे हे मूʞ आहे  चा िवल ǉा ǉा बरोबरीने मोठा असेल तर चा आहे ʉणून हे मूʞ ǉा sine a b sine b sine b 

आहे ʉणून ǉा बरोबरीǉा पेƗा मोठे ʉणजे असे सूिचत होते की ǉा बरोबरीने मोठा आहे sine a b n sine a sin b 
ʉणून जर  आʉाला हे दाखवायचे आहे की चा हा ǉा बरोबरीने मोठा आहे हे दाखवǻासाठी फƅ हा ǉा a sine sin b a b 
बरोबरीचा आहे हे दाखवǻासाठी पुरेसे आहे इथे जर तुʉाला वजा आिण हा ची ʉणून a was pi 2 sin x b x cos 
आठवते.
  जोपयōत आपण हे िवधान दाखवू शकतो जर हे शूɊ ते बाय दोनǉा अंतरामȯे खरे असेल तर शूɊ ते पाई बाय दोनǉा x pi x 
दरʄान आहे तोपयōत आपण हे दाखवू शकतो Ǜामुळे सम˟ा योƶįरȑा सोडवली जाईल ʉणून आपण Ůयȉ कŝया या िविश̽ ट 
समीकरणाचे पु̢ हा परीƗण कर̜ यासाठी हे दाखव̜ यासाठी चा अिधक आहे  मȯांतरातील सवŊ साठी X cos sine x pi by 

ǉा समान पेƗा कमी मȯांतरातील सवŊ साठी शूɊ ते साठी मȯांतरातील सवŊ साठी आʉी हे पुढील two x pi by two x 
ˠाइडवर दाखवǻाचा Ůयȉ कŝ ʉणजे ही दोन पुɎा समतुʞ िवधाने आहेत आता अिधक समान आहे  ŝट दोन sin x cos x 
गुिणले एक ओʬर ŝट दोन साइन अिधक एक ओʬर ŝट दोन ची कोसाइन जी समान आहे ʉणून आपण पुɎा कŝ शकतो x x 
आपण एक ओʬर ŝट दोन ला कॉस ऑफ पी बाय चार आिण एक ओʬर ŝट दोन येथे साइन पी बाय ʉणून िलš शकतो चार ʉणून 
ही संपूणŊ गोʼ अिधक ǉा ला चार बाय चार सोपी करते परंतु नंतर आपʞाला मािहत आहे की हे मूʞ जेʬा ते x pi sine x 0 

बाय 2 पेƗा जाˑ असेल तेʬा हे नſीच चांगले आहे आता पाहǻासारखे फार काही नाही कारण साइनचे मूʞ कोणȑाही pi x x 
साठी अिधक ते 1 पेƗा कमी असणे आवʴक आहे आिण ʉणून या समानतेतून अिधक हे मूळ x pi by 4 sine x cos x 
दोनǉा बरोबरीने कमी असणे आवʴक आहे 
कारण मूळ दोन हे पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे दोन आता हे पाहणे सोपे आहे कारण ŝट दोन ʉणजे एक िबंदू चार एक काहीतरी pi 
आिण पाई दोन एक िबंदू पाच सात या दोन िवधानांतून असे घडते की अिधक हा पेƗा कमी i  s sine x cos x pi by 2 
आहे सवŊ साठी 0 ते ǉा मȯांतराशी संबंिधत आहे ठीक आहे या सम˟ेतील आणखी एक सम˟ा आपण शोधूया.x pi by 2 
 सवाŊत लहान पॉिझिटʬ संƥा Ǜासाठी हे िũकोणिमतीय समीकरण समाधानी आहे आिण खरं तर संƥा अशी असावी की या p p 
समीकरणाला शूɊ ते दोन अंतरालमȯे हे समाधान आहे ʉणून येथे पुɎा आपण ओळख वापरतो की थीटाचा pi x cos of pi 
ची आहे  दोन वजा थीटा ʉणून आपण ही डाʩा हाताची बाजू चा ʉणून 2 वजा बरोबर sine pi sine p sine x p cos x
Ůमाणे िलिहतो आिण हे पुɎा बरोबर असे आहे ʉणून हे खरे होǻासाठी ते असणे आवʴक आहे  ते sine x sin y pi by 2 
वजा हे अिधक वजा 1 बरोबर गुणा काही पूणाōक िकंवा काही पूणाōक साठी गुणा p sine x n pi n p cos x n n n 
बरोबर असले पािहजे, तर आता आपण या पूणाōक साठी वेगवेगʨा शƐता वापŝन पाš आिण आपण काय ते पाš.n 
 असे िमळवा जर आपण ǉा बरोबरीचा Ůयȉ केला, उदाहरणाथŊ 0 तर इƓॅट  आपʞाला िमळणारा आयन ʉणजे वजा n pi by 2 

बरोबर Ǜाला ʉणून अिधक समान मȯे िलिहता येईल आिण p sine x p cos x p sine x cos x pi over two 
नंतर अिधक ला मूळ दोन मȯे आिण नंतर सरलीकृत करता येईल.sine x cos x p 
 आपण ते पुɎा मूळ दोन अिधक एक Ȫारे मूळ दोन जे अिधक बाय चार ǉा बरोबर वरील दोन असे sin x cos x x pi pi 
िलš आता आपण Ůʲात आहोत Ǜाला सवाŊत लहान धन संƥा शोधǻास सांिगतले आहे  पण पॉिझिटʬ असǻासाठी आपʞालाp p 

िनवडावा लागेल ʉणजे अिधक चे िचɎ देखील धन आहे कारण धन आहे आिण मूळ दोन धन आहे x x pi by 4 pi by two 
कारण आपʞाला सवाŊत लहान शोधायचा असʞाने आपण िनवडǻाचा Ůयȉ केला पािहजे.p 

ʉणून अिधक बाय चार ची सायन हे सवाŊत मोठे संभाʩ सकाराȏक मूʞ आहे जे आपʞाला एक आहे हे मािहत आहे,   x x pi 
ʉणून जेʬा हे एकाǉा बरोबरीचे असते तेʬा आपʞाला चे सवाŊत लहान संभाʩ मूʞ िमळते जे p 
मूळ दोन वर ǉा दोन बरोबर असेल पण हे आहे  फƅ बरोबर शूɊ साठी आपण बरोबर एक साठी Ůयȉ कŝ शकतो जर pi n n 
आपण बरोबर एक ठेवले तर आपण समाɑ कŝ  अप िमळवणे दोन वजा समान उणे आिण जर n p sine x pi p cos x 
आपण याची पुनरŊचना केली तर आपʞाला काय िमळेल ते ʉणजे गुणा वजा हे ओʬर दोनǉा समान ah p cos x sin x pi 
आहे आिण इथेही आपण ते पुɎा िलš शकतो.

ʉणून दोन गुणांǉा वगŊमूळात आिण नंतर ते मȯे एक Ȫारे मूळ दोन वजा एक मूळ दोन असेल Ǜाला   p cos x sin x x 
अिधक वर चार ʉणजे पेƗा दोन असे िलिहले जाऊ शकते परंतु येथे सवाŊत मोठे शƐ आहे चे चेy pi x plus pi by 4 cos 
मूʞ अजूनही एक आहे आिण ʉणून चे सवाŊत लहान सकाराȏक मूʞ अजूनही समान मूʞ असेल आिण आपण नकाराȏक p n 
साठी देखील असे Ůयȉ कŝ शकतो आिण आपण सवŊसाधारणपणे हे समीकरण पाš शकतो.
 सामाɊ साठी फƅ समाधानी होईल जर असे असेल तर हे ɘस 1 ǉा बळावर वजा 1 असे िलिहता येईल जर मी हे आणले िकंवा n n 
Ɨमˢ ȑाऐवजी या बाजूने घेणे सोपे होईल जेणेकŝन ते मȯे वजा एक होईल  ची sine x p n cos x plus sine x 
शƅी 
पाई ǉा वजा दोन पेƗा दोन ǉा बरोबरी ʉणजे या शɨाचा उपयोग वजा एक पण एक गोʼ इथे लƗात घेǻासारखी आहे ती n bec  
ʉणजे जर आपण पुढे असे िलिहतो की आपण मूळ दोन बाहेर घेतो आिण नंतर मूळ दोन इथे आत आणतो आिण जर आपण िनरपेƗ मूʞे
घेतली तर येथे पािहले तर डाʩा बाजूला आिण उजʩा बाजूला आपण काय पाहणार आहोत ते ʉणजे तरीही आʉांला सकाराȏक p 
ʬायचे होते ʉणून आता दोनǉा वगŊमूळात मोड करा, Űेसेसǉा आत या गोʼीचे पįरपूणŊ मूʞ या िविशʼ पदासाठी सवाŊत मोठे शƐ p 
आहे.
  मूʞ अजूनही एक आहे कारण ही िविशʼ संǒा चे मूʞ िकतीही असले तरीही हे नेहमी एकापेƗा कमी असेलn 
 ȑामुळे सवाŊत मोठे संभाʩ मूʞ एक आहे आिण ते ǉा बरोबरीने दोन ǉा िनरपेƗ मूʞात वजा एक असावे.pi n 
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 येथून आता हे पाहणे सोपे आहे की बरोबर शूɊासाठी ही गोʼ आपʞाला ǉा बरोबरीने दोन बरोबर एक बरोबर िमळते n pi n 
तसेच ही गोʼ आपʞाला ǉा बरोबरीने दोन िमळते परंतु जर आपण समान वजा एक करǻाचा Ůयȉ केला तर आपʞाकडे तीनpi n 
आहेत  Ȫारे दोन येथे ȑाचŮमाणे जर आपण समीकरणाचा Ůयȉ केला तर ते उणे दोन िकंवा समान दोन िकंवा ǉा pi n l n n 
मोǬा मूʞांǉा बरोबरी नंतर िमळणार नाही दोन बाय दोन मोǬा संƥा िमळतील परंतु आपʞाला चे सवाŊत लहान धनाȏक pi p 
मूʞ शोधायचे असʞाने आपʞाला शूɊाǉा बरोबरीचे िनवडावे लागेल.n 
  िकंवा बरोबर एक Ǜासाठी सवाŊत लहान धनाȏक मूʞ समान दोन मूळ दोन Ȫारे असे िनघते आिण ते या सम˟ेचे हे n p pi 
समाधान पूणŊ करते ʉणून आʉी पुढील ʩाƥानात िũकोणिमतीय समीकरणांǉा सम˟ा सोडिवǻावरील हे ʩाƥान समाɑ कŝ.
  तोपयōत िũकोणिमतीय फंƕɌचे ʩुǿम जाणून घेǻासाठी एक नवीन िवषय सुŝ करणार 
आहोत.
 धɊवाद 
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