
 ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ؋ിന് സٔാഗതം, കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
ഞ׹ൾ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹െളുׯറി്׺ ചർ׺ െചᅃٝിരുؗു, േഫാമിന്െറ ْതിേകാണമിതി sin x 
സമവാകّ׹ൾ്ׯ ഞ׹ൾ െപാതുവായ പരിഹാര׹ൾ നൽകി , തുലّമാണ്. കുറ്׺ sin y cos x 
ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിു׺, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിലും ഞ׹ൾ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിؗുׯത് തുടരാൻ 
േപാകുؗു , കഴിױ ؁ാസിൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝതിന്െറ ഒരു ْദുത റീകّാ്ؚ ഉപേയാഗി്׺ ആദّം ആരംഭിׯാം,
അതിനാൽ ഈ േഫാമിന്െറ ൈസൻ ന് തുലّമായ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ളുെട x, sin y 
െപാതുവായ പരിഹാര׹ൾ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝു. ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം ൈപ ؛സ് n 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു, ഇവിെട എؗത് േഫാമിന്െറ ْതിേകാണമിതി n cos x 
സമവാകّ؋ിന് സമാനമായി യുെട ْതിേകാണമിതി സമവാകّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു cos y 
പൂർ؉സംഖّയാണ്. ഇവിെട ഞാൻ സമം എ്ؗ പറയുേآാൾ അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് x x 
ഈ ഗണ؋ിന്േറതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ സമവാകّ؋ിനുت െപാതുവായ പരിഹാരമാണ് , ന് cos x 

ന് തുലّമായത് ര؇്, എؗിവയിൽ െപടുؗു. ؛സ് ൈമനസ് എبാ പൂർ؉സംഖّകൾുׯം cos phi x pi y 
എؗ സമവാകّ؋ിനും ന് തുലّമായ എؗ സമവാകّ؋ിനും െപാതുവായ പരിഹാര n tan y tan x 

െസ؛ ്ئസ് രൂപ؋ിലുتതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺, അതിനാൽ എؗതിന് കുറ്׺ ْപٍ׹٠ൾ n pi y n 
പരിഹരിؗുׯത് തുടരാം, അതിനാൽ ഈ ْപٍ؋٠ിൽ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. ന്െറ സമവാകّ x 
േകാെസׯന്റിനുت െപാതുവായ പരിഹാരം കെ؇ؗു؋തിന്, ؛സ് റൂ؂് ْതീയുെട േകാടാൻെജന്റിന് x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ േകാെസׯന്റും േകാ؂ാൻെജന്റും ലഭിؗുׯ ْപശ് ന׹ൾ 
പരിഹരിؗുׯതിനുت ഒരു സാേ׸തികത ൈസൻ േകാസ്, ടാൻ എؗിവയുെട അടിرാന؋ിൽ 
അവെയ ْപകടിؚിുׯകയും തുടർ്ؗ എبാ ഐഡന്റിئികളും ഉപേയാഗിുׯകയുമാണ്. ഈ സമവാകّം 
പരിഹരിؗുׯതിൽ ഉം ഉം ആയതിനാൽ, ന്െറ ഒؗിന് മുകളിൽ sin cos tan x cosecant sine x 
തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ വർ״മൂലവും 3-ന്െറ x- cotangent- x- x- x-

ആയി എഴുതാം  , തുടർ്ؗ നأൾ ഈ പദം ഇടതുവശ്؋ െകാ؇ുവരുؗു. കാരണം , 1 ൈമനസ് cosecant 
േകാസ് എؗത് നമു്ׯ അറിയാവുؗ ഒؗാണ്, 1 ൈമനസ് േകാസ് ൈസൻ സ്കٔയർ ര؇ിന് x x 2 x 
തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ ഇത് 
മാറുؗു അെ׸بിൽ അത് ഒരു വഴി അെ׸بിൽ മെئാ്ؗ നാം വർؑിؚിുׯക എؗതാണ് വഴി  ൈസൻ x 
െകാ؇് ഇരുവശവും, തുടർ്ؗ നമു്1 ׯ ന്െറ േകാൈസൻ ؛സ് റൂ؂് 3 മട്׹ ൈസൻ ലഭിുׯം, x x 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു ؛സ് എؗ രൂപ؋ിലായിരിׯാം , തുടർ്ؗ അത് എ׹െന cos x b sin x 
ലളിതമാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ ചർ׺ െചᅃٝിരുؗു.  ഇത് ര؇് തവണ പകുതി 
േകാസ് എ؛ ٧്عസ് റൂ؂് മൂ്ؗ ഓവർ ടു ടു ടു ൈസൻ എക് സ് എ്ؗ എഴുതാം, ഇേؚാൾ ഇവിെട എഴുതാം, 
പകുതിെയ അറുപത് ഡിْഗി േകാസ് ആയും റൂ؂് ْതീ ൈബ ര؇് അറുപത് ഡിْഗി ൈസൻ ഉപേയാഗി്׺ 
മാئിرാപിׯാെമ്ؗ ഇവിെട നമുׯറിയാം.  നമുׯത് െചإാൻ കഴിയും അെ׸بിൽ നമു്ׯ ആ റൂ؂് ْതീ 
ൈബ ടു 30 ഡിْഗി േകാസ് ആയും പകുതി മുؚത് ഡിْഗി ൈസൻ എؗ ൈസൻ 6 ൈബ 6 േകാസ് ؛സ് x 
േകാസ് ൈപ ൈബ 6 സിൻ ആയും എഴുതാം, ഇതാണ് രൂപ؋ിലുتത്  ഒരു ؛സ് x cos b cos a sin b 
എ്ؗ ൈസൻ െചുإക, അതിനാൽ േْബസുകൾتുׯിെല ഈ കാരّം ؛സ് ൈപയുെട ആറ് ര؇് മട്׹ x 
ൈസൻ ؛സ് ൈപ ആറിേനׯാൾ ൈസൻ ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ മുآെ؋ ൈسഡിൽ ഞ׹ൾ x 
അത് ര؇ിെന ؛സ് ആയി കുറു׺ .  ഒؗിന് തുലّം അെ׸بിൽ ؛സ് ൈപയുെട ആറിനു sin x pi x 
മുകളിലുت ൈസൻ പകുതിയാണ്, എؗാൽ പകുതി ൈസനിനു തുലّമാണ് മുؚത് ഡിْഗി , അതായത് 
ആറിനു മുകളിൽ ൈപ ആയതിനാൽ, ഇവിെട നമു്ׯ വീ؇ും ൈസൻ എؗ േഫാമിന്െറ ഒരു x 
സമവാകّം ഉ؇് , ഇതിന് ؛സ് ൈപ ൈബ സിക് സ് ؛സ് ൈമനസ് എؗ ഗണ؋ിൽ ഉൾെؚടണം x n pi 
എؗതാണ് െപാതു പരിഹാരം.  1 മുതൽ തവണ യുെട ശװിയിൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എؗത് n y y pi
6 െകാ؇് ആണ്, എبാ പൂർ؉സംഖّകൾുׯം ആണ്, ഇത് എؗത് ഗണ؋ിൽ െപ؂താണ് , pi n pi 6 x pi
 ാൾ n piׯിയിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആയി ആറ് ൈമനസ് ൈപ ആറിേനװസ് ഒ്ؗ യുെട ശ؛
പൂർ؉സംഖّകളുേടതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ േകാെസׯന്റ് എؗ സമവാകّ؋ിന്െറ x 
സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതു പരിഹാരമാണ്, ന്െറ ؛സ് സ് കٔയർ റൂ؂് മൂؗിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂് x x 
അൽؚം ബുؑിമുت؂ു ഒരു ْപശ് നം എടുുׯക, അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന؋ിൽ എبാം കെ؇؋ാൻ 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. േകാെസׯന്റ് തീئയുെടയും തീئയുെട െസׯന്റിന്െറയും പരിഹാര׹ൾ
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും േകാസ് എക് സ് തീئെയ ൈസൻ തീئയ് ്ׯ മുകളിൽ 
ഒؗായി ْപകടിؚിുׯം, കൂടാെത ഇത് േകാസ് തീئയ്്ׯ തുലّമായ ഒؗായിരിുׯം , തുടർ്ؗ ൈസൻ തീئ 
േകാസ് തീئ ഉപേയാഗി്׺ ഇരുവശവും ഗുണിുׯേآാൾ നി׹ൾ അവസാനിുׯം േകാസ് തീ؛ ئസ് ൈസൻ
ടി ലഭിുؗുׯ  െഹئ ൈസൻ തീئെയ േകാസ് തീئയിേല്ׯ തുലّമാുؗുׯ, എؗാൽ ഇത് േകാസ് തീ؛ ئസ്
ബി സിൻ തീئയുെട രൂപമാെണ്ؗ േതാؗുേآാൾ ഇത് ദൃശّമാകിب, എؗാൽ ഇവിെട നമു്ׯ sin theta 

ന്െറ ഒരു ഉൽؚؗമു؇് ഈ ْപശ് ന؋ിന് സാധّമായ ഒരു മാർ״ം , സ് കٔയർ തീ؛ ئസ് cos theta ah sin 
േകാസ് സ് കٔയർ തീئ േകാസ് സ് കٔയർ തീئ എؗ വസ് തുത ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗ 
ഒؗാണ്, അത് ൈസൻ തീ؛ ئസ് േകാസ് തീئ ആയി നിർവചിׯാം , തുടർ്ؗ നി׹ളാെണ׸ിൽ ഇത് 
മെئാരു പുതിയ േവരിയബിളാണ്  അത് ഇവിെട നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ടി സ്കٔയർ ൈസൻ 
സ്കٔയർ തീ؛ ئസ് േകാസ് സ്കٔയർ തീ؛ ئസ് ടു സിൻ തീئ േകാസ് തീئ ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണും, 
അതിനാൽ സിൻ സ്കٔയർ തീ؛ ئസ് േകാസ് സ്കٔയർ തീئ ഒؗാണ്, അതിനാൽ ടി സ്കٔയർ ഒ്ؗ ؛സ് ടു 
ൈസൻ തീئയാണ് േകാസ് തീئ േകാസ് തീئയിേലتുׯ ൈസൻ തീئ യഥാർ،؋ിൽ സ്കٔയർ t 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇ിന് തുലّമാെണ്ؗ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ

ْതിേകാണമിതി സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടؗു׹ത് ക؇ാൽ ഇടത് വശം ആയിരുؗു വലത് വശ؋ിന്ah t 
തുലّമാണ് ചതുരം  ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇ിൽ കൂടുതൽ , എؗിവ ؛സ് േകാസ് തീئ ആയി t t sin theta 
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നിർവചിׯെؚ؂ി؂ു؇്, അതിനാൽ യുെട അടിرാന؋ിൽ സമവാകّം ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ t t 
ആയി മാറുؗു, ര؇് അെ׸بിൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , t t t 
അതിനാൽ ഇത് െല ഒരു കٔാْഡാئിക് സമവാകّമാണ്. ര؇് സാധّമായ േവരുകൾ ഉ؇് േവരുകൾ ര؇് t 
 സ് ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് yeah؛ ൈബ ര؇്, ഇത് ഒؗിന്െറ ആണ് എ؂് സ് ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂്؛
തുലّമാണ്, എؗത് ൈസൻ തീ؛ ئസ് േകാസ് തീئയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, അത് t 
യഥാർ،؋ിൽ വർ״മൂലമായി എഴുതാം. 2 ന്െറ ൈസൻ തീئ മട1 ്׹ ഓവർ റൂ؂് 2 ؛സ് േകാസ് തീئ 
തവണ 1 േമൽ റൂ؂് 2 ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ഓവർ റൂ؂് ര؇് േകാസ് ൈപ െകാ؇് നാല് ആെണؗും 
ഇത് ൈസൻ ൈപ െകാ؇് നാല് ആെണؗും ഞ׹ൾׯറിയാം അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട എഴുതാം. 
േകാസ് ൈപ ൈബ േഫാർ ؛സ് േകാസ് തീئ ൈസൻ ൈപ ഓവർ േഫാർ േഫാർ ഇത് വീ؇ും ൈസൻ എ 
േകാസ് ബി ؛സ് േകാസ് എ സിൻ ബി എؗ രൂപ؋ിലാണ് , അതിനാൽ േْബസുകൾتുׯിെല ഈ 
പദْപേയാഗം ൈസൻ ഓഫ് തീ؛ ئസ് ൈപ നാല് ആണ് അതിനാൽ ഇത് ൈസൻ ഓഫ് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്
 സ്؛ സ് ൈപ നാല് െകാ؇് , അതിനാൽ അവനിൽ നി്ؗ ൈസനിന്െറ മൂലّം ൈമനസ് ഒؗിനും؛ 
വ؉ിനും ഇടയിലായതിനാൽ, ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ േവരുകളിേല്ׯ തിരിെക േപായാൽ , യുെട t 
േകവല മൂലّം ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണെമ്ؗ 
ഞ׹ൾׯറിയാം.  വൺ ؛സ് റൂ؂് 2 ആയ റൂ؂് ഒരു ْപാേയാഗിക പരിഹാരമب, കാരണം ؛സ് t sin theta 

ആണ് ഇതിന് തുലّമാണ് , സൂآർ؉ മൂലّം റൂ؂് 2 േനׯാൾ കുറവായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ cos theta 
ക؇ിരുؗു. അതിനാൽ നമു്ׯ റൂ؂് എടുׯാൻ കഴിയിب.  വൺ ؛സ് റൂ؂് ര؇് ആണ്, കാരണം അത് ഈ 
പരിമിതിെയ തൃلിٝെؚടുؗു؋ിب, അതിനാൽ മെئാരു പരിഹാരം എؗത് 1 ൈമനസ് റൂ؂് 2 ന് t 
തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം തെؗ ഈ ലളിതവൽׯരണം ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ 
ആതّؓികമായി ഞ׹ൾ റൂ؂് 2 ന് തുലّമായ യിൽ അവസാനിുؗുׯ തീ؛ ئസ് ൈപയുെട t 
ൈസനിേല്ׯ നാല് തുലّമായതിനാൽ , ര؇ിന്െറ ഒരു ൈമനസ് സ് കٔയർ റൂ؂് ആയ ഈ പരിമിതിെയ 
തൃപ് തിെؚടുؗു؋ റൂ؂് മാْതേമ ഞ׹ൾ മെئാ്ؗ എടുൂׯ, അതിനാൽ ഇത് മുഴുവൻ റൂ؂് ര؇ായി 
വീ؇ും തീئയുെട ൈസൻ ؛സ് ൈപയിേല്ׯ നാല് തുലّമായി മാئിെയഴുതാം.  ര؇ിന്െറ ഒരു ൈമനസ് 
സ് കٔയർ റൂ؂് സൂചിؚിؗുׯത് തീ؛ ئസ് ൈപയുെട ൈസൻ േഫാർ േഫാർ റൂ؂് ര؇് ൈമനസ് വ؉ിന് 
തുലّമാണ് , ഇത് ചില ആംഗിൾ ൈഫയുെട ൈസന് തുലّമാകെ؂, കാരണം േْബസുകളിെല ഈ മൂലّം 
ൈമനസ് ഒؗിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലായതിനാൽ നമു്ׯ കഴിയും  പൂജّ؋ിനും ര؇് ൈപയ്ുׯം 
ഇടയിലുت ഈ ആംഗിൾ ൈഫയ് ്ׯ എبായ്േؚാഴും ഒരു മൂലّം കെ؇ു؋ക , അതായത് ൈഫയുെട 
ൈസൻ ഈ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈഫ ആ മൂലّമായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ൈസൻ x 
എؗത് യുെട ൈസന് തുലّമാണ്. തീ؛ ئസ് ൈഫ ൈബ 4 എؗത് ൈപ ؛സ് ൈമനസ് 1 എؗ y n 
ഗണ؋ിൽ െപടണം, എبാ പൂർ؉ നും േവ؇ിയുت ൈടംസ് ൈഫയുെട ശװിയിൽ ഉൾെؚടണം , n n 
അതിനാൽ തീئയുെട െപാതുവായ പരിഹാരം ؛സ് ൈമനസ് 1 ആയിരിുׯം  എبാ n pi n 
പൂർ؉സംഖّകൾുׯം ന്െറ പവർ ൈഫ ൈമനസ് ൈപ 4 ആണ് , അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ n-
ْപശ് ന؋ിന്െറ പരിഹാര؋ിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഒരു െചറിയ ْടി്ׯ 
ഉപേയാഗിു׺, കാരണം ഒരു വശ്؋ ഞ׹ൾ്ׯ േകാസിന്െറയും ൈസനിന്െറയും ആെകു؋ക 
മറുവശ്؋ ഉ؇ായിരുؗു.  ഉൽؚؗം , അതുെകാ؇ാണ് ഞ׹ൾ്ׯ ഈ ْടി്ׯ ഉപേയാഗിേׯ؇ി വؗത് 

സ് കٔയർ തീئയും േകാസ് സ് കٔയർ തീئയും ഒؗാെണؗ വُٝു ത ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, sin 
അതിനാൽ അടു؋ ْപശ് നം ഇവിെടയാണ്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ؋ിന് െപാതുവായ 
പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ ഇത് ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു , ഇവിെട നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് 1 എ്ؗ 
എഴുതാം എؗതാണ്. ؛സ് 1 ഓവർ േകാസ് ഓഫ് 2 തീئയിേല്؛ 1 ׯസ് 1 ഓവർ േകാസ് ഓഫ് 4 തീئ േകാസ് 
തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നأൾ ഇടത് വശവും വലതു വശവും െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ, 
അ׹െന ഞ׹ൾ ഉം വലത് വശവും െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ lhs cos 2 theta times cos 4 theta times
sine theta 
അ׹െന നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 1 plus cos 2 theta into 1 plus cos 4 theta times sine theta 

ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ര؇ിന് equals cos theta in cos two theta into cos four theta 
തുലّമായിരിുׯം േകാസ് സ്കٔയർ തീئയും ഈ മെئാരു പദْപേയാഗവും ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ ര؇് തീئ 
ൈടംസ് ൈസൻ തീئ തുലّമായിരിുׯം   പൂജّം , ഈ ര؇് പദ׹ളിലും െപാതുവായ ചില പദ׹ൾ 
ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ അവെയ ഫാعർٚ ഔ؂് െചുؗുإ, അതിനാൽ അവസാനം 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് േകാസ് തീئയാണ് ഇവിെട ഒരു െപാതു പദമാണ് തീئയും സാധാരണമാണ്, cos 2 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ അവ ര؇ും പുറെ؋ടുുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ആ ര؇് 
സിന് തീئ േകാസ് തീئ യഥാർ،؋ിൽ സിന് ര؇് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് എؗ ഒരു പാേئൺ ഇവിെട നാം 
കാണുؗു, അതിനാൽ ആ വُٝു ത ഉപേയാഗി്׺ നമു്2 ׯ ൈസൻ 2 തീئെയ േകാസ് 2 തീئ ൈമനസ് േകാസ് 
4 തീئയാׯി, വീ؇ും അേത പാേئൺ ഞ׹ൾ കാണുؗു ര؇് തീئ അതിനാൽ ഈ കാരّം ഇേؚാൾ 
ൈസൻ േഫാർ തീئയാണ്, അതിനാൽ േകാസ് ഒؗുകിൽ േകാസ് തീئ പൂജّമാെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ ര؇് 
തീئയുെട േകാസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതം അെ׸بിൽ ൈസൻ േഫാർ തീئ ൈമനസ് േകാസ് 
േഫാർ തീئ ഈ മൂؗിൽ ഒؗിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതേമ ഈ സമവാകّം പൂജّമാണ് ഈ 
മൂ്ؗ വّതّസ് ത സമവാകّ׹ളിൽ ഓേരാؗിനും ഒരു പരിഹാരം കെ؇ു؋കയും അവയുെടെയبാം 
യൂണിയൻ എടുുׯകയും േവണം, അതിനാൽ തീർ׺യായും നമുׯറിയാം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േകാസ് 
തീئ എؗാൽ തീئ ഗണ؋ിൽ െപ؂താണ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, കാരണം ഇത് േകാസിന് തുലّമായ
േകാസ് തീئ രൂപമാണ് ര؇ായി േചർുׯക , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഉപേയാഗിׯാം  pi th e , cos x, cos y 
എؗ േഫാമിന്െറ സമവാകّ׹ൾتുׯ െപാതു പരിഹാരം, അതിനാൽ ഇതിനുت പരിഹാരം ര؇് n 
 ിന് n؋ിന് പൂജّ؋ിൽ, ഈ സമവാകّ׸സ് ഒؗിൽ നി്ؗ ൈപ ആയി ര؇ിൽ പൂർ؉സംഖّയാെണ؛
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തുലّമായ ര؇് തീئയാണ് തീئയുെട െപാതു പരിഹാരം. നമു്ׯ ഇവിെട ര؇് തീئ ഉتതിനാൽ, എبാ 
പൂർ؉സംഖّ നും നാലിൽ നി്ؗ ആയി ര؇് ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ്  ആയി ഉ؇ായിരിുׯം n pi n 
എؗെതാഴി׺ാൽ കൃതّം സമാനമായിരിുׯം. മെئാ്ؗ ഈ സമവാകّം സൂചിؚിുؗുׯ, അവിെട ഞാൻ 
ഒؗിന് മുകളിൽ റൂ؂് ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാലും വലത് വശം പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ 
േകാസ് ൈപ നാല് െകാ؇് സിൻ ൈപയ്്ׯ തുലّമായതിനാൽ േകാസ് ടു േകാസ് എ്ؗ എഴുതാം. വൺ 
ഓവർ റൂ؂് ടു , ഇത് ഒരു ഇസമിെന സൂചിؚിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഇതാണ് ഇടത് വശം, ൈസൻ എ േകാസ് ബി 
ൈമനസ് േകാസ് എ സിൻ ബി എؗ രൂപ؋ിലാണ്, ഇത് ൈമനസ് ബിയുെട ൈസൻ ആണ് അതിനാൽ ഈ 
ഇടത് വശം നാല് തീئയുെട ൈസന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ൈപ നാല് ഇ  സൂചിؚിؗുׯ കٔാൽസ് പൂജّം n 
സൂചിؚിؗുׯത് നാല് തീئ ൈമനസ് ൈപ നാല് െകാ؇് എبാ പൂർ؉ സംഖّകൾുׯം എؗ n pi 
ഗണ؋ിൽ ഉൾെؚടണം എؗതാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ സമം യുെട സൂْതവാകّം sine x sin y 
ഉപേയാഗിുؗുׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്. തീئയുേടതാണ് എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, നأൾ ന്െറ y n pi-
ഉتിൽ െയ നാലായി നീ؛ 4 ,ുؗുׯസ് ൽ 16 േനׯാൾ പൂർ؉സംഖّകളാണ്, അതിനാൽ pi- pi- n-
ْപٍ؋٠ിന്െറ അؓിമ പരിഹാരം ْപٍ؋٠ിനുت െപാതുവായ പരിഹാരം 1 ؛സ് െസׯന്റ് തീئയിേല്1 ׯ 
 സ് ൈമനസ് 1 cot theta n؛ ളുെട 2׹തുലّമാണ്  അതിനാൽ ഈ ഗണ ׯയ്്ئന്റ് 4 തീׯസ് െസ؛
മട്׹ ൈബ 2 ന്െറ എبാ പൂർ؉സംഖّ യൂണിയൻ 2 ؛സ് ൈമനസ് ഒരു തവണ നാല് വീ؇ും pi n n pi 
പൂർ؉ യൂണിയൻ യ് ്ׯ മുകളിൽ നാല് ؛സ്  ന് മുകളിലുت യൂണിയൻ ആണ് െപാതുവായ n n pi pi 16
പരിഹാരം നൽകുؗത്  പൂർ؉സംഖّ അതിനാൽ ഇത് ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ؋ിനുت n 
അؓിമ പരിഹാരമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണമിതി 
സമവാകّം തൃلിٝകരമാകുؗ തര؋ിൽ ന്െറ ഏئവും െചറിയ േപാസിئീവ് മൂലّം കെ؇؋ാൻ x 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും എ്ؗ ആയി എഴുതുؗു  െന tan x si nx- cos

ന്െറ ൈസൻ ആയി മാറുؗു.    ന്െറ ന്െറ 50 ന്െറ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് 50 x- x cos cos x cos x 
ന്െറ ആׯി , തുടർ്ؗ നأൾ ഇരുവശ׹ളും ഗുണിുׯക , cos 
അ׹െന െകാ؇് ഗുണിുׯക, വലതുഭാഗെ؋ ന്െറ 100 മട്׹ െകാ؇് ഗുണിുׯക.  ഈ lhs x cos 
ഗുണന؋ിന് േശഷം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈസൻ ؛സ് നൂറ് മട്׹ േകാസ് ؛സ് അآത് മട്׹ േകാസ്x x 

ഇര؂ി േകാസ് ൈമനസ് 50 തുലّമാണ് ൈസൻ ؛സ് 50 മട്׹ ൈസൻ തവണ ൈസൻ ൈമനസ് x x x x x 
50 മട്׹ േകാസ് ؛സ് 100 ആണ് നأൾ കാണുؗത്  ഇടതുവശു؋ം വലതുവശു؋ം നമു്ׯ ൈസൻ, x 
േകാൈസൻ എؗിവയുെട ഉൽؚؗ׹ൾ ഉ؇്, എؗാൽ ഇേؚാൾ േചാദّം നأൾ ഇതുമായി 
സംേയാജിؚിׯേണാ അേതാ ന്െറയും നൂറിന്െറയും ൈസൻ ഉം ഒؚം നأൾ കാണുؗത് x cos x- 
നأൾ ൈസൻ ഓഫ് ؛സ് നൂറും ഉം േയാജിؚി׺ാൽ  അേؚാൾ നമു്ׯ നൂറിന്െറ ൈസൻ ആയ x cos x 
ഒരു പദം ലഭിുׯം, ؛സ് ഫിഫ്ئിയും ൈമനസ് ഫിഫ്ئിയും കൂ؂ിേ׺ർ؋ാൽ സമാനമായ cos x cos x 
ഒരു പദം നമു്ׯ ലഭിുׯം, കൂടാെത ൈസൻ ؛സ് ഫിഫ്ئിയും ൈസൻ ൈമനസ് ഫിഫ്ئിയും x x 
േചർ؋ാൽ ഈ ഭാഗു؋ം 
അ׹െന എെؓ׸ിലും സംഭവിുׯം കൂടാെത, ؛സ് നൂറ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അത് cos x sin x, 
െചإാൻ ْശമിׯാം, എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ആദّം ഇടത് വശം 
ലളിതമാׯിെׯാ؇് ആരംഭിׯാം , തീർ׺യായും നമു്ׯ ര؇് വശ׹ളും നാലായി വർؑിؚിׯാം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ നാല് ആവശّമാണ്, കാരണം ഞ׹ൾ ഓർׯാൻ ْശമിുׯം. ര؇് sin a sin b 
ര؇് എؗി׹െനയുت വിപുലീകരണം sin a cos b, two cos a cos b, two cos a sin b 
ഇടതുവശ്2 ؋ ൈസൻ ؛സ് 100 മട്׹ ര؇ായി ഗുണി׺ാൽ എ്ؗ എഴുതാം. ؛സ് x cos x cos x 
അൻപ؋ിര؂ി േകാസ് ൈമനസ് അൻപത് എؗതിന്െറ േകാസ് ബി എؗത് ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് x 
ൈസനിന്െറ ൈമനസ് ബിയുെട ൈസനാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, അത് നൂറ് ഡിْഗിയാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് ഇടതുവശتു؋ ആദّ പദമാണ് , തുടർ്ؗ ഇവിെട  ര؇് എؗതിന്െറ cos a cos b 
പാേئൺ നأൾ കാണുؗു, ര؇് എ്ؗ നമുׯറിയാം ؛സ് ൈമനസ് cos a cos b cos a plus b cos a b 
ആയതിനാൽ ഈ പദം മാറുؗു, അതിനാൽ ഇത് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ cos a plus b cos two x plus cos

ആയിരിുׯം 100-ന്െറ ആകും , അേؚാൾ തീർ׺യായും നമു്ׯ നാല് പദ׹ളും എഴുതാം  a minus b cos 
ഇവിെട വളെര ഭംഗിയായി ؛സ് ൈസനിന്െറ ؛സ് 100 ഇര؂ി േകാസ് 100 ؛സ് ൈസനിന്െറ നൂറ് മട്׹ 
േകാസ് ര؇് ؛സ് നൂറിന്െറ നൂറ് മട്׹ ൈസൻ വലത് വശ്؋ സമാനമായ ഒരു കാരّം െചإാൻ x 
ْശമിുׯേآാൾ വലതുവശ്؋ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 4 ആയി ൈസൻ ؛സ് 50 മട്׹ ൈസൻ തവണ x x 
ൈസൻ ൈമനസ് അൻപത് തവണ േകാസ് ؛സ് നൂറ് , ഇവിെട നأൾ ൈസൻ ؛സ് അൻപത് ൈസൻ x x x 

ൈമനസ് ഫിഫ്ئി , ൈസൻ െന േകാസ് ؛സ് നൂറ് എؗി׹െന കൂ؂ിേ׺ർുׯം x x x 
അ׹െന അത് ര؇് ൈസൻ ആയി മാറുؗു  ؛സ് അൻപത് ൈസനിേല്ׯ ൈമനസ് 50 തവണ 2 x x 
ൈസൻ േകാസ് ؛സ് നൂറ് ഇേؚാൾ ഇത് ര؇് ആണ് , ഇത് ന്െറ ൈമനസ് ൈമനസ് x x sin a sin b a b 

ന്െറ ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ ആയിരിുׯം  ഒരു cos cos b b a b cos 
 ം, അതിനാൽ ഇത് ഇത് x a, bുׯസ് ബിയുെട നൂറ് ഡിْഗി ൈമനസ് േകാസ് ര؇് ആയിരി؛
അ׹െന ഒരു ؛സ് ആണ്  എؗത് ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ര؇് ആകും.   ഒരു ൈമനസ് ബിയുെടsb x x 
ൈമനസ് ൈസൻ നമു്ׯ ൈമനസ് നൂറിന്െറ ൈമനസ് നൽകുؗു , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ നാല് 
പദ׹ളും വീ؇ും എഴുതുؗു , ര؇് ؛സ് 100 തവണ 100 ന്െറ ൈസനുകൾ ലഭിുؗുׯ  അതിനാൽ ഇത് x 
ഈ ൈമനസ് ൈസൻ 100 ഇൻ േകാസ് 100 ൈമനസ് േകാസ് ടു ൈസൻ ടു ؛സ് നൂറ് ؛സ് േകാസ് ടു x x x 
ഇൻ ൈസൻ നൂറ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് വലത് വശമാണ്, ഇത് ര؇് ന്െറ ൈസൻ ആയ ഇടത് വശ؋ിന് x 
തുലّമാണ് ര؇് ؛സ് ൈസനിന്െറ നൂറ് മട്׹ േകാസ് ര؇് ؛സ് നൂറ് മട്׹ േകാസ് നൂറ് ഇര؂ി x x 
ൈസൻ ര؇് ؛സ് ൈസൻ നൂറ് േകാസ് നൂറ് , ഈ പദം പാപം െചؗുإതിനാൽ കുറ്׺ നിബؖനകൾ x 
ഇവിെട റؐാׯാൻ േപാകുؗതായി നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും ര؇് ؛സ് നൂറ് മട്׹ േകാസ് നൂറ് x 
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ഇവിെടയും ഇവിെടയും 
അ׹െനയാണ്  ഇത് റؐാׯെؚടും , തുടർ്ؗ ൈസൻ നൂറിന്െറ ര؇് മട്׹ ഇടത് വശു؋ം 
വലതുവശു؋ം ഉ؇്, അതിനാൽ ഇതും റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ അവസാനം അവേശഷിؗുׯത് ര؇് 
ൈസൻ ര؇് ؛സ് നൂറ് േകാസ് ടു ആയാണ്. ْപധാനമായും ഈ പദം ആഹ് അതിെന ഈ വശ്؋ x x 
െകാ؇ുവരുؗു , തുടർ്ؗ ؛സ് ടു ൈസൻ നൂറ് േകാസ് 100 സമം 0 , ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം, 
അതിനാൽ മുآെ؋ ൈسഡിൽ നി്ؗ നമു്2 ׯ ൈസനിേല്ׯ ര؇് ؛സ് ടു ൈസൻ നൂറ് േകാസിന്െറ x 
ര؇് ؛സ് ടു ൈസൻ നൂറ് േകാസ് ഉ؇്  നൂറ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ഇത് ര؇് ൈസൻ എ േകാസ്x 
ബി എؗ രൂപ؋ിലാണ്, അതിനാൽ ടു ൈസൻ എ േകാസ് ബി ൈസൻ എ ؛സ് ബി ؛സ് സിൻ എ ൈമനസ്
ബി ആെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇത് ൈസൻ ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ എ ؛സ് 
ബി നി׹ൾ്ׯ നാല് എ؛ ٧്عസ് നൽകും നൂറും ൈമനസ് ബിയും നമു്ׯ നൂറ് ؛സ് ൈസൻ നൽകും , 
കൂടാെത ഇതാണ് ഇവിെട പാേئൺ ക؇ാൽ ഇത് ഇരുനൂറിന്െറ ൈസൻ ആണ് ഇത് േഫാം ടു ൈസൻ എ 
േകാസ് എ േസാ ടു സിൻ എ േകാസ് എ ൈസൻ  എؗത് ഇരുനൂറിന്െറ ആണ്, ഒരിׯൽ 0 two a sine 
ആണ് , പിെؗ ഇവിെട നأൾ വിൽ  ഞാൻ ൈസൻ എ ؛സ് ൈസൻ ബി േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാൻ 
ْശമിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ൈസനിേല്2 ׯ ആയി മാറും, അതിനാൽ ഒരു ؛സ് ബി 2 150 ഡിْഗിയിൽ 
നി്ؗ ൈമനസ് ബി 2 ന്െറ േകാസ് 50 ഡിْഗി ആയിരിുׯം, എؗാൽ 150 ന്െറ ൈസൻ ൈസൻ ഓഫ് ൈസന്
തുലّമാണ്. 30 ഡിْഗി , അതായത് പകുതി, അതിനാൽ ഇത് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇ിെന 
പകുതി െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒؗാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് നാല് ؛സ് നൂറിന്െറ ൈസൻ ആണ്, x 
ഇത് 50 ഡിْഗി േകാസിന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ്, ഇത് 40 ഡിْഗി ൈസനിന്െറ ൈമനസ് ആണ്, കാരണം 
േകാസ്  50 എؗത് 40-ന്െറ ൈസനിനു തുലّമാണ് . ൈമനസ് 40 ഡിْഗിയുെട ൈസൻ എؗും എഴുതാം, 
അതിനാൽ വീ؇ും നമു്ׯ ൈസൻ എؗ േഫാം ന് തുലّമാണ്, ഇതിന് േസാൾ െപാതുവായ x sine y 
പരിഹാരം 4 ؛സ് 100 നൽകുؗതാണ് ഈ ഗണ؋ിൽ െപടുؗത്. ൈപ ؛സ് ൈമനസ് 1 െന x n n 
മട׹ിന്െറ ശװിയിേല്ׯ ൈമനസ് 40 ആുׯക, കാരണം ഇവിെട ൈമനസ് നؗായതിനാൽ നأൾ y 
ഇവിെട ൈപ ഉപേയാഗിؗുׯിب എؗതിനാലും േറഡിയനുകളുെട അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ ഉ؋രം 
ْപകടിؚിؗുׯതിനാലും ഇത് വീ؇ും േറഡിയൻ ആׯി മാേئ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് 
അ׹െനയب  ശരി , കാരണം ഇത് ഡിْഗി ആയതിനാൽ ഡിْഗിയിൽ നി്ؗ നأൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ 
മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിൽ, നമു്ׯ ഇത് 180- ൽ കൂടുതൽ ൈപ ഉപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ാൽ മതി, 
അ׹െന അത് വീ؇ും േറഡിയനിേല്ׯ പരിവർ؋നം െചുإം, എؗാൽ ഇവിെടയും ഈ നൂറിലും ഇേത 
കാരّം െചإണം, എؓായാലും ഈ ْപُാٝവന ശരിയാണ്, അതിനാൽ എبാ നും ഉം  അേؚാൾ നമു്ׯn- z- 
നാല് എؗത് ന്െറയും ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന്െറയും ൈടംസ് ൈമനസിന്െറ x n pi n 
ശװിയുേടതാണ് എ്ؗ എഴുതാം, അതിനാൽ ഈ നാൽؚത് നമു്ׯ ഇത് ര؇് ൈപ ആയി ഒآത് െകാ؇് 
ലളിതമാׯാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് നൂറ് നൽകണം, പേײ ൈമനസ് നൂറ് ഇതിലാണ്. 
േറഡിയൻസിന്െറ അടിرാന؋ിൽ, അത് 9- േനׯാൾ ൈമനസ് 5 ൈപ ആയിരിുׯം , വീ؇ും 
പൂർ؉സംഖّകളിൽ െപടുؗു , എؗാൽ ഇത് 4 ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെടയുت എبാئിെനയും നാല് x 
െകാ؇് ഹരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ അവസാനം ലഭിؗുׯത് പരിഹാര െസ്ئ ആണ്  േഫാം നാലിൽx 
കൂടുതലുت യുേടതാണ്, കൂടാെത നമു്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ൈമനസ് പുറെ؋ ൈമനസ് n pi 
ൈപയിേല്ׯ െകാ؇ുവരാൻ കഴിയും, എؗാൽ 18 ൈമനസ് 5 ൽ 36- ന് മുകളിൽ ൈമനസ് pi-
ൈപയിേല്ׯ െകാ؇ുവരാം, എبാ പൂർ؉സംഖّകളിലും ഉൾെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് ഈ n 
ْപٍ؋٠ിനുت െപാതുവായ പരിഹാരമാണ് , നി׹ൾ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും പരീײയ്്ׯ 
ആദّം പുറ്؋  നി׹ൾ എؗത് ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, അത് പരിഹാരമായ െന നാലിലും, ple, n pi-
ൈമനസ് ൈമനസ് ൈപെയ പതിെന؂് ൈമനസ് 5 ൽ 36-ലും തുലّമാുؗുׯ, അതായത് ൽ 4 ؛സ് pi- pi-
ൈപ-18 ൈമനസ് 5 ഇത് ഡിْഗിയിൽ ഇതാണ് 45 ഡിْഗിയാണ് ഇത് 10 ഡിْഗി , ഇത് 180 ആണ്, ഇത് pi- 36, 
180 ആണ്, ഇത് 25 ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 30 ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ൈപ െകാ؇് ആറ് 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ന്െറ വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ ഇ؂ാൽ നി׹ൾ്ׯ എبാn n 
െപാതുവായതും ലഭിുׯം. ഈ സമവാകّ؋ിനുت എبാ പരിഹാര׹ളും ഇവിെടയുت മെئാരു 
രസകരമായ ആഹ് ْപശ് നമാണ്, ഇവിെട പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിെല എبാ നും ഈ x 
ْപُാٝവന യഥാർ، േകാസ് ഓഫ് സിൻ ആെണ്ؗ കാണിׯാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. എبാ x 
ന്െറയും 0 മുതൽ വെരയുت ഇടേവളയിൽ 2 ആണ്. അതിനാൽ, ഇതിനായി ൈസൻ ഓഫ് ൈപ ര؇് pi 
ൈമനസ് എؗത് ന് തുലّമാെണؗും ന് സമാനമായ ഒരു ഐഡന്റിئിെയؗും ഉت x cos x cos 
ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിേׯ؇തുെ؇്ؗ േതാؗുؗു , അതിനാൽ നമു്ׯ ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിׯാം.sine 
ഇടതുവശتു؋ ഈ ആഹ് പദം ര؇് ൈമനസ് െകാ؇് ൈസൻ ഓഫ് ൈപ എ്ؗ എഴുതാം ൈസൻ x, 
കാരണം േകാസ് തീئ ൈസൻ ഓഫ് ൈപയ്്ׯ ര؇് ൈമനസ് തീئയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് 
കാണിׯണെമ׸ിൽ ഇത് ൈസൻ ഓഫ് േകാസ് ന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിؗുׯതിന് തുലّമാണ്, ഇത് x 
ൈസൻ ഓഫ് േകാസ് ന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിؗുׯതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നأൾ ഓർുׯക, ന് x x-
േചരണെമ്ؗ പറയെؚടുؗു.  പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളകളിേല്ׯ , അതിനാൽ എؗത് x 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിേലتുׯ ഇടേവളയിൽ ആയിരിുׯേآാൾ , ൈപ തأിലുت ബؖം ര؇് 
ൈമനസ് ഉം ഉം െകാ؇് പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ േല്ׯ sin x cos x x pi 
വരുേآാൾ ഈ ര؇് പദ׹ളും പരിേശാധിׯാം. തീർ׺യായും ര؇ായി , പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ x 
നി്ؗ ര؇് േകാസ് ന് ഇടയിലായിരിുׯം, അതിനാൽ ൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯേآാൾ അത് x x-
ഒؗായിരിുׯം , ൽ ൈപ്ׯ തുലّമായത് ര؇് പൂജّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് പൂജّ؋ിനും x-
ഒؗിനും ഇടയിലായിരിുׯം  ൈപ ര؇് ൈമനസ് സിൻ ൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായത് ഇത് ൈപ ര؇് x-
ആകും, ൽ ൈപ്ׯ തുലّം ര؇്, ൈപ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ, x-
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അ׹െന ഇത് ൈപയ്ׯിടയിൽ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ൈപ വെര വّതّാസെؚടും. ര؇് , ഈ 
ഇടേവളയും ഈ ഇടേവളയും ര؇ും പരീײയ് ׯായി പൂജّം മുതൽ ൈപ വെരയുت ഇടേവളയുെട 
ഉപഗണമാണ്.  െല ഈ ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയുെട ര؇് ഉപഗണമാണ്. ര؇് ൈമനസ് ഉം sin x 

ഉം ആണ് ഇവിെടയുت വാദ׹ൾ പൂജّം മുതൽ വെരയുت ഇടേവളയിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ cos x pi 
അടിرാനപരമായി നമു്ׯ ന്െറയും ന്െറയും ൈസനിന്െറയും രൂപ؋ിൽ എെؓ׸ിലും ഉ؇്, a b 
അതിനാൽ എؗത് ര؇് ൈമനസ് െകാ؇് എ്ؗ പറയാം  ഉം ഉം ആണ്, കൂടാെത a sin pi x b cos x a 
ചിصം എؗതിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ കാണിׯാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു , b 
അതിനാൽ എؗിവ ര؇ും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൽ നിؗുت ഇടേവളയിൽ ഉൾെؚടുെമ്ؗ a, b pi-
ഞ׹ൾׯറിയാം.  ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞാൻ ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ 
ْഗാഫ് ആഹ് േവഗ؋ിൽ േ؛ാ؂് െചുإം, അതിനാൽ ഇത് പൂജّമാെണ׸ിൽ ഇത് ൈപ എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം ,
ഇത് ആണ്, ഇത് ൈസൻ ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ  ൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൈസൻ x x y x- x 
പൂജّമാണ് , തുടർ്ؗ പൂജّ؋ിനും ൈപയ്ുׯം ഇടയിൽ ഇത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഏകതാനമായി 
വർؑിുؗുׯ ഒ്ؗ വെര 
അ׹െനെയ׸ിൽ അർ،മാؗുׯത്, ഈ ْഗാഫിൽ കാണി׺ിരിؗുׯതുേപാെല, ഏത് ര؇് 
മൂലّ׹ൾുׯം എؗതിന് തുലّമാെണ׸ിൽ എ്ؗ പറയാം.  യുെട ൈസൻ യുെട a, b a , b a b 
ൈസേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ യുെട ൈസൻ ആണ് അതിനാൽ ഈ മൂലّം യുെട ൈസൻ b b 
ആണ്, അതിനാൽ എؗതിേനׯാൾ വലിയത് െയ സൂചിؚിുؗുׯ, എؗത് പാപ؋ിന് b b n sine a 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് എؗ വُٝു തയാൽ സൂചിؚിുؗുׯ b 
അ׹െനെയ׸ിൽ  യുെട ൈസൻ പാപ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് എ്ؗ a b 
കാണിേׯ؇തു؇് ഈ ഇടേവളയിൽ ൈമനസ് എؗും എؗത് ന്െറ b a was pi 2 sin x b x cos 
ആെണؗും ഇവിെട ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാെണ്ؗ കാണി׺ാൽ മാْതം മതിയാകും.  ഈ a b 
ْപസ് താവന നമു്ׯ കാണിׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ , പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ായി വരുؗ x 
ഇടേവളയിൽ ശരിയാെണ׸ിൽ, എؗത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈപയിൽ നി്ؗ ര؇ിൽ െപടുؗു, ഇത് x 
കാണിׯാൻ കഴിയുؗിടേ؋ാളം ْപٍ٠ം ശരിയായി പരിഹരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ْശമിׯാം  ഈ 
ْപേതّക സമവാകّം വീ؇ും പരിേശാധിؗുׯതിന്, ഇത് കാണിؗുׯത് ന്െറ േകാസ് ؛സ് ൈസൻ x x 
ആെണ്ؗ കാണിؗുׯതിന് തുലّമാണ് ഇടേവളയിെല എبാ നും പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ x- pi-
ര؇ിന് തുലّമാണ്, ഇടേവളയിെല എبാ നും ൽ നി്ؗ ര؇് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് അടു؋ x- pi-
ൈسഡിൽ കാണിׯാൻ ْശമിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും വീ؇ും തുലّമായ ْപُാٝവനകളാണ്, 
ഇേؚാൾ ؛സ് തുലّമാണ്  റൂ؂് ര؇് തവണ ഒ്ؗ റൂ؂് ര؇് ൈസൻ ؛സ് ഒ്ؗ റൂ؂് ര؇് sin x cos x x 
േകാൈസൻ ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ വീ؇ും െചإാം നമു്ׯ ഒ്ؗ റൂ؂് ര؇ിെന േകാസ് ഓഫ് ൈപ ആയുംx 
ഇവിെട ഒ്ؗ ഓവർ റൂ؂് ര؇് ൈസൻ ൈപ ആയും എഴുതാം.  നാല് അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും x 
 അറിയാം, അതിനാൽ മുതൽ x 0 ׯഎؗാൽ ഈ മൂലّം നമു് ,ുؗുׯസ് ൈപയുെട നാലായി ലഘൂകരി؛

വെര 2 ന്െറ കൂെട േചരുേآാൾ അത് തീർ׺യായും ശരിയാണ്, കാരണം ൈസനിന്െറ മൂലّം pi x 
ഇേؚാൾ കാേണ؇ കാരّമി؛ .بസ് ൈപയുെട 4 ന്െറ ഏത് നും അത് 1 ന് തുലّമായിരിׯണം, x x 
അതിനാൽ ഈ സമതٔ؋ിൽ നിؗു؛ تസ് ഇവിെട റൂ؂് ര؇ിന് തുലّമായിരിׯണം, sine x cos x 
കാരണം റൂ؂് ര؇് എؗത് ൈപേയׯാൾ കർശനമായി കുറവാണ് ര؇് അത് ഇേؚാൾ കാണാൻ 
എളുؚമാണ് കാരണം റൂ؂് ര؇് വൺ േപായിന്റ് േഫാർ ഒ്ؗ ഒ്ؗ , ൈപ ൈബ ടു ഐ ഈ ര؇് 
ْപُാٝവനകളിൽ നി്ؗ ഒരു േപായിന്റ ്അ؀് ഏഴ് ചിലത്, 0 മുതൽ വെര 2 വെരയുت എبാ നും pi x 

-ാം ഈ sine x cos x piׯാരു ْപٍ٠ം േനാئിെല മെ؋സ് ൽ 2-ൽ കുറവാണ്. ശരി , ഈ ْപٍ٠؛
ْതിേകാണമിതി സമവാകّം തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഏئവും െചറിയ േപാസിئീവ് സംഖّ വാُവٝ؋ിൽ p, 
ഈ സമവാകّ؋ിന് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ൈപ വെരയുت ഇടേവളയിൽ ഒരു പരിഹാരം x 
ഉ؇ായിരിׯണം .  ര؇് ൈമനസ് തീئ അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ഇടത് വശം ൈപയുെട ൈസൻ എ്ؗ 
എഴുതുؗു , 2 ൈമനസ് പി ൈസൻ ന് തുലّമാണ് , ഇത് വീ؇ും ൈസൻ എؗ േഫാമിന് x p cos x x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ശരിയാകണെമ׸ിൽ ഇത് ആയിരിׯണം ൈപ 2 ൈമനസ് പി ൈസൻ x 
എؗത് ൈപ ؛സ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായിരിׯണം ചില പൂർ؉സംഖّകൾ അെ׸بിൽ n p cos x n 
ചില പൂർ؉സംഖّകൾ ന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഈ പൂർ؉സംഖّ ന്െറ n n 
വّതُّ ٝസാധّതകൾ പരീײി്׺ േനാׯാം. 0 ന് തുലّമായ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഉദാഹരണ؋ിന്, n 
സമവാകّം  നമു്ׯ ലഭിؗുׯ അേയാൺ 2 ൈമനസ് തുലّം ആണ്, അത് എؗാׯിp sine x p cos x p 
ൈസൻ ؛സ് തുലّം എ്ؗ എഴുതാം , തുടർ്ؗ ؛സ് എؗത് റൂ؂് ര؇് ആയി x cos x pi sine x cos x p 
ലളിതമാׯാം. ഞ׹ൾ അത് വീ؇ും ഒരു റൂ؂് ര؇് ؛സ് ഒ്ؗ റൂ؂് ര؇് എ്ؗ എഴുതുؗു, ഇത്sin x cos x 

ന്െറ ന് തുലّമാണ്, നാല് െകാ؇് ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നأൾ ഏئവും െചറിയ x sine pi pi 
േപാസിئീവ് സംഖّ കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടുؗ േചാദّ؋ിലാണ്.  എؗാൽ േപാസിئീവ് p p 
ആകണെമ׸ിൽ നأൾ തിരെ؁ടുׯണം, അതായത് ؛സ് ന്െറ ചിصവും േപാസിئീവ് ആണ്,x x pi 4 
കാരണം ര؇് േപാസിئീവ് ആണ് , റൂ؂് ര؇് േപാസിئീവ് ؛സ് ആണ്, കാരണം നأൾ pi 
തിരെ؁ടുׯാൻ ْശമിേׯ؇ ഏئവും െചറിയ കെ؇؋ണം. എؗതിനാൽ , ؛സ് ൈപയുെട p x x 
നാലിന്െറ ൈസൻ എؗത് സാധّമായ ഏئവും വലിയ േപാസിئീവ് മൂലّമാണ്, അത് ഒؗാെണ്ؗ 
നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ യുെട ഏئവും െചറിയ മൂലّം ലഭിുׯം, അത് p 
റൂ؂് ര؇ിേനׯാൾ ര؇ിന് ൈപയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, പേײ ഇതാണ്  പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് n 
മാْതേമ നമു്ׯ എؗതിന് തുലّമായി ْശമിׯാനാകൂ ര؇് ൈമനസ് പി ൈസൻ എؗത് ൈപ n x 
ൈമനസ് പി േകാസ് എ٧عിന് തുലّമാണ് , ഇത് പുനഃْകമീകരി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആ പി ൈടംസ് 
േകാസ് ൈമനസ് സിൻ ര؇് ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ് , ഇവിെട േപാലും നമു്ׯ അത് വീ؇ും എഴുതാം  x x p
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ആയി ര؇് തവണയുെട വർ״മൂല؋ിേല്ׯ , പിؗീട് അത് ആകും, ഒؗിൽ നി്ؗ ര؇്, ര؇് cos x 
ൈമനസ്, റൂ؂് ര؇് അത് ന്െറ ആയി എഴുതാം, ൽ എؗത് ര؇ിന് മുകളിൽ ആണ്, sin x, x cos y- y pi 
എؗാൽ ഇവിെട േപാലും സാധّമായ ഏئവും വലിയത് ന്െറ ന്െറ ഇേؚാഴും x cos x pi for four 
ഒؗാണ് , അതിനാൽ യുെട ഏئവും െചറിയ േപാസിئീവ് മൂലّം ഇേؚാഴും അേത മൂലّമായിരിുׯം , p 
കൂടാെത െനഗئീവ് നും ഇതുേപാെല ْശമിׯാം, നമു്ׯ െപാതുവായി കാണാൻ കഴിയുؗത് ഈ n-
സമവാകّമാണ് ഒരു െപാതു തൃلനٝാകുؗത് , n 
അ׹െനെയ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് ؛സ് 1 ന്െറ ശװിയിൽ ൈമനസ് 1 എ്ؗ എഴുതാൻ കഴിയൂ അെ׸بിൽ n 
 x p ׯത് എളുؚമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ഒؗിേല്ؗുׯണം, പകരം ൈസൻ എടുׯമിײ
മാറുؗു  ؛സ് ൈസൻ ന്െറ പവർ  ര؇് ആׯി ര؇ിൽ ൈപയുെട ൈമനസ് തുലّമാണ് , n cos x x n 
അതായത് ഈ പദ؋ിന്െറ ഉപേയാഗം ൈമനസ് ഒ്ؗ, എؗാൽ ഇവിെട മനشിലാേׯ؇ ഒരു കാരّംbec  
, നأൾ റൂ؂് ര؇് പുറെ؋ടുؗുׯതുേപാെല എഴുതുകയും തുടർ്ؗ റൂ؂് ര؇് ഇവിെട െകാ؇ുവരികയും 
ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ േകവല മൂലّ׹ൾ എടുുׯകയും െചുؗുإ എؗതാണ്. ഇടത് വശു؋ം 
വലതുവശു؋ം നأൾ കാണുؗത്, എؓായാലും േപാസിئീവ് ആകാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിു׺, p 
അതിനാൽ േമാഡ് പി ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ ഇേؚാൾ േْബസുകൾتുׯിെല ഈ വُٝു വിന്െറ 
സൂآർ؉ മൂലّം ഈ ْപേതّക പദം സാധّമായ ഏئവും വലുതാണ്  മൂലّം ഇേؚാഴും ഒؗാണ്, കാരണം ഈ
ْപേതّക പദം ന്െറ മൂലّം എؓുതെؗയായാലും ഇത് എبായ്േؚാഴും ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം, n 
അതിനാൽ സാധّമായ ഏئവും വലിയ മൂലّം ഒؗാണ് , അത് ൈപ്ׯ തുലّമായിരിׯണം, ര؇് n 
ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന്െറ േകവല മൂലّ؋ിേല്ׯ. ഇവിെട നി്ؗ ഇേؚാൾ കാണാൻ എളുؚമാണ്, 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് നമു്ׯ ഈ വُٝു വിന് തുലّമായ ൈപ ന് ര؇് ഒؗിന് തുലّവും നമു്ׯ ഈ n n 
വُٝു വിന് തുലّമായ ൈപ ര؇് െകാ؇് ലഭിുؗുׯ, എؗാൽ എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായി n 
ْശമി׺ാൽ നമു്ׯ മൂ്ؗ ലഭിുׯം  നأൾ പരീײി׺ാൽ ഇവിെട സമാനമായി ൈബ ടു n equa pi l 
മുതൽ ൈമനസ് ര؇് അെ׸بിൽ ന്െറ രേ؇ാ അതിലധികേമാ മൂലّ׹ൾ്ׯ തുലّമായ ന് ൈപ n n 
രേ؇ാ വലുേതാ ലഭിׯിب, വലിയ സംഖّകൾ ലഭിുׯം, എؗാൽ യുെട ഏئവും െചറിയ േപാസിئീവ് p 
മൂലّം കെ؇േ؋؇തിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ തിരെ؁ടുׯണം.  അെ׸بിൽ എؗതിന് n n 
തുലّമായ ഒؗിന് തുലّമായ േപാസിئീവ് മൂലّം ര؇് റൂ؂് ര؇് െകാ؇് ന് തുലّമാണ് , അത് ഈ pi 
ْപٍ؋٠ിനുت പരിഹാരം പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അതിനാൽ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ൾتുׯ 
ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിؗുׯതിനുت ഈ ْപഭാഷണം ഞ׹ൾ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
അവസാനിؚിുؗുׯ. ഒരു പുതിയ വിഷയം ആരംഭിׯാൻ േപാകുؗു, അത് വെര ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷനുകളുെട വിപരീത׹ൾ അറിയുക എؗതാണ് നؕി 
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