
 
గత ఉపߕङ సంࡹ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾనऱ߯  ఆࡏ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހలߘ పࡍచయం
ऒߖڜ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ  రڒల సࠬకరހల ڝసం ࣇऴత పࢲࡍए एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ࠾ࡍమ ࡱࡌ  ߘలࡌ
చࡍऐ ంۧ࠭, ఉ޳హరణړ ఈ ఉపߕङ సంߦ ߤࣄ ࡹపం ړ సࠪనం అ࠼న ࡐపంߖࡹ సࠬకరހల ڝసం.x y
 ࠭࠲ 

ఈښछ షߤ లڕ సࠪన࠳న ߄ࣃరణ పࢲࡍए ऐࡍచ ߘలࡌ फࣃ ࠭ ఈకछ cos x cos x cos y x ߤܼ ࠾ࡍమ ړ ࡽ
ఈకछ ఈకछ ޙ࠼అ ߤܼ ܿ ࡽ  y cos x cos y ߘలހసࠬకర ޒణࠫڝޒऴ ߖࡹ ࠹ర߷ ࠭࠲ బܽदڒ ܿ ࡽ
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ऒߕफࣆ ࠭.
 

సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈకछ ऒߖఅ ړ ࠆࣔ ܿ ࡽ  పࢲࡍए ړఆస ࠭࠲ ࡹనడంھߘక ߘలࡌ फ కڵ࡯cos x cos x 
ఉߕऒ ओߩబܽद సࠪనం ఇڒ ࠭  బܽदcos x piڒ సࠪనం ޜݡ࠮ సࠪనం, అం݄ ړ ࣒ڒ లڶऴݟ సగం అర࢙ ݡ
మనڕ సࠪనం  ޳ ݡ࠮छ ఇకए ࡌ డ ఆ߯ ࠭࠲ ఈ సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  y pi 
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭, త޳छ ऒߖڜ ࠭࠲ ࡌ  ఫޑ࡯లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ఎ࡮ 
క޳۫ ࡹߕھߘभ ం ڒబܽद ࠭࠲ ࠭ంړ ڴ޶ సࠪనం అߖڜ ࠭ޑߩ۫ ߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం cos x cos y n 

 ప ऱ࣒ x 2 n pi y x 2 n pi y ڴ࢑ధం޻అ ,࡯ݞఉం ࠼జం అߖ ޴ߝసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ޳ࡶ సࠪనం ړ 
అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࠬࡏ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڕࣆޓంܼర࠭ޑߩ۫ ࠭࠲ ߖ, ఆ߯ ࡓంࡅ ݡకए  n n n࣒ڒ 

 ప ऱ࣒  అࡓ ޴ߝం࠳ ݡన࣒ ړ ࣒ڒ సࠪనం, ఇࡅ ޴కए  pi y n pi y y  ݢంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ݞږ ړ ࣒ڒ 
రకం సࠬకరހల߄ࣃ ڕరణ సࠬకరߖހऒ  కھߘనడంڕࠪ ࡹ సࣔయపడڒ ࠼ޑబܽद ࠭࠲ cos x 

ऴߦరంࣃࠚफ ࠭.
ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ छ޳ ంచడంߧ۫ ߖసࠪనం అ ړ ࣒ڒ న࣒࠳ ݡంࡓ ࣒ڒ   n pi y n pi y.࡯ంۧߧ۫ మనం ࡌ
 ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం ړ సࠪనం ࠳న࣒ ڒబܽद ఇకए డ ߦङ ట࡛ऒ  ఒక ప ऱ࣒ కएࡅ  n cos y ڴ  n pi y b cos 
ఉంܿం޴.

మ࠾ࡍ అڒ ޴ߝబܽद ఇߘ࠭ ࠪ ޴పܽ ఉపߕङ n pi b y cos a cos b   ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ లࣃ
కएࡅ ݡంࡓ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  మࡓ ࠾ࡍంݡ sin a sin b n pi cos y n pi 
కएࡅ  cos  a n pi b y cos y n pi y ߗڒ ߤ࣌ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ߤ࣌ న࣒࠳ బܽदڒ సࠪనం ࠾ࡍమ ݡంࡓ 
మనࣆࡱޘ ڕ ఏࡌߪ ߕ޼प ంక సమ࠻ల pi

కएࡅ पࡌߪ  ంకం ށڷంతం ߕࣆऒ ऒߕࣆ బܽद ఈ పదంڒ  ఉనऒ ࡯ڵࠫ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ  so s  pi  ޴
కएࡅ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠲దܽ పదం ࠪऴత࠴ पࡌߪ  ంڒల ڷణకం ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ pi n pi 
కएࡅ  ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ࣒ڒ ఎలऱߩओ n y ړ ࠆఆ ࣒ڒ ڴజంߖ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక  ޴ఉంܿం ݢ
సࠪనం 
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࡓ ڴం࠳ ݡన࣒ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ మనం ࠳న࣒ ࣒ڒ  ప ऱ࣒  n pi y cos a b a cos b 

అࣇ ߝऴߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ sin a sin b cos ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ޴బܽद ఇڒ ࠭ two n pi in cos y 
మࢁऱ ఈ పదం మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄ۫ ޶నߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ plus sine two n pi in sin y cos 

అ޴ߝ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ړ ఒకܽ ڒబܽद ఇࡅ ݞږ ޴కए సࠪనం two n pi n y cos ړ 
ంۧ࠭   పߧ۫ ߖఅ ࠭࠲ బܽदڒ ऱ࣒  అړ ޴ߝ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ cos two n pi y cos two pi y 
అ޴ߝ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం ړ ࣒ڒ సࠪనం, ࠭࠲ ఇߩओ వ࡛झࡍ ݡ  y cos x ڕఒక࢘ళ మన ,࠭ޑߩ۫ ߖ 
మ࠾ࡍ సࠪనమߖ ఇۨऐ నటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ సంబంߖ߄ऒ  ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మధङ  బܽद cos y xnڒ 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ڕమన ݟంߘ ߖ޵  వࣆफం޴ ఇߩओ  cos x cos y cos a minus cos b ߕ࠮న ޴ఇ ݡ
మ࠾ࡍ మన ࠭ߘపܽ ఉపߕङ బܽद మనం ఇకएڒ ,࡯ڴనగలھߘక ߖߖ޳ మనం ݟంߘ లࣃ డ ఉపڵࡆంచࡃࠓ
కएࡅ  ऴతంࣇ కएࡅ ࣒ڒ న࣒࠳   న࣒ ఎb࠳ ࠉ ݡంࡓ సࠪనం అం݄ ࠉ ࣒ڒ న࣒࠳ ఒక ࣒ڒ ޻మనం ߰ం ,࣒ڒ 
ఓవ࡛ ړ సࠪనం  ࡓంߤ࣌ ݡ ఆࠉ ࠆ పऱ࣒  ఎ ఓవ࡛ ݀ ڒబܽद మనం ఇకए డ ఈ ߷ࡏघ x ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߘ࡮ y
సࠪనం ޜࠉ ఉపࣃڵࡆफ ऒߕࣆ ࣒ڒ న࣒࠳ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭  కएcos x y yࡅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࣌ߤ అߖ ऴࣄ࢐న݄ऱ  ࡓంݡ కం݄ ࠳న࣒ ࣌ߤ ఆࠆ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ  x y x y ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ న࣒࠳ వ ߕࣆऒ  అࣆۨࣇ ߖफం޳ࡶ ޴  ప ऱ࣒ एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ  వ ࣌ߕࣆ ߤऒ  అߖ x y x 
फࣃࠚరంߦऴ ޜߖ޳దܽ࠴ బܽद మనంڒ ޴फంࣆۨࣇ ࠭.
ओߩఇ ࠭࠲   ݡ

కएࡅ న࣒࠳ కం݄ 2 ޔన షర࠳సࠪన ړన 0࠳సࠪన ړన࣒ 2࠳  y x x y ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ 0 ݞږ ߤ࣌ 
ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ࡅకए x x x ڕతం మన࡯ఈ ఫ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤࣄ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ߤࣄ న࣒࠳ ߤ࣌ 
ऒߕࣆ  ࣆࡱޘ  అߖߦࡐ ܼޓ ޴ߝऒ ఇకए ,޴फంࣆۨࣇ ߖऱ అࡏࣃ  డ ڜంత ࡌߪप ంకం ڒబܽद ఈ ࣄबޒ  n pi n nt
అం݄ ࡓంݡ కం݄ ࠳న࣒ అߖڜ ޴ߝऒ पࡌߪ  ంకం ڝసం ࡏࣃऱ ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  x y n n pi
సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ ऒߖڜ ޴ߝఏࠫటం݄, అ ޴ۯంࠚల ڕమన ࡌ पࡌߪ  ంڒల ڝసం 2  ప ऱ࣒ x n n pi y ړ 
సࠪనం 
छࡌత ࠾ࡍమ ޔదܽ షర࠴ ޴బܽद ఇڒ త  ࡓండవ షరޔ ఏࠫటం݄, ࡓంݡ కం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ   x y ߤ࣌ 
ऒߕࣆ भ޳࡯ࢣࡍబܽद మనం పڒ సࠪనం ړ ం, ڒబܽद  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ కం݄ ݡంࡓ  సࠪనం అం݄  ప ړ ऱ࣒  x y x yݡంࡓ 
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కం݄ ࡅకए पࡌߪ  ంకం ށڷంړߖޑ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴.pi 
पࡌߪ  ంకం మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ మనࡓ ڕం࠳ ݡన࣒ అߖڜ ߖऒ ంܽړ ఇ࢑ అߖ మనం అర बం n x n pi y n 
ऒߕڕࣆۯ ऱࡹޔషర ݡంࡓ ఈ ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ బܽदڒ ࠭ ओߩఇ ߕߞߖ޻  cos x cos y ߖలݞఉం ڵ࡯క ݡ
.࡯ంۧۨࣇ
ऒߖ޵    ప दܿڝవడం࠴ ࡹదܽ షరޔ అߖڜ ޴ߝऒ पࡌߪ  ంకం ڝసం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  x n n pi ߖఅ ࡯ݞఉం ޜ 
 ޴फంࣆۨࣇ
మ࠾ࡍ ఈ షరޔ ऴపڒరం అ޴ߝ x 
ऒߖڜ पࡌߪ  ంకం ڝసం ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡐపంࡹ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం సࠪనం అࣃ۫ ߖफ ࠭ n n pi y cos x 

అࡓ ޴ߝంݡ  ప ऱ࣒  అޙ࠼ ࠪऴత࣒ڒ ࠲ అߖ ޴ߝజం  ߖڜऒ पࡌߪ  ంకం ڝసం ߖڜ ޳ࡶऒ  x n pi y n y 
पࡌߪ ంకం ڝసం ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ڒబܽद ఈ ࡓంݡ సందࡌग లࡹ ఏߕ޼ ఒకܽ ڒబܽद ఇకए డ n n pi y cos x 
ఈకछ  ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ࠆࣔ న࣒࠳ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠆࣔ న࣒࠳  ah cos pi cos x ܿ ࡽ

ఇߩओ ఇకए ࠭ࣃ۫ మనం ݡ డ ࡓంࠑ ݡ ऴړޓ సࠪనం ڒబܽद ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం ఈకछ  cos y y pi x ܿ ࡽ
ܿ  పऱ࣒ ओߦۮ ࡮ఇ ࠭࠲ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ࡏࠬ బܽदڒ ޓऴ ࠑ ݀ ݡంࡓ న࣒࠳  ࠭  ఏߕ޼ n pi n pi 
पࡌߪ ంకం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  n n pi y n pi y cos y ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ޴ߝన࣒ అ࠳ ݡంࡓ ࣒ڒ 
కएࡅ ߖࡹ ࠹బܽद ఈ ߷రڒ ంۧ࠭ߧࡐߖ  అߖऒ पࡌߪ ࡱవࡱ࢑  ంకం అ࠼న ۲ట అۮ ࡮పओ వ۪ऐ   ఇ޴ x n 
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߖހన సࠬకర࠳సࠪన ڕ న࣒࠳ రం అޔ࢓ం޴, ఉ޳హరణڕ మనం ߕࣆऒ  r cos x ړ
సࠪన࠳న ߖ ఉంۨనటऱޙ࠼, మనߕࣆ ڕऒ ࡓ  ऱܿ  ప ऱ࣒ n ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆవ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ న࣒࠳  pi pi 
ఇకए డ ࡓంݡ పࢲࡍए छ޳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ ࡱࡌ फࣃࠚల ࡌ  pi pi.࠼

एࢲࡍప ݡంࡓ ऱࢁమ ڕమన ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ݡ࠮ ޜ ప  ݡంࡓ ࡱࡌ ऱ࣒  n pi pi  ޓऴ ࠑ ݡంࡓ 
మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ޜ మనࡲ࣍ ڕङ ష࠳ ߤన࣒ ࡓంݡ pi tw  o pi by three with minus one pi 
 ప ऱ࣒  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠾ࡍ మనం ఇڼ࡮ two pi by three two pi minus two pi by three 
ంచవ۪ऐڵࣃనڜ  మ࠾ࡍ ఇవߗऒ  ఈ సࠬకరړߖހ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ړ పࢲࡍए  cos x ߤ࣌ బܽदڒ సగం  ࡱࡌ

కएࡅ ࠹ర߷ ߤܼ న݄ऱ࠼సࠪనం అ ړ ࣒ڒ ࠾ࡍతం మښన సం࠳సࠪన ړ  ఏߕ޼ ऴڝޒణࠫޒ y cos x y x 
సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ం޻ంڕ޶ ऴపయޒऒ ఇకए  ,޴फంࣆ డ మࡓ ࠾ࡍంݢ ah x y 
ఉండږడࡅ  ޶కए  అߖऒ छ޳ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ݟయంۯ ڴݡంࡓ ߘల܉ށڷ  కएࡅ ࡌ  తంpi piށڷ ࣄࠐ 
కएࡅ కएࡅ ޴ߝఅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࠭࠲ బܽदڒ ޶ڒ ޴న࠳తࠫࡍప ߤܼ   tan x tan y x pi 
पࡌߪ ంకం ށڷంړߖޑ సࠪనం అ࠭ޑߩ۫ ࠭࠲ ߖ.
 
మߩ࢙ࡗ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం  ప ऱ࣒ కएࡅ  ప  ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ   n pi y n pi y tan y ޴ఉంܿం ߝڴ࡮ ߤܼ 
మߖߖ޵ ࠾ࡍ ۫డటం ۧ࡮ కషदం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సంࡅ ࡹకए ఆవర ߤܼ  फనమ࠭࠲ ߖy 
.࠭ࢡ۫

కएࡅ ప  ߤఫంࣾ ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ  ప  ݡంࡓ ࠾ࡍమ ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ   x pi x pi x  ޴ఉంܿం ࡵవ ߤܼ 
అ࠼నపओ ఇపओ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ڔܽ ఇకए ڔܽ డ ࣃߧࡐߖफ బܽद  పڒ ࠭ ऱ࣒ కएࡅ   n pi y ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ߤܼ 
ఒక ప ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ కएࡅ  ప  ߤܼ ࠾ࡍమ ޴న޴ంۮ ړߖߦࡐ ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ  घࡏ߷   b a b ,ࣆࡱޘ ڕమన ࡮
ఇߤܼ ޴  ప ऱ࣒ एڜఒ ޴ߝఅ ߤܼ  కए బܽद ఇకएڒ ߤܼ న࣒࠳  ޴ఉంܿం ڴܽ డ మనం ࡅకएa b a tan b n pi 
పऱ࣒ ࠭ޑ޶ం߰ ߤܼ కएࡅ  కएࡅ ࠾ࡍమ ߤܼ  కएࡅ ऱࡏࣃ దࠬ ߤܼ న࣒࠳ 1 ߤܼ   y n pi y n pi y 
ఇకए ߤܼ డ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڒవ۪ऐ पࡌߪ ߕ޼బܽद ఏڒ  ంకం అޙ࠼  ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڒబܽद ఏߕ޼ n n n 
पࡌߪ ంకం ڝసం ࡅకए ऒߕࣆ ߤܼ  కएࡅ కం݄޶ఎం ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ  n n pi n pi n ߤܼ 

కएࡅ  కం݄ ࡅకए ऒߖఅ ࠾ࡍమ ߤ࣌  पࡌߪ  ంߕࣆ ړߖڒऒ కएࡅ   బܽद pi n pi n pi n pi n tanڒ ߤ࣌ 
ऒߕࣆ   అߖऒ पࡌߪ  ంకం ڝసం మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ  n pi n ړ

కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ కएࡅ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ߤܼ  ऒߖఅ ࠾ࡍమ ߤܼ  पࡌߪ  ంڒలy n pi y 
కएࡅ సంڝ  n y ࢓܌ࡏ ߖసࠪనం అ ړ ߤܼ 

फࣃۯ ݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ వ࡛झࡍ ࠭  ࣋द࠱ ݋ం݋ అం݄ మ࠾ࡍ సࠪనంڴ tan x tan y 
ఉనऒ టऱޙ࠼, అ޴ߝ  ప ऱ࣒ ఖۨऐ ߖసࠪనం అ ړ  తంߦۮ ڴओ पࡌߪ ంతڜ  ࡯ ంకం ڒబܽद మనڕ x n pi y n tan 

సࠪనం మ࠾ࡍ మࡅ ࠾ࡍకए బܽद మనం ఇకएڒ ޶ڒ 2 ࡱ܉ށڷ ࣄࠐ  డ ߘంݟ x tan y x y pi 
߰ం࠭ޑ޶, ఆ߯ ڒబܽद మనڕ వࣆफం࠳  ޴న࣒ ࠑ tan x sin x by cos x sin x cos x sin sin y 

సࠪనం 0 ߘంݟ మన࠳ ߤ࣌ ڕన࣒ ࣌ߕࣆ ڴ߯ ߤऒ  సࠪనం cos y x cos y cos x y cos x cos y ړ
అޙ࠼ మࡓ ࠾ࡍంࡅ ޳ࡶ ޶ڒ ࣒ڒ ݡకए కएࡅ ޶ڒ ࡱ܉ށڷ  ऒߕࣆ   మݞږ ࠾ࡍx y x pi y cos 
ऒߕࣆ బܽद ఇకएڒ ޶ڒ  డ ఈ ऴపకటన ࠳న࣒ సࠪనం ߕࣆऒ  సࠪనం, sine x cos y cos x sine y ړ
అޙ࠼ ఈ నߕ࠮ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡐపంࡹ ఉంܿం޴.sine a cos b cos a sine b 
 ఒక ࠳న࣒ ࡅకए एߖ࣌   సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅకए కएࡅ ܼޓ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡵవ ߤ࣌   b x y x 
తపओ ܼޓ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ0 ߤ࣌ న࣒࠳ కएࡅ ߯ ڴࡍసߖ ऒߖڜ  पࡌߪ  ంڒల ڷణڒరంࡹ 
బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡯ݞఉం ࠼రం అڒణڷ ంతڜ డ ߘంݟ మనం ࠳న࣒ తపओ కएࡅ ڴࡍసߖ  x y pi 
पࡌߪ ంతڜ ంకం ڷణڒరం అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ  పऱ࣒ తफంx n pi y࠴ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ 
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पࡌߪ ంకం ڝసం ఇߩओ ङߕన ఉప࡯ڵࠫ ݡ సంߖڜ ࠭࠲ ࡹऒ ంܽߖ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ  n ah ࡏࠬ ࠭
ఎࡖ޶ए ऒߖڜ ߝ  ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరހల߄ࣃ ڕరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనంڒ ݟబܽद ఇకए డ ఆࣣ ఇ࡮ۧ ޴ 
కएࡅ సࠬకరణం ޒణࠫڝޒऴ ۯంߧߖక ڴరణం߄ࣃ .రణ రకం߄ࣃ ࡮ۧ 

మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߖހఈ సࠬకర ࠾ࡍమ ࡱ ऒߖࡌ  కھߘనమ࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖ  ab c a
 ప ऱ࣒  cos theta b sin theta c ݟڕ ࠾ࡍఎడమ మ ࠭࠲ , రठం ఏࠫటం݄ࠪ ړߖݞగࣃనڜ ޜߖ޵ బܽदڒ 

వర ߗంܽݟంࡓ ߩ࢙ ठ࠮లం࢑ ޜభ܊ంۧ࠭ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇߩओ ఆࣣ ఈ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ
ఒక ࣋ए ࡏࠬ ండవ సࠬకరణంࡓ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ ద ࣋एࠬ ࠉ ࠾ࡍమ ݋ࡐ ࡛ छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛  ࠉ 
࣋ए छ ओߩۮ ࠵మనం ఏࠫ ऴగࣕంۧ , ޙ࠼నటऱࣄ۫ ࡛ .ం޳ంڕ
 ఈ పదం ࡅకए  వర ठ࠭  మ࠾ࡍ ఈ పదం ࡅకए  వర ठ࠭  ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ వదभ o 
एࡍస ݋ߖ࠿ ఒక ޜంऴదంښ फࣃڶ ߘ ࡽ ࠭ మ࠾ࡍ ఇڝ ޴ఆࡍ न݋ߝ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛x b 
కएࡅ  వర ठ࠮లం అߩۮ ߖओ ࡍఆڝ ߖ޵  ࠾ࡍం మ޳ంڕ न݋ߝ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం y 
ࠬద ఉంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఈ ࠼ߦం݋ߖ࠿ ݋ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡔ ఆࡅ ߵకए  b 
ऴభమణ ڝణం 
అపసవङ బܽद మనం ఇకएڒ ޴ఉంܿం ࡱڶऴݟ ޶ఐ ࡹశ޴  డ ఈ ߖࠀ కڵ࡯ ఉߕऒ भ޳۫ బܽद మనంڒ ࠭ ం  
ఇߩओ కएࡅ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ , ݟद ߭టदంࢳజం߯ దృࠜޒణ ऴڝ ఈ లంబ ݡ రछߖ  చనం ߘంߘߝ ݟ ఇߩओ  ఈ ݡ
లంబ ڝణ ऴࠜޒజంࣆڶ ࡹफߕऒ మన వదभ ఉనऒ ,ߘ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఏࠫటం݄ ఈ ޴  cos phi x ړ ݋ంߜం߱ڒ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ వర ठ࠮లం ࠬద ఉంܿం޴  ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ మࠀ ߤࣄ ࠾ࡍ ఈ ࠉం࢓޶ 
కएࡅ ࡍఆڝ  न݋ߝ అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ࠬద ఉంܿం޴, ఇߩओ  ఈ y b ݡ
࢐సफߖ࢐ऒ  ఉపڵࡆంۨ ఇకए డ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణంࡹ మనం ߰ంڒ ޴޻బܽद ఇߩओ  ఈ cos phi phi ݡ
ऒߖހڝ  కھߘనంݟ  అ޴ߝ మనࡍߪ ڕफࣆࡱޘ ڴ  ప ऱ࣒  phi cos phi in cos theta sine phi in sin 

అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం߯ ړ సࠪనం, ࡏࠬ ߗڒ ఈ వङ ڔ फకరణߘ ఇకए డ ఎడమ theta b c
 cos a cos.޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ޴న ۫࣋फ అߩ࢙

 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ కߘక ఇ࠳ ܼޤ ޴న࣒ ߸ړ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛    b sin a sin b b 
వర ठ࠮లం߯ ړ సࠪనం , ڒబܽद ఇ޴ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం, ڝ ߖ޵సం మనం ఇߩओ c ڕܼޓ ࣋۫ ݡ
పࢲࡍए .࠭ڴݟఅ ߖనమھߘక ߘలࡌ
 ఇకए డ మనڕ ఎడమ ࢙ߩన ࠳ ܼޓన࣒ ࡅ ࠀకए  ߤన࣒ వ࠳ ߅ࡍప ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ޴ఉం ߤ࣌ڜ 
మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ అ޴ ఈ ڕߩ࢙ ݟڕ సࠪనంڴ ఉంݞలం݄ అ޴ 
కएࡅ ߖన࠲జߖ  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం తపओ एڕఒకܽ కం݄ త ڴࡍసߖ వڴ mod c b 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ షరޔ సంతృߧफ ۮం޴నటऱޙ࠼ 
ࠪऴత࠲ ఈ షరޔ సంతృߧफ ۮం޴నߩओ एࢲࡍప ڕమన ࠲ऴతࠪ ݡ రం ఉంܿం޴  ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం 
एࢲࡍప ړߖހసࠬకర ޒణࠫڝޒఈ ऴ ޙక߱ࡶ రం ޶ࡶ, ఇߩओ  ,ం޳ంڕߘఅ ߖంద޴ంۮ फߧసంతృ ޒबࣄࡍఈ ప ݡ
బܽद ఆ సందరगڒ ంࡹ మనం ࡯࠻ۯझ ం޴ ఏࠫటం݄ , మనం మࢁऱ ࡿࢗ ڵࡍޒफ మ࠭ޑࠋۮ ߖ.
 షరޔ సంతృߧफ ۮం޴ం࠭࠲ ,޴ తపओ फࣃऴ࢐ ߖࣄ ऱ ఈࢀࢗ ڕకߘࢗ ڴࡍసߖ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇړ ݋ࡐ ޴ సࠪనం 
కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ޳ࡶ ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ఇ޴ తపओ  ణం yڝ ంతڜ ڴࡍసߖ
కएࡅ फࣃڵࡆఉప ߖߖ޳ ఆ߯ మనం ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ  ࠭.cos
ౖ࣊ పܽߘ࠭   ऱݭ లߖڜ ߖࡹऒ ంܽࡹ అధङ యనం 
ఇకए ,࠭ࣃۯ డ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  n cos n pi y n pi y ߖసࠪనం అ ړ ࣒ڒ న࣒࠳ ݡంࡓ 
ओߦۮ ఇకए ڕబܽद మనڒ ࠭ డ ڴ࡮ సࠪన࠳న సࠬకరణం ఉం޴ సࠪనం ڒబܽद మనం ఈ cos x cos y 
ऒߖ࠻࢑ష తफం࠴ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡯ంۧށగࡍప ڴ  రం ఏࠫటం݄ , అం݄ ࠳ ܼޓన࣒ x x 
ప  ݡంࡓ ࠀ ऱ࣒ पࡌߪ సࠪనం ړ న࣒࠳  ంకం.n pi y n 

అࡌߪ ޴ߝप ంڒల సࠫޒ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡅ ܼޓకए एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ޴ޔ  రం  ప ऱ࣒  2  so z phi n pi 
 ప ऱ࣒ సࠪనం, ఇకए ړ న࣒࠳  డ ఒక ࡌߪप ంకం ڒబܽद ఇ޴ ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए రం y n 
అޙ࠼ ఈ ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం  ఈ ڒంݭ ఉం݄ ࠪऴత࠲ ఉࡹړߖ ఉంܿం޴ ah 

ओߩఇ ޳ࡶ ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ క సమసङࡖమనం మ ݡ ऐࡍచ ߘ भ޳ ం ڒబܽद ఇకए డ మనం ఇߩओ  ition ݡ
కھߘనమߖ అڒ ࠭ڴݟబܽद ఇߩओ झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ ڕమన ݡ  ఉߕऒ యࣄ۫ ࡏࠬ ߖనటऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ 
ఇపओ ܽవరڕ అధङ యనం ࣆۯफనऒ షएࡍప ߘలހసࠬకర ޒణࠫڝޒల ऴހసࠬకర ޴ ంచడం, ఇకएࡍ డ మనڕ ఒښ 
ద࠴  బܽदڒ ޴ఉం ࡽࠋయࡍ࢘ ऱ݇  ఇ࡮ۧ ޴ కݎనంڴ అߧߖంచవ۪ऐ  యగలం అం݄, మనంۯ మనం ఏࠫ ߗڒ ,
ङޑంత ऴపڜ ࠪऒ యం ࣄۯ, ఆ߯ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ߰ందవ۪ऐ ల వङހబܽद మనం ఈ సࠬకరڒ  వసब ࡅకए  పࢲࡍए ర 
సࠫߖޒ కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఇߩओ फనऒࣆ۫ ݡ ఇకए ޴ డ ࠴దܽ సࠬకరణం ࡓంݡ y pi 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ݡ࠮  మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍండవ సࠬకరణంࡅ ࡹకए  ఈ ࡱ࢑వߘ ऴపޑङ ࠪऒ యం x y 
फࣃۯ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ కएࡅ ండవ సࠬకరణంࡓ ݡ   ప ऱ࣒ కएࡅ ݡంࡓ   x cos pi cos x ݡ࠮ న࣒࠳ ޓऴ ࠑ 
కం݄ ఎڕए వ  ࡓంڒ ݡబܽद ۨవరڕ ఈ ऴపޑङ ࠪऒ యం సࣔయంޜ మనం ۨవరڕ ఒక ࢘ࡍయࡹ ࡽࠋ x
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ మࡍంత ࠭ంޔࢂࢗ ڕ޶నऒ ओߩ  cos x ࠾ࡍమ ڕమన ݡ
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छ޳ న࣒࠳ ݡ࠮ కएࡅ ݡంࡓ ࡌ  ఉంڒ ޴బܽद మనం ఉపࣃڵࡆफ ࠭.x pi cos 
घࡏ߷ న࣒࠳  cos a b cos two pi by three cos x plus sine two pi by   ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡮

ఈڙछ  three sine x cos of two pi by three ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ࠆࣔ న࣒࠳ ޙ࠼అ ݀ ࠑ ޓऴ ࡽ
మ࠾ࡍ అݟ 120 ޴ߝऴڶల ࣌ڒ ߝబܽद ఇ3 ޴ కం݄ 2 ࡏࣃऱ cos x minus half cos x sin 2 pi by 3 

కం݄ 2 వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం , ఆ߯ మࡍంత సరࢁకరణߖڜ ࡱऒ  సరࢁకరణࡱ మనࠆࣔ ڕ sine x 3 cos x 
 ప ऱ࣒ छ޳ ࣒ڒ లڶऴݟ అర࢙ ࠾ࡍమ  ݡంࡓ ړ సࠪనం ݡ࠮ ݋ࡐ   sin x c r ڕమన ߖఅ ࣒ڒ ߯ సగం ࡌ
 ,ࣆࡱޘ
ఇݡ࠮ ࠑ ݡ࠮ ޴ మ࠾ࡍ ఇߤ࣌ ޴ ఆࠆ ऴࠑ ޓ ऴޒ అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మన࣒ڒ ڕ ఎ ࣒ڒ  ప ऱ࣒  x ߤࣄ 
ఎ ߤࣄ ߷ర࠹ వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ఎడమ ࢙ࣃࡌ ߩफ ࠭.x 
ప  ࣒ڒ 3 ࠑ ࠆఆ ࣒ڒ   ऱ࣒ pi x x ڴసࠪనం ޜ ߤ࣌ 3 ߖ߯ ߤ࣌ మనం ڴࡱ޶బ ړߖ޵ ݟంచంࠫࣾ ڴ3 ݋ࡐ 
ऴࣃ࢐फ ఇపओ ޴బܽद ఇڒ ࠭ ܽవరڕ మన ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం ߗڒ ఇ࣒ڒ ޴ ఎ ࠉ ࣒ڒ పऱ࣒  ࡹపంࡐ ࠉ ߤࣄ ఎ ߤࣄ 
ఉంܿం޴  ఇ࠳ ޴న࣒ ࡅ ࠉకए छڙఈ ޓऴ ࠑ ݡ࠮ ߯ న࣒࠳ ړࡍవۨ ڕబܽद మనڒ ࣒ڒ  झࡽ  ऴޓ ఓవ࡛ ܿ x 
పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ࣆࡱޘ ڕమన ߗڒ ݡంࡓ  వߤ పړ߅ࡍ పࠫࡍతం ۯయబݟం޴ మ࠾ࡍ t 
అం޶వలऱ ࡅకए ఎపओ ߤ࣌ڜ   ah ړߖࣔ࠮ల సހబܽद ఈ సࠬకరڒ ޶ఉండ ڴసࠪనం ړݡంࡓ ړంܽݟ࠮ ڔܽ
పࢲࡍए రం ڒ ޶ࡶబܽद ޴ޔ సࠪ߄నం ఏ޵ పࢲࡍए రం ޶ڒ.
 మనం ఇకए డ మࡖక ऴపశऒ भ޳۫ ߘ ం ڒబܽद ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనమߖ 
అ࠭ޑڷݡ మ࠾ࡍ ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ అߖ ۫࣋फ ࢐ ࡹܼޓ ߤࣄసफړߖ࢐ చࡏޔग జం ڒబܽद మనం

गࡏޔచ ڕం݄, మనڕࣆޓ ڴసࠪనం ڕܼޓ ߤࣄ ߘ జం వࣆफం޴.z 
  సࠬకరణం ࡓంݡ చదర࠳ ߩన࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࡓంݡ ఇకए డ ߕࣆऒ  సࠬకరړߖހ సࠪనం ޳छ  z z z ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴ ऴޓ ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ घࠫޛ ݋ࡐ ࡛ పऱ࣒ ޴  ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ݀ ݀ ݀ ݀ ݀ ݀ ݀ ࡛ࠂ 
ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ
ࡓ ݡంࡓ ࡏపదࣔ  ޴ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ܿ ऱܿ ࡓంݡ ఇڒ ڷࡱߕ ޴బܽद ࡓంݡ࠮ ࡱ࡮࠮ ݡ  పऱ࣒ ࢟ࠀ న࣒࠳ 
ప ޓమనం ऴ ޙ࠼అ ࡛ࠂ ࠑ ऱ࣒ ప ޓऴ ࡛ࠂ ఓవ࡛ ࢟ࠀ  ऱ࣒ फࣃ۫ ߖఅ ݡంࡓ ం݄ڕࣆޓ ࡛ࠂ ఓవ࡛ ࢟ࠀ   ah z ߗڒ ࠭
అڜ ޴ߝంత ړߖހڝ సంړߖޑښ సࠪనం ڒబܽद అࡓ ޴ంږڒ ݡడڒ ޶బܽद పࢲࡍए రం  ࡓంړݡ సࠪనం z 
అࣃ ޴ߝధङ మࡃङ  పࢲࡍए రం ڒ ޶ڒబܽद ࠫ࡯ڵ ఉనऒ  ఏڛక పࢲࡍए రం అ࠳ ݡ࠮ ޴ߝన࣒ ఐ޶ కం݄ z 
బܽद ࠭ఖङڒ సࠪనం ړߖڴన࣒ స࠳ ޴సࠪనం, ఇ ڕڷࡱߕ ంڴ ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం 
एࢲࡍప ڕܼޓ ߤࣄ న࠳సࠪన ړ న࣒࠳ రం సగం ڒబܽद మన࠳ ڕన࣒ ࣔړ ࠆ సࠪన࠳న ܼޓ ߤࣄ ఉంڒ ޴బܽद 
ఈ ࡍڷ फంߩ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ߯ ࡅకए పऱ࣒ ߤ࣌   x 
ऒߕࣆ ߤ࣌  ప ऱ࣒ ࡍڷ బܽद ఈڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ړ ߤ࣌ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ ࣒ڒ  फంߩ a cos b b x
ఇకए ࠾ࡍమ ڕమన  ޴फంࣆࡱޘ డ మనం ఈకछ ࡎభ ޜ ߖ ߖ ࡽ फ ࣋ۯफ మనڕ లࠚంߤ࣌  ࠑ ޴ۯ ఆࠆx pi 6 7 pi 6
झڡࣄ ࠆఆ ߤ࣌ झڡࣄ ࠑ   మߤ࣌ ࠾ࡍ ఆڡࣄ ࠑ ࣌ ࠆझ  సړߖڴ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࣔڒ ࠆబܽद మనం 
झڡࣄ ࠑ ߯ ߤࢗ࣊ ࠆఆ ߤ࣌ ܼޓ ߤࣄ యగలంۯ  అߖ ऴ࢐యంڒ ,ݟబܽद ڡࣄ ߧ ߤࢗ࣊ ߯ ߜ࣌ ڕܼޓ ߤ࣌ ࠭࠲झ  
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ న࠳సࠪన ڕ ऒߖࡌ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠭࠲ ޴ ఇంత࠭ڕం޶ ఉపߕङ సంࡹ
అధङ యనం ࡏڷ ࡏࠬ ,࠭ࣃۯफ ڕࣆۯం݄ ߧۮ ࠭࠲ओ న ऱܿ  ߄ࣃ ړߖߦߦరణ పࢲࡍए రం సࠪనం x sin y 
అం݄ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ ऒߖసࠪనం, అ ړన࣒ 1࠳  ంܽࡏࣃ ڔऱ శړ फړ అߖऒ पࡌߪ  ంڒలߖڜ ڕऒ  x n pi n y n 
पࡌߪ ంڒ ࡱڒబܽद ఇ޻ ఇߩओ एࢲࡍప ݡ రం ఏࠫటం݄ ఇకए డ అܼޓ ޴ߝ మ࠾ࡍ ఏ޳  ݡछ  n x y pi ࡏఆ ࡌ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߖހనం ఏࠫటం݄, ఈ సࠬకర߄సࠪ ޴ޔ బܽदڒ రం 

 ప ऱ࣒ ړల శ࠻సమ ,ܼޓ న࠳సࠪన ړన࣒ 1࠳  फړ అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం 7 ڒ 6 ࠑబܽद ఇకए డ n pi n y pi n 
మనం ۲ ߝڕࡏڝట మࡖక సమసङ  ఉం޴ ఈ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ړߖݞవڝࣆࡱޘ 
ఇకए డ ߤܼ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ फࣃऴ࢐ ߖఅ ܼޓ ݀ ࠆఆ ݋ంڒ࣊  ࠭ ఎం޶కం݄ ࡅకए  x x ݋ంڒ࣊ 
కएࡅ .ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ޴ఇ ޙ࠼కం݄ ఒకܽ, అ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ కం݄ ఒకܽ ߤ࣌ڜ 
ए࣋ ࣒ڒ  छ ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳ ܼޓ ࡛ छ ఇకए ݞږ ܼޓ ࡛ డ ఉనऒ ङߙ  మࡔట࡛ ࣒ڒ ߖ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ 
ࡎభ ޜܼޓ फ ۯయవచऐ ङޑన ऴప࠳ఈ రక ߘߝ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఎంࣆۯ ڕ޶फߕऒ  అం݄ ఈ ߘ
ऒߕంܿڕࡏڝ ߖలݞఉం ߩ࢙ తफం ఎడమ࠴ .ߘ
ऒߖހర సࠬకరڒࣃరऴޔన చ࠳ఒక రక ߘߝ  ڴపరం ܼޓ ߤܼ    ߰ంߘߝ ޳ࡶ ߘޑ޶ పࡍషए  నڵ࡯ంచగࡍ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ऒߖࡌ  ߰ందగలߘ 
బܽद మన దగڒ ठర ఉనऒ ए࣋ ࣒ڒ ޴ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ߤ࣌  छ ङߙ బܽदڒ ఒకܽ ܼޓ ࡛ మࡔట࡛ ࣒ڒ ޜߖ޵ ࣋ए छ ࡛ 
ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜܼޓ छ ङߙ ࡏࠬ సࠪనం , ఆ߯ ړߖ޳ఒక ܼޓ ࡛ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం 
ए࣋ ࣒ڒ ߗంܽݟంࡓ छ ऐۯవ ڕफ మన࣋ڵ࠙ ޜܼޓ ࡛ పऱ࣒ ߤవ ޴ ए࣋ ߤܼ  छ ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ ఒక ܼޓ ࡛ छ కం݄ ܼޓ ࡛
ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद మనం ఆࣣ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࡯࠻ۯझ ए࣋ ࣒ڒ రణంڒ ړߖݞవࡌ  छ  ߤࣄ ܿߦ ޜܼޓ ࡛
࣋ए छ ऒߕڕࡏڝ ߘߝ ߖలݞఉం ڴపరం ܼޓ ߤܼ తफం࠴ ߩ࢙ ఏࠫటం݄, ఈ ఎడమ ޴నݟږ ޜܼޓ ࡛  ߘ
మ࠾ࡍ ۨవړࡍ మనڕ లࠚంߤܼ ޴ۯ ࣋ए छ ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ ऱ ఒకࡏࣃ ܼޓ ࡛ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  వߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ 
ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ సࠪనం ఒక ڕܼޓ छ బܽद తపओڒ ܼޓ ࡛  ࠾ࡍమ ߩ࢙ ఎడమ ࡏࠬ ࡹఈ సࠬకరణం ڴࡍసߖ
ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ ఒక ߗంܽݟంࡓ ߩ࢙ ݟڕ छ फࣃށڷ ޜܼޓ ࡛  బܽद ngڒ  ࡏంۧڵ࠭ ߖदܽڻ ࡏࠬ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡏ
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మనం ఈ జంట కߩࡱల࣋ࡍޘ ߘफ మనڕ ఎడమ ࢙ߩన లࠚంߤܼ 2 ޴ۯ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  1 ܼޓ 4 ߤܼ న࣒࠳ 1 
ए࣋ ࠹݅ న࣒࠳ छ ऒߖ޵ సࠪనం , ఆ߯ మనం ڕܼޓ ࡛ ऐࡍఅమ ڵࡍޒ ڴभ޴ڜ  నటऱޙ࠼ మనڕ లࠚం4 ߤܼ ޴ۯ  
ए࣋ ߤܼ న࣒ 3࠳ ܼޓ छ ऒߕࣆ ܼޓ ࡛ త మన వదभ ఉనऒۯ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ए࣋ ߤܼ ޴ छ  ߤܼ ߘܼޓ ࡛
࣋ए छ ऒߕࣆ ݡ࠮ న࣒࠳ ܼޓ ࡛ కएࡅ ܼޓ లం݄ మనంڴజర ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ ߤܼ ߤܼ   ړ
సࠪనం ࡯࢐ڒ అం݄ ڒ ܼޓబܽद ఇߤܼ ޴ అࣆۨࣇ ߖफంߕࣆ ܼޓ ޴ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ  ܼޓ ߤܼ 
అߕࣆ ޴ߝऒ కएࡅ   ܼంܐంړ ݋ సࠪనం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ܼޓ అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ߖߦࡐऒ  n n pi 
కڵ࡯ ఉందࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ సࠬకరణం ߘంݟ వۨऐ ంڒ ޴బܽद ఇ޴ జర޳ࡶ ࡯ڴ మనڕ 
ए࣋ ߤܼ छ ऒߕࣆ ߖޓన࣒ ऴ࠳  ࡯ݞఉం ܼޓ ࡛ పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ ఉంచడం అం݄ ڴ  న࣒࠳ ܼޓ ߤܼ ޳ࡶ ޓऴ ݋ࡐ 
ओߩఇ ޓऴ ݋ࡐ  ࠑ ݡ࠮ ޴సࠪనం, ఇ ړ ߤܼ లڶऴݟ అర࢙ ޓऴ ݋ࡐ ޙ࠼సࠪనం అ ړޓऴ ݋ࡐ ܼޓ ߤܼ ݡ
ऒߖڜ ڕࠬ ޴ఉంܿం ڕఆ߯ మన ݡ࠮  సऱࡏڷ ࡱ ݭ࠼फనऒ టऱړ ߤܼ ࠭࠲ ޙ࠼ సࠪన࠳న అ޻ ఆࣣ ߷ర࠹y
ఆࣣ ࡍڷ ߖ޳ ࠭࠲ ڵࡍޒంۨ చࡍऐ ऒߕफࣆ ࠭ మߧۮ ࠭࠲ ࠾ࡍओ న޴ ఈ రక࠳న సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ 
పࢲࡍए రం 

అ޴ߝ  ప ऱ࣒ సࠪనం.x n pi y ړ 
 అߖऒ पࡌߪ  ంڒలۮ ڕం޴నڒ ޴బܽद మనం ఇంతڕ ࠭ంߧࡐߖ ޶ంۨన ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  ఉపڵࡆంۨ n 
ప  ܼޓ ,࠭ޑ޶మనం ߰ం ߖసࠪనం అ ޜ ڕܼޓ , ऱ࣒ x ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߖసࠪనం అ ޜ3 ړ  n pi pi
అ࢑ ޻ధం࠳ ܼޓ ߤܼ ڴన࣒ ړ 3 ݋ࡐ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .

छ޳  కएࡅ ߯ న࣒࠳ ࡌ एࢲࡍసం పڝ ߖ޵ ࠾ࡍమ ڴ ߤܼ  రం ࣊ޜܼޓ ݋ సࠪనం ࠳న࣒ 3 ݡ࠮ n pi pi 
छ޳ एࢲࡍప ࡍవۨ ړߖހసࠬకర ޒణࠫڝޒబܽद ऴڒ ޴ఉంܿం ࡌ రం ah 
బܽद ఇకएڒ డ ߘంݟ మనం ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣄۯన మ࠾ࡍ ఆ߯ మనڕ లࠚంۨనړߖ޳ వ ऐۧ ए࣋ ߤܼ ࠭ छ ࡛ 
3 ݋ࡐ న࣒࠳ ܼޓ ߤܼ ޳ࡶ 3 ݋ࡐ ܼޓ ߤܼ ޳ࡶ 0 ܼޓ ߤܼ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖజమߖ ޴అం݄ ఇ ܼޓ
అ࠼నߩओ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ సం ఈڝ ߖ޵ బܽदڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖజమߖ ޴ఇ ݡ రం ࣊ۯ ݋యబݟంߤܼ  ޴ 
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ సࠪనం ړ3 ݋ࡐ ܼޓ రం  ప ऱ࣒  సࠪనం n pi pi ړ3 ݋ࡐ న࣒࠳ ړܼޓ ߤܼ ࠾ࡍమ 3 ࠑ 
ఇ࠳ ޴న࣒  అޙ࠼ మనڕ ఒక ޳ࡶ ఇకए డ ఉనऒ ం޶న ఈ ݋࣊ ݡ࠮ ల కల࠼క࡯࢐ڝࣆޓ ߘ pi pi by 3
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߖހసࠬకర ޒణࠫڝޒఈ ऴ ޴ࡍవۨ ޴బܽद ఇڒ రం ఇ޴ ఈ ݡ࠮ ࣊టऱ కల࠼క, ఇకए డ ah 
మనڕ మࡖక సమసङ  ఉం޴, అޙ࠼ ఇకए డ ࠭࠲ 
ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफప࠳ ۯࡍన࣒ ߘంݟ పऱ࣒  వరڕ ఉనऒ  pi pi x ߘవలࡱ࢑ ࠲ऴతࠪ ࡹమంࡌ࢑ 
కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭.
 ఇకए డ ऴࡅ ށࢩకए  శړ फࡓ ړంݡ ఉߕऒ ङږ ޴డవ࠮ ࡹ ࣒ࡎࣄ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼ కएࡅ ࠗ  cos x ݭ࠵ 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߄ࣃరణంڴ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం m cos 

కएࡅ  అࡅ ޴ߝకए  వࡵ ఉంܿం޴.mx mod cos x mod 
 

కएࡅ  శړ फړ ߭ంచంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంۨ ࠭࠲ ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ ऒߖڒంޑۅ   m 
సరࢁకృతం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ప  ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭ ऱ࣒ కएࡅ ݭ࠵  తफం ࣋ए࠴  छ ࡛cos x cos x 
 ప ऱ࣒  ఆړ ࠆ సࠪనం ږङ ࠗ మ࠴ ࠾ࡍదࡷనߗڒ ࢑ మనం ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄ వ అ޴ߝ వߤ పऱ࣒ mod cos xࣄ 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ ࣄ  కएࡅ ࢐ܽ నࡷద࠴ ࠗ  న ߰డ࢙న࠳ఈ అనంత ࠾ࡍగమనం మࡗߩ తށగڣࡔ 
ङݡࠪ గమనంࡗߩ తށగڣࡔ ల࣒  అޙ࠼ మ࠾ࡍ ࠪऴత࠲ అޙ࠼ ࠪऴత࠳ ࠲న࣒ ࡱ࢑ ࣄవڕ కࣆࡱफందߖ 
. ࣆࡱޘ ڕࠪ

ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  ఇకए డ ఉపࣃڵࡆफ ࠭, అޙ࠼   c ah c 
అࡅ ޴ߝకए ङݡࠪ  ల࣒ ړ సࠪనం అ࡯߱ ߖऐ  ۫࣋फ , ఓ߭ छࡓఇంట ߤ పऱ࣒ ݟంߘ న࣒࠳ ࡽ  cos x x pi pi 
వరڕ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ऒߕࣆ  ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ࡹ ࡽ ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  x x ړ
సࠪనం అ࠼నߩओ  ݡ
ఈ ڙࣅछ झߤ  ఏ࠳నపओ ऒߕࣆ బܽदڒ ޴फంࣆࡱక ڔܽ एࢲࡍప ړߖހఈ సࠬకర ޙ࠼సࠪనం అ ړ రం ړ ߗڒ ޶ڒx x 
సࠪనం ߕࣆ  ޶ڒऒ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߘంݟ పऱ࣒ కएࡅ ߤ࣌ڜ ఈ ऴకమం ,న࢑޴ంۮ ړ  న࣒ x pi pi࠳  x 
ङݡࠪ ల࣒ ߯  ఒకܽ ࡱ࢑వڕ కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ۨవరڕ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరߖހऒ  ఒక߯ߖ޳ 
ఒకܽ ࠳న࣒ ࠪݡङ ల࣒ శړ फࡓ ړంڴݡ కڵ࡯ ఉంܼ࠭.

కएࡅ  x x   ࣒ڒ సࠪనం అం݄ ړڷࡱߕ ࣒ڒ 
కएࡅ  ఒక ࠳న࣒ ࠪݡङ ల࣒ సړߖڴ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అం݄ ݡࠪ ࣒ڒङ ల࣒ సړߖڴ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ x 
ओߩబܽद ఇڒ ఇకए ڕమన ݡ డ ࡓంݡ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ  న࣒ x cos x࠳ ޴ߝఅ ޳ࡶ సࠪనం ړߖڴస ࣒ڒ ࠼
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ړߖހఈ సࠬకర ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࠆࣔ రం ఈ సࠬకరۯ ݋࣊ ړߖހయబݟన ߄ࣃరణ 
పࢲࡍए రం మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరࣄۯ ݋࣊ ړߖހన ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం కల࠼క అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సగం cos x 
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ n pi ޴ంޔ࢓అ ݋࣊ ړ సࠪనం ړߖࡌ
ఎం޶కం݄ సగం అర࢙ ݟऴڶల అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , అ޳ ޴छ  cos pi cos x ڕబܽद మనڒ ޴ఉంܿం ݡ࠮ ࡌ
సࠪనం ڒబܽद సࠪనం ޜݡ࠮ ޜ ޜ సࠪనం ڒబܽद ࠭ంࣇ ڴ޶ऴޓకరణߘcos y cos x cos y y pi 
ఉపڵࡆంۨ ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం ۫పబޔݡంړ ړ ޴ సࠪన࠳న ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం ࡓంݡ cos x cos phi n
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 ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ కం݄ 3 ڕబܽद మనڒ న࣒࠳  ऱ࣒ पࡌߪ న࣒࠳  ంకం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽpi y n n pi pi 
షరޔ సړߖڴ సࠪనం అ࠼న ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం cos x ah 
వ ڝసం ࣊݋ పࢲࡍए రంߖ࠿ ޜయߤ ఇతర షర࠳ ޔన࣒ ࣔړ ࠆ సࠪనం e cos x 
ఈ సࠬకరణం సࠪనం pi cos x cos two ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖన࣒ సగం అ࠳ ࣒ڒ ޓऴ ࠑ ݡంࡓ ,

एࢲࡍప ړߖ޵ బܽदڒ రం ࣊ۯ ݋యబݟం޴.pi by three 
पࡌߪ ండవ సࠬకరణంࡓ   ంకం  

ప  ݡంࡓ సంڝ ऱ࣒  n n pi pi ޒణࠫڝޒనం ఈ ऴ߄సࠪ ޴ޔ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ 
సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ పࢲࡍए రం ఈ ࡓంݡ ࣊టऱ కల࠼క అߗڒ ߖ మనం ࡏڷफం۪ڕం݄ ऴపశऒ ޶ڒ ޴నڵݟఅ ࡹ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  రం ߗڒ 
పऱ࣒ ݟంߘ ߯ న࣒࠳  మధङ ऒߖసం అڝ   పࢲࡍए ओߦۮ ࠭࠲ ߖలߕھߘక ߘలࡌ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఏ pi x 
పࢲࡍए పऱ࣒ ݟంߘ న࣒࠳ ࡱࡌ  పړࡹ߅ࡍ వࣃफ  pi pi ࡮ۧ డటం۫ ޴అ ࠾ࡍమ ࡯ݞ۫ ࠲ऴతࠪ ࡆ
फࣃۯ ߘߝ బܽदڒ లభంࣆ ఇకए  ߘ డ ࣍ࡲङ షߤझ  రణ߄ࣃ ޴బܽद ఇڒ ࡽనࠀ ޴బܽद ఇڒ ݟऴ࢐యం ڵࡍޒ ߖ 
పࢲࡍए ర ࣊݋ మߘ ߖ޵ ࠾ࡍంݟ 
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ పऱ࣒ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ࡽ  ߯ వరڕ ఉనऒ  పࢲࡍए ऒߖࡌ  మనం కڒ ࡯ߕھߘబܽद ఇకए డ ఉ޳హరణڕ 
మనం ఇకए డ ߕࣆऒ  ం݄.nڕࣆޓ న࠳సࠪన ړ
एࢲࡍప ݡంࡓ ڕమన ࡹߖ޳ దܽ࠴  ప  ޓऴ ࠑ న࣒࠳ ࡱࡌ ऱ࣒ छ޳ ݡ࠮  फࣃࠚల ࡌ  pi n pi ࠾ࡍమ ࠼
పऱ࣒ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑ ݞږ ݢంࡓ  వరڕ pi 
ఉంܼ࠼, మనం ఒకړߖ޳ సࠪనంڕࣆޓ ڴం݄, ఆ ࡌ࢑మం ࠳న࣒ ߯ ߘంݟ పऱ࣒  వరڕ మనం అ޻ n pi 
࢑ధంڴ ఉం݄  ࠳ ࠭࠲న࣒ ఒకܽړ సࠪన࠳న ڕࣆޓ ߖంܼ࠭, ࡌ࢑ ࠭࠲మం n
పऱ࣒ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ ऒߕపల ఉࡱࢗ  బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ߘంࡓ ݟంݡ పࢲࡍए ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱࡌ  y అ࢑ ,࠼
పऱ࣒ ݡంࡓ ߯ న࣒࠳ మంࡌ࢑  ߯ ఉߕऒ ఇకए ࠭࠲ ఆ߯ ࠾ࡍమ ࠼ డ ࣊ࣄۯ ݋న ࡓండవ ఆࣣ ߄ࣃరణ 
పࢲࡍए ऒߖࡌ फࣃ۫  బܽद ఇకएڒ ޴ఇ  ݟబܽद ࣾࠫంచంڒ ࠭ డ ߕࣆऒ pi n ޓऴ ࠑ ݡంࡓ మనం ړ న࠳సࠪన ړ pi 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ݀ ऴߖޓ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంࡌ࢑ ݢమంࡹ ఉంܼ࠼, అࡌ࢑ ࢑మం ࠳న࣒ pi by pi
పऱ࣒ ݟంߘ  వరړ ڕ సࠪన࠳న ఒకړߖ޳ మనࡓ ڕంݡ  ప ऱ࣒  వࣆफంࡓ  ޴ంࠑ ݡ ऴޓ అޙ࠼ pi n pi pi 
పऱ࣒ ݟంߘ ߯ న࣒࠳ పలࡱࢗ మంࡌ࢑  ߯ వరڕ ఉంܿం޴ , మࡖక పࢲࡍए రం ݀ ߯ ࠳న࣒ ݀ ߯ ࠑ ऴޓ , ఇ޴ 
࢐సफࠑ ߯ ڷࡱߕ ړߖ࢐ ऴړޓ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࡌ࢑ ݞږ ޴మం ࠳న࣒ ߯ ࡱࢗపల ఉంܿం޴  ప ऱ࣒  బܽद piڒ 
ఇకए ݞږ ࡍప޶త ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡంࡓ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍऴ࢐య࠭ మ ߖఅ ߖߖ޳ ࠭࠲ డ h n 
పࢲࡍए రం ࠳న࣒ ࡓంݡ పऱ࣒  pi pi n ړన࣒ ఒకܽ࠳ సంڝ ࢑షయం ޻అ ࠾ࡍమ ޶ఉండ ࡹమంࡌ࢑ 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ۨవࡍ సࠪ߄నం ఏࠫటం݄ ऴڝޒణࠫړޒ పࢲࡍए  బܽद ఈڒ సࠬకరణం  ࡱࡌ
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరణం ࡌ࢑మం ࠳న࣒ ߘంݟ పऱ࣒  వరڕ ఈ ࡱ࢑ ڷࡱߕవ࠳ ࡱన࣒ ࠑ ऴޓ pi pi r pi pi 
छ޳ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ݡంࡓ ݡ࠮ ړఆࣣ ఆస ࡮ۧ ݡ࠮ ࡌ फకర࠳న సమసङ  ఉంڒ ޴బܽद pi n pi ah 
ఇ޴ అۮ ߖపओ ంࡌߪ ࣄࠐ  ݟप ంకం అޙ࠼, ఈ సంబంధం అߖऒ पࡌߪ  ంڒలߖ ړజޙ࠳, అߖऒ पࡌߪ ࣄࠐ  ంڒల m 
ऒߖసం అڝ ޒబܽद ఈ సంబంధం ऴపڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻సం అڝ पࡌߪ ࣄࠐ  ంڒల ڝసం m 1 3 5 7 9 x 
కڵ࡯ ఉం݄, మనం ࡱ࢑వߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿం0  ޴ మ࠾ࡍ అం݄ ఈ సࠬకరణం అߖऒ  b b 1 ࣄࠐ 
पࡌߪ ంڒల ڝసం మ࠾ࡍ అߖऒ ంచవ۪ऐߧߖఅ ڴకషदం ࡮ۧ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴ంޔ޶ంۮ फߧసం సంతృڝ   m x 
ఇకए ߗڒ డ మనం ۯయగڵ࡯ం޴ ఏࠫటం݄, ఈ సࠬకరణంړ0 ߖ ࡹ సࠪనంڴ ఉంۨనటऱߖߖ޳ , ޙ࠼ x 
࠭ం࢑ ڴ޶సफࡍంపܑ޳भ ం.
బܽद ఇకएڒ ࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲   డ సమघ ష࠴ ࡹ ߤదܽ పదం ߕࣆऒ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ   కएsine o fmx bࡅ 
శړ फߕࣆ ړऒ b x b one sine x b two sin square x bm sine ࠾ࡍపదం ఆ߯ మ ࡍప޶ఒకܽ త ߤ࣌ 

వరڕ అߖऒ  ࠪర ठం  ࡅకए  శړ फړ ఇߩओ ऒߕࣆ ࠭࠲ ݡ ङޑऴప ߖ న࠳సࠪన ړ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ , ఎడమ x m x
ऒߕࣆ ߩ࢙ ݟڕ ߩ࢙ ޒۯ  ఉంܿం޴, ఈ ప޳లࡹ ऴపޒ ఒకए ऒߕࣆ ܽ  ࡯ڵࠫ నߩ࢙ ݟڕ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ
ఉనऒ ऒߕࣆ ޴ తపओ ޴బܽद అڒ  ऒߕࣆ ఆ ڴࡍసߖ ప ߖ दܿߕࣆ ࡯࢐ڝऒ ओߩబܽद మనం ఇڒ సࠪనం ړ  b b b ݡ
ऒߕࣆ ऒߖఅ ޴బܽद ఇڒ ࠭޳ం߰ ߘవࡱ࢑  ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࣄࠐ   లڕ ఎలऱߩओ  m x b ߤవ ࡮޻ంۮ फߧసంతృ ݢ
.࡯ߕھߘక ߘవࡱ࢑
 ఇߩओ  మనం x ݡ
కएࡅ కం݄ ߤ࣌ షओߖ ߤ࣌  भ޳࡯ࢣࡍప ߖफޒ ం mx 
మ࠾ࡍ అ޴ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࢑సफరణڝ ߩ࢙ ݟڕ ߘసం ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭ b 0 0 
అకए ޴బܽद ఇڒ డ ڒ ޶ࡶబܽद మనం ࢒టߖऒ ంܽࡅ ߖకए छ޳ ߤ࣌  फࣃڵ࠙ ࡌ  x b one plus ڕబܽद మనڒ ࠭

లࣆࠚफం޴ పऱ࣒  ऴߤ࣌ ޓ ࣋ए छ ࡛ అߖऒ  ఆ߯ b two sine x b x bm sine m x ڕన࣒ 1 వర࠳ ڴࡱ߄࢑ 
 బܽद మనం xڒ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍమ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ  ޴ంޔࢂࢗ ړ 0 ࡹࠓ ంܼ࠭ڕࣆޓ ߖޒࠫࡍప ࠭࠲
పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍనऒ ओߩ  x ߙࡹంܽݟంࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍమ ߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ߖޒࠫࡍఈ ప ݡ
ऒߕࣆ న మనం mߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߩ࢙ ޒۯ ࣆࡱޘ ڕమన ޒࠫࡍప ߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ
ఈ ߖబంధనలߖऒ ంܽߖ ۫࣋फ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ అߝ సంښతం ࡅకए  శړ फ࠳ ړన࣒ ఒకܽ, x sin x sin x m x 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ అ࢑ ࡹޒࠫࡍऱ పࢇࢗ ړ ఉనऒ ࡯ڵࠫ బܽदڒ ࠼ޑళࢗ ړ  వ mࡱ࢑ ߤవ ࠉ ࠾ࡍమ ࠲ऴతࠪ ߤవ ࠉ  ޴
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మߕࣆ ࠉ ࠾ࡍऒ ऒߕࣆ  ओߩబܽद ఇڒ  క సమసङࡖమనం మ ݡ  ޒణࠫڝޒబܽद ఈ ऴڒ ం޳ంڕࣆޓ ߘ
సࠬకరړߖހ అߖऒ  పࢲࡍए ఇకए ߘలࡌ డ కڒ ,࡯ߕھߘబܽद మనం ఇకए డ ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ మనߤ࣌ ڕ x 
తపओ  ऴప۲ܼޒ ఉం࠴ ޴దܽ ట࡛घ ए࣋ ࣒ڒ ڕమన ࡹ  छ ࡛ ఉంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ ࡎభ ڴపరం ߤࣄ  फ ࣋ۯफ,  x x 
ए࣋ ࣒ڒ छ ࡛ ఒక ࠳న࣒ ߤࣄ ࣋ए छ ऒߕޔࠓంద߰ ߖ޴బࣗప ࡹ ߤ࣌ బܽद మనంڒ ࡛ ࠭, ఇ޴ ऴ࢐యړߖݞ x x x
సࠪనం ఎం޶కం݄ మనߤࣄ ڕ ఇకए డ ߦపం ఇకए డ మߦ ࠾ࡍపం ఇకए డ ఉߕऒ  పం x x x xߦ బܽदڒ ࠼
అ߄ࣃ ޴ߝరణ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ మࡓ ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍంݟంܽڒ ߙࡹబܽद మనం ࡓ ߤ࣌ ߖߖ޳ ऱܿ 4 FA ctor x 
ए࣋ ߤ࣌ న࣒࠳ 1 ݟంߘ छ फࣃऴ࢐ ߖఅ ߤ࣌ న࣒ 2࠳ ࡛ ࠭  x x 
ए࣋ ߤ࣌ ڷࡱߕ న࣒࠳ ߤ࣌ छ ऒߕࣆ ࡛ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ లం݄ݞఉం ڴ  అ࠼ x x sin x 
ఉం޳ࡶ ࡯ݞ ࣋ए छ ࡛ ऴߖࡹ ݋ڙࠈ ఈ పదం ߕࣆऒ  అ࠼ ఉంߕࣆ ߤ࣌ ߗڒ ࡯ݞऒ  x ߤ࣌ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ

ऒߕࣆ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ న࠳సࠪన ړ రం అࣆۨࣇ ߖफం޴ అࡐ ޴ߝపంࡹ ఉం࡯ݞ, ఇకए డ అ޴ߝx x n pi n 
అߖऒ पࡌߪ  ంڒలࡌߪ ړप ంకం మ࠾ࡍ ఈ ࡍߖ भషद పߖ޳ऒ ऒߖހండవ సࠬకరࡓ   ఎ࡮ పࡍషए ओߩఇ ࡹంۧࡍ  ah ݡ
भ޳۫ ం  ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ޴ఇ ޳ࡶ  న ఉనऒߩబܽद ఎడమ࢙ڒ   ah ڕమన ߩ࢙ ޒۯ సంڝ రకంڒ ండవࡓ 
ए࣋ ߤ࣌ ڷࡱߕ छ ࡛  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ߤ࣌ ݀  गࡏޔచ ࡹ ߤࣄ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ జ x x x
సࠬకరణం ڒబܽद పࢲࡍए న࣒ ݀ పऱ࣒࠳ ޴ߝఅ ߤࣄ ,ఏࠫటం݄ ࡱࡌ న࣒ ࣋ए࠳  छ పऱ࣒ ڷࡱߕ ݋ࡐ ࡛  x 
పదࣔࠑ ࡏ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद అం݄  ڒబܽद ࡓంݡ ఉߕऒ ఇకए  ࡱ ݡంࡓ ࠼ డ ఓࡲङ షߤझ  ఇకए డ ఒకܽ ࠳న࣒ ah 
ఒకܽ ࠳న࣒ ݋ࡐ ఐڷࡱߕ ڴ߯ ޶ మ࠾ࡍ మࡖక పࢲࡍए రం ݋ࡐ ఐ࠳ ޶న࣒ ఒకܽ ڴ߯ ڷࡱߕ ఇߩओ  ݡ
తపओ ߤ࣌ లڶऴݟ ޴ࠫߖभ޺ప ޴వ࣋फ ఇ ڕफࡏڷ ߤ࣌ లڶऴݟ ޴ࠫߖभ޺ప ࡏࠬ  మࡖకܽ ڒదࣆࡱޘ  ڕࠪ ߖ  ఇ޴ 
పڴ߯ ړ޴ ߯  
కएࡅ  ޶ఐ ݋ࡐ ߤ࣌ లڶऴݟ ڷࡱߕ ࠢ࠻ న࠼అ ߯ ݡ࠮ ߯޴ప ߤ࣌ లڶऴݟ ڷࡱߕ ࠢ࠻ ࠾ࡍమ ߤ࣌ 
 ప ऱ࣒ ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ , ࣆࡱޘ ڕమన ݞږ ߖకం݄ ఒకܽ అ ڷࡱߕ  తంߖ޵ ڴ ऴపږޒలతڕ సࠪనం ڒబܽद 
ఇకए డ మనం ࣌ߤ ఆ࠳ ࠆన࣒ ऴߖ߯ ޓ పړ޴ ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ߘంݟ ఈ సࠬకరణం ప दܿ࢐ڝలం݄ 
మనం ࣌ߖ ߤ పړ޴ సࠪనం ࣌ߖ߯ ߤ కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇړ ߤࣄ ߤࣄ ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ x x y
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ రం  ప ऱ࣒ पࡌߪ ڕవర 10 ݟంߘ ऱࡏࣃ ݟంߘ న࣒ 1࠳  ంకం మ࠾ࡍ ఇతర n pi n pi n 
సࠬకరణం ڝసం ࣌࠳ ߤన࣒ ऴࡅ ߯ ޓకए एߖ࣌   సࠪనం 1 ߤ݃ ࠑ ఇݞږ ޴ అࡐ ޻పం ړ ߤࣄ ߤࣄ x x y 
సࠪనం ڒబܽद ߄ࣃరణ ړߖ޵ పࢲࡍए రం ݞږ  ప ऱ࣒ కएࡅ ݟంߘ న࣒ 1࠳   శړ फ࠳ ړన࣒ 3 10 ࠑ s n pi n pi 
पࡌߪ ంకం అޔ࢓ం޴, z 
అޙ࠼ మనం అసࡱ సమసङ एࢲࡍప ړߖހఈ సࠬకర ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕ एڝߘక ߘలࡌ వలࣄ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
.࠭޳ం߰ ࡮ఇ ߖߖ޳ ࠭࠲
ऒߕࣆ బܽदڒ రకంڒ ڕలڒరڒ ݡంࡓ ఈ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ޴బܽद ఇڒ   ऒߕࣆ రకంڒ ఈ ޳ࡶ   అޙ࠼ sin x 

ऒߕࣆ ङࡲ࣍ ޴లం݄ ఇݞఉం ڴ ష݋࣊ ߤ మ࠾ࡍ ఈ ఇతర ڒరకం ߕࣆऒ  మనం sin x ah ړߖఉండܼ ڴ
एࢲࡍబܽद మనం ఇతర పڒ ࠭ࣃ۫ ర సࠫޒ ఈ ࡓంݡ ࣊టऱ కల࠼క తపओ  మࡖకܽ ڒద࠭ࣃ۫ ࠭࠲ ߖ ah 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ۨవࡍ సࠪ߄నం ఈ ࣊ߖ࠿ ݋యߤ  ప ऱ࣒ ړశ ޴న࣒ 1 ߯ ప࠳  फࡌߪ ړप ంࡱڒ n pi n n 
ప  ߤయߖ࠿ ऱ࣒ కएࡅ  ߤన࣒ వ࠳   శړ फ࠳ ړన࣒ ऴߘ ߯ ޓంݟ పړ޴ మࢁऱ ࡌߪप ంڒ ࡱڒబܽद ఇ޴ ఈ n pi n n 
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరۯ ݋࣊ ړߖހయబݟన ߄ࣃరణ పࢲࡍए రం త޶పࡍ తరగ࠭࠲ ࡹޒ మߖڜࡍऒ  ऴڝޒణࠫޒ 
సࠬకరހలڕ మߖڜࡍऒ  పࢲࡍए ऒߖࡌ  చࡍऐ फࣃ ࠭, అపओ ܽ వరڕ ధనङ  ah ࡱ޳࢐
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