
 
గత ఉపߕङ సంࡹ ऴڝޒణࠫ߇࢑ ޒల߯ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం ఐదవ ఉపߕङ సంߖڜ ࠭࠲ ࡹऒ  సమసङ లߘ 
పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ ङߕంۧ࠭ , ఈ ఉపڵ࠭ ࡌ సంڜ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࡹనࣃڵࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సంࡹ 
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరࡱހ అߝ మࡖక అంߖࢡऒ  పࡍచయం ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సంߖߖ޳ ݞږ ࡹ 
అߘసࣃࡍफ ࠭.
ङߕఉప ܽߝ ޴బܽद ఇڒ  సం ࡅకए దܽ సమసङ࠴  ࡓ బܽद మనం 3ڒ  ऱܿ ࠳ 20 ڡ࣊ڝన࣒ ࣊కݟ 20 ߘऴڶల 
వర ठ࠮లం ࡅకए फ߯ࡏڷ ޴ߝఅ ڡ࣊ڝ ,޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ߘవࡱ࢑   ఒకܽ మ࠾ࡍ ࣊క࣒ڒ ߘ ࠬద ఒకܽ 
అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మనڕ సࠪన࠳న ߖߖ޳ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ వర ठࡓ ݡ࠮ ړߖ࡮࠮ ऱܿ ఇర࢙ ݟऴࡱڶ 
ఉనऒ ߕ࠮రం ఒక నࣔ ࡱڶऴݟ 20 ࣒ڒ ࡱڶऴݟ 20 ࡱڶऴݟ ఇర࢙ ߤ࣌ న࣒࠳ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭, ఎం޶కం݄ ࡓంݡ a 
కएࡅ  సంښతం ࡓంࡓ ݡ ऱܿ అߖ ఈ ߷ࡏघ  sin a cos a sin a cos ޴ఉం ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ڕమన ࡮

ऒߖޑऴࣇ ߝబܽद మనం అڒ ޴ంޔ࢓బܽद ࣔరం అڒ  a sine two a is two sine a cos a 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ ల వరڶऴݟ ఇర࢙ ݡ࠮ బܽद ࣔరంڒ ࠭ ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ࠳న࣒ ࣌ݟ 20 ߤऴࡱڶ సగం cos 
ࡓ ऱܿ 40 ݟऴࡱڶ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇం2 ࡹ޶ అࣣ ڒరకం ఉంڒ ޴బܽद 20 ݟऴڶలڕ సࠪన࠳న ఈ 
घࡏ߷ फࣃڵࡆఉప ߘ࡮ ࠭ మࡓ 3 ࠾ࡍ ऱܿ 20 ݟऴࡱڶ ఉనऒ  లవం వర ठ࠮లం అ࠭࠲ ߖ ߰ం࠭ޑ޶.
బܽद ఈ సమసङڒ ࡱڶऴݟ ఇర࢙ ߤ࣌ న࣒࠳  షएࡍప ߘ ఇకए ࠭࠲ ړߖݞంచࡍ డ ऴగࣕంۨన޴ ఏࠫటం݄, ߖ޵ऒ  
ऱ ऴ࢐యవ۪ऐࡏࣃݡంࡓ  మࡓ ߘߝ ࠾ࡍంݡ ఉపࣆڵࡆफߕऒ  a cos ޴ఉం ࡹపంࡐ ړࡹ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ߘ
ऒߖޑऴࣇ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ం݄  పऱ࣒ڕफం۪ࡏڷ  బܽद మనం ఇకएڒ ࠉ ߤ࣌ ఎ ߤࣄ న࣒࠳ ࠉ ࣒ڒ ఎ ࣒ڒ  డcos a b 
ఇకए ࡏࠬ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ డ  ݟऴڶలڕ సࠪనం అޙ࠼ ఈ ఎڡझ  ऴ߭షࡹ ߤ మనݟ  ڕऴڶల ࣒ڒ ఉంܿం20޴ 20
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ తࡌछ త మనݟ  ڕऴڶల ࣌ߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद మ࠾ࡍ అࡏࠬ  ޙ࠼ ఈ ఎڡझ  ऴ߭ష20 ݞږ ߘ ߤ
फࣃ۫ ऒߕఉ ࠆఆ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ڕమన ,ࡏ పङࡐࣃ ంతڜ బܽदڒ ࠼ త ఉంڜ ޳ࡶ ޴ంత ఉం޴, b b 
ఈ నߕ࠮ ఇకए డ సޔ߱ࡍందߖ అࣆߧߖफం޴ ,
 అంښ޶ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ .ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖసࠪనం అ ړబܽद మనం ఇర࢙ڒ ంܼ࠭ڕࣆۯफࡏڷ 
  ఇకए డ ݟऴࡱڶ మనం ߰ందߕޔࠓऒ ం ఇర࢙ ݟऴࡱڶ కޙߧ࡯ 
 ,సࠪనం ޜలڶऴݟ 20 ߤ࣌ న࣒࠳ లڶऴݟ 20 ࣒ڒ ࣒ڒ లڶऴݟ 20
అޙ࠼ ఇకए డ ఈ వङ ڔ फకరణޜ సڴࡍठ  స࡮߱ࡍలం݄ మనڕ ఇ޴ ఉం࡯ݞ మߦ ࠾ࡍపం ఉంࣃ ࡯ݞధङ పడߖ 
ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ࡅ ࣒ڒకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఉండږడ޶ cos a 
మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ ఉనऒ కएࡅ ݡ࠮ ޴  వర ठ࠮లం ڒబܽद ڝ ߖ޳సం మనం ޴࣋ۯ మࡖకܽ మనం 
.࡯࠻ۯ
ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ అ޴ߝ ఎలऱߩओ  కం݄ మనం ఈ ఆࣣ a a޶ఎం ,ݟంڝࣆۯ కߧబܽद ఎంڒ ఒకܽ ݢ
వङ ڔ फకరణߘ ఇకए డ ߄ࣃరނకࡍంۧ࡯, అ࡮ంܽ޴ మనం ߖ޵ऒ  ࡔ࢘ ࡱڶऴݟ 20 ߤ࣌ ࠉ న࣒࠳ ࡱڶऴݟ 20 ࣒ڒ 
సంఖङ   బܽद మనం ఈ aڒ ࡯ంۧށڷ ޜࣄ ంతڜ ߖڶऴݟ ఇర࢙ ߤࣄ ࠉ న࣒࠳ ڶऴݟ ఇర࢙ ࣒ڒ బܽदڒ ࡯ంۧށڷ ޜ
ఎࠉ మࣄ ࠾ࡍఎ࣒ లߘ ఎం۪࡯࢐ڝ, ఎం޶కం݄ ऴߖࡹ ݋ڙࠈ ఈ వࣆफ࢓ సڴࡍठ  ఈ నڴ࡮ ߕ࠮ ఉంߗڒ ࡯ݞ 
ए࣋ ࣒ڒ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤࣄ  छ ࡛ ఉం޴ ఇకए డ మనڕ ఉండవలࣄన޴ ఏࠫటం݄, ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ఒకܽڴ a 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ఎ మࠉ ࠾ࡍ లߘ ఎం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ఒకܽ ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ  ఎ࡮ 
ఇకए ࡏࠬ కం݄޶ఎం ࠭࠲ లభం అం݄ࣆ ࡮ۧ ޴ఇ ,࡯࠻ۯ డ ۫࣋फ ఇ޴ మ࠾ࡍ మݞږ ࠾ࡍ a b c 
సంబంߖ߄ऒ  సంతృߧफ పࣆࡏफంࡹ ߘߝ ,޴పల ڕࣆޓ ߖం݄, ࡅ ݡ࠮ ࠭࠲కए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪన࠳న c 
వర ݡ࠮ ڕࠬ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڵ࡯ऱ కࡏࣃ ठ࠮లం ఉనऒ ం޶న ఇకए డ ఒక ࡏࣃऱ ࡅ ݡ࠮కए  c c 
వర ठ࠮లంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ࡏࣃऱ ఒకܽڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ మనࡏࣃ ڕऱ ఉంܿం޴ c b c b 
మ࠾ࡍ మనం ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఒకߖ޳ऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, మనం ఇ޴ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  ࣋ए छ  ం݄ahڕߩࡱక ,ࣄۯ ࡛

తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ క࠴ ߧ࡯తफం ࣃۯफ ࠭  చޔరऴڒࣃరంࡹ మనڕ లࠚం޴ۯ ఇݡ࠮ ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ac bc 
ఒకܽ ڒబܽद మనڕ ఇకए డ ڷࡱߕ లࣃࠚफ ऒߖ޵ ޙ࠼అ ,࠼  ఇకए డ ఈ ఎడమ ࣄ ߩ࢙ ޒۯ ࣋ए छ ࡛ అߖ 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇړڷࡱߕ ޴ సࠪనం అ࠼న ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࡛ ఇపओ ڕమన ߖڒ   ࣆࡱޘ ښܽ
ఒక చޔరऴసం మ࠾ࡍ చޔరऴసం ఉం࢑ ݦధంڴ మనం ߖ޵ऒ  మ࠾ࡍ ఎం۪࡯࢐ڝ మ࠾ࡍ b o a b ne 
ऒߖ࢐సफ࢐ మనం ఆ ࡹబܽद ఈ సࠬకరణంڒ  ఉప࣋ڵࡆफ అޔࡏࠪ ޴ంڒ ޴బܽद మనڕ ࣋ए छ  c ړڷࡱߕ ࡛
సࠪనం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం అࡓ ߖంݡ అۮ ߖపओ వ۪ऐڝఎం۪ ڴసࠪనం ړߖݞ  c ࡹ ݭ࠼సऱ ࡍబܽद ۨవڒ 
మనڕ ఉనऒ  cos 20.ࡱڶऴݟ 3 ݋ࡐ ఈ ޴
ࡓ లڶऴݟ ఇర࢙ ߤ࣌ ࠉ న࣒࠳ ࡱڶऴݟ ఇర࢙ ࣒ڒ ఒక ࡱڶऴݟ 20 ߤ࣌ న࣒࠳  ऱܿ ࣄ మࡓ ࣄ ࠾ࡍంړݡ సࠪనం అߖ
ओߩవలऱ ఇ޶అం ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ కएࡅ ݡ࠮ కం݄ ݡంࡓ ޴ߝఅ ݡ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ra 
మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఇߩओ ओߩబܽद ఇڒ లభం సగంࣆ ࡮ۧ డటం۫ ݡ మన వదभ ఉనऒ ݡ  ఏࠫటం݄, ఈ b ޴
వङ ڔ फకరణ ࡓంߘ ݡంݟ 20 ݟऴڶలڕ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖ޵ ߘߝ ݡ  ࣋ए छ ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍफ మ࣋ۯ ࡛  ࣋ए छ ࡛
ప 4 ࠑ 3 ߘߝ फ࣋ݟܔ ߖ࢐ܽ ߘߝ ࠾ࡍफ మ࣋ۯ ऱ࣒ .फ࣋۫ ࡏࠬ ߖసࠪనం 1 అ ړ4 ࠑ 1 
फࣃۨࣇ ࠭࠲ బܽदڒ  ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࢑సफరణߘ ఇకए డ ఉపڵࡆంۧలڕߘంܿనऒ  cos a plus b 
కएࡅ  ऴߦరంభ ࢑సफరణ ࠬࡏڷ ڕफనऒ టऱޙ࠼, 
ऐ࡯߱  ۫࣋फ మనڕ లࠚం޴ۯ అࠑ ݡ࠮ ޴ߝ ݀ వర ठ࠮లం మࡅ ࠾ࡍకए  సగంcos a a ݟంߘ ߖ޵ ߤ࣌ 
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ఈ ࡓంݟంܽߖ అߘసࡍంۨ అం݄ ࠭߯ओ छ޳ ޳ࡶ ࡱڶऴݟ   a pi a 30 ڕబܽद ۨవరڒ ࡱڶऴݟ బܽदڒ ࡏఆ ࡌ
మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, మనం ݟ 20 ࣒ڒ 3 ݋ࡐऴ࠳ ࡱڶన࣒ ࣌ݟ 20 ߤऴࡱڶ సࠪనం అࡓ ߖంࡏࣃ ݡऱ 
ऴ࢐యవ۪ऐ బܽद ࠭߯ओڒ ఇర࢙ ࣒ڒ ఎ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ  ओ߯࠭ ߤ࣌ న࣒࠳ ఇర࢙ ࣒ڒ   a.ߤ࣌ 
  ఇర࢙ అం݄  ݟऴࡱڶ పऱ࣒ ࡓ  తफం࠴ బܽद ఈڒ ࣒ڒ ړߖ࢐సफ࢐ అం݄ ࡱڶऴݟ   ऱܿ  ݟऴڶల ړ ࣒ڒ సࠪనం , 30 20 2 50
ఆ߯ మనం ࠴ద ऱ݇  పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ంۨన ࠪ సమసङ फࡿࢗ ڵࡍޒ ڕ ࠭.
 ఇకए డ ऴߦరంࠚంۨ, ۨవరڕ మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, ఇࡓ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ సࠪనం, ఇݟ ࠢ࠻ ޴ऴڶల ࡓంݡ 
ࡓ ऱܿ ړ ߤ࣌ڜ సࠪనం ,  ݟऴڶల ࣌ࡹ ߤ సగంڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴, అߤ࣌ ޙ࠼  అݟ  ޴ߝऴڶల 40 ړ ࣒ڒ 40 50
సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
 
ఈ ࡓంݢ ర޶भ ۯయబݞन  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ړߖڴస ޜڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړనం 2߄సࠪ ࠾ࡍమ ࠼
ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ క ఆࣣ సమసङࡖమనం మ ݡ ం, ఆࣣ ఈ సమసङ޳ంڕࣆޓ ߘ  ంۮంڜ 
కషदంڴ ఉం޴ ఎం޶కం݄ మనࡱހڝ ڕ ఉߕऒ  ch ߤ࣌ڜ ߤ࣌ ڴరణం߄ࣃ మనం , ޶ڒ రణం߄ࣃ ޴ߝఅ  ࠼
మࡱ࢑ ߤܼ ࠾ࡍవలߘ హృదయߪరछ కంࡏߝ ڴऐ  ం݄ ah 6ڕࣆޓ ߘݞޙ ࡏࠬ ߗڒ ,޶ڒ ࡱހڝ ߝڕ
మݟ 60 66 ࠾ࡍऴڶలڕ సࠪనం మ࠴ ࡏࠬ ࠾ࡍతफం ۫࣋फ  42 మ78 ࠾ࡍ అం݄ 120 ݟऴڒ ࡱڶబܽद మన60 ڕ
మݟ 120 ࠾ࡍऴڶలߤ࣌ڜ ߤ࣌ ڕ మࡱ࢑ ߤܼ ࠾ࡍవࣆࡱޘ ࡱ 
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ బܽद మనం ఏࠫڒ फࣃ ࠭ 
అం݄ ࡅకए ऒߖ޵ బܽदڒ ࠭࠲ ࣒ڒ ߤߦఅ ߤܼ  ऒޒऴపయ ړߖݞయࡌ తफం࠴  फࣃ ࠭.x x x x 
  ఈ ߖబంధనలߘ ऴపޒ ఒకए ܽ ऴࣃ࢐फ ऒߖ޳దܽ ప࠴ బܽद మనం ఈڒ ࠭  sin 6 by cos 6 sin 42 by cos
42 అߖ ऴࣃ࢐फ  sine 6 in sine 42 in sine ߩ࢙ తफం ఎడమ࠴ బܽद ఈڒ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭
సࠪనం  ߘߝ ऴࣆ࢐फనऒ  ఈ 
వङ ڔ फకరణڕ ఇవߗऒ ऒߗఇవ ߗڒ ޶ࡶ ऴ࢐యడం ߘߝ బܽदڒ ࡱڶऴݟ  .78 ࡱڶऴݟ 
ओߩబܽद ఇڒ  ङߙ మనం ݡ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽߗ ఒڜए కए फࣃۯ లభతరంࣆ ڴܽ ం, మనం 
ङߙ మࡔట࡛ ޜ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ఏࠫ ࣃۯफ  ߖఅర࢙ ࠾ࡍమ ࡏఆ ࠭࠲ ࠭
కలߦలڕߘంܿߕऒ ࠭ కߘక ఆࣣ అߖ మనం ۫డవ۪ऐ झڡࣄ   ఫ࣒द ڒబܽद మనం ࠴దట ߖ޵ऒ  గࣃށफ ࠭ 
ఎం޶కం݄ 66 ࠳న࣒ 6 అం݄ 60 ݟऴࡱ࢑ ߖ޵ ࡱڶవ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మ࠾ࡍ ఈ నߕ࠮ ऴߦథࠫకంڴ 
घࡏ߷ ࠉ ߤ࣌ ఎ ߤ࣌ ݡంࡓ घࡏ߷ ࠉ ߤ࣌ ఎ ߤ࣌  ం݄ڕफం۪ࡏڷ ߖంܽݟంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ࡮  ߤ࣌ ݡంࡓ ޴అ ࡮
ఎ ࣌ࠉ ߤ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࠳ ࠉన࣒ ࣒ڒ పऱ࣒ झڡࣄ బܽदڒ ࠉ   మࠉ ࠾ࡍ ఈకछ మనం ఇకए ޜࡏఅర࢙ ఆ ܿ ࡽ డ 
߰ం޴޻ ఏࠫటం݄ ఇ޴ సగం ࡓ ऱܿ సࠪనం ࠳న࣒ ࡅకए  ల bڶऴݟ న࣒ అర࢙࠳ ޙ࠼న࣒ అర࢙ అ࠳ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ అర࢙ ߤ࣌ڜ కएࡅ బܽद అర࢙ڒ సࠪనం ޜ ߤ࣌ڜ  ఇకए ߤ࣌ڜ  డ వࣆफంߗڒ ޴ అర࢙ ݟऴߤ࣌ڜ ڶ సړߖڴ 
సࠪనం ڒబܽद మనం సగం ߖ࡯ڴ ऴࣃ࢐फ ࠭ , ఆ߯ పऱ࣒ కएࡅ ࠉ   ޴బܽद ఇڒ ࡱڶऴݟ అం݄ 72  ࣒ڒ న࣒࠳ 
ङߙ మࡔట࡛ ࣌ߘ  ߤంࠑݥ ߤ࣌ ݟख  ఎߖࡹ ݋࠼ ఉతओ ख42ࠑݥ ߤ࣌ ݡంࡓ నలࠢ ߤ࣌ ڕబܽद మనڒ ఒకܽ ࡹफలޔ
ఎࡹ ݋࠼ ఉߕऒ घࡏ߷ ࠉ ߤࣄ ఎ ߤ࣌ ݡంࡓ ऱࢁమనం మ ࠾ࡍమ ࠼ फࣃڵࡆఉప ߖ࡮ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭
ఇ޴ సࠪనం  ࠭߯ओ  ఆݟ ࡏऴڶల ࠳న࣒ ࡅ ڝకए కएࡅ ࠉ న࣒࠳ న࠼అ ߤ࣌ڜ   సగం 
ఒక పऱ࣒ కएࡅ ࠉ  ఒక ప ޙ࠼అ ߤ࣌  ऱ࣒ కएࡅ ࠉ   ߤ࣌ڜ లڶऴݟ ఒక ఇర࢙ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ లڶऴݟ ఒక ఇర࢙ ߤ࣌ڜ 
అ޴ߝ మనం ఈ ߷ࡏघ ల పڶऴݟ ంࠢޛ ࣒ڒ ࡮ ऱ࣒  x x ߤ࣌ڜ లڶऴݟ బܽद ఒక ఇర࢙ڒ ߤ࣌ న࣒࠳ ం݄ڕफం۪ࡏڷ 
.޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ న࣒࠳

ఇకए ߖ ࠆࣔ న࣒࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ ࠆࣔ న࣒࠳ అం݄ ࡱڶऴݟ  డ ఉంۧ࠭ ڒబܽद అ޴ పऱ࣒ 30  ޴ంޔ࢓అ ࠆࣔ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߙङ మࡔట࡛ ࣌ڡࣄ ߤझ झڔࣄ ߤ࣌  ଀ ڡࣄझ ࡎࠂ ߤ࣌ ڴ  द ݀ࠑݥ ߤ࣌ ړࡹख  ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం.
పऱ࣒ ࠆࣔ   ओ߯࠭ ߤ࣌ڜ   ఆࡏ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࣔరం ڝసం ఇ࢑ ޻ధ࠳న ఆࣣ ޣంࣃۯ ۃफ  రం ఈࣔ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭
అߖऒ కएࡅ బంధనలߖ ߤ࣌ڜ   ఉతओ ङߙ ࠭࠲ ࠾ࡍం݄ మڕࣆۯफࡏڷ ߖफ అޒ మࡔట࡛ ڝసం ࣄۯన ऱܿߝڴ 
కएࡅ  ࠭࠲ ऒޒऴపయ ړߖݞకలప ߘ ߤ࣌ڜ  फࣃ ల 6ڶऴݟ  ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ  ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޜ ߤ࣌ڜ   ࠭ 66 42 78
కएࡅ ߤ࣌ڜ  ఉతओ फࣃށగ ڴݟ࢑ ߖफޒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ࡅ ߤ࣌ڜకए  ఉతओ ఉనऒ ڵ࡯క ߖफޒ టऱ࠭࠲ ,ޙ࠼ 
घࡏ߷ ݡంࡓ फࣃڵࡆఉప ߖ࡮ दࣃ బܽद మనంڒ ࠭ ం  ޜ ఆޜ ߤ࣌ڜ ࡏ అర࢙ ఆڴ ߤ࣌ڜ ࡏ cos a cos b rt
घࡏ߷ ఈ ࠾ࡍమ ࠼ࡌࠪ పऱ࣒ ޴ߝఅ ࠉ ࣒ڒ ఎ ࣒ڒ ݀ ,޴फంࡏڷ ڕమన ࡮ ప ࠉ  ऱ࣒  బܽदڒ ࠉ న࣒࠳ ఎ ࠆఆ ߤ࣌ 
झڡࣄ ఈకछ ڕ  झڡࣄ ܿ  ࡽ  మࠉ ࠾ࡍ ఈకछ మనం ఇకए ޜࡏఅర࢙ ఆ ܿ ࡽ డ ߰ంࡹ ࣒ڒ ޴޻ సగం ڒబܽद  ప ऱ࣒  a ࠉ 
गࠑݥ ఇతర ఉతओ ߖࡹరంࣔ ࠾ࡍసగం మ ߤ࣌ڜ లڶऴݟ అర࢙ ࠾ࡍఅర࢙ మ ࠉ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ ݡంࡓ  फޒ
నలࠢ ࡓంࠑݥ ڴ ߤ࣌ڜ ݡख  ఎࡍࠪ ڴ޴ࠫߖం޴, ఇ޴ మࢁऱ ߖ݀ ࡯ڒ ఉపࣆڵࡆफంࡏ߷ ޴घ  a  cos b ޴ఇ , ࡮
ఒక పऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ ఒక ఇర࢙ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړߖڴస ࡹ ߤ࣌ڜ  ओߩఇ ޴ఇ ,ߤ࣌ڜ   b ݡ
మనం ۫ࣄన ऱܿ࠳ ,ڴన࣒ ࡅ ࠉకए పऱ࣒ ࠆࣔ న࣒࠳  ओ߯࠭ ޴సࠪనం, ఇ ړ ߤ࣌ڜ   ఆڒ ࡏబܽद ఇకए డ ࠳న࣒ b 
సࠪనం  ߘం࠳ ݟన࣒ ࠭߯ओ  ఆ࠳ ߗڒ ࡏన࣒ ࠭߯ओ  ఆࡅ ࡏకए ओ߯࠭ ࣒ڒ   ఆࡅ ࡏకए  ޴ఉంܿం ࡵవ ࣒ڒ 
కएࡅ ࡏరం ఆࣔ ڕబܽद ۨవరڒ गࠑݥ ړࡹ ߤ࣌ڜ ࡏఅర࢙ ఆ ړ ߤ࣌ڜ ࡏఅర࢙ ఆ ,ړ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ నలࠢ ړ ߤ࣌ڜ   
ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం, ఇ޴ ఒకܽړڷࡱߕ ړ సࠪనం ࡓ ऱܿ సగం ప ऱ࣒ खࠑݥ  ఇకए ߤ࣌ڜ ݡంࡓ  డ ߘంݟ ఇ36 ޴ ti 
కएࡅ న࣒ సగం࠳ ओߩఇ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ  ङߙ ంۨనڵ࠙ ޜమనం ࣔరం ݡ మࡔట࡛ ڵ࠙ ߘంచవలࣄ ఉంܿం޴ 
खࠑݥ సࠪనం అం݄ ړ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ సగం ߩ࢙ ఏࠫటం݄ , ఎడమ ޴ۯంࠚల ڕమన ڕబܽद ۨవరڒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ 
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సగం ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠭࠲  ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ޜ ߤ࣌ڜ   एړࡵ ݦ ంۨన ࣔరం ఒకڜߖ޳కܽ ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ సగం36
 ప ऱ࣒ खࠑݥ  ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ߤ࣌ڜ ࠭߯ओ  ఆ࠳ ࡏన࣒ సగం ࡏڝझ ࡓ ڷࡱߕ ఒకܽ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݟంߘ ఒకܽ ࡹ ऱܿ 
ङߙ ࠾ࡍరణం మ߄ࣃ మࡔట࡛ మߙ ࠾ࡍङ మࡔట࡛ ࡹ మనం లవం మ࠾ࡍ ࣔరం࢑ ߘసफࡍంపܑ޳भ ం  ఇߩओ  ݡ
మనం ߰ంࠑ  ࡹ ߤ࣌ڜ ޴޻  ప ऱ࣒ ओ߯࠭ ࠆఆ ߤ࣌ڜ న࣒࠳  ࠆఆ ߤ࣌ڜ ࠆఆ ࠆࣔ న࣒࠳  సగం ࡹ ߤ࣌ڜ   1 4 36 72
झڡࣄ  ఆߤ࣌ڜ ࠆ ఆࠑݥ ࠆख ओ߯࠭ ړߖڴద సࠬ ݡంࡓ   ఆ࠳ ࣒ڒ ࡏన࣒ వ࡛ࠂ ࠑ ߤ పऱ࣒ ओ߯࠭ ߤ࣌ڜ   ఆࠑݥ  ࡏख  
खࠑݥ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ సగం ఇߩओ  ࠭ڴݟఅ ߖంచమߧ۫ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ޴మనం ఇ ݡ
అం݄ లవం మ࠾ࡍ ࣔరం ఒ࡮ښ ఉߕऒ యߖ మ࠾ࡍ ఏ޴ అߖ మనం ۫ߧంచగల࡯ڴ  ఇ ۫డంݟ అం݄ , w 
ఉ޳హరణڕ ఈ పదం ఇకए డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ పదం ఇకए డ ݞږ ఉంڒ ޴బܽद ࠬߧ۫ ࡏంۧలڕߘం݄, 
లవం మ࠾ࡍ ࣔరం ఒ࡮ښ ఉߕऒ యߧ۫ ࡏࠬ ߖంۧలڕߘం݄, లవం࡯ڵࠫ ߖࡹన పࡱ޳ సࠪనంڴ 
ఉߕऒ యޙߧ۫ ߖ సޔ߱ࡍం޴.
  ࣔరం࡯ڵࠫ ࡹ ఉనऒ  ప޳లڕ 
అం݄, ߙङ మࡔట࡛ ࡯ڵࠫ ߖࡹన పࡱ޳ ࠭߯ओ  ఆࡓ ࡏ ऱܿ ࠑݥख  మనం ߖసࠪనమ ړ ࡛ࠂ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ 
झ࡯ంۧߧ۫ మనం ޴బܽद ఇڒ ࡯ంۧߧ۫ ం޴ మߖߖ޵ ࠾ࡍ సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ  మࠑݥ ࠾ࡍख  ݡంࡓ 
ఈړछ వڴ ࡽ ऴ࢐యబݟంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࢙ࡓ ߖڜࣆޓ ߩంࡓ ޙࡍࠪ ڴݡంࡏࣃ ݡऱ ߤ࣌ڜ ࠭߯ओ  ఆߤ࣌ڜ ࡏ 
खࠑݥ ఈ సమసङ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం సగం ݡంࡓ  షएࡍప ߘ झ࡯ంۧߧ۫ ڕవరۨ ࠭࠲ ం݄ڕߘంۧలࡍ ం޴ 
ఇڒ ޻బܽद ఇ޴ సࠪన࠳నړߖ޳ సࠪనం 
खࠑݥ ओ߯࠭ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ   ఆࡏࣃ ࡏऱ ߤ࣌ڜ ఒకܽړڷࡱߕ ړ సࠪనం అࣇߧ۫ ߖफ  ఇߩओ ओ߯࠭ ݡ  ఆߤ࣌ڜ ࡏ 
.ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤ࣌ లڶऴݟ 18 ߤ࣌ڜ 72 ࠾ࡍమ ߤ࣌ లڶऴݟ ڷࡱߕ ࠢ࠻

మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࠪ ۨవࡍ ఉపߕङ సం ߘంݟ 18 ݟऴڶల ࣌ࡅ ߤకए  ees  ࠭࠲ ,ం݄ڕࣆۯफࡏڷ ߘవࡱ࢑ 
एړࡵ ంۨన 5 ࠳న࣒ 1 ࡅకए  వర ठ࠮లం 
छ޳ 4 ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ డ ߘంݟ 54 ࠭࠲ ݟऴڶల ࣌ࡱ࢑ ߤవߘ కھߘనవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࠬࡏ 
ఈ ߷ࡏघ ङږ ߤ࣌ న࣒࠳ ߤ࣌ 3 ޴ߝం݄  అڕफం۪ࡏڷ ߤ࣌ ࡮ 3x x x x ړ޴ࠫߖभ޺ప ߖ బܽद మనంڒ ࠗ
సࠪనంڴ ఉంۧ࠭ ڒబܽद మనߤ࣌ ڕ ߸߹द ࡛ࠂ ఈకछ ࡓ ݡ࠮ ڴ ࡽ ऱܿ ࣌ߤ ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ږ ߤࣄङ ࠗ 
ప޺भߖ޴ࠫߖ ߰ంޔ޶ం޴ ఆ߯ మనం ࣌ߤ ప޺भړ޴ࠫߖ బڴࡱ޶ జ࣒द ఆࣣ అߖ ఉంۧ࠭ మ࠾ࡍ మనం ఏࠫ 
फࣃۯ ࠭ అంޒమంڴ ߰ందడం ڒబܽद ߖߖ޳ ࠭࠲ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ ప 5 ݋ࡐ ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  1 ࠬద 4ڴ 
వࣆफంߖ޵ ࡏࠬ , ޴ऒ  మࡍంత సరళం࠻ۯ ڴలڕߘం݄ ߄ࣃరణ ࡏࠬ ,ࡏࠪࡏޑ ఈ ࡏڷफ ڒమڴ ߤ x 
వ۪ऐڝࣆޓ ࡓ ࡹటऱڙࠈऴ  ޴ంޔ࢓పం అߦ ޴బܽद ఇڒ  ऱܿ 3 ࠳న࣒ ߦపం చޔరऴసం ఆ߯ ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ 18 x x 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబށగ ڴలభంࣆ ࡮ۧ  ߰ందడం ࠭ࣆڷफం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ࡮అ ࡏࠬ ݡ
అޙ࠼ ۨవࡍ సࠪ߄నం ఇߖ ޴జమߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࡯झ న అవసరం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇړߖ޵  ޴ సࠪనం 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ޴  ఉతओ ࡓ న࣒ 1 ࠬద 4࠳ 5 ݋ࡐ ޴బܽद ఇڒ फ సࠪనంޒ ऱܿ ߦపం 54 5 ݋ࡐ ప ऱ࣒  1 ఆړ 4 ߤ 
సࠪనం ڒబܽद ఈ ۨవ࢑ ࡍషయం ߘߝ ఇకए డ ڵࡍޒ ऴࣆ࢐फߕऒ  ఒకܽ అం݄ ړࡏన࣒ పదࣔ࠳ ޶ఐ ޴బܽद ఇڒ ߘ
ఒకܽړ సࠪనం  ڷࡱߕ మ࠾ࡍ ఇߧ۫ ࠭࠲ ޴ంచవలࣄంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ సమసङ షएࡍప ߘ  ߝఅ ޴फంࣆࡍ
ऒߖڜ ,యం ఏࠫటం݄ߦన ఒక ఉ࠳గకరࡆబܽद ఉపڒ ޴फంࣆۯ फࡍߪ ߘ࢓܌ࡏ  ల వంܽ ఈڶऴݟ 18 ࡏࠬ ऱࡏࣃ
ऒߖڜ ࡹలހڝ ంܽ ࡱ࢑వࡏڷ ߘफం۪ڒ ࡯࢐ڝబܽद అۯ ࢟࣋ ޴యవ۪ऐ   పࡹࣾࡎ సమయం ڒబܽद ࠭࠲ 
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరࡱހ అߝ త޶పࡍ అంࢇࢗ ړߖࢡऱ ࠭ం޶ మࡗ ۨవࡍ సమసङ ऐࡍచ ߘ फࣃ ࠭ 
బܽद ఇకएڒ డ ۨవࡍ సమసङ  ఉంڒ ޴బܽद ఈ వङ ڔ फకరణ 3 ړ2 ࠑ సࠪనం అߖ మనం ۫ߧంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఇకए డ 
మనం ऴగࣕం޴ۯ ఏࠫటం݄ 5 ړߖ܉ߖ అړ߯ ޶࠼ ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ ఎړ޴ࠫߖ మధङ  pi by 8 pi 
వङ ङޑ ऒߖࣃ  ۫࣋फ అړ݀ ࠑ ޴ సࠪనం అ࢑ ޻ధంࠑ ߯ ߤࢗ࣊ ڴ ఎ݋࠼ మ࠾ࡍ ऴࠑ ߯ ޓ ఎ݋࠼ మధङ  pi 
వङ ङޑ సం ࠑ ݞږ ݀ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఉߕऒ  pi.࠼
  ఈ సమసङ షएࡍప ߘ ठࡌࠪ కߝఅ ړߖݞంచࡍ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࡱ  ఎۯ ߕڽ࡮యవ۪ऐ  ߕ࠮న నࣄ۫ ߘߝ బܽदڒ 
ఏࠫటం݄, ࠑ ߯ ࢟ࠀ ఎࠑ ݋࠼ ఎ݋࠼ పऱ࣒  సࠪనం ړ݀ ࠑ ߯ 
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ۫࣋ ࣌ߤ ఆࠑ ߯ ࢟ࠀ ࠆ ఎߕ ߖ޳ ڕࠬ ݋࠼లठవ శړ फࣃ۫ ߖफ పऱ࣒ ܿ ړ࣌ ࠆఆ ߤ࣌ ࡏ  ܿ ࠑ 
 ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ݀ పऱ࣒  అߝ సంښతం ࣒ڒ ఆࠆ అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఆ ఫߖޑ࡯ऒ  ఉపڵࡆంۨ ఇకए డ x x 
మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, ఇ޴ ఎ࣒ڒ ࠑ ޴ࠫߖ ఆړ߯ ࠆ సࠪనం ڒబܽद మనం ߖߧ ߰ం࠭ޑ޶.
  ఇకए డ ఎ޳ ޴ࠫߖछ వలऱ మనం తపओ޶అం ࠾ࡍమ ࡌ మన వదभ ఉనऒ ڴࡍసߖ  ࢑షయం ఈ ,࡯ߦకల ߖ ࡛ࠂ ߤ࣌ 
కएࡅ బܽद ఇకएڒ ݋࠼ఎ ࠑ ߯ ࠆఆ ࡛ࠂ ࣒ڒ ޴ఇ ڷࡱߕ ߤ࣌  డ ఈ పదం తపओ  ړ ݋࠼ఎ ࠑ ߯ ࡛ࠂ ࣒ڒ ڴࡍసߖ
సࠪనం మ࠾ࡍ మనڕ ఒڝ ښణం ఉంܿం޴  ఇకए డ ࠑ ఎࠑ ޴ࠫߖ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ࠭࠲ ఇకए డ ఈ pi pi 
పߖ޳ऒ  ఈ పదంޜ ఎߕڽ࡮ కలపړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࣃ۫ ݞږ ࡏࠬ ڴफ  ah ݡఏ ,ࡏ

పऱ࣒ ݡంࡓ ړߖ޳ఈ ప ޴ࠫߖఎ ࠑ  ऴࠑ ޓ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం కߘక ఇకए డ ࡛ࠂ ࣒ڒ ఆࠆ ऴߧ ޓ ఎࠑ ݋ pi pi 
ఎ݋࠼ మࢗ޶ ࠭࠲ ࠾ࡍछ న ࣃۯफ ࠭  ఈ పదంޜ ఇ޴ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆࡹచన ڒబܽद మనڕ ۨవరڕ ఎడమ
ఈ పऱ࣒ ߩ࢙ ޒۯ పऱ࣒ ޴ࠫߖఎ ࠑ  పऱ࣒ ޴ࠫߖఎ ࠑ ߯ ޓऴ ࡛ࠂ పం పవ࡛ߦ   ړޓऴ ࡛ࠂ పవ࡛ ࣒ڒ ࡎࣃ ࡛ࠂ పవ࡛ ߤ࣌ 
సࠪనంڴ ఉంࠑ ࡯ݞ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ఇ޴ ఎడమ ࢙ڒ ߩబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  pi ړߖݞయۯ కృతంࢁదట సర࠴ 
ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ڕࣆޓ ߖߖ޵ంܼ࠭ ڒబܽद ఇࠑ ࡛ࠂ ߤ࣌ ޴ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  pi pi ࠑ ࡛ࠂ ࣒ڒ 
ఎ޴ࠫߖ సࠪనం ڒబܽद ఇࡐ ޴పంࡹ ఉంܿం޴  పవ࡛ ࡛ࠂ పऱ࣒  మనం ఈ a to ࠾ࡍమ ړ ࡛ࠂ పవ࡛ ߖࠉ 
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࢑షߖ࠻ऒ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ , ܿ పవ࡛ 4 ప ऱ࣒ ए࣋ ߘ పవ࡛ 4 ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ తफం ࣋ए࠴ ࡛ छ  aݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
ఎ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ࡛ छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡍڷ బܽद ఈڒ  फంߘߩ ఉపڵࡆంచడం ఏࠫܽ  ࠭࠲ ఇకए డ ߰ం࠭޳ ఇ޴ 
ए࣋ ߤࣄ ݡంࡓ న࣒࠳ రऴసంޔతफం చ࠴ छ ࡛ ߯ ఎߘ ޴ࠫߖం࣒ڒ ݟ ࣋ए छ ࡛ ߯ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం, అޙ࠼ ఇ޴ 
ए࣋ ߤࣄ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ  ఒకܽ x x ޴వలऱ ఇ޶అం ࠾ࡍऴగࣕంۧ࠭ మ ߝంటࢗ ࠭࠲ ߖఉంద ࡹపంࡐ ࡛
మ࠾ࡍ ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం  ఒకܽ ڒబܽद ఇ࠳ 1 ޴న࣒ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ మనం ߖߖ޳ ఇకए డ ۫ࣃफ ࠭ 
ఈ ࢑షయం ࠴ ݞږతफం ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߯ ߤ࣌  ऱࡏࣃ  ߖ ऱࡏࣃ  ޜ ࡛ ఇకए ڕమన ߗڒ  డ 8 cos pi 8 2
కएࡅ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉం ߕ࠮న ߝఅ ݡంࡓ  తफం sin a cos a a࠴ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ 
࢑షయం ړߖ޵ సࠪనం ࣌ߤ ఆ࠹݅ ݀ ࠆझ  ఈ ఆࣣ ఈ ڕమన ڴబܽद ۨవరڒ ࡛ࠂ ࠑ ݋࠼ఎ ࠑ ݋࠼ఎ ࠑ 
పߖ޳ऒ  ఒక ࠳న࣒ ࣔࠆ ఇߤ࣌ ߤ ࣋ए छ ओߩఇ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ ࡛ࠂ ݟంߘ ߯ ࡛  ࠑ ࡛ࠂ ࠆఆ ߤ࣌ ݡ
छ޳ రऴసంޔపం  చߦ బܽदڒ ݀ ݋ࡐ ఒకܽ ఓవ࡛ ޴ߝఅ ࡛ࠂ  న࣒ సగం pi࠳ ఒక ޴బܽद ఇڒ సగం ڷࡱߕ ࡌ
ࡓ ऱܿ సړߖڴ సࠪనం అం݄ ޳ ݡ࠮छ ओߩఇ ࠭࠲ ڷࡱߕ ࡌ ఇకए ߖߖప ޻అ ݡ డ ఉనऒ  ఇతర వङ ڔ फకరణޜ 
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ फࣃ బܽद ఇతర వङڒ ࠭ ڔ फకరణ ࡛࣌ࠂ ߤ ऴࠑ ߯ ޓ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ छ޳ ߯ ࡛ࠂ ߤ࣌ڜ   ޴ࠫߖఎ  ࡌ
అޙ࠼ ఒక ఆసړ फకర࠳న ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం ߖ޵ऒ  ۨవࡍ వరۯ ڕయనవసరం ޶ࡶ, ఎం޶కం݄ మనం 
࢐సफߤ࣌ ړߖ࢐ ఆࠆ ऴࠑ ߯ ޓ ఎ޴ࠫߖ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  , ఇߩओ  ޴ࠫߖఎ ࠑ ߯ ڷࡱߕ ߖఅ ޴ࠫߖఎ ࠑ ߯ ޓऴ ݡ
 pi pi pi by two ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ݀ ࠑ ޴ߝఅ ݋࠼ఎ ࠑ  ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޴ࠫߖఎ ࠑ ߯ న࣒࠳

అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ޳छ కएࡅ ࡌ  minus pi b y x pi x ݞږ ߤ࣌ 
కएࡅ छ޳ ޴ࠫߖఎ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤ࣌ڜ  కएࡅ ࡌ  వలऱ pi޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤ࣌ڜ 
పవ࡛ ࡛ࠂ ऴࠑ ߯ ޓ ఎ݋࠼ పవ࡛ ޜ ߤ࣌ڜ ړ ࡛ࠂ సࠪనం  ఎ޳ ޴ࠫߖछ pi ߖ ߤ࣌ڜ ࡏࠬ ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍమ ࡌ
߯ ࡛ࠂ పవ࡛ ړ ߤ࣌ ړ పవ࡛ ݋࠼ఎ ࠑ ߯ ޓऴ ࡛ࠂ  ఎࠑ ݋࠼ ఎ݋࠼ అߧ۫ ݞږ ߖంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ 
 ړ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ړ ࡛ࠂ ࢑షయం పవ࡛ తफం࠴ బܽद ఈڒ ޴ంޔ࢓ంۨన݄ऱ అݟܔ ߖంܽݟంࡓ ంచడం ఈݟܔ ߖܽݟంࡓ
సࠪనం ڒబܽद ఇړߖ޵ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ పऱ࣒ ओߩఇ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం, అ ړ ݋࠼ఎ ࠑ ߯ ࡛ࠂ ߤ࣌   ݡ
మనం ఇߩओ एړࡵ ݡ ంۨనࡏࠬ ޴ ఇకए డ ۫࣋फ ఇ޴ ఇߩओ एړࡵ మనం ݡ ంచబݟన޴  ఇ޴ ऴړ ࡛ࠂ ࠑ ޓ సࠪనం 
పऱ࣒ ࡛ࠂ ࠑ ޓऴ ڕమన ڕబܽद ۨవరڒ ࡛ࠂ ࠑ ޓऴ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡛ࠂ ࠑ ޓऴ ޴బܽद ఇڒ  ऴ࡛ࠂ ࠑ ޓ ऴޓ ఓవ࡛ ݀ 
వࣆफంڒ ޴బܽद సమసङ షएࡍప ߘ ऒߕޔࠓంచࠚరంߦऴ ߖ ڡߧܼ తफڜ ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆࡍ ࠭ ఇߩओ  ߖߖ޵ ݡ
ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరࡱހ అంܼࡏ మ࠾ࡍ ऴڝޒణࠫޒ సࠬకరࡱހ తపओ  ڵ࡯క ߘల߇࢑ ޒణࠫڝޒऴ ڴࡍసߖ
ఉనऒ  సࠬకరހలࣃۨࣇ ߘफ బܽद మనం ఇపओڒ ,࠼ ܽవరߖڜ ڕऒ అధङ ߘల ࡽࠋయࡍ࢘  యనం ࣄۯన అߖऒ  
 ࡱ߇࢑
ఇకए డ ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఒక ఉ޳హరణ  ప ऱ࣒ ङߕబܽद ఈ ఉపڒ సࠪనం ݡంࡓ ߤܼ  సం మ࠾ࡍ sin x x 
త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ మన దృࢳद అܿవంܽ సࠬకరހలޜ వङ వహࣆࡍफం޴.
బܽद ఇకएڒ   డ మనߤ࣌ ڕ ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ܼంܐం݋ ఫంࣾߤ ఉందߖ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࢘ࡍయࡽࠋ అߖ మనం x 
फࣃ۫ एڕబܽद ఎڒ ࠭ వڴ మనం ఒࡍ࢘ ښయࡽࠋ సࠬకరހలޜ వङ వహࣃࡍफ ࠭ మ࠾ࡍ అܿవంܽ 
సࠬకరހలڕ పࢲࡍए రం ޳छ एࢲࡍప ࡌ ऒߖࡌ  కھߘనడం ࠪ లࣾङ ం, అం݄ ࡱ࢑వࡱ ఈ వङ ڔ फకరణ ڝసం ఈ x 
ఎడమ ڕߩ࢙ ݟڕ ߩ࢙ ޒۯ సࠪనం, ఇࡓ ޴ంݡ సహజ࠳న ऴపశऒ  మనࣆझ ऐۯవ ࡹ  సహజ࠳న ऴపశऒ  పࢲࡍए రం 
ఎలऱߩओ సओ ࠾ࡍమ ޳ఉంܿం ݢ షद࠳న సࠪ߄నం ޶ࡶ, ఉ޳హరణߘߝ ڕ అߖऒ  పࢲࡍए  ݟనంھߘక ߘలࡌ
ఈښछ షߤ࣌ ߤ ఇߩओ  x x ߤన࣒ వ࠳ ߅ࡍప ߤఫంࣾ ߤ࣌ ޳ࡶ వࡱ࢑ ߤ࣌ కం݄޶సࠪనం ఎం ړݡంࡓ ݡ
మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉంܿందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ڒङ  x.޶ࡶ వࡱ࢑ ల ߤ

एࢲࡍప ړߖހవలऱ ఈ సࠬకర޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ రం ޶ࡶ   ign x 
, మࡖక ऴపశऒ  పࢲࡍए రం ऴపޙङ క࠳న޴, ఎలऱߩओ ङޙऴప ݢ క࠳న పࢲࡍए రం ఉంܿం޴ , సओ షद࠳న సࠪ߄నం ޶ࡶ,
ఎం޶కం݄ ఈ ऴڝޒణࠫ߇࢑ ޒలߗऒ  ఆవర फړߖߕ సంబం߅ంۨనڒ ࢑బܽद ߘߝ ఆవర फړߖߕ ఉ޻भࢢంۨన޴ 
ఉ޳హరణڒ ߤ࣌ ڕబܽद  ࡓంݡ ߯ల ࡌ࢑మం తࡌछ త ߦపం ࡅకए  ڕమన ߖందޔ࢓వృతమࡌనߩ వࡱ࢑ 
ప  ޴ߝఅ ߤࣄ బܽदڒ ࣆࡱޘ ऱ࣒ కएࡅ ߯ ݀  కएࡅ సంڝ ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ڴ࢑ధం ޻అ ߤ࣌  ప  ߤ࣌ڜ  ऱ࣒  x x x x 
కएࡅ ߯ ݀ కएࡅ ࠾ࡍమ ߖఅ ߤ࣌ڜ  కएࡅ ߤܼ   x x.ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤܼ 
  ప ऱ࣒ ఆవర ࡱ߇࢑ ޒణࠫڝޒబܽद ఈ ऴڒ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ޜ ݋ంܐబܽद ܼంڒ  फనంڴ ఉంܼ࠼ pi pi ah 
एࢲࡍబܽद ఒక పڒ రం ఉనऒ టऱޙ࠼, మనࡍ࢘ ڕయࡹ ࡽࠋ అߝ సࠬకరణం ఉం݄, ఉ޳హరణࡅ ڕకए  x ah x 
పऱ࣒ ߤ࣌ కएࡅ  కएࡅ   ం.x x tan޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ݡంࡓ 
ఈ సమసङ ࠭࠲   ङࡲ࢐ ంతڜ ޜ ڕ एࢲࡍన ప࠳సࠪన ޜܼޓ  ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉߕऒ మߖ అڕߘం޳ం, అం݄ x
కएࡅ ܼޓ పऱ࣒ ߤ࣌  ङޙऴప ܼޓ ߗڒ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߖߖ޵ ܼޓ బܽदڒ ݡంࡓ ܼޓ ࠆఆ ߤܼ  క࠳న 
పࢲࡍए రం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ߘߝ  ఐޙ ఈకछ ఈకछ ߘߝ ߖఅ ܼޓ ܿ ࡽ పऱ࣒ ܼޓ ܿ ࡽ  ݀ ߯ అߖ fi x x 
߭ܽदనటऱޙ࠼ అߩओ పऱ࣒ ܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ޴ۯంࠚల ڕమన ݞږ ݡ  2 ߯ పऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ ࠆఆ ߤܼ   2 ߯ సࠪనం 
ఇߩओ పऱ࣒ ܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ݡ ప  ܼޓ ࠆఆ ߤ࣌ ߯ 2  ऱ࣒  2 అࡅ ܼޓ ޴ߝకए  pi ݡంࡓ ܼޓ ߤࣄ కం݄޶ఎం ,ߤ࣌ 

బܽद ఇకएڒ ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ࡹమంࡌ࢑ డ ఈ ࠴దܽ పదం ࡅ ܼޓకए పऱ࣒ ߤ࣌  కएࡅ ݀   pi pi ܼޓ 
 ప ऱ࣒ ऒߖހఈ సࠬకర ܼޓ ޙ࠼అ ,ܼޓ ߤܼ ݞږ ߯ ݀   సంతృߧफ పࣆࡏफంڒ ޴బܽद ܼ࣌ޓ ߤ పऱ࣒   ܼޓ ߤܼ 
పऱ࣒ ܼޓ ݞږ ࡹవలऱ ఈ సࠬకరణం޶అం ࠾ࡍమ ݡంࡓ ऒߖހఈ సࠬకర ݞږ సࠪనం ړ ݀   x pi
సంతృߧफపࣆࡏफందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڕܼޓ సࠪనం ఒక పࢲࡍए రం అڕܼޓ , ޙ࠼ x x 
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సࠪనం పऱ࣒ एࢲࡍఒక ప ݞږ ݀  రం మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంࡏࠬ ڴ ۫పవ۪ऐ పऱ࣒ ܼޓ  పऱ࣒ ܼޓ ࡛ࠂ   pi pi 
झڡࣄ పऱ࣒ ܼޓ ړߖ܉ߖ ߯  ࡓ ݀  ऱܿ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ݞږ ఈ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రంڴ ఉంܿం޴ pi ah 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ एࢲࡍబܽद పڒ ࠼ రం ऴపޙङ క࠳నڒ ޶ڒ ޴బܽद మనం 
ऒߖހసࠬకర ޒణࠫڝޒన ऴ࠳లభࣆ ࡮ۧ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ߤ߸  ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ  ంచంݟ d out ah 
ఈ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए एࢲࡍప ړߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ ࡱవࡱ࢑ ۯంࡍ రం ఇߩओ  xx ࡏࠬ ,ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
ఆࣣ ߖ ۫࣋फ సړߖڴ సࠪనం అڝ ࠬ ߖసం ۧ࡮ తछ రߦ ڴऱ भ޳ۯ ݋ ం ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  ah for sine x 
అޔ࢓ం޴ ఇ޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद మనڕ ఇకए డ ఎకए छ޳ ݡంࡓ ݩ  pi two pi pi pi ࡌ

ఉంڒ ޴బܽद ߦ ߘߝऱ फనऒࣆۯ ݋ pi x sin x ړ అࣾం ࠬద ࢓ࡱߖ ࠾ࡍజ సࠪంతర అࣾం ࠬద మޒऀ ޴
సࠪనం ڒబܽद ఇ޳ ݡ࠮ ޴छ  న࣒ ఒకܽ ఆ߯ pi࠳ వࡱ࢑ షदߖక ࠾ࡍవ ఒకܽ మࡱ࢑ షदࡍబܽद ఈ గڒ ݡంࡓ ࡌ
ఇ޴ ऴపږޒల ࢙ݞږ ߩ ఇߩ ڼ࡮నࡌవృతమޔ࢓ం޴, ఇߩओ x ڴసࠪనం ړߖڴస ߖ పంߦ మనం ݡ
పࡍషए ऒߕంܿڕߘంۧలࡍ भ޳ڶ ߘతڶ బܽद మనం సగం వదभ ఒకڒ ࠭ ం ڒబܽद ఇకए డ ఉంڒ  ޴బܽद మనం ఒక 
फࣃڶ సగం ߘఖࡔ ࡍఆڝ ޴ వ ఈ ఆࣣࡱ࢑ బܽद ఈڒ ࠭ न޳ࡶ ݋ߝ ఈ ࣋ݟओ ଊ࣒ ࠱ం݋ సړߖڴ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ y 
సగం సగం ఆ߯ ऴڴ߸కڴ ࡽ ఈ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం ऴڴ߸కڴ ࡽ ఉంܿం޴, 
ఈ ఎࡔ ߩࡏఖ ఉనऒ  అߖऒ  ఆࣣ ऴపࢡ޻లߗऒ  ఆ ࡱ࢑వࡱ.
కए۪ ڕపߦ  ల వంక కࣆࡱफం޴  ఉ޳హరణڕ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ڒబܽद ఇࡅ ޴కए  ఒక ࡱ࢑వ, ఇڕࠬ ޴ x 
ఇకए ޴ఆ߯ ఇ ,޴फంࣆఇ ڴసࠪనం ړߖڴస ߖ పంߦ డ మࡖక ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ఇకए డ మࡖక ࡱ࢑వ ఇకए డ x
ऴపږޒల ࢙ߩన అ࢑ ޻ధంڴ చࡍऐ ంۨన ࢑ధంڴ మనڕ అనంత࠳న అߝక పࢲࡍए .࠼ఉంܼ ࡱࡌ
 అߖڜ ޙ࠼ऒ  పࢲࡍए ऒߕࣆ ࡱࡌ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڕవర ߯ ݡంࡓ ݟంߘ  ల మధङ߯ ݡంࡓ ݟంߘ   
మం , ఈ సందరगࡌ࢑ ంߕࣆ ࡹऒ ఉనऒ ڕవర ߯ ݡంࡓ ݟంߘ  एࢲࡍప ݡంࡓ ࡹమంࡌ࢑  ऒߕఉ ࡱࡌ యߖ మనం 
फࣃ۫  x.޴బܽद ఒకܽ వదभ ఉంܿంڒ ࠭

छ޳ అం݄ ࠭߯ओ ࡏఆ ࡌ ఇకए ޴ఇ ,ࡱڶऴݟ  డ ఒకܽ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ߙట ݟ ࠢ࠻ऴࡱڶ , ఇ޴ ఐ޶  pi x pi 
छ޳ ओߩఇ ޴ఇ ,ࡏఆ ࡌ ఇకए ݡ డ ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ऒߖࠪࡌ࢑ ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ   ఈ pi ࣋ۯ ߤࡷ 
పࢲࡍए झߖߧऴ ߘలࡌ .ࡏఅంܼ ࡽߦ
 పࢲࡍए ऒߖڜ ړߖݞంచࠚరంߦబܽद ऴڒ ࡱࡌ ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ࡱހన సࠬకర࠳లభࣆ ࡮ۧ  ऐࡍచ ښܽ ంۧ࠭ 
ఉ޳హరణߕࣆ ڕऒ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ సࠪనం ړ రం అం݄ అࡅ ޴ߝకए पࡌߪ  ంకం ړߖ܉ށڷ sin x x pi 
సࠪనం ڒబܽद ۮంޔ޶ంڒ ޴బܽद ఇ޴ అతߘ ఈ సࠬకరణం ࡅకए एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  రం ڒబܽद ఈ n t  x 
సࠬకరڝ ړߖހసం ࡅకए पࡌߪ  ంకం ڷణڒరం ఇకए డ ߕࣆऒ  రణ cos x pi cos x߄ࣃ సࠪనం ړ
పࢲࡍए రం ࠭࠲ ఇపओ ऐࡍచ ښܽ ంۨన ऱܿڴ  ప ऱ࣒  సగం ࡓ ऱܿ ఇకए డ మࢁऱ ࡌߪप ంకం ڒబܽद ఇߩओ  మనం n pi n ݡ
ऴపయޒऒ फࣃ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ ࠭ కएࡅ లࡌ  ఈ ࠙వన߄ࣃ ߘరނకࡍంచړߖݞ మనߖڜ ڕऒ  అవసరం ࡱߕధࣃ 
ऒߖڜ ޳ࡶ  ఫࡱޑ࡯ మనߤ࣌ ڕ ఫంࣾޜ ߤ ऴߦరంభమڒ ࠼ޑ࢓బܽद ࠭ߘపܽ సऱݭ࠼ లࡹ ఒకࡹߖ޳ 

సړߖڴ సࠪనం ۯయړߖݞ పࢲࡍए  బܽद xڒ  ޻ంܽ࡮అ ޴బܽद ఇڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߘలࡌ
మనڕ ఈకछ झڡࣄ ࠆఆ ߤ࣌ ࠆఆ ࡽ झڡࣄ ࠑ   అߩۮ ߖओ బܽद మనం ఈకछڒ ,ం޳ంڕ झڡࣄ ܿ ࡽ  అߖ sine x y pi 
పओۮ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరړߖހ అߖऒ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߘలࡌ ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ ࠭
ऒߖ޵  ఎࡹ࠻ۯ ࡮ చࡍऐ ంచడం ޶ࡶ.

మ࢐ ࠾ࡍసफ࢐ల ڝసం, ࡏڷफڕ సࠪనం అ࠭࠲ ,ޙ࠼ తపओ  x y sin x y x n pi  ړన࣒ 1࠳ ړ ڴࡍసߖ
సࠪనం అߖڜ ,࠭ޑߩ۫ ߖऒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࡏࣃऱ శړ फ࠳ ړన࣒ 1 ఉం࡯ݞ n n y 
తపओ ޴అ ޙ޴ంۮ फߧబܽद ఈ సࠬకరణం సంతృڒ క  మڴ࡮ࡓ ࠾ࡍ ఉం࡯ݞ అߖ ޴ߝజం అڜ ޴ߝంత x y n 
पࡌߪ ంకం ڒబܽद అࡌߪ ޴ߝप ంకం అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మߩ࢙ࡗ మనం ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڕࣆޓ ߖం݄ , n n n

సంښతం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వߤ పవ࡛ ࡏࣃ ړऱ ࣌ړ ߤ సࠪనం అࣃ۫ ݞږ ߖफ ࠭ .pi n y 
ऒߕఉ ࡱ ݋ం࠱ ݋द࣋ ݡంࡓ ఈ ڕబܽद మనڒ జంߖ ݞږ ޴బܽद అڒ  రణ   y߄ࣃ ݢంࡓ బܽद ఈڒ ࠼

పࢲࡍए ऒߖࡌ  కھߘనడంڕࠪ ࡹ సࣔయపడڒ ࠼ޑబܽद ߘߝ ఆ ࡏڷफ ߖ సړߖڴ సࠪనం ࣃۯफ ఈ x ࠾ࡍమ ߘ
ऒߖంۨ మనం అڵࡆఉప ߖంܽݟంࡓ ంܽߗ ఎ࡮ కھߘనగల࠵ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ फࣃ  ړߖހఆ సࠬకర ߘ
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  సࠪనం sin x x pi y ڕసࠪనం మన ړߖڴస ړߖߦߦ బܽदڒ సࠪనం ړߖڴస ࡱࡌ
సࠪనం ޳छ అం݄ ࠭߯ओ 6 ࡌ  pi sine x yy pi  ޙࢀࢗ ఆ߯ మనం ࡏసࠪనం ఆ ڕబܽद మనڒ ࡱڶऴݟ 
మనం ఇకए ڕకߘࢗ డ ఉనऒ కएࡅ బܽदڒ సంڝ ߕ޼ఏࠫటం݄ , ఏ ޴  ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ࣌ړ ߤ ప ऱ࣒  n n pi n 1 
ړల శ࠻సమ ݟంߘ న࣒ 1࠳ फړ అࡅ ޴ߝకए छ޳ సࠪనం 6 ړ ߖ బܽद మనంڒ ࠾ࡍమ ߤ࣌  n y y y pi ࡌ
ఉంۨనటऱޙ࠼ మనం ఏࠫ ۫ࣃफ ࠭  అం݄ ࡅకए పऱ࣒ ߤ࣌  కएࡅ ࡏऱ ఆࡏࣃ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳   n pi n pi 
శړ फߤ࣌ ړ ఆڡࣄ ࠆझ झڡࣄ ࠑ  , ఇ޴ సగం ڒబܽद ఇ޴ అత߄ࣃ ړߖߦߦ ߘరణ పࢲࡍए రం సړߖڴ సࠪనం t  x x 
నऒڕࣆޓ వࡱ࢑ ߕ޼ఏ ࡹ ࠹బܽद ఈ ߷రڒ ంత ڒలం ఎలऱߩओ ऒߗబܽद ఆ అڒ ޴సగం ఉంܿం ݢ  x sine x x 
మనం ऴ࢑ ࢐࣋ధంߝڴ ఉంܼ࠼ మߘߝ ࠾ࡍ మࢁऱ ఇకए డ ۨऴߖޑऒ  ऴڴ߸కߧ۫ ڴ ࡽంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧߘ.
 ఇ޴ ఆࣣ ఇ޴ సగం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇ࡮ ఒక ڶత࠭ࣃڶ ߘ , ఆ߯ ࠬࡏ ఈ వङ ڔ फకరణߘ  ప ऱ࣒  n pi ߤన࣒ వ࠳ 
झڡࣄ ړ పవ࡛ ݟంߘ  ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ࣋फ మనం ࡅకए  అߖऒ पࡌߪ  ంڒల ࡱ࢑వలߘ ఉంۧ࡯ n pi n 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ అߗऒ  ߰ం࠭ޑ޶  జనరࡽझ  ఈ ࣍ࡲङ షߤझ  అߗऒ  సړߖڴ సࠪనం అࡏڷ ߖफ ߭ दܼ  x ,࡯
ఉ޳హరణߕࣆ ࡏࠬ ڕऒ ऒߕࣆ ߖ ړ ऒߕࣆ ޙఉంۨ ڴసࠪనం ړ ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡓ  ऱܿ  ప ऱ࣒  n n pi 
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झ࠹݅ ࡗ܋ న࣒ ఒకܽ పవ࡛࠳ झڡࣄ ݟంߘ  pi pi  ޴దܽ࠴ ޴బܽद అڒ ࠭ޑ޶ం߰ ޜࡏఆ ߖ ࠭࠲ ړ  ah 
పࢲࡍए రం ࠴దܽ ࣇऴతం పࢲࡍए రం ࠬࡏ ఒకߖ ړߖ޳ సࠪనంڴ ఉంۨనటऱޙ࠼, మనࡓ 1 ڕ ऱܿ వࣆफం޴,n pi 
ఇ޴  ప ऱ࣒ ړశ 1 ݟంߘ న࣒ 1࠳  फړ వࣆफం޴ ఎం޶కం݄ సࠪనం 1 అం݄ ࠳న࣒ 1 ࡓ ऱܿ ڒ 6 ࠑబܽद ఇ޴ pi n pi 

झڡࣄ ࠑ న࣒࠳   ఇ޴ ఐڡࣄ ࠑ ޶झ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ  డ ఈ ࠼ߦం݋ ఉంڒ ޴బܽद ఇڡࣄ ࠑ ޴झ  pi pi pi pi 
झڡࣄ ࠑ బܽदڒ  మ࠾ࡍ వ  ఇ޴ ఐڡࣄ ࠑ ޶झ  అۮ ߖపओ ంݟ , ఆ߯ మనం ఈ ࡓంݡ అߖ pi en pi ah 
߭ܽदనటऱޙ࠼, ఈ వङ ڔ फకరణࡹ ऴప߄న పࢲࡍए రం ࠬࡓ ࡏంݟంܽړ సࠪనంߖ ڴ ఉంۨనటऱޙ࠼ మనڕ ah n
లࠚంࡓ ޴ۯంݡ  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ బܽदڒ ఒకܽ ݡంࡓ ݀ న࣒ ఒకܽ పవ࡛࠳  ऱ࣒ झڡࣄ ࠑ   pi pi  pi ݡంࡓ బܽद ఈڒ 

 ప ऱ࣒ झڡࣄ ࠑ   ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఇ޴ ఈ ࠼ߦంڒ ݋బܽद ఈ ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ  ప ऱ࣒ झڡࣄ ࠑ   pi pi pi pi n 
ఇకए  ޻ఇ ޻ఇ ݋ం࠼ߦ బܽद ఆڒ న࣒࠳ 3 ڕసࠪనం మన ړݡ࠮ డ ఒకܽ ڒబܽद ఇకए డ ఈ pi pi by 6 
గవ۪ऐࣃనڜ ࡮సం ఇڝ మనం ࠾ࡍన࣒ మ࠳ వ 3ࡱ࢑  pi pi by 6 n޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޶ఐ ڷࡱߕ 
࢑ధంڴ ऴపږޒల ࢙ݞږ ߩ ఉ޳హరణڕ మనం ࠳ ߘన࣒ వڕ ߤ సࠪనంڕࣆޓ ڴం݄ మనڕ ఏࠫ n 
లࣆࠚफం࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ ڡࣄझ  ఇకए డ ࠭ࣄڵంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ࠳న࣒ ఆࡏpi pi by pi pi by 
ऒߖ޵ బܽद ఆ߯ మనంڒ యవ۪ऐۯ ڴసࠪనం ړ݀ న࣒࠳  एࢲࡍరణ ప߄ࣃ బܽदڒ  రం ఎ࡮ ऴ࢐యబޔݡం޴ n 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ  ఇ࡮ ऴࣃ࢐फ एࢲࡍరణ ప߄ࣃ బܽदڒ  ࠭ రం సࠪనం  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒ 1࠳   శړ फړ x n pi n pi 
छ޳ 6 पࡌߪ ࡌ ంڒల సࠫۮ ړޒం޴నڒ ޴బܽद ఈ అߖऒ  పࢲࡍए  n ߖߖ޳ , ޴ంݟऴ࢐యబ ڴ࢑ధం ఈ ݋࣊ లࡌ
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ݞږ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ߧۮओ న޴ ఏࠫటం݄, 
ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం ࡏࣃऱ ࡅకए  శړ फړ  ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒ 1࠳  కएࡅ ߤ࣌  एߖ࣌   సࠪనం ڒబܽदn n y n pi y 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ߘ ݋ం࠱ ݋ఆ ࣋द ࠭࠲  फࣃ పऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ ࠭ కएࡅ ࠉ   ޴న޴ంۮ ړߖߦࡐ ߤ࣌ 
మ࠾ࡍ పऱ࣒ కएࡅ ࠉ  పऱ࣒ ࠉ ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ߤ࣌   ࣒ڒ ఎ ߤ࣌ ࢑షయం బܽद ఈڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࠉ ߤ࣌ ఎ ࣒ڒ 
पࡌߪ ߕ޼ఏ ޙ࠼సࠪనం అ ړࠉ ంకం ړ సంښతం ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ݢ  అߖ plus cos a sine b n n pi 
మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఈ పదం ࠴తफం ߕࣆऒ ఉనऒ ࡯ڵࠫ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ झ࠹݅ ޴  న࣒ n pi࠳ ࠆఆ ߤ࣌ 
వߤ ఆ࠹݅ ࠆझ  పవ࡛ అޙ࠼ ఏࡅ ࡏࠬ  ޴కए కएࡅ   వࡓझ  n y n pi cos, x cos x ߖ ࠆڴసం ऴڝ ࣒
ప࣋࡯ࢣࡍफ  , అ࠼నߩओ ओߩన࠳సࠪన ݡ కएࡅ ݡ  ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ n n n pi cos n 
అ࠼నߩओ కएࡅ ݡ फࣃऴగࣕ ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ࣄࠐ  ࠭.n pi cos 
వలऱ మనం సओ޶అం ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  షदంڴ ఈ ࢑షయం ߘంࡅ ݟకए కएࡅ   శړ फړ n pi cos, n beca 
పओۮ ߖసࠪనం అ ړన࣒ ఒకܽ࠳ గలం.

కएࡅ  శړ फ࠳ ړన࣒ ఒకܽ అ࠼నߩओ కएࡅ వదभ ۫࣋फ ߤన࣒ వ࠳ ݡ  శړ फ࠳ ړన࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ   n n c n n 
అ࠳ ࣄࠐ ޴ߝన࣒ 1 ߘంࡅ ݟకए  శړ फ࠳ ړన࣒ 1 అ࠼నߩओ  n ݡ
ఉపڵࡆంచంݟ.
బܽद ఇకएڒ  డ ఈ సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆంచడం ఇ޴  సࠪనం ڒబܽद మࢁऱ ఇ࠳ ޴న࣒ 1ࡅ ړకए  శړ फ࠳ ړన࣒ n 
ఒకܽ ߘంࡅ ݟకए  శړ फړࡹ ړ మࢁऱ సࠪనం ࡌߪ ࠭࠲प ంڒల ࠴తफం ࣊ߘ ݋ సࡍ మڴࣄࠐ ࠾ࡍ n y n 
࢑భ܊ంۨ, ఈ వङ ڔ फకరణ ఏࠫ݇ సओ షदంڴ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ  తफం n࠴ ఈ ݡ
వङ ڔ फకరణ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇݞږ ޴ ఒకܽ ڒబܽद ఇࡏڷ ޴फڕ సࠪనం మࣄࠐ ࠾ࡍ y n 
అ࠼నߩओ కएࡅ న࣒࠳ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ޴ఇ ݡ  y ߤ࣌ 
కएࡅ న࣒࠳ ߗڒ కएࡅ తफం࠴ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ పంߦ న࣒࠳ ߤ࣌  एߖ࣌   సࠪనం y y y 
తफం వङ࠴ ఈ ݞంڕࡶ సంబంధం ޜߖ޳ ߝఅ ࣄࠐ ޳ࡶ ࡍబܽद సڒ ڔ फకరణ ࡅకए एߖ࣌   సࠪనం ڒబܽद n y 
మనڕ ఉంࡅ ޴కए పऱ࣒ ߤ࣌  కएࡅ ऱࡏࣃ ݟంߘ న࣒ 1࠳   శړ फړ అߖऒ पࡌߪ  ంڒల మ޴ ࠾ࡍ  n pi n y n n 
మనం ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ నࡍ ݞږ ߖߖ޳వ࡛झ  ࣋द࠱ ݋ం࠭ޑߩ۫ ߘ ݋ మߖڜ ࠾ࡍऒ  మ࠾ࡍ లڕ x y 

sin x y ޴ߝఅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ పంߦ x 
ړశ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ फ࠳ ړన࣒ ఒకܽ ఉం࡯ݞ.n pi

ऒߖڜ  पࡌߪ  ంకం ڝసం ࡏࣃऱ ߖڜऒ पࡌߪ  ంకం ڝసం ڒబܽद ࠭࠲ ۫పړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ  బܽद n n y nڒ ࠭
फࣃࠚరంߦऴ ޜ ߤ࣌ ࠭࠲ ऒߕࣆ ߤࣄ న࣒࠳ ߤ࣌ బܽदڒ సࠪనం ړ ࠭  అࣆۨࣇ ߖफం޴ x sin y x y 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఇకए డ ఉనऒ  నߕ࠮ ఆࣣ ఇߘ࠭ ޴పܽ sine a minus sin of b, 
ఉపߕङ  బܽद మనం ఈ ఎడమ cos a plus b a minus b by twoڒ ߤ࣌ ݀ ࠑ ݡంࡓ ݟంߘ ఒకܽ ࡹలࣃ
ऱ  పࡏࣃ ݡంࡓ ߩ࢙ ޒۯ ऱ࣒ కएࡅ   x y ޴ఉంܿం ڴऱ సࠪనంࡏࣃݡంࡓ ړ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ న࣒࠳ కం݄ ݡంࡓ ऒߕࣆ ړࡹ ߤ࣌  ऒߕࣆ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ࢐లం݄ మనం x y xڒ సࠪనం ړ
కएࡅ   ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳ కం݄ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡯ݞఉం ݡంࡓ ݀ ࠑ  ऒߕࣆ ߤ࣌   బܽद cos y x yڒ సࠪనం ړ
ప   ޴దܽ࠴ ऱ࣒ ऒߕࣆ కం݄ ݡంࡓ  ࢐లం݄  పڒ జంߖ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ऱ࣒  x y x y ࣄࠐ కం݄ ݡంࡓ 
బࣗళ ఉంࡅ  ࡯ݞకए छ޳ ݡంࡓ  అర ߖ޵ బܽदڒ బܽदڒ ࡌ बం ఏࠫటం݄ ,  ప ऱ࣒  కం݄ pi ple x y ݡంࡓ 
ఎڕए వ ߕࣆऒ ప  ,ޙ࠼సࠪనం అ ړ ऱ࣒ पࡌߪ ంతڜ  కం݄ ݡంࡓ  ంకం ڜ ړంత ࡌߪप ంకం ړ సగం ࡓ ऱܿ x y m m

అర ߖసࠪనం అ ړ बం.pi
ఇకए ޙ࠼అ ࠲జߖ   డ ߘంݟ మనం ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄,  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ  సࠪనం x y m pi ړ 
ऒߖڜ బܽदڒ पࡌߪ  ంڒల ڝసం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ ऒߖ޵ ߘߝ ߗڒ సࠪనం ړ న࣒࠳   ఇݞږ ࡮ x m m pi y
ऴ࢐యగలߘ  సࠪనం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ   ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳  ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ  ఎం޶కం݄ x m pi m y 
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ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం ఎం޶కం݄ ఈ ऴపకటన ڜంత ࡌߪप ంకం ߘంߖ ݟజం ڒ ࡯࢐ڒబܽद ࡌߪप ంకం ࡓంݡ m m 
 ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद  ࡱ࢑ ࣄࠐవ గల ࡌߪप ంకం అޔ࢓ం޴ మࡌߪ ࣄࠐ ࠾ࡍप ంకం ࡅకए  శړ फ࠳ ړన࣒ ఒకܽ m 

సࠪనం ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ సࠪనం ڒబܽद ࣌ߦ ߤపం ڴ ఉంݞలం݄ ఈ x y 
 ࣋ द࠱ ݋ంߖڴ ݋ ఉం࡯ݞ అߖ ޴ߝజం అ࠼ ఉం࡯ݞ అం݄ అࡓ ޴ߝంݡ మ࠾ࡍ ఒక ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒  x x m pi 

ऒߖڜ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ पࡌߪ  ంకం ڝసం ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए  శړ फړ ఒకܽ కߧ࡯ ఒక ࡓ ऱܿ ޳ࡶ min m m y 
మࡖక సందరग ం࠳ ࡹన࣒ ߕࣆ ݀ ࠑऒ  అ࠼ ఉం࡯ݞ అం݄ x y 

కएࡅ న࣒࠳ छ޳ ݡంࡓ ߤ࣌  ऒߕࣆ ࡌ ऒߕࣆ ࠆఆ ߤ࣌ ࡯ݞఉం ࡮ఇ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  సࠪనంx y r ړ
అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद, ࠹݅ ܼޓझ ऒߖߦࡐ  ఇకए ,޴फంࣆۨࣇ  డ ఒక ࡌߪप ంకం ڒబܽद ఇ޴ m pi m 
తపओ झ࠹݅ ڴࡍసߖ पࡌߪ ంతڜ ړ  ంకం ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అకए డ ߘంݟ మనڕ వࣆफం޴  m pi m x 
पࡌߪ ంకం అ࠼న ڜంత ڝసం తపओ ప  ݡంࡓ ڴࡍసߖ ऱ࣒ m m pi y  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ 
మࡓ ߖߖ޵ ࠾ࡍంࡓ ݡ ऱܿ ࡅకए  శړ फࡓ ړంݡ  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴన࣒ ఒకܽ࠳   ఎం޶కం݄ ࡓంݡ m y m pi m 
అ޴ߝ సࡍ సంఖङ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ ࡅకए  శړ फړ  సࡍ సంఖङ  ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡓంݢ సࠪనం ڒబܽद ۨవరڴ 
మనڕ ఉనऒ गࡌసంద ݡంࡓ ߗڒ ࡯ݞఉం ߝࡹ ࠹ఈ ߷ర ޳ࡶ సࠪనం ߕڛߖ޻ ࡹ ࠹అం݄ ఈ ߷ర ޴ ऱࡹ  x x 
మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ఇకए డ మనం ۫࣋޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వߤ పవ࡛ ߖࡹ సంఖङ  ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܿం޴ 
ఎం޶కం݄ ఇకए డ మనࡓ ڕంݡ ࠬ పऱ࣒  ఒకܽ మ࠾ࡍ అకए డ మనࡓ ڕంݡ ఉߕऒ ప   ࠼ ऱ࣒  వߤ మ࠾ࡍ m 
ఇకए డ ݞږ మనࡓ ڕంݡ ࠬ మ࠾ࡍ అ޻ సంఖङ ఇకए ,޴फంࣆవ ࡹ పవ࡛ ߤన࣒ వ࠳  డ మనڕ అߖऒ  సࡍ 
पࡌߪ ంࡱڒ ఉߕऒ पࡌߪ ࡍఒక స ݡంࡓ కం݄޶ఎం ࠼ ంకం మ࠾ࡍ ఇకए డ మనࡌߪ ࣄࠐ ڕप ంࡱڒ ఉߕऒ  m ࠼
బܽद ఏ సందరगڒ ంࡹ అߕ࠼ అ޴ ఉంߖڜ  ࡯ݞऒ पࡌߪ  ంకం ڝసం  ప ऱ࣒ ړऱ శࡏࣃ న࣒ ఒకܽ࠳  फړ n x n pi n y 
సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠭࠲ ఈ ޜ࢓܌ࡏ ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡍߪ ࡹफ ࣃۯफ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ڴ࢑ధం ޻సం అڝ ల ߤఫంࣾ ߤܼ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ फࣃ ࠭.
एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  ऒߖࡌ  కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ంచం޳ࡶ ݟ ఈښछ షߤ ల ࡅకए एࢲࡍరణ ప߄ࣃ  ऒߖࡌ  cos x 
ఎ࡮ కޔߩ۫ ࡹߕھߘంړ ޴ సࠪనం మߤܼ ࠾ࡍ ఈకछ ధనङ ߤܼ ܿ ࡽ cos y ࡱ޳࢐ x y 
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