
  അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിെല ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ അ؀ാമെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, ചില ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിു׺െകാ؇് ഞ׹ൾ അവസാനിؚി׺ത് ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ അത് തുടരുകയും ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ൾ എؗ മെئാരു 
വിഷയം അവതരിؚിുׯകയും തുടർؗുت ْപഭാഷണ؋ിലും അത് പിؓുടരുകയും െചുإം. ഇؗെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിെല ആദّെ؋ ْപശ് നമാണിത്, അതിനാൽ  തവണ  ൈമനസ് െസׯൻഡ് 3 cosec 20 20 
ഡിْഗിയുെട സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ മൂലّം കെ؇േ؋؇തു؇്, എؗത് അടയാള؋ിേؘൽ ഒؗാണ്, cosec 
െസׯന്റ് ന് ഒؗാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് തുലّമാണ്  മൂؗിര؂ിയുെട cos-
വർ״മൂല؋ിേല്ׯ ഇരുപത് ഡിْഗി ൈമനസ് ൈസൻ ഇരുപത് ഡിْഗി 20 ഡിْഗി മുതൽ േകാസ് 20 ഡിْഗി 
വെര ഡിേനാമിേനئർ ഞ׹ൾ കാണുؗു, കാരണം ര؇് യുെട ചിصം ര؇് തവണ ആണ് a sin a cos a 
എؗ ഈ േഫാർമുല നമുׯറിയാം.  അതിനാൽ ഡിേനാമിേനئർ sin a cos a 
അ׹െന മാറുؗു, നأൾ എؗ സൂْതവാകّം ഉപേയാഗിുؗുׯ , sine two a, two sine a cos a 
അതിനാൽ ഡിേനാമിേനئർ മൂ്ؗ ഇരുപത് ഡിْഗിയുെട വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ൈസൻ cos 
20 ഡിْഗിയിൽ ഹാഫ് ൈടം ൈസനിന്െറ 40 ഡിْഗി, കാരണം ഇവിെട 2 ആഹ് എؗ ഘടകം ഇب , തുടർ്ؗ 
ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല 20 ഡിْഗി്ׯ തുലّമായി ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇത് നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, ഈ നّൂമേറئർ 
3 മട20 ്׹ ഡിْഗിയുെട വർ״മൂലമാണ്. ൈമനസ് ൈസൻ ഇരുപത് ഡിْഗി, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം 
പരിഹരിׯാൻ ഞ׹ൾ ഇവിെട മനشിലാؗുׯത്, ഇത് ര؇് തവണ എ്ؗ എഴുതാം, ഞാൻ ര؇് 
ഉപേയാഗിുؗുׯ എؗതാണ് വُٝു ത, കാരണം ഇത് ഇൻ േകാസ് എؗ രൂപ؋ിലുتതാണ്, അതിനാൽ a 
നി׹ൾ ഈ േഫാർമുല ؛സ് ബി ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ േകാസ് എ േകാസ് ബി ൈമനസ് സിൻ എ cos a 
ൈസൻ ബി ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട കാണുؗത് നി׹ൾ ഇവിെട 20 ഡിْഗി്ׯ തുലّമായാൽ ഈ 
പദْപേയാഗ؋ിൽ നമു്20 ׯ ഡിْഗി േകാസ് ഉ؇്, ൈമനസിന് േശഷം നമു്20 ׯ ഡിْഗി ൈസൻ ഉ؇് , 
അ׹െനെയ׸ിൽ  നി׹ൾ ഈ പദْപേയാഗം കാണുؗു, ഞ׹ൾ്ׯ ബിയുെട േകാസും ബിയുെട 
ൈസനും ഉ؇്, അതിനാൽ കുറ്׺ സാമّമു؇് അെ׸بിൽ ചിലതു؇്, ഈ പാേئൺ ഇവിെട േചരുെമ്ؗ 
േതാؗുؗു, അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ ഈ സമവാകّം ഓർأിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇരുപതിന് 
തുലّമായ ബി ഇ؂ാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ലഭിׯാൻ േപാകുؗ ബിരുദ׹ൾ ഒരു ؛സ് ഇരുപത് ഡിْഗിയുെട 
േകാസ് 20 ഡിْഗി ൈമനസ് ൈസനിന്െറ 20 ഡിْഗി േകാസിന്െറ േകാസിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഈ 
പദْപേയാഗം ഇവിെട കൃതّമായി െപാരു؋െؚടുؗു؋തിന് നമു്ׯ ഇത് ആയിരിׯാനും പാപം 
െചإാനും ഉ؇ായിരിׯണം സാധّമبാ؋ ഒؗിന് തുലّമാകുക, കാരണം എؗത് യുെട cos a cos a 
േമാഡുലസ് ആകാൻ കഴിയിب, ഒؗിൽ കൂടുതൽ ആകാൻ കഴിയിب , ഇവിെട നമു്ׯ ഉتത് മൂؗിന്െറ 
വർ״മൂലമാണ്, അതിനായി നأൾ െചؗുإത് മെئാؗാണ് എؗതാണ് മെئാരു കാരّം. േകാസ് സ് കٔയർ 
എ ؛സ് സിൻ സ് കٔയർ എ എبായ് േؚാഴും ഒؗായതിനാൽ തിരെ؁ടുൂׯ   ഇരുപത് ഡിْഗി ൈമനസ് ബി 
സിൻ ഇരുപത് ഡിْഗിെയ കുറ്׺ സി െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നأൾ ഈ എബിയും സിഎസും 
തിരെ؁ടുേׯ؇തു؇്, കാരണം ْബാئׯിനുتിെല ഈ കാരّം ഈ പാേئൺ േപാെല തെؗ 
ആകണെമ്ؗ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, പേײ േകാസ് സ്കٔയർ എ ؛സ് സിൻ സ്കٔയർ ആണ് ഇവിെടa 
നമു്ׯ ഉ؇ായിരിേׯ؇ത് ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ബി സ്കٔയർ ഒؗായിരിׯണം, അതിനാൽ ഒരു സ്കٔയർ 
 a, b ׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯൾ എؗിവ തിരെ؁ടുأിൽ ന؋സ് ബി സ്കٔയർ ഒؗാകുؗ തര؛
അത് എ׹െന െചإാം, അത് വളെര എളുؚമാണ് ആ  അത് ഞ׹ൾ കാരണം നി׹ൾ ഇവിെട 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് എؗിവയും ബؖെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ഞാൻ തുറؗാൽ ഞാൻ a, b, c c
ഉتിേല്ׯ എടു؋ാൽ നമു്ׯ മൂؗിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായ ഒരു തവണ ഉ؇ായിരിׯണം , c 
നി׹ൾ്ׯ മൂؗിന്െറ വർ״മൂലമുتതിനാൽ ഇവിെട ഒരു തവണ മൂؗിന്െറ വർ״മൂലവും പിെؗ c c 
ൈടംസ് ഒؗാകണം കാരണം നമു്ׯ ൈടംസ് ഉتതിനാൽ നമുׯിവിെട ഒെര؉ം ഉ؇് , ഇതും b c b 
ഇതും സ്കٔയർ െചᅃٝു കൂ؂ിയാൽ പൂർ؉ ചതുരവും മുഴുവനും നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ചതുരം ഇതാണ് ac bc 
മൂ്ؗ, ഇത് ഒ്ؗ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട നാല് ലഭിുؗുׯ, എؗാൽ ഇത് ഇവിെട എഴുതാം, ഇവിെട ഈ 
ഇടതുവശ്؋ സി സ്കٔയർ എ്ؗ എഴുതാം, അത് നാലിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ചതുരവും ബി 
സ്കٔയറുമായി എഴുതാം, പേײ നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാം ഒരു ചതുരവും ബി ചതുരവും ഒ ആകുؗ 
തര؋ിൽ നأൾ ഇത് എؗിവ തിരെ؁ടുׯണം അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ ആ a, b ne , 
വُٝു ത ഉപേയാഗി׺ാൽ അത് മാറുؗു , സ്കٔയർ നാലിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ c 
നമു്ׯ എؗത് ര؇് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമായി തിരെ؁ടുׯാം, അതിനാൽ അവസാന c 
ൈسഡിൽ നമു്ׯ ലഭി׺ത് ഈ റൂ؂് 3 ഡിْഗി ആയിരുؗു. ൈമനസ് ൈസൻ 20 ഡിْഗി തുലّമാണ് cos 20 
ഒരു േകാസ് ഇരുപത് ഡിْഗി ൈമനസ് ബി ൈസൻ ഇരുപത് ഡിْഗി മട്׹ സി, സി എؗത് ര؇ിന് 
തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു , അതിനാൽ എؗത് മൂؗിന് മുകളിലുت വർ״മൂല؋ിന് ra 
തുലّമാെണؗും എؗത് തുലّമാെണؗും ഇേؚാൾ കാണുؗത് വളെര എളുؚമാണ്. പകുതി അേؚാൾ b 
നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഉتത്, ഈ പദْപേയാഗം ര؇് മുതൽ 20 ഡിْഗി വെര തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ സ്കٔയർ i 
െചയ് താൽ ഞാൻ ഇത് സ് കٔയർ െചയ് താൽ, ഞാൻ ഇത് സ് കٔയർ െചയ് താൽ അത് ഞാൻ സ് കٔയർ 
െചയ് താൽ , ഞാൻ ഇവ േചർ؋ാൽ എനി്ׯ  ൈബ  ؛സ്  ൈബ  തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഞ׹ൾ 3 4 1 4
സൂചിؚിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഈ വിപുലീകരണം ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാൻ ആْഗഹി׺ ന്െറ cos a plus b 
ْപാരംഭ വികാസം നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, താരതമّെؚടുു؋േآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് cos a 
ആണ് മൂ്ؗ ര؇ിന്െറ വർ״മൂലവും യുെട ൈസൻ ഇതിൽ നി്ؗ പകുതിയുമാണ്  ഇവ ര؇ും, എؗത് a a 
മുؚത് ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ആറിന് ൈപ അതിനാൽ ഡിْഗിയാണ് , അതിനാൽ a 30 
അവസാനം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് റൂ؂് 3 േകാസ് 20 ഡിْഗി ൈമനസ് ൈസൻ 20 ഡിْഗി തുലّം ര؇് തവണ 
എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു േകാസ് ഇരുപതാണ്, അതിനാൽ മുؚത് മുതൽ ഇത് േകാസ് മുؚത് േകാസ് a 
ഇരുപത് ൈമനസ് ൈസൻ മുؚത് ൈസൻ ആണ്  ഇരുപത്, അതായത് 30 ഡിْഗിയും 20 ഡിْഗിയും 
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തുലّമാണ്, ഇത് യഥാർ،؋ിൽ േകാസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇെതبാം 50 ഡിْഗിയുെട 2 മട്׹ േകാസിന് 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം എؓാണ് പരിഹരിׯാൻ ْശമി׺െത്ؗ ഞ׹ളുെട ْപٍ؋٠ിേല്ׯ 
മടുؗു׹. ഇവിെട തുട׹ി അവസാനം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, ഇത് ര؇് മട്׹ സംഖّയ്്ׯ തുലّമാണ്, 
അآത് ഡിْഗിയുെട ര؇് മട്׹ േകാൈസന് തുലّമാണ് , ൈസനിന്െറ പകുതി 40 ഡിْഗി െകാ؇് 
ഹരിുؗുׯ, പേײ ൈസൻ 40 എؗത് 50 ഡിْഗി േകാസിന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം. ഇവ ര؇ും 
റؐാുׯകയും ഉ؋രം 2-െന പകുതി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, അത് നാലാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
നാലിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ മെئാരു ആഹ് ْപശ് നെമടുׯാം, അതിനാൽ വീ؇ും ഓ ഈ ْപٍ٠ം അൽؚം 
ബുؑിമു؂ാണ്, കാരണം നമു്ׯ േകാണുകൾ ഉ؇്  എؗത് സാധാരണമب , ൈസൻ േകാൈസൻ, ടാൻ ch 
എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ നأൾ സാധാരണയായി പഠിؗുׯ േകാണുകളب, എؗാൽ നി׹ൾ വّതّാസം 
എടു؋ാൽ ഉം 66 ഉം 60 ഡിْഗി്ׯ തുലّമാെണؗും നി׹ൾ ആെക േനാׯിയാൽ  42 ഉം 78 ഉം  120 ah 6 
ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ 60, 120 ഡിْഗികളിെല ൈസൻ േകാൈസൻ, ടാൻ മൂലّ׹ൾ ഞ׹ൾׯറിയാം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചإാൻ ْശമിؗുׯത് ആദّം ഇത് മുഴുവനായി എഴുതാൻ ْശമിുׯം, കാരണം ടാൻ 
ഓഫ് ആണ് ഈ പദ׹ൾ ഓേരാؗും എഴുതും, അതിനാൽ നأൾ ഈ ആദّ പദെ؋ x sin x on cos x 

എ്ؗ എഴുതും, sin 6 by cos 6 sin 42 by cos 42 
അ׹െന നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആണ്, അതിനാൽ ഈ ഇടത് വശം മുഴുവൻ sine 6 in sine 42 sine 
തുലّമാണ്  ഞാൻ എഴുതുؗ ഈ പദْപേയാഗം എبാം ഡിْഗികളാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് എഴുതുؗിب, 
പേײ ഇവെയبാം ഡിْഗി 78 ആണ്. അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും 
ഓേരാؗായി ലളിതമാുׯം, ഞ׹ൾ നّൂമേറئറിൽ ആരംഭിുؗുׯ , നأൾ എؓുെചുإം  എؗത് 
ആറിെനയും അറുപതിെനയും കൂ؂ിേയാജിؚിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯതിനാൽ ഒരു ഉെ؇്ؗ നമു്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും ആറ് ആദّം , ഞ׹ൾ ഇത് ആദّം കണׯാുׯം, കാരണം 66 ൈമനസ് 6 എؗത് 60 
ഡിْഗിയാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, ഇതിന്െറ മൂലّം നമു്ׯ അറിയാം അതിനാൽ ഈ പാേئൺ 
അടിرാനപരമായി ര؇് ൈസൻ എ ൈസൻ ബി േഫാർമുലയാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ര؇ും 
ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ  ൈസൻ എ ൈസൻ ബി േഫാർമുല അത് ടു ൈസൻ എ ൈസൻ ബി ഒരു ؛സ് 
ബിയുെട ൈമനസ് ബി ൈമനസ് േകാസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ സിക് സിന് തുലّവും ബി 
അറുപ؋ിയാറിന് തുലّവുമാണ് ഇവിെട നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇത് പകുതി മട്׹ തുലّമാണ് ൈമനസ് 
ബിയുെട േകാൈസൻ ൈമനസ് അറുപത് ആണ്, എؗാൽ ൈമനസ് അറുപത് ഡിْഗി േകാൈസൻ 
അറുപതിന്െറ േകാൈസന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അറുപതിന്െറ േകാൈസൻ ഇവിെട വരുؗു, എؗാൽ 
അറുപത് ഡിْഗിയുെട േകാൈസൻ പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പകുതി വായുവും പിؗീട് 
ഒരു ؛സ് ബിയുെട ൈമനസ് േകാസും എഴുതുؗു  അതായത് 72 ഡിْഗി, അതിനാൽ ഇത് നّൂമേറئർ ൈസൻ
42 മുതൽ ൈസൻ എഴുപ؋ി എ؂് വെരയുت ഉൽؚؗ׹ളിൽ ഒؗാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈസൻ 
നാ؋١يി ര؇് ൈസൻ എ സിൻ ബി േഫാർമുല ര؇് ൈസൻ എ സിൻ ബി േഫാർമുല ഉപേയാഗിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇത് തുലّമാണ്  ൈമനസ് ബിയുെട േകാസിന്െറ പകുതി, മുؚ؋ിയാറ ്
ഡിْഗി ൈമനസ് േകായുെട േകാൈസൻ  ഒരു ؛സ് ബിയുെട ൈസൻ ഒരു ഇരുപത് ഡിْഗി േകാൈസൻ 
ആണ് , െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ؛സ് എؗ ഈ േഫാർമുല േകാസ് ഓർ؋ാൽ ഒരു ഇരുപത് ഡിْഗിയുെട x 
േകാൈസൻ എؗത് ൈമനസ് ൈസൻ ആണ് , അതിനാൽ ഒരു ഇരുപത് ഡിْഗിയുെട േകാൈസൻ x 
ൈമനസ് ൈസൻ ആയിരിുׯം 30 ഡിْഗി ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ൈമനസ് 
പകുതി ഇവിെട ഇടുؗു, അത് ؛സ് പകുതി ആയി മാറുؗു , അതിനാൽ നّൂമേറئർ ൈസൻ സിക് സ് 
ൈസൻ സിക് ئി സിക് സ് ൈസൻ േഫാർ؂ി ടു ൈസൻ എഴുപ؋ി എ؂് തുലّമാണ്  . ഹാഫ് ؛സ് േകാൈസൻ
മുؚ؋ിയാറ ്, ഡിേനാമിേനئറിനായി ഞ׹ൾ സമാനമായ ഒരു കാരّം െചുؗുإ, അതിനാൽ 
ഡിേനാമിേനئർ ഈ എبാ േകാൈസൻ പദ׹ളുെടയും ഉൽؚؗമായിരുؗുെവ്ؗ നി׹ൾ 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ , നّൂമേറئറിനായി ഞ׹ൾ െചᅃٝതുേപാെല വീ؇ും ഞ׹ൾ 6 ന്െറ േകാൈസൻ 
സംേയാജിؚിׯാൻ ْശമിുׯം.  66 ന്െറ േകാൈസൻ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ 42 ന്െറയും 78 ഡിْഗി 
േകാൈസന്െറയും ഉൽؚؗം െവേجെറ കണׯാുׯം , ഇവിെട നമു്ׯ േകാൈസനിന്െറ ഒരു ഉൽؚؗം 
ഉെ؇്ؗ ക؇ാൽ ഞ׹ൾ ര؇് േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ cos a cos b 
നിലെകാുتം.  ആറിന്െറ േകാൈസൻ അറുപ؋ിയാറിന്െറ േകാൈസനിേല്ׯ , ഈ േഫാർമുല rt 
ഞ׹ൾ ഓർുؗുׯ, ര؇് േകാസ് എ േകാസ് ബി ഒരു ؛സ് ബി ؛സ് ൈസനിന്െറ ൈമനസ് ബി ആണ്, 
അതിനാൽ സിക് സിന് തുലّവും ബി അറുപ؋ിയാറിന് തുലّവുമാണ് ഇവിെട നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
അതിനാൽ ؛സ് ബിയുെട പകുതി എഴുപ؋ി ര؇് ഡിْഗിയും ൈമനസ് ബി അറുപതും അറുപത് a 
ഡിْഗിയുെട േകാൈസൻ പകുതിയും ആണ് , ഡിേനാമിേനئറിെല മ്ئ ഉൽؚؗം നാൽؚ؋ി ര؇ിന്െറ 
േകാൈസൻ എഴുപ؋ി എ؂ിന്െറ േകാൈസനാׯി മാئി, അത് വീ؇ും േടാ ര؇് േകാസ് 
ഉപേയാഗിുؗുׯ.  േഫാർമുലയിൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിؗുׯത് ഒരു ؛സ് ബിയുെട പകുതി cos b 
േകാൈസനിേല്ׯ തുലّമാണ്, ഒരു ഇരുപതിന്െറ േകാൈസൻ ആണ്, അത് നأൾ ഇേؚാൾ 
ക؇തുേപാെല ൈമനസ് ബിയുെട ൈമനസ് ഹാഫ് ؛സ് േകാൈസന് തുലّമാണ്, ഇത് മുؚ؋ിയാറാണ്, 
അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് ബി തുലّമാണ്  ൈമനസ് മുؚ؋ി ആറിേല്ׯ എؗാൽ ൈമനസ് 
മുؚ؋ിയാറിന്െറ േകാസ് മുؚ؋ിയാറിന്െറ േകാസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒടുവിൽ 
ഡിേനാമിേനئർ ആറിന്െറ േകാൈസൻ, നാൽؚ؋ി ര؇ിന്െറ േകാൈസൻ, അറുപ؋ി ആറിന്െറ 
േകാൈസൻ അറുപ؋ി ആറിന്െറ േകാൈസൻ എഴുപ؋ി എ؂്, ഇത് ഒؗിന് നാലിന് തുലّമാണ് ഇവിെട 
നി്ؗ എഴുപ؋ിര؇ിന്െറ പകുതി ؛സ് േകാൈസൻ ഇത് 36 ൈമനസ് ഹാഫിന്െറ േകാൈസൻ ആണ് ,ti 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ നّൂമേറئറിെന ഡിേനാമിേനئർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മതി, ഒടുവിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ഇടത് വശം പകുതി ൈമനസ് േകാൈസന് എഴുപ؋ിര؇് ഇര؂ി പകുതി ؛സ് 36 ന്െറ േകാൈസന് 
തുലّമാണ്  ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കണׯാׯിയ ഡിേനാമിേനئർ ഒؗിന് നാല് ഇര؂ി പകുതി ؛സ് എഴുപ؋ി 
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ര؇് തവണ േകാൈസൻ മുؚ؋ിയാറിന്െറ ൈമനസ് പകുതി േകാഴ് സിന് തുലّമാണ്, േകാഴ് സ് ഒؗിൽ 
നാല്, ഒ്ؗ നാല് എؗത് നّൂമേറئറിലും നّൂമേറئറിലും സാധാരണമാണ്, നമു്ׯ നّൂമേറئറിലും 
ഡിേനാമിേനئറും വികസിؚിׯാം  ഇേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 36 ൈമനസ് േകാൈസനിന്െറ 36 
ൈമനസ് പകുതിയും മുؚ؋ി ആറിന്െറ 72 ൈമനസ് േകാൈസൻ എഴുപ؋ിര؇ിന്െറ 
േകാൈസനിേലുׯം മുؚ؋ിയാറിന്െറ േകാസിന്െറ പകുതി ൈമനസ് വൺ ൈബ േഫാർ ؛സ് 
മുؚ؋ിയാറിന്െറ േകാൈസനിന്െറ േകാൈസനിേലുׯം  എഴുപ؋ിര؇് ൈമനസ് േകാൈസൻ, 
എഴുപ؋ിര؇് ഇര؂ി പകുതി ഇേؚാൾ, ഇത് ഒؗിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു, അതിനർ،ം നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ഒؗുതെؗയാെണؗും എؓാെണؗും 
കാണിׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയണം.  ഇ കാണുക , ഉദാഹരണ؋ിന് ഈ പദം ഇവിെടയു؇് , ഈ പദം 
ഇവിെടയും ഉ؇്, അതിനാൽ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ കാണിׯണെമ׸ിൽ , 
നّൂമേറئറിെല േശഷിؗുׯ പദ׹ൾ തുലّമാെണ്ؗ കാണി׺ാൽ മതിയാകും  ഡിേനാമിേനئറിെല 
േശഷിؗുׯ പദ׹ളിേല്ׯ, അതായത് നّൂമേറئറിെല േശഷിؗുׯ പദ׹ൾ മുؚ؋ിയാറ ്ഇര؂ി 
എഴുപ؋ി ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ േഫാർ േകാസിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯണം, അതിനാൽ ഇതാണ് 
നأൾ കാണിേׯ؇ത് , ഇത് ലളിതമാׯാം.  എഴുപ؋ി ര؇് തുലّമായി എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ 
നأൾ ഈ വശെമടു؋ാൽ ര؇ായി മാറിയാൽ ര؇് തവണ േകാൈസൻ മുؚ؋ിയാറ ്േകാൈസൻ 
എഴുപ؋ി ര؇് തുലّമാണ് പകുതി, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯണെമ׸ിൽ ഞ׹ൾ 
അവസാനം കാണിേׯ؇ത് ഇതാണ്, അതിനാൽ ഇതിന് തുലّമാണ് എഴുപ؋ിര؇ിന്െറ മുؚ؋ിയാറ ്
ഇര؂ി േകാൈസൻ ഒؗിന് നാലിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിؗുׯത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ അറിയാം 
മുؚ؋ിയാറിന്െറ േകാൈസൻ അ؋آിനാല് ഡിْഗി ൈസനും 72 ന്െറ േകാൈസൻ 18 ഡിْഗി ൈസനും 
തുലّമാണ് ഞ׹ളുെട അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ നി്ؗ നأൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ, ees, 
ഞ׹ൾ കണׯാׯിയ 18 ഡിْഗി ൈസനിന്െറ മൂലّം 5 ൈമനസ് 1 ന്െറ വർ״മൂലമാണ് 4 െകാ؇് 
ഹരി׺ത്, ഇവിെട നി്ؗ നമു്54 ׯ ഡിْഗി ൈസനിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ കഴിയും, കാരണം നി׹ൾ 
ഈ േഫാർമുല ൈസൻ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ  എؗത് 3 ൈസൻ ൈമനസ് ൈസൻ കّൂബ് ആണ്, 3x x x 
അതിനാൽ നأൾ എؗത് പതിെന؂ിനു തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈസൻ അൻപ؋ി നാല് തുലّംx 
മൂ്ؗ തവണ ൈസൻ പതിെന؂് ൈമനസ് സിന് പതിെന؂ിന്െറ കّൂബ് ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ ൈസൻ 
പതിെന؂ിന് പകരം ഞ׹ൾ ഈ പദْപേയാഗം ഇ؂ു, നأൾ എ്ؓ െചുإം അവസാനം ലഭിؗുׯത് നമു്ׯ 
ْശമിׯാം, 
അ׹െന ഇത് റൂ؂് 5 ؛സ് 1 ഓൺ 4 ആയി പുറു؋വരും , നി׹ൾ്ׯ ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമായി 
െചإണെമ׸ിൽ ലളിതമായ കൃْതിമതٔമാണ്, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ ചിصം െപാതുവായി എടുׯാം, x 
അതിനാൽ ഇത് പാപമായിരിുׯം  ْബാئׯിെല തവണ 3 ൈമനസ് പാപ ചതുരം തുടർ്ؗ x x , sin 
സ്കٔയർ 18 വളെര എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ലഭിുׯം , അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ അവസാന ഉ؋രം ഇതാണ് ശരിെയؗും എؗാൽ ഇതാണ് ഇതും ഇതും സമം  
ഉൽؚؗം തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് റൂ؂് 5 ൈമനസ് 1 ന് 4 തവണ പാപം 54 ആണ് റൂ؂് 5 ؛സ് 1 ന് 4 ന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ അവസാന കാരّം ഞാൻ ഇവിെട വീ؇ും എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇത് അ؀് 
ൈമനസ് പതിനാറിന് തുലّമാണ്, അത് ഒ്ؗ  നാല്, ഇതാണ് ഞ׹ൾ കാണിേׯ؇ത്, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം
പരിഹരിؗുׯതിന്െറ െതളിവ് ഇത് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അതിനാൽ ഉപേയാഗْപദമായ ഒരു തْؓം 
എؓായിരുؗു , ചിലേؚാൾ ഈ േകാണുകളിൽ ചിലത് 18 ഡിْഗി േപാെലയുت ചില േകാണുകളുെട മൂലّം
നി׹ൾ ഓർേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ അത് സംരײിׯാൻ കഴിയും  പരീײയുെട സമയം, അതിനാൽ 
അടു؋ വിഷയ؋ിേല്ׯ േപാകുؗതിന് മു്آ ഞ׹ൾ അവസാനെ؋ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി ചർ׺ െചുؗുإ , 
അത് ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ളാണ്, അതിനാൽ അവസാനെ؋ ْപٍ٠ം ഇതാ, അതിനാൽ ഈ 
പദْപേയാഗം 3 ൈബ 2 ന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, ഇവിെട നأൾ മനشിലാؗുׯത് അതാണ് 5

ആകാൻ കഴിയും, നി׹ൾ അ؀് നും നും തأിലുت വّതّാസം േനാׯിയാൽ, pi by 8 pi-8- pi-8- 
അത് ന്െറ ര؇ിന് തുലّമാണ്.  ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാനുت നിരവധി വഴികൾ നി׹ൾ്ׯ ഇത് pi-
ഏതുവിേധനയും െചإാം, അതിനാൽ ഞാൻ ക؇ പാേئൺ എؓായിരുؗു, അ؀് ൈപ ൈബ എ؂്, ൈപ 
ൈബ എ؛ ؂്സ് ൈപ ൈബ ര؇് , അതിനാൽ ൈസൻ ഓഫ് ൈഫവ് ൈപ ൈബ എ؂്, അതിനാൽ നി׹ൾ 
ഇവിെട കാണുؗത് അതിന്െറ നാലാമെ؋ ശװിയാണ്. ര؇് ؛സ് െകാ؇് ൈപയുെട ൈസനിനു 
തുലّമാണ് , ര؇് ؛സ് െകാ؇് ൈപയുെട ചിصം ന്െറ േകാസ് ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ x x 
ആ ഫലം ഉപേയാഗി്׺ ന   ◌ു്ׯ ഇവിെട ലഭിؗുׯത് ഇതാണ്, ഇ   ◌് പ   യുെട എ؂് െകാ؇് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ൈപ ലഭിുׯം.  ഇവിെട എ؂് െകാ؇് , അതിനാൽ നأൾ ْപധാനമായും 
സംേയാജിؚിׯണം, നുأെട ൈകവശമുتത് ൈസൻ േഫാർ ഈ കാരّ؋ിന്െറ ൈസൻ നാല് ആണ് 
ഇതിന്െറ േകാസ് േഫാർ ൈപ ൈബ എ؂്, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ പദം ْപധാനമായും േകാസ് േഫാർ ൈപ 
ൈബ എ؂ിന് തുലّമാണ് , നമു്ׯ ഒേര േകാണുമു؇്  ഇവിെട ൈപ ൈബ എ؂് ൈപ ൈബ എ؂്, അതിനാൽ 
ഈ ആഹ് പദം ഇവിെട ഈ പദവുമായി എ׹െനെയ׸ിലും സംേയാജിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯം, 
അതുേപാെല തെؗ ഏഴ് ൈപ ൈബ എ؂് ൈപ ൈബ ടു ؛സ് ْതീ ൈപ ൈബ എ؂് ഈ പദ؋ിന് 
തുലّമാെണؗും നി׹ൾ കാണും.  ഇവിെട േകാസ് േഫാർ ْതീ ൈപ ൈബ എ؂ിന് തുലّമായിരിുׯം , 
തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ചീ്ؚ െചുإം  ഇതിൽ ഈ പദ؋ിൽ , അതാണ് ആശയം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ؛സ് 
ൈബ എ؛ ؂്സ് പാപ؋ിന് തുലّമാകാൻ ഇടത് വശം ലഭിു׺.  ൈപ ൈബ എ؂്, അതിനാൽ ഇത് ഇടത് 
വശമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ആദّം ലളിതമാׯാൻ ْശമിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഇത് പിؗീട് 
എടുുׯം, അതിനാൽ ഇത് ൈസൻ േഫാർ ൈപ ൈബ എ؛ ؂്സ് േകാസ് േഫാർ ൈപ ൈബ എ؂് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് എ ടു എؗ രൂപ؋ിലാണ്.  പവർ േഫാർ ؛സ് ബി മുതൽ പവർ േഫാർ വെര , ഈ കാരّം 
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നമു്ׯ ഉപേയാഗിׯാം, ؛സ് എؗത് ഒരു ചതുരവും ചതുരവും a to the power 4 b to the power 4 b 
മുഴുവൻ ചതുരവും ൈമനസ് ര؇് ഒരു ചതുരْശ ചതുരവും ആയി എഴുതാം, അതിനാൽ ഈ b 
ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗി്׺ എ്ؓ  ഞ׹ൾ ഇവിെടെയുؗു؋, ഇത് സൂآർ؉ സ്കٔയർ ൈമനസ് ടു സിൻ 
സ്കٔയർ ൈപ ൈബ എ؂് , േകാസ് സ്കٔയർ ൈപ എ؂് എؗി׹െനയാണ്, എؗാൽ ഇത് സിൻ സ്കٔയർ x 
 ിലായി , അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ, xشമന െപെ؂്ؗ ׯൾ്׹ിലാെണ്ؗ ഞ؋സ് േകാസ് സ്കٔയർ എؗ രൂപ؛
ഒ്ؗ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്  ഒؗായതിനാൽ ഇത് 1 ൈമനസ് ആയി മാറുؗു , ഞ׹ൾ അത് ഇവിെട 
കാണുؗു  ഇത് േപാലും പകുതിയായി 2 ൈസൻ ൈപ ആയി 8 മട്׹ എ്ؗ എഴുതാം, എؗാൽ cos pi 
നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു പാേئൺ ഉ؇് ഇത് ര؇് ന്െറ ൈസന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ two sin a cos a , a 
ഈ മുഴുവൻ കാരّവും തുലّമാണ് ര؇ിര؂ി ൈപയുെട എ؂്, അതായത് ൈപ നാല്, 
അ׹െന ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഈ ആഹ് ഈ പദം ഒരു ൈമനസ് ഹാഫ് ടു ൈസൻ സ്കٔയർ ൈപ ൈബ േഫാർ
േഫാർ തുലّമാണ്  സ്കٔയർ ൈപ ൈബ േഫാർ ഹാഫ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് പകുതി ഇര؂ി 
പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതായത് മൂؗിൽ നാല് എؗതിന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഇവിെടയുت 
മെئാരു എ٧്ْعപഷനിലും അേത കാരّം െചإാൻ ْശമിുؗുׯ, അതിനാൽ മ്ئ എ٧്ْعപഷൻ ൈസൻ േഫാർ 
ْതീ ൈപ ൈബ എ؛ ؂്സ് േകാൈസൻ േഫാർ ൈപ ൈബ  എ؂് പേײ രസകരമായ ഒരു കാരّമു؇് , 
കാരണം നമു്ׯ ഇത് അവസാനം വെര െചേإ؇തിب, കാരണം നമു്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ൈസൻ ഓഫ് 
ْതീ ൈപ ൈബ എ؂് എ്ؗ എഴുതാം. ൈപ ൈബ എ؂് എؗത് ൈപ ൈബ ടു ആണ് അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് 
ൈമനസ് ൈപ ബി െകാ؇് ൈപ എ്ؗ എഴുതാം  എ؂് , ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ ന്െറയും y x x 
േകാൈസൻ ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ൈപയുെട േകാൈസന് എ؂് െകാ؇് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ൈസൻ പവർ േഫാർ ْതീ ൈപ ൈബ എ؂് പവർ േഫാർ ൈപ്ׯ േകാൈസന് തുലّമാണ് എ؂് 
െകാ؇് , അതുേപാെല തെؗ നി׹ൾ്ׯ േകാൈസൻ നാല് ْതീ ൈപ ൈബ എ؂് പവർ ൈസനിേനാട് പവർ 
േഫാർ ൈപ എ؂് ൈബ എ؂് എؗതിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാം , അതിനാൽ ഇവ ര؇ും േചർؗുׯത് 
ഇവ ര؇ും േചർؗുׯതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് മുഴുവൻ േകാസ് ഓഫ് ൈപ ൈബ പവർ േഫാർ ന് 
തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഇത് ഇതിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഈ ؛സ് ൈസൻ േഫാർ ൈപ ൈബ എ؂ിന് 
തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇതാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കണׯാׯിയിരുؗത് നി׹ൾ ഇവിെട 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇതാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കണׯാؗുׯത്  ഇത് മൂؗിന് നാലിന് തുലّമായിരുؗു, 
അതിനാൽ ഇതും ْതീ ൈബ േഫാർ ആണ്, ഇതും ْതീ ൈബ േഫാർ ആണ് , അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ْതീ
ൈബ േഫാർ ؛സ് ْതീ ൈബ േഫാർ ْതീ ഓവർ ടു ടു, 
അ׹െന ْപٍ٠ം പരിഹരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഒരു പുതിയ വിഷയം ആരംഭിׯാൻ േപാകുؗു ഇേؚാൾ 
അതിെന ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ൾ എؗും വിളിുؗുׯ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ൾ 
ْപധാനമായും അർ،മാؗുׯത് ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ ഉൾെؚടുؗ സമവാകّ׹ളാണ്, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതുവെര പഠി׺ എبാ ഫംഗ് ഷനുകളും ചില േവരിയബിളുകളിൽ നിؗാണ്, 
അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു ഉദാഹരണം ؛സ് ടാൻ ര؇് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ sin x x 
ْപഭാഷണ؋ിലും അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിലും നുأെട ْശؑ അ؋രം സമവാകّ׹ൾ ൈകകാരّം 
െചുإം.  അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു ൈസൻ ഫംഗ് ഷനും ഒരു ടാൻെജന്റ് ഫംഗ് ഷനും ഉെ؇ؗും 
ഇവിെടയുت േവരിയബിൾ ആെണؗും കാണുؗു, അതിനാൽ മിׯവാറും നأൾ ഒئ േവരിയബിൾ x 
സമവാകّ׹ളാണ് ൈകകാരّം െചؗുإത് , അ؋രം സമവാകّ׹ൾ്ׯ പരിഹാരം ഉപേയാഗി്׺ 
പരിഹാരം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട ലّײം , അതായത് ന്െറ മൂലّ׹ൾ ഈ x 
പദْപേയാഗ؋ിന് ഈ ഇടത് വശം വലത് വശ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് തീർ׺യായും മനشിൽ വരുؗ 
സٔാഭാവികമായ ഒരു േചാദّമാണ് , പരിഹാരം എبായ്േؚാഴും നിലവിലുേ؇ാ എؗതാണ് , 
ഉദാഹരണ؋ിന്, എبാ പരിഹാര׹ളും കെ؇ു؋ക എ്ؗ ഞാൻ പറ؁ാൽ, ഇب എؗതാണ് വّװമായ
ഉ؋രം. ൈസൻ എؗ സമവാകّം ഇേؚാൾ ര؇ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ൈസൻ ന്െറ മൂലّം x x 
അെ׸بിൽ ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി ൈമനസ് ഒؗിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലാെണ്ؗ 
നമുׯറിയാം, കാരണം ന്െറ മൂലّമിب.  ര؇് ആകുക, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിന് ഒരു x ign x 
പരിഹാരവുമിب എؗതാണ് മെئാരു േചാദّം, അദٔിതീയമായ പരിഹാരം എبായ്േؚാഴും അദٔിതീയമായ 
പരിഹാരമുേ؇ാ, വീ؇ും വّװമായ ഉ؋രം ഇب എؗതാണ്, കാരണം ഈ ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ്ഷനുകെളبാം ആനുകാലികമാണ്, ആനുകാലികം െകാ؇് ഞാൻ അർ،മാؗുׯത് 
ഉദാഹരണ؋ിന് അടയാളം 
അ׹െന  ര؇് ൈപയുെട ഇടേവളയ്്ׯ േശഷം പാപ؋ിന്െറ മൂലّം ആവർ؋ിുׯെമ്ؗ നമുׯറിയാം, 
അതിനാൽ എؗത് ؛സ് ടു യുെട ൈസൻ  ആണ് ؛സ് ൈപ േസാ ടാൻെജന്റ് ൈപ sin x x pi 
ഉപേയാഗി്׺ ആവർ؋ിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ ah 
ആനുകാലികമായതിനാൽ ഒരു പരിഹാരമുെ؇׸ിൽ അത് വّװമാണ്, നമു്ׯ േവരിയബിളിൽ ഒരു ah 
സമവാകّം ഉെ؇׸ിൽ , ഉദാഹരണ؋ിന്, നമു്ׯ ന്െറ ؛സ് ടാൻ ന്െറ തുലّം ര؇് എ്ؗ x x x x 
പറയാം. ചില മൂലّമുت തീئയ്്ׯ തുലّമായ ഉപേയാഗി്׺ ഈ ْപശ് ന؋ിന് ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു x 
പരിഹാരമുെ؇്ؗ കരുതുക , അതിനർ،ം തീئയുെട ൈസൻ ؛സ് ടാൻ ഓഫ് തീئ ര؇് ആണ്, 
അതിനാൽ തീئ ഇത് തൃلിٝെؚടുു؋ം, പേײ തീئ തനതായ പരിഹാരമب കാരണം ഞാൻ  എ׸ിൽ fi x 
എؗതിന് പകരം ഞാൻ തീئയ്്ׯ തുലّം ؛സ് ടു ൈപ ഇ؂ാൽ പിെؗ നമു്ׯ കി؂ുؗത് തീئയുെട x 
ൈസൻ ؛സ് 2 ൈപ ؛സ് ടാൻ ആണ് .  ؛സ് 2 ൈപ തീئയുെട ൈസൻ ആണ്, കാരണം സിന് തീئ ര؇് 
ൈപയുെട ഇടേവളയിൽ ആവർ؋ിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ ആദّ പദം തീئയുെട ൈസൻ ؛സ് ടു 
ൈപയുെട ടാൻ ആണ്, എؗാൽ തീئ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋തിനാൽ ൈസൻ തീ؛ ئസ് 
ടാൻ തീئയാണ്  ര؇് അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിെല േപാലും തീئയ്്ׯ തുലّമായ ؛സ് ടു x x 
ൈപയും ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋തായി ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ തീئയ്്ׯ x 
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തുലّമാെണ׸ിൽ തീئയ്്ׯ തുലّമായ ؛സ് ടു ൈപയും ഒരു പരിഹാരമാണ്, അതുേപാെല നി׹ൾ്ׯ x 
കാണിׯാനും കഴിയും തീ؛ ئസ് േഫാർ ൈപ തീ؛ ئസ് സിക് സ് ൈപ വാُവٝ؋ിൽ തീ؛ ئസ് ടു ൈപ 
തവണ ഏെത׸ിലും പൂർ؉സംഖّ ഈ സമവാകّ؋ിന് ഒരു പരിഹാരമായിരിുׯം , അതിനാൽ ah 
അനؓമായ നിരവധി പരിഹാര׹ളു؇്, അതിനാൽ പരിഹാരം അദٔിതീയമب, അതിനാൽ നമു്ׯ വളെര
ലളിതമായ ഒരു ْതിേകാണമിതി സമവാകّം എടുׯാം.  ഫിൻ െചإാൻ ْശമിുׯക ഈ സമവാകّം 
പരിഹരിؗുׯ ന്െറ മൂലّ׹ൾ േനാൂׯ, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം ഇേؚാൾ xx 
ഞ׹ൾׯറിയാം, നി׹ൾ ആഹ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ൈസൻ പകുതി തുലّമാകുെമ്ؗ x 
ഞ׹ൾׯറിയാം, നി׹ൾׯായി ഇത് വളെര േവഗ؋ിൽ േ؛ാ؂് െചإെ؂, അേؚാൾ ഇത് പൂജّമായിരിുׯം
ഇത് ൈപ ര؇് ൈപ ആണ്, 
അ׹െന ൈമനസ് ൈപ ൈമനസ് ര؇് ൈപ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട എവിെടേയാ ര؇ായി 
ൈപ ഉ؇് , അതിനാൽ ഞാൻ േ؛ാ؂് െചؗുإത് തിരحീന അ؋ײിൽ ആണ്, ലംബ അ؋ײിെല x 

ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ ൈപ ആണ് ര؇് അതിനാൽ ഈ പരമാവധി മൂലّം ഒ്ؗ , sin x 
ഏئവും കുറ؁ മൂലّം ൈമനസ് ഒ്ؗ , തുടർ്ؗ ഇത് െനഗئീവ് വശ്؋ ഇതുേപാെല ആവർ؋ിുؗുׯ, 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ പാപം പരിഹരിׯണം പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ പകുതിയിൽ ഒരു x 
േരഖ വരയ്ׯാം , അത് ഇവിെടയു؇്  അതിനാൽ നأൾ ഒരു േരഖ പകുതി വരയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ 
മൂലّം ഈ ആഹ് ഇത് േകാർഡിേന്ئ അെ׸بിൽ ഈ رാനചലനം പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ y 
ഇത് പകുതിയാണ് , പിെؗ തീർ׺യായും ْഗാഫിׯലായി ഈ സമവാകّ؋ിനുت പരിഹാരം ഈ എبാ 
മൂലّ׹ളും ആണ്. പാപ؋ിനായുت കുു؋കളുت വْകെ؋ മുറിׯാൻ േപാകുؗു ഉദാഹരണ؋ിന് , 
ഇവിെടയും ഇവിെടയും, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ഒരു മൂലّമാണ്, അത് നി׹ൾ്ׯ പാപം തുലّമാണ് , x x 
ഇത് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, ഇത് ഇവിെട മെئാരു മൂലّമാണ് , തുടർ്ؗ ഇവിെട മെئാരു മൂലّമാണ് െനഗئീവ്
വശ്؋, അതിനാൽ നമു്ׯ മു്آ ചർ׺ െചᅃٝതുേപാെല അനؓമായ നിരവധി പരിഹാര׹ൾ ഉ؇ാകും. 
എؗാൽ പൂജّം മുതൽ ര؇് ൈപ വെരയുت ഇടേവളകളിൽ ചില പരിഹാര׹ളു؇്, അതിനാൽ ഇത് 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ൈപയിേലتുׯ ഇടേവളയാണ് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ പൂജّം മുതൽ ര؇് ൈപ 
വെരയുت ഇടേവളയിൽ ര؇് പരിഹാര׹ൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഒ്ؗ ന് x 
തുലّമാണ് സിക് സ്, അതായത് മുؚത് ഡിْഗി, ഇത് ഇവിെട ഒ്ؗ , മെئാ്ؗ നൂآئത് ഡിْഗി്ׯ pi x 
തുലّമാണ്, അ؀് ൈപ െകാ؇് ആറ് ആണ്, ഇതാണ് ഇേؚാൾ ഇവിെട പൂജّം മുതൽ ര؇് ൈപ വെരയുت
ഇടേവളകെള ൈലൻ െചؗുإ അ؋രം പരിഹാര׹െള ْപിൻസിؚൽ എ്ؗ വിളിുؗുׯ. പരിഹാര׹ൾ 
അതിനാൽ ആരംഭിׯാൻ വളെര ലളിതമായ ചില സമവാകّ׹ൾ , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചർ׺ 
െചᅃٝി؂ു؇്, ഉദാഹരണ؋ിന് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ െപാതു പരിഹാരം എؗത് യുെട ഒരു sin x x pi 
പൂർ؉ ഗുണിത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആണ് ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതുവായ n t.  
പരിഹാരം, അതിനാൽ എؗത് ഈ സമവാകّ؋ിന് ന്െറ ൈപയുെട പൂർ؉ ഗുണിതമാണ്, x cos x-
ഇവിെട പൂജّ؋ിന് തുലّമായ െപാതു പരിഹാരമാണ്, ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചർ׺ െചᅃٝതുേപാെല cos x n 
 ൾ pi nأആണ്, ഇവിെട വീ؇ും ഒരു പൂർ؉സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ന ്׹സ് പകുതി മട؛
ْശമിുׯം  െപാതുവായ പരിഹാര׹ളുെട ഈ ആശയം സാമാനّവത്കരിؗുׯതിന്, നമു്ׯ ചില 
ടൂളുകൾ ആവശّമാണ് അെ׸بിൽ ചില ഫല׹ൾ നമു്ׯ ൈസൻ ഫംഗ് ഷനിൽ നി്ؗ 
ആരംഭിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ മുآെ؋ ൈسഡുകളിെലാؗിൽ ഞ׹ൾ ആഹ് , പകുതി്ׯ 
തുലّമായ ൈസനിനുت പരിഹാര׹ൾ എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ ക؇ിരുؗു, അതിനാൽ ഇത് 
േപാെലയാണ്  അതിനാൽ നമു്ׯ സി٧عിന്െറ ൈസനിന്െറ ൈസൻ ആറിനു തുലّമാണ്, അതിനാൽ x 
നമു്ׯ ഈകٔൽ ടു ൈപ ആേറാെട പറയാം , തുടർ്ؗ ഈ സമവാകّ؋ിന് െപാതുവായ എبാ y 
പരിഹാര׹ളും കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ അത് എ׹െന െചإണെമ്ؗ 
െപാതുവായി ചർ׺ െചإാൻ േപാകുؗിب. ഉം യഥാർ،വും ആെണ׸ിൽ, എؗത് എؗ x y sin x y 
ചി؋صിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, എؗത് നും ൈമനസ് 1 നും തുലّമായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ x n pi 
കാണിുׯം, ചില പൂർ؉സംഖّകൾ ന്െറ പവർ തവണ ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ഈ n n y 
സമവാകّം തൃلിٝകരമാെണ׸ിൽ അത് െചإണം  ഉം ഉം ആയിരിׯണം എؗത് ശരിയാണ് x y rela n 
എؗത് ചില പൂർ؉സംഖّയായതിനാൽ ഒരു പൂർ؉സംഖّയായിരിׯണം , മറുവശ്؋ നأൾ n 
ഏെത׸ിലും പൂർ؉സംഖّ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ , ന്െറ ചിصവും ൈമനസ് ഒؗിന്െറ n n pi 
ശװിയും സമയവും എؗത് ൈസനിന്െറ തുലّമായിരിുׯം.  അതും ശരിയാണ്, അതിനാൽ n y y 
ഞ׹ൾ്ׯ ഈ ര؇് ْപُാٝവനകളു؇്, അതിനാൽ െപാതുവായ പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ ഇവ ര؇ും 
ഞ׹െള സഹായിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ആ ചിصം പകുതിയായി എടുുׯം, കൂടാെത ഇവ ര؇ും x 
ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ എ׹െന എبാം കെ؇؋ാനാകും എ്ؗ േനാׯാൻ ْശമിׯാം. ആ 
സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതുവായ പരിഹാര׹ൾ പകുതി തുലّമാണ്, അതിനാൽ പാപ؋ിന് sin x x 
തുലّമായ പകുതി നമു്ׯ തുലّമാണ് ന് തുലّമാണ്, അതായത് 6 ന് തുലّമാണ്, അത് മുؚത് pi pi 6 
ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ തുലّമായ എؗത് ആറ് ആണ് , തുടർ്ؗ നأൾ sine x sin yy, pi 
േപായാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉ؇ായിരുؗത് , ഏത് നും n 
അ׹െന ൈപയുെട ഏെത׸ിലും പൂർ؉സംഖّയായ ൈസൻ ؛സ് 1 ൈമനസ് 1 മുതൽ n n n 
സമയ؋ിന്െറ ശװി യുെട ആണ് , അതിനാൽ െയ ന് തുലّമായി 6 ആׯിയാൽ നأൾ y sine y pi 
കാണുؗത് ന്െറ ൈസൻ ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ തവണ ആറിൻെറ ശװിയാണ് ന്െറ n pi n pi pi 
ൈസൻ ആറിൻെറ പകുതി , അതിനാൽ ഇത് ആണ്  അവൻ പാപ؋ിനുت െപാതുവായ പരിഹാരം t x 
പകുതി്ׯ തുലّമാണ് ഈ േഫാമിന്െറ ഏെത׸ിലും മൂലّം എടുؗുׯിടേ؋ാളം x sine x 
എبായ്േؚാഴും പകുതിയായിരിുׯം, അതിനാൽ ആ എبാം നأൾ എഴുതുؗ രീതിയാണ് , ഞാൻ x 
വീ؇ും ഇവിെട ചിْതം ْഗാഫിׯായി കാണിׯാൻ ْശമിു׺. ഇത് പകുതി ആയിരുؗു, ഞ׹ൾ 
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ഇ؋ര؋ിൽ ഒരു േരഖ വര׺ിരുؗു , തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഈ പദْപേയാഗം ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ n pi 
കാണാൻ ْശമി׺ാൽ, പവർ ആറിേല്ׯ ഞ׹ൾ ന്െറ എبാ പൂർ؉ മൂലّ׹ളും ഇ؂ാൽ മതി , n pi n 
നമു്ׯ എبാം ലഭിുׯം ജനറലുകൾ ഈ എبാ പരിഹാര׹ളും ൈസൻ െചإാൻ തുലّമാണ് , x 
ഉദാഹരണ؋ിന്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഇടുകയാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗത് n n 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ആണ് , കൂടാെത ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പവർ പൂജّം തവണ വെര ആറ് pi pi 
ആറിന് നമു്ׯ ലഭിുׯം, pi 
അ׹െനയാണ് ആദّേ؋ത്  പരിഹാരം ആദّ തതٔ പരിഹാരം നി׹ൾ ഒؗിന് തുലّമായി ah n 
ഇടുകയാെണ׸ിൽ നമു്1 ׯ മട്׹ ലഭിുؗുׯ, അത് ؛സ് ൈമനസ് 1 േല്1 ׯ ന്െറ ശװിയാണ്, pi pi 
കാരണം ന് തുലّമാണ്, ഇത് 1 ന്െറ ൈമനസ് 1 മട്׹ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ൽ n 1 pi pi pi-
ആറ് ആണ്  ഇത് അ؀് ൈപ ൈബ സിക് സിന് തുലّമാണ് , അതാണ് ഇവിെട ഈ േപായിന്റ്, അതിനാൽ 
ഇത് ൈപ ൈബ സിക് സ്, ൈപ ൈബ സിക് സ്  ഇത് ൈഫവ് ൈപ ൈബ ആറ് എ്ؗ പറയുക , എؗി؂് en 
ഈ ര؇് ഇ؂ാൽ ഈ പദْപേയാഗ؋ിെല ْപധാന പരിഹാരം ര؇് ന് തുലّമായി നൽകിയാൽ ah ah n 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ര؇് ൈപ ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ പവർ ര؇് വെര ഒ്ؗ 
അ׹െന ര؇് ൈപ  ؛സ് ൈപ ൈബ സി٧്ع അതിനാൽ ഈ ര؇് ൈപ ؛സ് ൈപ ൈബ സി٧്ع ഈ 
േപായിന്റാണ് ഇവിെട ഇത് ഈ േപായിന്റാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ്ര؇് ൈപ ؛സ് ൈപ ൈബ ആറ്

ആണ് മൂ്ؗ ന് തുലّമാണ് നമു്3 ׯ ൈപ ൈമനസ് ൈപ ൈബ 6 ആണ്, അതിനാൽ ആ േപായിന്റ ്n 
ഇതാണ്  ഒ്ؗ ഇവിെട 
അ׹െന ഇവിെട ഈ മൂലّം 3 ൈപ ൈമനസ് ൈപ െകാ؇് 6 ആണ് , നമു്ׯ ന് തുലّമായ നാല് അ؀ിന്n 
ഇതുേപാെല തുടരാം, തുടർ്ؗ െനഗئീവ് വശു؋ം ഉദാഹരണ؋ിന് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായ n 
എടു؋ാൽ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം ൈമനസ് ൈപ ൈമനസ് ൈപ ൈബ സിക് സ് ആണ്, അത് ഇവിെട 
അവസാനി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ൈമനസ് ൈപ ൈമനസ് ൈപ ആറ് ആണ് , തുടർ്ؗ 
ൈമനസ് ര؇ിന് തുലّമായ ന് ഇത് െചإാം, അതിനാൽ െപാതുവായ പരിഹാരം എഴുതുؗത് n 
ഇ׹െനയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഇതായി എഴുതുؗു  അതിനാൽ െപാതു പരിഹാരം തുലّമാണ് x 

 ിൽ െപടുؗു n pi n pi n؋ി 6 ആണ് ഇവിെട പൂർ؉സംഖّകളുെട ഗണװസ് ൈമനസ് 1 ന് യുെട ശ؛
അതിനാൽ ഈ എبാ പരിഹാര׹ളുെടയും ഒരു കൂ؂ം ഇ׹െനയാണ് എഴുതിയിരിؗുׯത്, നമു്ׯ അത് 
െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പറ؁ത് ൈപയുെട ൈസൻ ؛സ് ൈമനസ് 1 മുതൽ n 
ഏത് പൂർ؉ സംഖّയ്ുׯം ന്െറ ന്െറ ശװിയും യുെട ൈസന് തുലّവുമാണ് ഞ׹ൾ ആ n y y 
ْപُാٝവന െതളിയിׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ തീർ׺യായും ഇത് ഒരു ؛സ് ബിയുെട രൂപ؋ിലുت 
ൈസനാെണؗും ഒരു ؛സ് ബിയുെട ൈസൻ ൈസൻ എ േകാസ് ബി ؛സ് േകാസ് എ ൈസൻ ബി 
ആെണؗും ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ൈസൻ എ േകാസ് ബി്ׯ തുലّമാണ് plus cos a sine b
എؗാൽ ഏത് പൂർ؉സംഖّ നും യുെട അടയാളം എبായ്േؚാഴും പൂജّമാെണ്ؗ n n pi 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ പദവും പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ 
അവേശഷിؗുׯത് ൈപയുെട ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ൈസനിന്െറ േകാസ് ആണ് തവണ ന്െറ n n y 
ശװി, എؗാൽ എؓാണ്  ന്െറ ന്െറ ന്െറ ْഗാഫ് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ  , cos of n pi , x cos x x n 
ആയേؚാെഴبാം ആയേؚാെഴبാം യുെട ഒؗിന് തുലّമാെണؗും ആെണ׸ിൽ n n pi cos n n pi 
യുെട തുലّമാെണؗും നി׹ൾ്ׯ മനشിലാകും. ൈമനസ് വൺ , അതിനാൽ ഈ കാരّ؋ിൽ odd cos 
നി്ؗ നമു്ׯ വّװമായി പറയാൻ കഴിയും, യുെട ൈമനസ് ഒؗിന് യുെട ശװി്ׯ n pi cos n beca 
തുലّമാണ് നി׹ൾ ൈമനസ് ഒؗിൽ കാണുകയാെണ׸ിൽ ന്െറ ശװിയിേല്ׯ എؗതിന്െറ c n n 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ന്െറ ശװിയിൽ നി്ؗ ഒؗാകുേآാൾ ഉപേയാഗിുׯക  സമം അതിനാൽ വീ؇ും ഇത് n 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് ന്െറ ശװി ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ൈസനിേല്ׯ ന്െറ ശװി ആയി n n y 
വീ؇ും ഞ׹ൾ പൂർ؉സംഖّകളുെട മുഴുവൻ െസുئം ഇര؂ിയായും ഒئയായും വിഭജി്׺ ഈ n 
പദْപേയാഗം എؓാെണ്ؗ വّװമായി കാണാൻ ْശമിുׯക തുലّമായിരിുׯേآാൾ ഈ പദْപേയാഗം n 
മുഴുവനും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ, ഇതും ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് യുെട ചി؋صിന് y 
തുലّമാണ് , ഒئയാെണ׸ിൽ ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ആണ് n 
ൈമനസ് യുെട ൈസൻ, എؗാൽ ൈമനസ് യുെട ൈസൻ ൈമനസ് പാപം ന് തുലّമാണ്, y y y 
അതിനാൽ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും യുെട ൈസന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇര؂േയാ ഒئേയാ y n 
ആെണ׸ിലും ഈ മുഴുവൻ പദْപേയാഗവും യുെട ൈസന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ഉ؇് y n 
ൈപയുെട ൈസൻ ؛സ് ൈമനസ് 1 മുതൽ തവണ ന്െറ ശװി്ׯ തുലّമാണ് എؗതിന്െറ എبാ n y n 
പൂർ؉സംഖّകൾുׯം യുെട ൈസൻ നأൾ േനരെ؋ ْപُാٝവി׺തും, ചില എؗിവയ് ്ׯ y n , x, y sin

പാപം ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, എؗത് യ് ുׯം ൈമനസ് വ؉ിനും തുലّമായിരിׯണം എؗത് x y x n pi 
ശരിയായിരിׯണം.  ചില പൂർ؉സംഖّകൾ്ׯ ചില പൂർ؉സംഖّകൾ ന് േവ؇ി ഞ׹ൾ n n n 
കാണിׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ നأൾ ൽ തുടؗു׹ത് ന് തുലّമാണ്, അത് sine x- sin y-
സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് പൂജّമാെണؗും ഇത് അടിرാനപരമായി ഇവിെടയുت sine x sin y 
പാേئൺ ആണ് മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ നി്ؗ ര؇് േകാസ് എ ؛സ് ബി ൈബ ടു ൈസൻ എ 
ൈമനസ് ബി ൈബ ടു ആയതിനാൽ ബിയുെട ൈസൻ എ ൈമനസ് ൈസൻ, ഈ ഇടത് വശം ര؇ിന് 
മുകളിൽ ؛സ് ന്െറ ഇര؂ി േകാൈസന് തുലّമാുׯം. ര؇ിന് മുകളിലുت ൈമനസ് ന്െറ x y x y 
ൈസനിേല്ׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാകണെമ׸ിൽ ഒؗുകിൽ നമു്ׯ 

ന്െറ യും ര؇ും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ര؇ിൽ ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ x cos y x y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ആദّേ؋ത്  ര؇ിന് മുകളിൽ ؛സ് എؗത് പൂജّ؋ിന് x y 
തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് ശരിയാകണെമ׸ിൽ ؛സ് ര؇ിന് മുകളിൽ ഒരു ഒئ മൾ؂ി ആയിരിׯണം  x y 
ൈപയുെട ര؇് െകാ؇് അതുെകാ؇് അർ،മാؗുׯത്, ര؇ിന് േമലു؛ تസ് യുെട േകാസ് ple x y 
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പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ര؇ിന് േമൽ ؛സ് എؗത് ചില പൂർ؉സംഖّ ന് ؛സ് പകുതി x y m m 
മട്׹ ന് തുലّമാണ്  എؗാണ്.  സതّമായിരിׯണം എؗാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് pi x 
 സ് y m pi x m m؛ ്؇ര ׯസ് ഒരു തവണ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ചില പൂർ؉സംഖّകൾ്؛ ്؇സ് ര؛
ഒരു തവണ ൈമനസ് യ്്ׯ തുലّമാണ്, പേײ എനി്ׯ ഇത് ഇ׹െന എഴുതാം  സമം ര؇് മീ ؛സ് pi y x 
വൺ ൈടംസ് ൈപ ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് മീ ؛സ് വൺ തവണ കാരണം ഏത് പൂർ؉സംഖّയ്ുׯം y 
ഈ ْപُാٝവന ചില പൂർ؉സംഖّയായ ൽ നി്ؗ ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഒരു m m 
പൂർ؉സംഖّയായതിനാൽ ര؇് ؛സ് ഒ്ؗ ഒئമൂലിയുت ഒരു പൂർ؉സംഖّയായിരിുׯം, ഒئ m 
പൂർ؉സംഖّയുെട ശװിയുെട ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതും ഇതും 
ര؇ും തുലّമാണ് അതിനാൽ ഒؗുകിൽ ൈസൻ ന് പാപം ആയിരിׯണെമ׸ിൽ ഈ ْപُാٝവന x y 
അ׹െനയായിരിׯണം ശരിയായിരിׯണം, അതായത് ര؇് മീئറും ഒരു തവണ ൈപയും മിനിുئം x 
തുലّമായിരിׯണം  ചില പൂർ؉സംഖّയായ ന്െറ ര؇് ന്െറ ശװിയിൽ ഒ്ؗ കൂടി ഒരു മട്׹ m m y 
അെ׸بിൽ മെئാരു സؕർഭം, ൈമനസ് ന്െറ ര؇് ൈസൻ പൂജّമായിരിׯണം , അതായത് x y x 
ൈമനസ് ന്െറ ര؇് ൈസൻ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് ശരിയാണ്, സീേറായ്്ׯ തുലّമായ y r 
ൈസൻ തീئ എؗത് തീئ സൂചിؚിؗുׯത് ൈടംസ് ൈപ ആണ്, അവിെട ഒരു പൂർ؉സംഖّയാണ്, m m 
അതിനാൽ ഇത് ൈടംസ് ൈപയ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം , അവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ആ ലഭിുׯം.  m x 
പൂർ؉സംഖّയായ ചില ന് ര؇് ؛സ് ന് തുലّമായിരിׯണം , ഇത് ര؇് ഇര؂ി യുെട m m pi y m y 
ശװിയിേല്ׯ ര؇് ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതാം, കാരണം ര؇് ഒരു ഇര؂ സംഖّയും m pi m 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ന്െറ ശװിയും ആണ്  ഒരു ഇര؂ സംഖّ ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ അവസാനമായി നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഈ േഫാമിൽ ഒؗിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ഈ x x 
രൂപ؋ിലായിരിׯണം, എؗാൽ ര؇് സാഹചരّ׹ളിലും നأൾ കാണുؗത് ഒؗുകിൽ ഇവിെട 
കാണുؗ സംഖّയാണ്  ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ശװിയിലുت സംഖّ ഒؗുതെؗയാണ്, കാരണം ഇവിെട 
നമു്ׯ ര؇് ؛സ് വ؉ും അവിെട നമു്ׯ ര؇് ഉ؇്  ؛സ് വ؉ും ഇവിെടയും നമു്ׯ ര؇് ഉ؇്, m m m 
അേത സംഖّ ഇവിെട ൈമനസ് ഒؗിന്െറ ശװിയിൽ വരുؗു, ഇവിെട നമു്ׯ എبാ ഇര؂ 
പൂർ؉സംഖّകളും ഉ؇്, കാരണം ര؇് ഒരു ഇര؂ പൂർ؉സംഖّയാണ് , ഇവിെട നമു്ׯ ഒئ m 
പൂർ؉സംഖّകളു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഏത് സാഹചരّ؋ിലും ആയിരിׯണം  ചില 
പൂർ؉സംഖّകൾׯായി ൈപ ؛സ് ൈമനസ് വ؉ിന് തുലّമായിരിׯണം എؗത് ശരിയാണ്, x n 
അതിനാൽ ചില പൂർ؉സംഖّകൾ്ׯ തവണ യുെട ശװിയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒؗായിരിׯണം,  n n y 
അതിനാൽ അടു؋ െലعറٗിൽ ഈ െതളിേവാെട ഈ ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാׯാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯം , 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ േകാൈസൻ, ടാൻ ഫംഗ്ഷനുകൾുׯം ഇത് െചുإം. െപാതുവായ പരിഹാരം 
കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯക അെ׸بിൽ തുലّമായ തുലّമായ cos x cos y , tan x tan y 
എؗി׹െനയുت സമവാകّ׹ളുെട െപാതുവായ പരിഹാരം എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ കാണിുׯം 
നؕി 
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