
 
ఉపߕङ సం ߖࡹ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల߯ ڷࡱߕ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ߤ࣌ ࠭࠲  ప ऱ࣒ న࣒ 3࠳ ߤ࣌  x y x y 
సం వङڝ ࣒ڒ ࣒ڒ ߤ࣌ ߤ࣌ ڔ फకరణలߘ చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఉతओ నऒ ం ࠭ࣃۯ మ2࠭࠲ ࠾ࡍx 3x 2x 3x 
ङߕఉప ܽߝ సంࡹ ܼంܐం݋ ఫంࣾߘ ߤ అࡍڒ߅కంߖ ڴరछ ۨంۧ࠭.
फޑ࠴  వङ ړߖ ڔ फకరణࡓ ࡱంހڝ ݡల ࠴తफం ܼంܐం݋ మࡓ ࠾ࡍంހڝ ݡల వङ ङޑ సం ఒక ࡓ ړߖހڝంࡓ ݡ ऱܿ 
మ࠾ࡍ ఒక ڝణం ࡅకए ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ܼంܐం݋ మߖڜ ࠾ࡍऒ  సమసङ లࡅ ܿߦ ޜకए  x ࠾ࡍమ ݋ంڙ࣊ڝ 

కएࡅ ऒߖڜࡍండవ వంܽ మࡓ   ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ లߘ పࡍచయం ࣆۯफం޴.x 
 
ప  ڴపరం ߤܼ ࠾ࡍమ ߤܼ ऱ࣒ కएࡅ  సం వङڝ ߤܼ  ڔ फకరణ߰ࡐ ߘం޴ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, x y x y 
ఎం޶కం݄ అࡅ ޴ߝకए ओߩన࠼తం అށڷ ࣄࠐ  కएࡅ ݡ రछߖ ߤܼ  ۨంచబడదߖ మనࣆࡱޘ ڕ x pi x 
వङ ޴ంړబܽद ऴڒ ڔ फకరణ జޔڷࡏం޴  ప ऱ࣒  అ޴ߝ ఇߩओ కएࡅ ݡ ओߩనڒ తంށڷ ࣄࠐ   x y pi ࠲ऴతࠪ ݡ
కएࡅ కం݄޶ఎం ,޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ బܽद  పڒ ࣒ڒ ࠑ ߤࣄ ߤܼ  ऱ࣒ ప  ࡹపܽߘ࠭  ऱ࣒  x x x x y x y ࣒ڒ 
ࠬద  ప ऱ࣒ కएࡅ  एߖ࣌   సࠪనం ఉపߕङ సం వङڝ ࠭࠲ ࡱࣃ ڔ फకరణల߰ࡐ ߘం޴ంۧ࠭  x y si ne of x 

మ࠾ࡍ  పऱ࣒ ప  ࠆఆ ߤ࣌ బܽद మనంڒ  ऱ࣒ ప  ߤ࣌ ߖ  ऱ࣒  plus y cos of x y x y x cos y cos x y ߯ ߤ࣌ 
ओߩఇ ߤ࣌ ߤ࣌ న࣒࠳ छ޳ ంచడం܊࢑భ ߗంܽݟంࡓ రంࣔ ࠾ࡍలవం మ ݡ  cos x cos y x y ࡌ

ऴ࢐యవ۪ऐ   మనڕ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद మనం ఈ పߖ޳ऒ ओߩంۨనڵ࠙ ޜ   cos x cos y cos x cos y ݡ
మనڕ వࣆफం޴ ఎం޶కం݄ ޜ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ tan x cos y cos y sine x cos y
cos x cos y plus cos x ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంڵ࠙ ޜ ߖ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ߖ sine y cos x cos y
 మనం tan x tan y tan x tan y x ڴబܽद ۨవరڒ ऱࡏࣃ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఈ పదం ఈ పదం ఇڒ
కएࡅ పऱ࣒  ࠭ޑ޶ం߰ ߤܼ  ప  ࠆఆ ߤܼ  ऱ࣒ కएࡅ ߤܼ   సࠪనం  x y x y 
కएࡅ  ఒక ࠳న࣒ ܼࡅ ߤకए కం݄ ఈ వङ ߤܼ  ڔ फకరణ అߖऒ  మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ఈ ڒ ݡ࠮నߩओ  x y xy x y ݡ
ࠪऴతࡱۮ ࠲ऱܿࠈ అޔ࢓ం޴, అࡅ ࢑కए ओߩన࠼ణకం అڷ ࣄࠐ కం݄޶ఎం ࢓ڒ ࡱڒణڷ ࣄࠐ   pi x x ݡ
కएࡅ రछߖ ߤܼ  ۨంచబడ޶.
छ޳ ݡంࡓ   ङޙబܽद ఈ ऴపڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴతంࠫࡍఅప ޴అ ࡌ క వङ ڔ फకరణ ࠬࡓ ڕంހڝ ݡల ఎڡझ  పल࠴ ߤతफంpi 
ܼంܐం݋ మధङ  సంబంߖ߄ऒ  అంࣆ޴फం޴ ܼంܐం݋ పరంࡓ ڴంހڝ ݡల ࡅకए  ऴపޙङ క ܼంܐం݋ ల పరంڴ 

ఇߩओ కएࡅ న࣒࠳ ݡ సం వङڝ ߤܼ  ڔ फకరణߘ ߰ందడం ۧࣆ ࡮లభం ఎం޶కం݄ అ޴  ప ऱ࣒  ressed x y x 
కएࡅ న࣒࠳ ऒߖހఈ సࠬకర ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡऴ࢐యబ ڴ ߤܼ   మࢁऱ ఉపࣃڵࡆफ  బܽद yڒ  ࠭
࠭ఖङ ంڴ ఈ సࠬకరణంࡹ మనం ࠳ ߖన࣒ ޜ భࡎ फ ࣃۯफ ప  ߤܼ ڕబܽद మనڒ ࠭ ऱ࣒ న࣒ y࠳ ࠆఆ ߤܼ  y x y 1 
కएࡅ ޴ߝన࣒ అ࠳ ޴फంࣆన࣒ వ࠳ ࠆఆ ߤܼ ࠆఆ ߤܼ న࣒࠳  ంۨ x y y tan yڵࡆఉప ߖߖ޵ ,న࣒࠳ 
మనం ఇ޴ అߤߦ వߤ పऱ࣒ ओߩఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ߤܼ  మనం  ప ݡ ऱ࣒  tan x minus tan y x tan y x 
సం వङڝ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ నࣄ۫ ߖ ߤܼ ڔ फకరణߘ గ޳ށभ ం  ఒక ࠳న࣒ ܼߤܼ ߤ tan two x y x y 
ࠬద ܼߤ  ప ऱ࣒ झڡబܽद ఈ ఎڒ సࠪనం ړ ߤܼ   ऴ߭షߖ ߤ ఉపڵࡆంۨ మޜ ߖ ࠾ࡍ భࡎ फ ࣋ۯफ మనڕ x y y x
లࠚం޴ۯ  ప ऱ࣒ ప  ߤܼ సࠪనం ݡంࡓ ޴ఇ ,ߤܼ  ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ ఒక ݡంࡓ ޴బܽद అڒ ߤܼ  छ ࡛ x x x x x x
ࠬద ܼߤ అޙ࠼ మࢁऱ అ࠼నߩओ రछߖ ڴࠈ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ݡ ۨంచబޔݡం޴ అࡅ ޴ߝకए  x tw ox pi ࣄࠐ 
 ޶ڒ తంށڷ
మ࠾ࡍ ఎం޶కం݄ అࡅ ޴ߝకए ఇకए ,ޙ࠼నటऱ࠼తం అށڷ ࣄࠐ  డ ఈ ܼߤ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ x, x pi x 
రछߖ ࡹޒపదम ޻ఇ ݞږ ߤܼ ۨంచబడ޶ࡶ  ప ऱ࣒ కएࡅ  झڡऱ ఎࢁమ ޓసం ऴڝ ߤܼ   ऴ߭షߖ ߤ ఉప࣋ڵࡆफx x y x 
మనߤܼ ڕ వࣆफంߤܼ ࠭࠲   ޴ ఆࠆ  ప ऱ࣒  ݀ సࠪనం ܼߤ  ప ऱ࣒  x x x x x ݟంߘ ߤܼ న࣒࠳ ఒక ݀ ߤܼ 
కएࡅ ݀ ߤܼ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ړࡹ ݀ ߤܼ  వङ ڔ फకరణߘ x x 
ఉపࣃڵࡆफ లభङ࣏ ࠬ ߘߝ ߖߖ޳ ,࠭ ం ڝసం మࢁऱ ߩనࡏతओ फࣃۯ फޒ  x ߤܼ న࣒࠳ ఒక ޴ߝఅ  ݡంࡓ బܽदڒ ߘ
࣋ए छ ࡛ ࠬద ࡓంڒ ߤܼ ݡబܽद ఇకए డ ఆ వङ ڔ फకరణߘ ఉపڵࡆంۨ మనం ߰ంߤܼ ޴޻  ప ऱ࣒  x x x x ߯ ߤܼ 2 
ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ 1 छ ࡓ ߤܼ న࣒࠳ 1 ߯ ࡛ ऱܿ 2 ܼ࠳ ߤన࣒ ݅࠹ ࣋ए छ छ޳ ࡛  ంచడం.x x x 1 xށڷ ࡌ
 ఒక ࠳న࣒ ܼߤ ࣋ए छ ࡛ ఉనऒ ङߙ  మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݞږ ݢ మనޠ ߤܼ ڕ వࣆफం޴  x ree x 
అࡓ ߤܼ ޴ߝ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ܼߤ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ ङߙ అం݄ ,޴ద ఉంܿంࠬ ߤܼ ݀  మࡔట࡛ ఒకܽ ࠳న࣒ x x x 
ए࣋ ߤܼ छ ए࣋ ߤܼ ݀ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ఇ޴ సࠪనం , ఆ߯ ఈ ఆࣣ ఈ జంట కߩࡱలࣃࡏޘ ߘफ ࠭.x x 
 
ङږ ߤܼ న࣒࠳ ߤܼ ݡ࠮ ޓऴ ߤܼ ࠗ ఒక ࠳న࣒ ऴߤܼ ޓ ࣋ए छ ࡛ మࢁऱ ఇڴࠈ ޴ x x x x 
రछߖ ۨంచబޔݡంݡ࠮ ,޴ అࡓ  ޴ߝంݡ కం݄ ఎڕए వ ࡅకए ओߩనڒ ణకంڷ ࣄࠐ   x pi ࠭࠲ ࠲ऴతࠪ ݡ

ఫంࣾߖ ߤ పࡍచయం ࠭ࣃۯ మ࠭࠲ ࠾ࡍ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ అ޴ߝ ఒకߖ޳ ࠬద ܼߤ cotang cot x cot x 
రछߖ ߖసࠪనం అ ړ ۨంۧ࠭ ڒబܽद ఈ సऱࡹ ݭ࠼ x

మ࠾ࡍ పరంࡅ ڴకए  వङ ڔ फకరణߘ ߰ం޻ంڕ޶ ऴపయޒऒ फࣃ  బܽद cot x cot y cot of x plus yڒ ࠭
ఇకए డ ߘంݟ అࡅ ޴కए ప  ޴फంࣆࡍసߘఅ ߖ ݋ంܐంܼڝ  ऱ࣒ కएࡅ   x plus y x y ࠾ࡍద ఒకܽ మࠬ ߤܼ 
ప  ߤܼ ऱ࣒ కएࡅ   వङ ڔ फకరణ ࠪࣆࡱޘ ڕ, ఇߤܼ ޴  ప ऱ࣒ ప  ߤܼ  ऱ࣒  x y x y x y x ߤܼ న࣒࠳ ద 1ࠬ ߤܼ 
ఈ వङ ߤܼ ڔ फకరణߘ ఉపڵࡆంۨ ఇకए డ ࠴దܽ సࠬకరణంࡹ మనڕ  పऱ࣒  వࣆफం޴  ఒక ࠳న࣒ y cot x y 
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ప  ߤܼ దࠬ ߤܼ ߤܼ ऱ࣒  10 ఇߩओ ङߙ ޜ ߤܼ ߤܼ సࠪనం ړ࢑޴ ݡ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం x y x y x y
ऒߖ޳ద ఒకࠬ ߤܼ ߤܼ మనం ߧ࡯క ߗంܽݟంࡓ  ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ఇకए డ ఈ పదం ࠳న࣒ ܼߤܼ ߤ x y x y
x y ޙݟంచబڵ࠙ ޜ ߤܼ ߤܼ
ప  ߤܼ ߤܼ దࠬ ߤܼ ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ߤܼ ߯ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ  డ ఇ޴ ర޶भ x x y tan y x tan y 
ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ డ సమయం ర޶भ ۯయబడޜࠓం޴ ఈ ࡍߖ भషद పదం ఇకए డ ఒక ܼߤ ࠬద y x 
బܽद ఇకएڒ దࠬ ߤܼ ఒకܽ ݋ڒ దࠬ ߤܼ ద ఒకܽࠬ ߤܼ ऱ ఒకܽࡏࣃ డ ఈ పదం y x x x cot y cot x 
ఇకए ߤܼ దࠬ ߖ޳ఒక ࠾ࡍऱ మࡏࣃ డ వߤܼ ߯ ߤ వۨऐ ంڒ ޴బܽद ۨవరڴ మనం cot y y cot y x x cot
x 

వङ ߝఅ ߤఅ߯ ߤన࣒ వ࠳ ڔ फకరణࣆڷ࠭ ޜफం޴ ఇߩओ కएࡅ ݡ  cot y cot x plus cot y x ݋ంܐంܼڝ 
కएࡅ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ద ఒకܽ, ఇࠬ ߤܼ కएࡅ  కएࡅ ݋ంܐంܼڝ   x x x 
కएࡅ న޶నం࠼అ ߤ࣌ڜ ऒߕࣆ ߤ࣌  ओߩऱనࢀࢗ ړ అనంతం పऱ࣒ ݡ  x x x ߯ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓న࣒ అనంతం అ࠳ 
కएࡅ ओߩన࠼ణకం అڷ  బܽद  పڒ ޴ంޔڷࡏజ ݡ ऱ࣒ కएࡅ  సం ఈ వङڝ ݋ంܐంܼڝ  ڔ फకరణ  ప ऱ࣒  x y x y 
మ࡯दڒ ࡽߩనߩओ రछߖ ڴࠈ ࠲ऴతࠪ ݡ ۨంచబޔݡం޴  మߘ ࠾ࡍంݟ  ప ऱ࣒ కएࡅ   pi ah x y ݋ంܐంܼڝ 
కएࡅ  ఈ వङ ڔ फకరణ ߘంݟ మనం ࠳న࣒ ࡅకए సం వङڝ ݋ంܐంܼڝ  ڔ फకరణߘ ߰ందవ۪ऐ , ఇߩओ ఇకए ݡ డx y 
ఈ సࠬకరణం࠳ ߘ ࡹన࣒ ޜ భࡎ फ ࡯࠻ۯ, y y
ఎం޶కం݄ ࡅకए కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ޴ߝఅ  ࠾ࡍద ఒకܽ మࠬ ߤܼ ݋ంܐంܼڝ   x x tan x x 
బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڴ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ݞږ ݋ంܐంܼڝ డ ࠳ ߖన࣒ ޜ భࡎ फ ۯయడం ޳छ కएyࡅ న࣒࠳ ࡌ y x y 
ࡎభ ޜ న࣒࠳ ߘ ݭڒ फ ۯయడం ޳छ కएࡅ మనం ࡌ ప  ݋ڒ  న࣒࠳ న࣒࠳ ߖ  ऱ࣒ y ڴ ݋ంܐంܼڝ  x cot y 1 x 
߰ం࠳  ࠭ޑ޶న࣒ ࡅకए కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ న࣒࠳  కएࡅ న࣒࠳ కం݄޶ఎం ݋ంܐంܼڝ   y y y y 
ܼంܐంࡅ ڕ ݋కए కएࡅ న࣒࠳ ,న޶నం࠼అ ߤఫంࣾ ࣄࠐ ݋ంܐంܼڝ   ܼంܐంࡅ ڕ ݋కए  x y y 
పऱ࣒ ߤన࣒ కం݄ వ࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ݋ంܐంܼڝ  cot y cot x cot x cot y 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ వङ ڔ फకరణ మࢁऱ ߝڴࠈ ఉం࠳ ޴న࣒ అࡅ ޴ߝకए ओߩనڒ ణకంڷ   x y pi ࠲ऴతࠪ ݡ
రछߖ ۨంచబݟంڒ ,޴బܽद మనం ࡓంࡅ ݡకए కएࡅ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ߤܼ  సం వङڝ ߤܼ  ڔ फకరణలߘ x x 
ఉతओ నऒ ం ࣄۯన݄ऱ, ࡅ ࠭࠲కए  మంచం పరంࡓ ڴంࡅ ݡకए సం వङڝ ݋ڒ  ڔ फకరణలߘ x x 
߰ందగల࠭.

 ప ऱ࣒  అࡅ ޴ߝకए  మంచం ࡓ ऱܿ ࡅకए  మంచం ࠳న࣒ ࡅకए  మంచం పऱ࣒    x y x x y x cot of y 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ړ ߖ సࠪనం ڒబܽद ړ ޜ సࠪనం అߖ ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ఉంచడం వలऱ మనం y x y x
߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ࡓంࡅ ݡకए  మంచం ړ సࠪనం, ڴ ఉంܿం޴, అ޴ x cot x cot x cot square x 
కएࡅ ݡంࡓ ڴపరం ڕబܽद మనڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ऱࡏࣃ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳  cot x cot of x x 
వङ ڔ फకరణ వۨऐ ం޴ 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం పరంࡅ ݡ࠮ ڴకए  ఫంࣾݞږ ߘ ߤ ߰ందవ۪ऐ కएࡅ     ప ऱ࣒  cot of x x x 
݀ అం݄ ݡ࠮ అ޴ߝ x x x 
న࣒ ఒకܽ  ప࠳ ړ ݋ڒ ݡంࡓ ,సࠪనం ړ ݋ڒ ऱ࣒ x x xݡంࡓ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ గం , ఆ߯ మనం࠙ ࡹ ݡంࡓ 

కएࡅ झڡసం ఎڝ ݋ڒ   ऴ߭షߖ ߤ ఉపࣃڵࡆफ  x x cot x cot ړࡹ ݡంࡓ  ޴फంࣆవ ݋ڒ ڕబܽद మనڒ ࠭
ङߙ బܽदڒ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓం࣋ށڷ ޜ ݡफ ۨవరڕsquare x minus one on two cot x cot x 

మనڕ లࣆࠚफం޴ మݡ࠮ ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए ओߩనڒ ణకంڷ   x pi ࡹల ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠲ऴతࠪ ݡ
ఒకࡹߖ޳ మࢁऱ ߖరछ ۨంచబޔݡంܼڝ ࠭࠲ ޴ంܐం݋ ఫంࣾߤܼ ߘ ߤ ఫంࣾߤ ߯  ఒకܽߖ ڴరछ ۨంۧ࠭ ڒబܽद 
మనڕ ఉనऒ ݄ऱ  ڙ࣊ڝ ࠭࠲ం݋ ఫంࣾߤ అࡱߧ ߖవబݦ మࡖక ఫంࣾߖ ߖ ߤరछ ۨంۧ࠭ 
फࣃࡱߧ ڴసంऀపफం ߖఅ ڡ࣊ڝ ߖߖ޵ ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ ޙ࠼అ ݋ంڙ࣊ڝ ࡏ߮ ߤబܽद ఫంࣾڒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
రछߖ ڴ ڡ࣊ڝ న࠼సࠪనం అ ړ ߯ ߤ࣌ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఈ ߖరछ చనం ߘంݟ ఇߘ ߤ࠳ݨ ޴ సओ షदంڴ x 1
అߘసࣆࡍफం޴ .
కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌ ޴ߝఅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ   ऒߖఅ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ߝڴ࡮ ߤ࠳ݨ   ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫڴޒ 
ఉంܿం޴ ఈ సంబంధం మ࠾ࡍ ఈ ࢐సफవం ऴపڒరం , ఏ࢐ ߕ޼సफڙ࣊ڝ ړߖ࢐ంࡅ ݋కए ओߩఎలऱ ݭ࠵   x x ݢ
ఒకߖ޳ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంߘ ߖ޵ ,޴ంڙ࣊ڝ ݟం݋ ఫంࣾࡅ ߤకए  పࡓ ߅ࡍంࠪࡌ࢑ ݡలࡹ కల࠼క అߖ 
పओۮ వ۪ऐ .
औߖన࣒ ఇ࠳    కࡖమ ࡹ ߤయߖ࠿ ݋࣊ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޜ ߤయߖ࠿ ߤన࣒ వ࠳ ݟంߘ ܾߖ
 ޴ఉంܿం ޜమంࡌ࢑
కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ڴ࡮ ޴బܽद ఇڒ  ప݋࣊ ߅ࡍ.wa 
 

రछߖ ߖ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ࠭࠲ ۨంۧ࠭ మࡖక ऴపࣄదम ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ అం݄ ࣊ڙం݋ ఫంࣾࡏ߮ ߤ y 
ऱపڕ  फంڙ࣊ ڴం݋ అڕ ߖऱప फంڴ ऴࣃ࢐फ కएࡅ ࠭  ࣊కߖ ڴ ߯ 1 ߘరछ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ x cos x 
కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ కएࡅ ߤఫంࣾ  ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ߤ࠳ݨ  ऒߖఅ ߤ࠳ݨ   ࢐సफవ సంఖङ ల సࠫޒ cos 
మ࠾ࡍ మࢁऱ ڙ࣊ڝం݋ ఫంࣾߝڴࡍ޴ࠪ ߤ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࡅకए  ఏ࢐ ߕ޼సफవ ݭ࠵ ఒకߖ޳cos x x 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  మ࠾ࡍ ఈ ߖరछ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ఇ޴ అߘసࣆࡍफం޴  

Pru
tor
@
IIT
K



కएࡅ ݋ంڒ࣊  ఏࡍ ߕ޼యڝ ݭ࠵ ࡽసం 1ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ మڒ ࠾ࡍబܽद మనం x x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ߅ࡍప ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊ڝ ऱࢁమ ߅ࡍప ߤఫంࣾ ݋ంڙ࣊  , ఇ޴ ఇంటࡓछ औߖన࣒ ఇ࠳ ࡽ  ܾߖ
కएࡅ औߖఇ ݟంߘ ߤవ ߤయߖ࠿ ߤన࣒ వ࠳ ߤయߖ࠿  ओߩఇ ,ܾߖ నऒࠚ࢑ ࠭࠲ ݡ  ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల 
మధङ ࡍڷ ࡮ۧ  फంࡱߩ మ࠾ࡍ సంబం߄లࡏߝ ߘऐ ऒߕڕ ࠭ మ࠾ࡍ 
ܼంܐంࡱ ݋ మߤ࣌ ࠾ࡍ మࡅ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍకए వङ ࠾ࡍతफం మ࠴  ङޑ సం వङڝ లࣃ ڔ फకరణలݞږ ߘ 
ऐࡏߝ ऒߕڕ ల వङހڝ ࠾ࡍతफం మ࠴  ࠭ ङޑ ऒߖڜ ࡱࣃ  సమసङ లߘ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం, ڒబܽद 
ఈ సమసङ న ఉనऒߩ࢙ ఈ ఎడమ ࡹ  వङ ڔ फకరణ ࡓంࡅ ݡకए  మంచంޜ సࠪనం అߧ۫ ߖంచమߖ x 
అడగబݟంڒ ޴బܽद సమసङ లߘ పࡍషए ऒޒऴపయ ߖھߘక ߘలߕ࠮చన నࡹన ఆ߄ऴప ࡹంచడంࡍ ంచడం.
  ऴపశऒ వङ ߖࡹ ڔ फకరణలࡏࠬ ࡹ కھߘనऒ  నߕ࠮లࡏߝ ࠭࠲ ڕऐ నऒڕ  వङ ڔ फకరణࡱ మࡍڷ ࠾ࡍ फంߩలߘ 
వࡍ फంపܑయړߖݞ,  ఉ޳హరణڕ ఇకए డ ఎడమ ࢙ߩన మనࡓ ڕంߤ࣌ڜ ݡ ల ࠴తफం ఉనऒ ऱܿ ࣃ۫ ࠭࠲फ ࠭ 
మࡏڷ ࡏࠬ ࠾ࡍफం۪ڕం݄ మనڕ ఈ ࡍڷ फంߩ ఉం޴.

కएࡅ  ఒక ప ऱ࣒    b cos 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࣒ڒ ఒక ప ऱ࣒  ࠬద ࡓం࠳ ݡన࣒ ࠬద ࡓంڒ ࣒ڒ ݡబܽद ఇߘ࠭ ޴పܽ ఉపߕङ  b bࡹߖ޳ఒక ࡹలࣃ
ࡍڷ ఈ ࠭࠲ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟంచబ߅ࠓ फంߧ۫ ߘߩన ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సం ߘంݟ సऱݭ࠼.

ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࣒ڒ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ సࠪనం మ࠭࠲ ࠾ࡍ  cos a plus cos b a b b 
ఇకए డ ఈ నߘߕ࠮ ߰ంޔ޶నऒ ం޶న ڒబܽद ఇ޴ ఏڒ ݡ࠮ ݡబܽद ߭టदడం ޳छ  cos a aa xb x a  ࡌ
ఏړ ݡ సࠪనం మ࠾ࡍ ఉండంړ ݡ࠮  ݟ సࠪనం మనం ߰ం޴޻ ఏݡ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ ࣒ڒ ݡ࠮  ऱܿ x x x x 
బܽद ఒక పڒ ऱ࣒ x ݡంࡓ  ޴फంࣆఇ ߖ ڷࡱߕ ࠉ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ޶फ ఐ࣋ڵ࠙ ޜݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ప ړ ޴ప ࠉ  x x
కएࡅ ࠹ర߷ ࠉ फࡏڷ న࣒࠳ ఎ ߤ࣌ ࡹఆ߯ ࣔరం , ޴ఉంܿం ݡంࡓ బܽदڒ ݡంࡓ  నࣃ۫ ߘߕ࠮फ ࠭ x x 
మ࠾ࡍ ఇࡵ ޴కऐ ࡛ ऴߘ࠭ ߖࡹޓపܽ ౖ࣊ ऱݭ లࡹ ఒకݞږ ࡹߖ޳ చࡍऐ ంచబݟంߘߝ ߖߖ޳ ,޴ ఇߩओ  ࠬ ݡ
࠭ంߩ ޶నࡏతओ ऒߕफࣆۯ फޒ ఈ వङ ࠉ ߤࣄ న࣒࠳ ఎ ߤ࣌ బܽदڒ ߘ ڔ फకరణ ఉదग ࢑ంۨంڒ ޴బܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  
ఇకए డ ఉపڵࡆంۯంڕ޶ ऴపయޒऒ फࣃ ऒߖ޳ ߘߝ సంڝ फ ߭టदడంࡏڷ ߖफ అࡏڷ న࣒࠳ సంڝ ࠬ బܽदڒ ࠭  b 
మࢁऱ ऴ޳࢐भ ం   
ఏݡ మړ ݡ࠮ ࠾ࡍ సࠪనం ࣋ۯफ మనڕ ఏ࠳ ݡన࣒ ࣌ߤ ఆࠆ ऴޓ సࠪనం ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ప ऱ࣒ x b x ࠉ  x x 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ఐ޶ అޔ࢓ం޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ కం݄ ࠳న࣒ ࡓ ࠉంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం అ࡮  ۨవరڴ x x 
మనం ఈ వङ ڔ फకరణలߙ ߘङ మࡔట࡛ ڝసం ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఇߙ ޴ङ మࡔట࡛ ڝసం మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣔరం ah 
ओߩంۨన܊࢑భ ߗంܽݟంࡓ సం ఆ߯ మనం ఈڝ  ڕబܽद మనڒ సࠪనం ޜంచడంڵ࠙ ޜߖ޵ ޴ఇ ݡ
లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄ ఇకए డ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ లవం సࠪనం అޔ࢓ంڴ 2 ޴ ఉంܿం޴ cos 5 x cos 2 x 
మ࠾ࡍ ఈ ࣔరం ړߖ޵ సࠪనం  వङ ڔ फకరణ ఇకए డ 2 ࣒ڒ ఐࡓ ޶ ऱܿ ࣌ࡓ ߤంڒ ݡబܽद ࡓంݡ మࡓ ࠾ࡍంݡx x 
ర޶भ ۯయబడ࣒ڒ ࠼ޑ ఐ޶ మ࢟ࠀ ࣒ڒ ࠾ࡍ రదभޔ࢓ం࡯ڵࠫ ,޴ ఉనऒ  ,x x x x ݀ ߤࣄ ߤߦఅ ݡంࡓ ޴
ఇࡓ ޴ంݡ మంచంޜ సࠪనం, ఇߩ࢙ ݟڕ ޴న ఉంܿం޴  ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇړߖ޵ ޴ సࠪనం అ࢐ ߝసफవం x 
కएࡅ బܽद మనం ఇకएڒ ޴फంࣆۯ फࡍߪ ߘ࢓܌ࡏ  డ ࡏߝऐ నऒڕ ऴపశऒ ޴ అకए ޳ࡶ ࡹ డ ఉనऒ  వङ ڔ फకరణలߖࡹ 
నߕ࠮లߘ కߖھߘ , ఆࣣ మనం ఇంతڕ ࠭ంࡏߝ ޶ऐ నऒڕ  ఏ࢙ߕ వङ ڔ फకరణలߘ వࡍ फంపܑయగల޾ࡶ ࠵ 
۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ంచడం.
 ఇకए డ ऴపశऒ ఈ సందరग ,ڕహరణ޳ఉ ڕ ం࠭࠲ ࡹ మࡏڷ ࠾ࡍफ ߖ cos a plus cos b sin a minus b
కएࡅ ࠾ࡍమ ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍफంۧ࠭ మࡍڷ  ఉతओ వङ ڴफޒ ڔ फకࡍంۧ࠭ , ఇ޴ ర޶भڕ cos sine 
छࡌఆ త ࠾ࡍమ ޴ంࣄޓࡍ޳ త 
ఇకए ࠭࠲ డ ఉనऒ  మࡖక ࡐࣃపङ  ऴపశऒ फࣃనం ఇ߄సࠪ ڕ ࠭.
ऒߖ޵ ࠾ࡍమ ޴దట ఇ࠴ బܽद మనంڒ తफం࠴ ల ߤ࣌ڜ ݡ࠮    ంܽݟంࡓ ంۨ , ఆ߯ ఈࠚరంߦంచడం ऴݟܔ 
फޑ࠴ ऒߖ޵ ړߖ फࣃݟܔ  ంచవ۪ऐݟܔ ߖ ࠾ࡍమ ڴ޶ం࠭ ޳ࡶ ࠭  మ࠾ࡍ cos three x cos five x 
తࡌछ త ݟܔ ߖంచవ۪ऐ బܽद ఏ ࠪరڒ  ठం  ࡏ߷ ࠭࠲घ ంۨ cos four xڵࡆఉప ߖ࡮ cos a plus cos b 

फ సమసङ࣋ݟܔ ߖ ࠾ࡍమ ࠭ޑߩࡱక ߖ ߖ  ఏࠫటం݄, cos three x cos four x cos five x cos 
घࡏ߷ फ సమసङ࣋ݟܔ ߖ ࠾ࡍమ ڴ޶ం݄ ࠭ంڕफం۪ࡏڷ ࡮  cos three x cos four x a plus cos b 
అࡓ ޴ంݡ అం݄ మనڕ వۯऐ  బܽद cos a plus b by two in cos xڒ ݀ ࠑ ߤࢗ࣊ ࣒ڒ ࡱబంధనߖ 
ऒߖ޵ ࠭࠲ ం݄ڕࣆޓ ߖఅ ڷࡱߕ ޜ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡏࠬ  మߖ޵ ࠾ࡍऒ ऒߕफࣆݟܔ  ࠭.x b x 
 మనࡓ ڕంࡓ ݡ ऱܿ ߤࢗ࣊ ࣒ڒ ܿ ݀ మࡓ ࠾ࡍ ऱܿ ࡓ ࣒ڒంߖܽݟ ߰ందడం సమసङ  ఏࠫటం݄, ఈ ࡓంݡ x x 
ప޳లࡐࣃ ޜ ࢟ࠀ ࣒ڒ ڕపङ త ఏࠬ ڒ ޶ࡶబܽद ࢐సफవం ڒబܽद ߄ࣃరణ࠳నߖ޳ऒ ࡍڷ  फంచడం ۧ࡮ కషदం x
ఎం޶కం݄ ۨవࡏࠬ ړࡍ ఏࠫ ۫ࣄనటऱޙ࠼ మనڕ ఇకए డ ߩ࢙ ݟڕన ڷࡱߕ అవసరం ڒబܽद ߖ޵ऒ  x 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచݟܔ ంచడం మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴దܽ޴  సࡕన ࢔ङ హం ޶ڒ, ఇ޴ పࡹࣾࡎ సమߖ࠻ऒ  వృ߄ 
x x ࡏࠬ కం݄޶ఉతफమం ఎం ޴అ ࠾ࡍంచడం మݟܔ ߘల ޶ఐ ࠾ࡍమ ݡ࠮ కߧబܽद ఇతర ఎంڒ ޴फంࣆۯ
ओߩంۨనݟܔ ߖ ݡ࠮ ओߩనࣄऴ࢐ ࣒ڒ ޶ఐ ߧ࡯క ݡ࠮ ݡ ࡓ ڷࡱߕ ޴޻ం߰ ࡏࠬ ݡ ऱܿ ࡅకए  x x x x x 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ڒ ࣒ڒబܽद ఇ3 ࣒ڒ ޴  ప ऱ࣒ ओߩఇ 5 ࣒ڒ  ओߩఇ ࡏࠬ ݡ x x x ߗڒ ࡯ంۧݟܔ ݞږ ߖ 4 ࣒ڒ ݡ
ఇߩओ ఇపओ ޴࢑షయం ఏࠫటం݄ ఇ మంۨ ݡ బܽद xڒ రకంڒ  ޴ఉం ڵ࡯క ߖ 4 ࣒ڒ ఈ ښܽ
ఈ పߖ޳ऒ  మ࠾ࡍ ఇߖ 4 ޴ మࡍంత కలపడం ࣆలభం అޔ࢓ం޴, మࡖక ࢑షయం ఏࠫటం݄ ݞږ ߩ࢙ ݟڕ x
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ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ࠭ంݡ࠮ ڴ޶ మݟܔ ߖ ڷࡱߕ ࠾ࡍంۯ బࡱ޶ ఈ ߖ࡮࠮ऒ  4 x x x
.࡯࢐ڝࣆޓ
 మ࠾ࡍ ఐ޶ ࠭ంڴ޶ కߘక ఆ తࡌछ త లవం ఎడమ ࢙ߩ లవం ࡓంࡓ ڷࡱߕ ࣒ڒ ݡ ऱܿ అߖ x x cos x 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ޴ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఆ߯ పऱ࣒  బܽद  cos three x cos five x cos four x cos fourڒ 

ङ߷ ߖ క द࡛  అۯ ݋࢓యవ۪ऐ  మߖߖ޳ ࠾ࡍ అߖ ఒక ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࣒ڒ ݀    ࣔరం߯ x cos four x x 
అڒ ޻రణం࠴ ࠭࠲ ,ޜదట ࣌ݟܔ ߖ ޜ ࢟ࠀ ߤంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭, x sin three x
ప  ߤ࣌ ࡏࠬ బܽदڒ ऱ࣒ ऒߖޑऴࣇ సంڝ ߤ࣌   ం݄ a bڕफం۪ࡏڷ 
మ࠾ࡍ ఇߘ࠭ ޴పܽ ఉపߕङ సంࡓ ࡹంݡ కం݄ సࠪనం అߖ ఉదग ࢑ంۨం޴.sine a plus b 
  2 కం݄ ࠳న࣒ ࡅకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ڒ ࣒ڒబܽद  ఐࡅ ޶కए ప  3 ߤ࣌  ऱ࣒ కएࡅ ڷࡱߕ ߤ࣌   b x x x ݡంࡓ 
ࡓ ऱܿ ࣌ߤ సࠪనం ఎం޶కం݄ ݡ࠮ మڒ ࠾ࡍబܽद  ప ऱ࣒  ఎࡓ ޴ࠫߖంݡ ࠬద అڷࡱߕ ޴ a x a b x x 
అޔ࢓ంࡅ ޴కए  ద a cos  x xࠬ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ ݀ న࣒࠳ ࠉ న࣒࠳ బܽदڒ ࣒ڒ ݀ ࠑ ࠉ న࣒࠳ 
x x x x x ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ޜ ࠆఆ ࣒ڒ ࣒ڒ న࣒࠳ ޙ࠼న࣒ అ࠳ ࣒ڒ న࣒࠳ ޙ࠼న࣒ అ࠳ ࣒ڒ ݡంࡓ
మనڕ లࠚం޴ۯ ఆ߯ ࠀనࡽ  ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  ࣔరం ڝసం వङ ڔ फకరణ  ڷࡱߕ అࡏڷ ߖफ ߭టदړߖݞ ఈ x 
వङ ڔ फకరణࣃݟܔ ߘफ  sin four x ڷࡱߕ ߤ࣌ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ రణం߄ࣃ ऱࢁమ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࠭

ࡓ ऱܿ ఒకܽ పऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ݡంࡓ  ङߙ ޴బܽद ఇڒ రంࣔ  ޴బܽद ఇڒ  మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ఇ޴ ࣔరం x cos x 
మ࠾ࡍ ۨవరڕ మనం ࢑భ܊ంۨనߩओ छ޳ రంࣔ ݡ ఏࠫటం݄, ఈ పదం 1 ప ޴࣋۫ మనం ࡌ ऱ࣒  2 cos x 
ङߙ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽߙࡹ ఉంڒ ޴బܽद మనం ࢑భ܊ంۨనߩओ  ఆ߯ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓రదभ ޴అ ݡ
మనڵ࠙ ޜ ߖ ڕంచబޔݡం޴, ఇړݟڕ ޴ సࠪనం  మంచం ڒ ߩ࢙ ޒۯబܽद ఈ cos 4 x sin 4 x 4x 
ఉ޳హరణ ޳छ రߖ ࡹంۧݟܔ ߘలڒరڒ దట ఏ࠴ మనం ࡌ प࠼ం۪ڝవడం ۧ࡮ ࠭ఖङ ం అ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ,
ओࡹڝ సమయం ޴ం݄ అڕࡶ ړక ఆసࡖమ ޴శం ఉంڒఅవ ࡃ फకర࠳న సమసङ  ऴړంڒ ޴޴బܽद ఇࡱ࢑ ޴వߘ 
గށంచమߖ అޜڷݡంݟ 18 ޴ऴڶల ࣌ߤ ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ऴగࣕంۨనࠫ޻టం݄ , ࡅకए  x ߤ࣌ 
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ మనం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ߯ ࠆఆ ࣒ڒ ࠑ న࣒࠳ 2 సంࡹ చࡍऐ ంۨన మࡖక ࡍڷ फంߩ x 

फࣃ۫ మనం ߖసࠪనం అ ޜ ߤ࣌ڜ  ߤ࣌ లڶऴݟ  ࠭., 36 54
 ంచడంݟܔ ڕల వరڶऴݟ 90 అ࢑ ڴ޶రణం ఏࠫటం݄, ࠭ంڒ ړߖݞవڝఎం۪ ߖ54 ࠾ࡍమనం 36 మ ࡱڶऴݟ 
వలన, అࡓ ࢑ంݟ 18 ݢऴڶల ڒ ࡱ܉ށڷవడం మڒ ࡗరణం ڒబܽद ܼ࣌ޓ 2 ߤ మڝ ܼޓ 3 ࣒ڒ ࠾ࡍసం 
ऒߖޑऴࣇ  ఉపڵࡆంۧలߝ ఆࡹచన ఉం޴.

 t  54 ܼޓ 3 ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ 36 ܼޓ సࠪనం 2 ڕలڶऴݟ 18 ܼޓ కం݄޶సࠪనం ఎం ڕలڶऴݟ 18 ޜܼޓ
ओߩఇ ࡱڶऴݟ  ࣒ڒ ڷࡱߕ ࣒ڒ ܼޓ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ߖఅ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤ࣌ 2 ܼޓ 2 ߤ࣌ ڕమన ݡ
అݞږ ߖ మనږ  ࣆࡱޘ ڕङ వङ ݡంࡓ ఈ ܼޓ ࣒ڒ ޓన࣒ ऴ࠳ ܼޓ ࠗ ڔ फకరణలߘ మనం ࠭ߘపܽ 
ఉపߕङ సంࡹ ߰ంڒ ࠭޳బܽद ఇకए డ ߘంݟ మనڕ లࠚం޴ۯ ఏࠫటం݄, ܼޓ ఈ ప޺भړ޴ࠫߖ సࠪనం మ࠾ࡍ
ఇ޴ సࠪనం అߖ మనం ऴ࢐యవ۪ऐ ङږ ࣒ڒ న࣒ 4࠳ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤ࣌ 2  ऒߕࣆ ܼޓ ࣒ڒ  న࣒ 3࠳ ܼޓ ࠗ ړ
సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇܼޓ ݀ ߤ࣌ ޴ మ࠾ࡍ ఇ࣒ڒ ޴ ऴܼޓ ޓ మ࠾ࡍ ప޺भݟ ޴ࠫߖऴڶలڕ సࠪన࠳న 
ओߩసࠪనం, ఇ అ࢑ ڕܼޓ ऒߖబంధనలߖ ఈ ݡ ంܼܽޓ ࣒ڒ ࡹ అ޴ߝ ఒక ߄ࣃరణ ڒరకం ڒబܽद మనం ߖߖ޵ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ2 ڴܼޓ ࣒ڒ .
న࣒ 4 ࣋ए࠳ ܼޓ ߤ࣌   छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ऒߕࣆ ݡ࠮  ఇకए ޙ࠼సࠪనం అ ړ డ ࣃధङ మࡃङ  పࢲࡍए రం cos 
ఏࠫటం݄ ఈ పదం ߕࣆऒ  ړవ 0ࡱ࢑ లڶऴݟ సం 18ڝ ܼޓ న࠳సࠪన ڕలڶऴݟ 18 ޙ࠼ఈ పదం 0 అ ޳ࡶ 
సࠪనం ڒదߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ   సంతృߧफ పరచగల ఏڛక ࠪర ठం ఏࠫటం݄, ఈ పదం ߕࣆऒ  ޴ࠫߖभ޺సࠪనం అం݄ ప ړ
ए࣋ ࣒ڒ ڷࡱߕ ޴ంޔ޶ంۮ फߧఈ సࠬకరణం సంతృ ܼޓ న࠳సࠪన ڕలڶऴݟ छ  ܼޓ ߤࣄ ݡంࡓ న࣒࠳ ܼޓ ࡛
ऒߕࣆ ݡ࠮ న࣒࠳ ए࣋ ࣒ڒ ޙ࠼సࠪనం అ ړ छ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ఒక ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ܼޓ ࡛ छ ࡛ 
ए࣋ ߤ࣌ న࣒ 4࠳ 4 ڕబܽद మనڒ ڕܼޓ छ  ߤ࣌ 4 ߖߖ޳ ࠾ࡍన࣒ 3 సࠪనం 0 మ࠳ ܼޓ ߤ࣌ న࣒ 2࠳ ܼޓ ࡛
࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ܼޓ ߤ࣌ ݀   అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ܼޓ న࠳సࠪన ڕలڶऴݟ ޴ࠫߖभ޺బܽद పڒ 
ఇߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ݡ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఇకए డ ఎడమ ࡹܼޓ ߤࣄ ߩ࢙ ޒۯ ah 
చࡏޔग జ బࣗపڒ ޴బܽद మనం ߖ ڴܼޓ ߤࣄ ߖߖ޳రछ ۨంۧ࠭ ڒబܽद మనڕ లࠚంڷࡱߕ ޴ۯ z z 
చదరߩ పऱ࣒ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ  ం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ బܽद ఈ వరڒ సࠪనం ړ ठ సࠬకరࡓ ړߖހంݡ z 
పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ ఉనऒ ڴలంږߘࣃ తంښల సంڶऴݟ ޴ࠫߖभ޺ప ࠾ࡍమ ࠼ ం޶న పࢲࡍए  న࣒ ݀ z࠳ ࡱࡌ
 ప ऱ࣒  ޴ࠫߖఎ ࠑ న࣒ ఇర࢙࠳ 
ధङࣃ మࡃङ  ࠪర ठం ఇకए డ ప ऱ࣒  ڕవరۨ ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޜफࡏڷ 

న࣒  ప࠳ ߤ࣌ లڶऴݟ  ऱ࣒ एڕద  కం݄ ఎࠬ  ߖసࠪనం అ ړ ݋ࡐ  వ అߖ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ 18 ޶ఐ ߖߖ޵ , 2 20 8
߯ ߤన࣒ వ࠳  ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ڴ ݋ࡐ ࡛ .
  ࠭ంڒ ڕ޶బܽद ఈ సమసङ న ఉనऒߩ࢙ ఎడమ ࡹ  ఈ వङ ڔ फకరణ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ఉనऒ  ఈ వङ ڔ फకరణ ࡓంݢ 
సࠪనంڴ ఉߕऒ యߖ మࢁऱ ߧࡐߖంచమߖ అڒ ࠭ڴݟబܽद మనం ߩ࢙ ݟڕన ఉనऒ  వङ ڔ फకరణߘ ۫࣋फ x 
కएࡅ కएࡅ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ޴फంࣆࡱޘ ڕమన ߖఒకܽ అ ݋ంڙ࣊ڝ   ద ఒకܽ ,x x xࠬ ߤܼ ݋ంܐంܼڝ ܘ݄ڒ 
అޙ࠼ మనం ߖߖ޵ ࠬద ࡅకए ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ߤ࣌ڜ  కएࡅ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ   ఒక ࠳న࣒ x x x x 
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 ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ߤ࣌ڜ
ओߩబܽद మనం ఇڒ ఈ ఒకए ޴࣋۫ ݡ కएࡅ  ߤ࣌ڜ న࣒࠳   ఇకए డ ݞږ వࣆफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ x 
ङߙ మࡔట࡛ ړ సࠪనంڴ ఉంݞలڕࡏڝ ߖం݄ ߗڒ సమసङ  ఏࠫటం݄ ఇకए డ ఒక ࠳న࣒ వర ठ࠮లం cos x 
న࣒ వర࠳ బܽद ఒకڒ ޴పల ఉంࡹ ठ࠮లం ࡱࢗపల ఉండటం ఒక ࠪర ठం.cos x 
 అం݄ మనం ఎడమ ށڷ ߩ࢙ ޒۯంۧ࡯ 
కएࡅ న࣒࠳ 1  వర ठ࠮లంޜ లవం మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݢ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ  cos x 
ङߙ మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం ࡓంݟంܽߗ 
ఒక ࠳న࣒ ࡅ ߤ࣌ڜకए  వర ठ࠮లంࡓ ޜ ऱܿ ࣃށڷफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ङߙ ݡ మࡔట࡛ ఇߩओ  మనం x ݡ
నऒڕࡏڝ ऱܿڴ ఒక ࠳న࣒ ࣒ڒ అޔ࢓ం޴ x 
మ࠾ࡍ ࣔరం ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ ࠬద ఒకܽ݋ࡐ ڴ అޔ࢓ంߗڒ ޴ ఒక ࠳న࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ࡛ అߖ x x x 
మనࣆࡱޘ ڕ 
ఆ߯ ߤࣄ ࣋ए छ  x x ޴ంޔ࢓అ ߤࣄ లం࠮ ࡛
ఇకए ޴బܽद ఇڒ డ ߩ࢙ ݟڕ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ.
 
ఇ޴ ఈ ऴపశऒ బܽद ఈ ऴపశऒڒ ,޴फంࣆۯ फࡍߪ ߘ࢓܌ࡏ ڕ  లڶऴݟ 80 ܿߦ ޜలڶऴݟ 20 ߤ࣌ڜ న࣒࠳ లڶऴݟ 40 ࡹ
న సమసङ࠳నݎక ࡮ۧ దట࠴ ޴బܽद ఇڒ ,࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖనమھߘక ߘవࡱ࢑ ߤ࣌ڜ ంచవ۪ऐߧߖక ڴ .
 ఈ ހڝలߗऒ  మనߤ࣌ ڕ మ࡯ޘ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍయڒ ࡱހڝ ߖబܽद మనం ߄ࣃరణంߤ࣌ ڴ మ45 ߤ࣌ڜ ࠾ࡍ 
 ڴࡱڶऴݟ 75 ࠾ࡍమ 15 ߖߖ޳ మనం ޳ࡶ ంܼ࠭ڕफం۪ࡏڷ ࡱڶऴݟ 60 ޳ࡶ ࡱڶऴݟ 30 ޳ࡶ ࡱڶऴݟ
एړࡵ ంచవ۪ऐ .
झޑࡏߖ ంۮంڜ ޴బܽद ఇڒ ࣒ࡎ  హకరంڴ అߧߖంచవ۪ऐ ఇకए ߗڒ  డ ۫డవలࣄన ఉߦయం ఏࠫటం݄, మనం 
फనऒࣆ࢘ࣄޓ ࠾ࡍంచడం మݟܔ ߘల ߤ࣌ڝ ऱܿ మࢁऱ ۫ࣃफ ఎ ప ࣒ڒ ߝంటࢗ బܽदڒ ࠭ ऱ࣒ घࡏ߷ ࠉ ࣒ڒ   ߖ࡮
ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝ ంۧ࡯.
  
పऱ࣒ ࣒ڒ ݡంࡓ  సࠪనం ړࠉ న࣒࠳ ࣒ڒ దࠬ ݡంࡓ ࠉ 
ठڴࡍస ߖࠉ ࠾ࡍఎ మ ݟంߘ ల޳ప ݡ࠮ కం݄ మనం ఈ޶ఎం ޴फంࣆఇ ߘంత ఆశڜ ޴బܽद ఇڒ  ఎం۪ڕం݄ , 
ఈ ހڝ ࣒ڒలࡹ ఒకܽ ࡓం࠳ ޳ࡶ ܿ ࠑ ݡన࣒ ࡓ ࠉంڒ ݡవ۪ऐ వ۪ऐڒ ణంڝ నࣄ࡯ޘ ڕవ మనࡱ࢑ ߤ࣌ڜ   
మ࠾ࡍ ఇߩओ फ సమసङ࣋࡯ࢣࡍప ߘలހڝ ݡ࠮ ఈ ݡ షएࡍప ߘ సࣔయపడవ۪ऐ ڕࠪ ޴ఇ ړߖݞంచࡍ  
, మనం ݟऴࡱڶ మݟ 80 ߖ ࠾ࡍऴڕࣆޓ ࡱڶం݄ మన40 ڕ ప ऱ࣒  కࣆߧߖफం࣋ڵ࠙ ޜ2 ߖ80  ޴फ 120ޜ2 ߖ a 40 b 
ఉనऒ ࡱڶऴݟ  ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ  ంచడం అం݄ڵ࠙ 60 ߖ ݋ࡐ బܽद మనం ఈڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసగం అ ߤ࣌ڜ  60
व݅ ޳ۯभ ం ڒబܽद 40 ݟऴࡱڶ క࣒ڒ 80 ߧ࡯ ఈ ߷ࡏघ ڵࡆऱ ఉపࡏࣃ 2 ߘ࡮ फ࣎ ం޴.
ࡓ లڶऴݟ 60  ऱܿ 80 ࠳న࣒ 40 ڒబܽद అߘ࠳ ޴  అం݄ 40 ࠬద 2 ڒబܽद అݟ 20 ޴ऴࡱڶ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ s 
ఇߩओ బܽद 60ڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړߖڴస ࣒ڒ లڶऴݟ బܽद అర࢙ڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ࣒ڒ లڶऴݟ  ݡ
ऒߖ޳  ఇకए డ ఉంచడం వలऱ మనం ఇర࢙ ݟऴڶల ړ ࣒ڒ సࠪనం అ࠭ޑ࢓ మ࠾ࡍ తࡌछ త  ޴ޔ వङ ڔ फకరణ 
సओ షदం0 ڴ ఎం޶కం݄ ఇ޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ 20ߖ cos 40 cos 80 cos 20 cos 
ऒߕफࣆ࢘ࣄޓ .నం 0߄సࠪ ࡍబܽद ۨవڒ ࠭
 ఇ޴ పࡹࣾࡎऱ  ఒకߘ ߖ޳ంݟ వۨऐ న సమసङ ऱ ఈ సమసङࢁబܽद మڒ   je ࡮ۧ  ޴फంࣆߧߖక ړߖݞంచࠚరంߦऴ ޜ
భయంకరంڴ ఉం޴ ఎం޶కం݄ ࠬߘ ܼޓ ࡏంݟ ऴߦరంࠚంۨ 8 ܼޓ వరࢗ ڕళࡏޑ, అޙ࠼ ఆࣣ మࢁच  మనం 
ఎలऱߩओ झ࡯࠻ۯ ݢ ంద࡮ऱ  వङ ڔ फకరణࡹ నߕ࠮లߘ ۫డడڒ ࠲బܽद ఇకए డ న࠴ ߕ࠮దܽ వङ ڔ फకరణ ߘంݟ 
 ޴ంޜ࢓అ ߩदంܽࡓ ణంڝ పలࡹ ݋ంܐంܼ ޴ఉంܿం ڕండవ వరࡓ ݟంߘ దܽ పదం࠴ ݟంߘ ండవ పదంࡓ
మ࠾ࡍ మࢁऱ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డڕ అܽࡓ ޴दంߩ అޔ࢓ం޴, ఆ߯ మࢁऱ ఇకए డڕ ఇకए డܽࡓ ڕदంߩ అޔ࢓ం޴ 
అకए ࢡబܽद బࣗڒ డ ࡓంࡅ ݡకए ఉనऒ ڴలభతరంࣆ ऴతంࣇ ߤܼ  ऱܿ అࣆߧߖफంڒ ,޴బܽद ࠬࡓ ڕంݡ x x 
కएࡅ ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ సࠪనం ఒక ړ ߤܼ ݡంࡓ వ࣋फ ڕफࡏڷ ߤܼ  छ ओߩఇ ݟంచబڵ࠙ ޜ ࡛ మనం ఎడమ x ݡ x
भ޳ࠚరంߦऴ ݟంߘ ߩ࢙ ం, ఎడమ ࢙ߩ ۨవࡍ పదం 8 ࡅ ܼޓకए ࡓ 8  ऱܿ ܼڝంܐంڒ ,݋బܽद ఎࡅ ܼޓ ޴ࠫߖకए  
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴఒకܽ ݋ంܐంܼڝ x ڕం݄ , మనڕࣆޓ ڴసࠪనం ڕܼޓ ڷࡱߕ ߖ బܽदڒ ܼޓ ݋࠼ఎ ߤܼ 
ఎࡅ ܼޓ ޴ࠫߖకए ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ 1 , ޴ఉం ߤܼ  छ కएࡅ ܼޓ 4 ܼ߯ޓ 4 ࡛  బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ߤܼ ݡంࡓ 
పߖ޳ऒ  ߰ందړߖݞ మనం ఈ వङ ڔ फకరణࡹ࢑ ߘమం ڒ ࡯࠻ۯబܽद మనڕ లࠚంܼޓ  8 ݋ڒ 8 ޴ۯ పऱ࣒  4 
మ࠾ࡍ ఆࣣ ఈ ݋ڒ ఎܼޓ ݋࠼ ఎڡझ  ऴ߭షߤܼ ܼޓ ࡛ࠂ ࡹ ߤ ఉంܿందߖ మ࠾ࡍ తࡌछ झڡఎ ޒ  ऴ߭షߤܼ ߤ 
ఆܼޓ ࡛ࠂ ࠆ అ࠭࠲ ߖ ऴగࣕంۧ࠭, ڒబܽद ޜߖ޳ ߖߖ޳ ࠭࠲ కలపړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ  ޴ࠫߖబܽद ఎڒ ࠭
పऱ࣒ ܼޓ ޴ࠫߖఎ ݋ڒ ए࣋ ࠹݅ న࣒࠳ ఒక ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ܼޓ ࡛ࠂ ߤܼ ࡛ࠂ  छ  ࡛ࠂ ߤܼ ݀ ࠑ ܼޓ ڷࡱߕ ࡛
పऱ࣒ ܼޓ ࡓ ڷࡱߕ ܼޤ ࡛ࠂ  ऱܿ ܼంܐంޜ ݋ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇڷࡱߕ ޴ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ4 ޴ 
ࡓ ऱܿ సࠪనం ఎం޶కం݄ మనڕ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ 4 ݞږ ఉߕऒ  కృతంࢁసర ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼
फࣃۯ  ޴ంޔ࢓కం݄ 1 అ ܼޓ ڷࡱߕ  ࠉ బܽद ఈڒ ޴ంޔ࢓అ ޴బܽद అڒ ࠭
ఎం޶కం݄ ܼࡓ ܼޓ ࡛ࠂ ߤ ऱܿ ܼߤܼ ܼޓ ࡛ࠂ ߤ ࣋ए छ ఇకए ܼޓ ࡛ࠂ ࡛ డ ఈ ࠳న࣒ ܼߤ ࣋ए छ  ޜܼޓ ࡛ࠂ ࡛
ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ఎడమ ࢙ߩ ఇߩओ కएࡅ ܼޓ ݡ  n ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ړ ߤܼ 
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ఆ߯ పऱ࣒ ܼޓ फࣃۯ వృతంࡌనߩ ߘయړऴపऴ ޻అ ࠭࠲ ఆ߯ ڷࡱߕ ړ޴ప ڷࡱߕ    ߘܼޓ ࡛ࠂ ߤܼ ࠭࠲ ࠭
फࣃऴ࢐ ڴऱ సࠪనంࡏࣃ ݡంࡓ ࠭ ఎం޶కం݄ ఇߩओ ऐۯవ ޶ం࠭ ړߖ޳ఈ ప ݡ  త޶పࡍ పదం ܼڒ ܼޓ 2 ߤబܽद
వङ ڴపరం ܼޓ సమయం 2 ߘܼޓ 4 ߤܼ ఈ ࠭࠲ క फపరۧలڕߘంܿߕऒ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ࠭  మ࠾ࡍ ఈ 
పߖ޳ऒ  కߧ࡯నߩओ మనం అకए ࢡబࣗ ݡ డ ߖڜऒ  బܽद ఈڒ చనࡹఆ ޴బܽद అڒ యగల࠭ۯ भ޶ర ߘబంధనలߖ 
फޑ࠴ ऒߖ ओߩనࣄ۫   ڕమన ݡ
లࠚం4 ޴ۯ అܼޓ 4 ߤܼ ߤߦ పऱ࣒ ए࣋ ࠹݅ న࣒࠳ సࠪనం 1 ړ4  ܼޓ 2 ߤܼ ऱࡏࣃ 2  छ  2 ߤܼ ద 2ࠬ ܼޓ 2 ࡛
పऱ࣒ ܼޓ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ ݡంࡓ ܼޓ ܿ 10 2  డڕ వ ऐۧ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭  సరࢁకృతం ࣋ۯफ ࠬࡓ ࡏంݡ 
ࠬద ܼܼޓ ݀ ߤ మ࠾ࡍ ۨవరڕ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ కߘక ఇ޴ ఎడమ ڒ ߩ࢙ ޒۯబܽद  ۨవరڴ ఎడమ ࢙ߤܼ ߩ
పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ దࠬ ܼޓ 2  ݀ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ߖܼޓ 2 ߤܼ ڴపరం ܼޓ ߤܼ మనం ݡ
వङ ڔ फకࡍంۧ࡯, త޳छ ఇకए ࡌ డ ߖڜऒ యవ۪ऐۯ भ޶ర ߘబంధనలߖ  కएࡅ ܼޓ 2 ,   2 ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤܼ 
ए࣋ ߤܼ న࣒࠳  దࠬ ܼޓ ߤܼ छ బܽद ఇకएڒ ܼޓ ࡛ డ ఈ ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ ఉపڵࡆంۨ మనం ߰ం޴޻ ఇ1 ߤܼ ޴
ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ 1 ݟంߘ 2 ܿߦ ޜܼޓ छ  भ޶ర ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜܼޓ ߤܼ 2 ࠑ ܼޓ ࡛
ए࣋ ߤܼ న࣒࠳ ఈ  ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޜߖ޵ ܼޓ ߤܼ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ छ  ܼޓ ߤܼ ࠑ ܼޓ ࡛
 ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ޴న ఉంߩ࢙ ݟڕ ޴బܽद ఇڒ ܼޓ ݋ڒ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ,ܼޓ ߤܼ ࠑ 1 ޴ࡶڵࠫ ړࡍబܽद ۨవڒ
కషदంڴ అߧߖంۯ ఈ సమసङ కएࡅ  బܽद ఇకएڒ ޴फంࣆۯ फࡍߪ ߘ࢓܌ࡏ  డ మࡖక సమసङ ऐࡍచ ߘ भ޳ ం.
चࢁబܽद మڒ   మనం ఈ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఈ ڕߩ࢙ ݟڕ సࠪనం అߧ۫ ߖంۧ࡯ మ࠾ࡍ ఇకए డ ݞږ మనం 
ఒక ڝణం ఆ߯ ࡓంݡ ఆ߯ ڷࡱߕ ఆ߯ ఎ޴ࠫߖ అߖ ఒక నࣃ۫ ߘߕ࠮फ  a a a a ޴࣋۫ బܽद మనంڒ ࠭
మనڕ కࣆߧߖफం޴  ఒక ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అࢗ ޴ంటߝ ࠬ మనࣆझ లࡹ si  gn a a cos four a 
అ࡮రం ڵ࠵ ࡽࠏంۧ࡯ 
మࡅ ܼޓ 2 ࠾ࡍకए  ڴసࠪనం ړڷࡱߕ ߘܼޓ బܽद మనంڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ܼޓ ࣒ڒ ܼޓ ߤ࣌ 2 ߤ࣌ 
ఉంۨనటऱޙ࠼ ఇకए డ ఏࠫ వࣆफం޴ ఎࡅ ޴ࠫߖకए  బܽद a a cos four aڒ ࡛ࠂ ߤ࣌ ݀ ޴ߝఅ  ߤ࣌ 
మనڕ ఇకए డ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ఆࢡజనకంڴ ఈ ߖ ర޶भ ڒ ࡯࠻ۯబܽद ࠬࡏ ఈ ݟڕ cos 4 a cos 4 a
 sine 8 a a.޴ంޔ࢓అ ࠲फ ࠪऴతࡏڷ ޴ࠫߖఎ ߯ ޴ۯంࠚల ڕన ۫࣋फ మనߩ࢙
ओߩసం ఇߗబܽद కڒ పంߦ ޴ࠫߖద ఎࠬ ڷࡱߕ ړࡹ ࡛ࠂ ߤ࣌ ݡంࡓ   ఒక పదం a cos a a ڕమన ݡ
వۨऐ ం޴, అࡹ ޴ ఉంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఖۨऐ ޴మనం ఇ ݡ తంڴ సࠪనం అߧ۫ ߖంۧڒ ࡯బܽद ఇ޴ సࠪనంlhs
అߧ۫ ߖంۧړࡹ ࡯ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంۯ ڴయవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ cos a cos two a 
ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ړ ఈ మࢁऱ ఒక పړߖ޳ వࣆफందߖ మనࣆࡱޘ ڕ, అޙ࠼ sine four a cos 

theta ړࡹ సࠪనం ޴ۯంࠚల ڕసࠪనం మన ړ ݡంࡓ ޜ a sine four a two sine two a cos two a 
 బܽद మనం a sine aڒ ࡯ంۧߧ۫ ߖసࠪనం అ ޴ࠫߖద ఎࠬ ڷࡱߕ ߤ࣌ ݡంࡓ బܽद మనంڒ బܽदڒ
झ࡯ంۧߧ۫ ం޴ ఇ޻ మ࠾ࡍ ఇߩओ छڙమనం ఈ ݦ झࡽ  అߖ ఈ ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ ߰ంڒ ࠭޳బܽद మనం 4 a 
झ࡯ంۧߧ۫ న޴ ఇڒ ޻బܽद మనం ఈ ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ ߰ం࠭޳ అߖ ऴڷࡱߕ ࠭ࣃ࢐ అం݄ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ߦపంa 
ओߩబܽद  ఇڒ ݡంࡓ ࣒ڒ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ఇకए ߖ ڷࡱߕ ఈ ڴࡱ޶బ ړߖߦߦ ఆࣣ ఈ ݡ డ ఉంచడం వలऱ a a 
మనం ߰ంޔ޶నऒ  సࠪనం a a a ړߖ޵ ࢑షయం క ఈߘబܽद కڒ ߤ࣌ ݀ ߤఅ߯ ݀ ࣒ڒ ړࡹ ݀ ߤ࣌ ޴
మ࠾ࡍ ఇߩओ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖफందࣆࠚఈ ల ݞږ ڕమన ݡ ఒక పదం ఇకए ݡంࡓ  డ మ࠾ࡍ ఇߩओ  cos ݡ
ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభం ఎం޶కం݄ ࣌ߤ ݀ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ࠬࡏ ఇߩओ ऒߖ޳ఈ ప ݡ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఆ a 
పదం ݀ ࣌ߤ ఎ ࣒ڒ ఎ ࣌ߤ ܿ అڒ ߤ࣌ ݀ ߤߦబܽद ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯  ఇ޴ a cos a 
మړ ࠾ࡍ సࠪనం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇړ ޴ సࠪనం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ cos two a cos a times cos 2a
ఉ޳హరణల ޳छ झ࡯ऴగࣕంۧ ࡌ న ࢑షయం ఏࠫటం݄, మనం ఎలऱߩओ  ړߖݞసం ۫డڝ లߕ࠮న ݢ
ऴపయޒऒ ంۧ࡯ మ࠾ࡍ ࠪరठం పరంڴ సࡕన ߖర पయం ڝࣆޓవړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࡯.
 ڴలంږߘ࠻సమ ࡱࣾࡎఇ ప  ࠼ఉంܼ ڴܾ߱ ڕవర ࡮ۧ ࡹܽ࢒ కం݄޶ఎం ࡯ంۧࡍసߘసం అڝ ࢓܌ࡏ 
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ మߖڜࡍऒ  సమసङ లߘ పࡍషए फࣃڵࣃనڜ ంచడంࡍ ࠭, ఇ޴ ఆࣣ, 
ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఈ రక࠳న సమసङ లߘ పࡍషए కరङ࣏ ڕࠬ ࡹంచడంࡍ ంڴ ఉంܿం޴, ధనङ  ࡱ޳࢐
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