
 ْപഭാഷണം 3-െല ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ നാലാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം, ഞ׹ൾ ൈസൻ ؛സ് ൈവ ൈസൻ ൈമനസ് ൈവ ൈസൻ ൈസൻ േകാസ് x x 2x 3x 2x 
േകാസ് എؗതിനായുت പദْപേയാഗ׹ൾ ചർ׺ െചുإകയും ഉരു؋ിരി؁ു വരികയും െചᅃٝു. ര؇് 3x 
േകാണുകളുെട ആെകു؋കയുെട സ് പർശനവും ര؇് േകാണുകളുെട വّതّാസവും ഒരു േകാണിന്െറ 
ര؇ുതവണയും ഒരു േകാണിന്െറ മൂ്ؗ തവണയും ഉت സ് പർശന؋ിന്െറ ആെകു؋കയ് تുׯ 
പദْപേയാഗ׹ൾ, കൂടാെത ന്െറ േകാെസׯന്റ്, ന്െറ െസׯൻഡ് എؗി׹െനയുت ചില x x 
ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ അവതരിؚിുׯം. ടാൻ ടാൻ എؗിവയുെട അടിرാന؋ിൽ x, y x 
ന്െറ ؛സ് യുെട ഒരു പദْപേയാഗം ഉ؇ാׯാൻ ْശമിׯാം , കാരണം എؗത് യുെട ര؇ിൽ ഒئ x y x pi 
ഗുണിതമാകുേآാൾ ന്െറ ടാൻ നിർവചിׯെؚടിب, അതിനാൽ ഇനിؚറയുؗ പദْപേയാഗം േപാകുؗു x x
 കാരണം ന്െറy x ,ൂتേؚാൾ മാْതേമ സാധുതയു؋ാبഗുണിതം അ ئസ് എؗത് ഇേؚാൾ ൈപയുെട ഒ؛
ടാൻ ൈബ േകാസ് ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ ടാൻ ؛സ് മുآെ؛ ؋സ് യുെട േകാസിന്sin x x x x y x y 
േമൽ ന്െറ ന് തുലّമാണ്  യുെട പദْപേയാഗ׹ൾ ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ ْപഭാഷണ׹ൾ  x sine si ne 
ന്െറ ؛സ് ؛സ് എؗിവ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ എ്ؗ ൈസൻ ؛സ് x y, cos of x y x plus y x cos y 

എ്ؗ എഴുതാം.  നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, ഈ പദെ؋ െകാ؇് cos x   sine y cos x cos y cos x cos y 
ഹരിുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, കാരണം ഉപേയാഗി്׺ റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ tan x cos y cos y 
ഇതാണ് നമു്ׯ എؗത് ؛സ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ലഭിؗുׯത് sine x cos y cos x cos y cos x sine y 
െന ആയി ഹരിുؗുׯ , ഇതാണ് ഈ പദം ഈ പദം ഇത് ഒؗാണ് , ഇത് cos x cos y tan x tan y tan x 
തവണ ആണ്, അതിനാൽ അവസാനം നമു്ׯ ന്െറ ടാൻ ലഭിുׯം യുെട ഒരു ൈമനസ് ടാൻ tan y x y x 
ടാനിന്െറ എؗതിന് മുകളിൽ ഈ പദْപേയാഗം സാധുതയുتത്, എبാ ؛സ് എؗിവയും y xy , x y 
അبാ؋േؚാൾ മാْതേമ ഈ പദْപേയാഗം സാധുതയുൂت.  ൈപയുെട ര؇ിൽ അത് പരിധിയിبാ؋തായി
മാറുؗു, അതിനാൽ ഈ ْപേതّക പദْപേയാഗം ര؇് േകാണുകളുെട എ٧്ْعപസ് തുകയുെട ടാൻജന്റ് 
തأിലുت ബؖം നൽകുؗു ഇവിെട നി്ؗ ര؇് േകാണുകളുെട ْപേതّക ُ١ർശന׹ളുെട 
അടിرാന؋ിൽ ൈമനസ് ന്െറ ടാൻ എؗതിന്െറ പദْപേയാഗം ഇേؚാൾ വളെര ressed, x y 
എളുؚമാണ്, കാരണം അത് ؛സ് ൈമനസ് യുെട ടാൻ എ്ؗ എഴുതാം , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഈ x y 
സമവാകّം വീ؇ും ഉപേയാഗിുؗുׯ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നأൾ െയ ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ y y 
മാئിرാപിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് യുെട ടാൻ ؛സ് ടാൻ ലഭി1 ,ുؗുׯ ൈമനസ് ടാൻ y x 
ഓഫ് ൈമനസ് ന് 1 ൈമനസ്  ടാൻ ലഭിുׯം  ൈമനസ് എؗത് ടാൻ യുെട ൈമനസ് ആണ്, ഇത് ടാൻ y y y 

ൈമനസ് ടാൻ ഓൺ വൺ ؛സ് ടാൻ ടാൻ ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ ഇേؚാൾ ടാൻ ടു എؗ x y x y x 
പദْപേയാഗം മുൻ ൈسഡിൽ നി്ؗ ؛സിന്െറ ടാൻ ക؇തായി കണׯാׯാം. ഒരു ൈമനസ് ടാൻ x y x 
ടാൻ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗി്׺ െയ ഉപേയാഗി്׺ y y x 
മാئിرാപിؗുׯത് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ؛സ് ആണ്  ടാൻ ഒരു ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ ന് x x x x 
മുകളിൽ എؗാൽ വീ؇ും ഇത് ആകുേآാൾ മാْതം നؗായി നിർവചിׯെؚടുؗു  എؗത് tw ox pi 
യുെട ഒئ ഗുണിതമب കാരണം എؗത് യുെട ര؇ിന്െറ ഒئ ഗുണിതമാെണ׸ിൽ ഇവിെട ഈ x, x pi tan

ഇവിെട ഈ എؗിവയും സമാനമായ രീതിയിൽ നിർവചിׯെؚ؂ി؂ി؛ .بസ് എؗ   ടാൻ x, tan x x y 
എؗ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗി്׺ ْതീ വീ؇ും ടാൻ ലഭിുؗുׯ ഞ׹ൾ്ׯ ടാൻ ഓഫ് ؛സ് ടു തുലّം x x x 
ടാൻ ؛സ് ടാൻ ര؇് ഒരു ൈമനസ് ടാൻ ടു ടാൻ ടു ആയി മാറുؗു , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ മുآെ؋ x x x x 
ൈسഡിൽ നി്ؗ ടാൻ ടു എؗ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അത് നി׹ളുെട സൗകരّ؋ിനായി x 
ഞാൻ വീ؇ും പുനർനിർأിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇് ടാൻ  എؗത് ഒരു ൈമനസ് ടാൻ ചതുര؋ിന് x 
േമൽ ര؇് ടാൻ ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ആ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ടാൻ x x 
ടാൻ x x th ׯറും നമു്ئറും ഡിേനാമിേനئനّൂമേറ تസ് 2 ടാൻ ആണ് .   ഒരു ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ ഉ؛
ലഭിുׯം  എؗത് ടാൻ മട്׹ ഒരു ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ ؛സ് ടു ടാൻ ന് തുലّമാണ്, ree x x x x 
അ׹െനയാണ് നّൂമേറئർ ഒ്ؗ ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് ടാൻ സ്കٔയർ തുലّമാണ് , x x 
തുടർ്ؗ ഈ േْബസുകൾ ഇവിെട തുറുؗുׯ. ടാൻ ْതീ എؗത് മൂ്ؗ ടാൻ ൈമനസ് ടാൻ കّൂബ് ഒരു x x x 
ൈമനസ് ْതീ ടാൻ സ്കٔയർ വീ؇ും ഇത് നؗായി നിർവചിׯെؚടുؗത് മൂ്ؗ ര؇ിൽ ൈപയുെട ഒئx x 
ഗുണിതം അبാ؋േؚാൾ മാْതമാണ് ഞ׹ൾ ഫംഗ്ഷൻ അവതരിؚി׺ത്. എؗത് ടാൻ ന് cot x cot x x-
ഒؗിന് തുലّമാെണ്ؗ നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ൈسഡിൽ എؗിവയുെട cot x, cot y 
അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ ؛സ് യുെട ഒരു പദْപേയാഗം േനടാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ cot of x y 
ഇവിെട നി്ؗ അത് ന്െറ ആണ് പിؓുടരുؗത് ടാൻ ؛സ് യുെട ടാൻ ؛സ് x plus y cotangent x y x y 
എؗതിന്െറ പദْപേയാഗം നമുׯറിയാം, അത് ടാൻ ؛സ് ആണ് ടാൻ ؛സ് ടാൻ േമൽ 1 ൈമനസ് x y x y 
ടാൻ ടാൻ ഈ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗി്׺ ഇവിെട ആദّ സമവാകّ؋ിൽ നമു്؛ ׯസ് ലഭിുׯംx y cot x 

ഒരു ൈമനസ് ടാൻ ടാൻ ഓൺ ടാൻ ؛സ് 10 ഇേؚാൾ ഡിവി്ׯ തുലّം ടാൻ ടാൻ ഉت  y x y x y x y 
നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും േചർ്ؗ നമു്ׯ ടാൻ ടാൻ എؗതിൽ ഒ്ؗ ലഭിുؗുׯ , അതിനാൽ x y 
ഇവിെടയുت ഈ പദം ൈമനസ് ടാൻ ടാൻ െകാ؇് ടാൻ ടാൻ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ ടാൻ x y x y 

ന് മുകളിൽ ടാൻ ടാൻ ؛സ് െകാ؇് ഹരിുׯം അതിനാൽ ഇവിെട ഇത് x x y tan y on tan x tan y 
റؐാׯെؚടും, ഇവിെട ഈ ْപേതّക പദം റؐാׯാൻ േപാകുؗു, ഇവിെട ഈ ْപേതّക പദം മെئാؗുമب, y 
മെئാؗുമب തവണ ഒരു ടാൻ ഒ്ؗ ടാൻ ആണ്. ആെണ׸ിൽ ഇവിെട ഈ പദം തവണ x y x cot y cot x 

ആണ് , ഇവിെട ഒ്ؗ ആണ് ആണ് അതിനാൽ അവസാനം നأൾ cot y tan y cot y one on tan x x, 
എؗ പദ؋ിൽ അവസാനി؛ ുؗുׯസ് എؗത് ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന് cot x y cot x cot y 

തുലّമാണ് ؛സ് ഇേؚാൾ ന്െറ ഒؗായതിനാൽ ന്െറ ന്െറ cot x cot y x cotangent x x x cotangent 
ന്െറ ആണ് യഥാർ،؋ിൽ ന്െറ ന്െറ ആയതിനാൽ ന്െറ cosine x x cotangent cosine x x sine 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ യുെട ഗുണിതമാകുേآാൾ സംഭവിؗുׯ അനؓത ؛സ് ൈമനസ് x pi 
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അനؓമായി മാറുؗു അതിനാൽ ؛സ് ഒരു ഗുണിതമبാ؋േؚാൾ മാْതേമ ؛സ് യുെട x y x y 
േകാ؂ാൻെജന്റിനുت ഈ പദْപേയാഗം നؗായി നിർവചിׯെؚടുؗു  ന്െറയും, തീർ׺യായും ന്െറpi x-
ഈ ന്െറ പദْപേയാഗ؋ിൽ നി്ؗ , ന്െറ ന്െറ ന്െറ പദْപേയാഗം നമു്ׯ cotangent- x- y- cotangent- x 
ൈമനസ് ന്െറ പദْപേയാഗം ലഭിുׯം   ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ ന്െറ y- tan x x 

ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനായിരിുׯം , അതിനാൽ ൈമനസ് യുെട േകാഡ് ഇവിെട cotangent x y y 
യ് ്ׯ പകരം ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ ന്െറ െന ൈമനസ് ൈമനസ് -ന്െറ ന് ന്െറ y x cot- y 1 cot- x-

ന്െറ ആയി ലഭിുׯം.  ൈമനസ് യുെട േകാടാൻെജന്റ് ൈമനസ് യുെട cotangent- cotgent y y 
േകാടാൻെജന്റ് ആയതിനാൽ ൈമനസ് യുെട ടാൻെജന്റിന് ന്െറ േകാടാൻെജന്റ് ഒരു വിചിْതമായ y x 
ഫംഗ്ഷൻ ആയതിനാൽ ഇത് ക؂ിലിൻെറ ൈമനസ് ആകും , അതിനാൽ ഇത് ക؂ിൽ ൈമനസ് ക؂ി ന് y x 
മുകളിൽ ഒؗായി മാറും, ഈ പദْപേയാഗം വീ؇ും മിക׺താണ് ൈമനസ് എؗത് ൈപയുെട x y 
ഗുണിതമبാ؋േؚാൾ മാْതം നിർവചിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ര؇് ന്െറ ടാൻ, ْതീ ന്െറ ടാൻ x x 
എؗിവയ് تുׯ പദْപേയാഗ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ത് േപാെല നമു്ׯ ര؇് ന്െറ ക؂ിലിനുت x 
പദْപേയാഗ׹ൾ ന്െറ ക؂ിലിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും .  ؛സ് എؗത് x x y x 
ന്െറ ക؂ിലിൻെറ ഇര؂ി കിടׯയാണ് കൂടാെത യുെട ക؂ിൽ , അതിനാൽ ഈ എؗത് ന് x y y x 
തുലّമായതിനാൽ െകാ؇് ന് തുലّമായാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ര؇് ന്െറ ക؂ിൽ ന് y x x cot x 
തുലّമാണ് എؗത് ആׯി ക؂ിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് തവണ െകാ؇് ഹരിുׯക x cot x x x cot x 
അ׹െന നമു്ׯ ക؂ിലിന് ര؇് ന്െറ പദْപേയാഗം ലഭിു׺ , അതുേപാെല തെؗ ന്െറ ക؂ിലിൻെറ x x 
അടിرാന؋ിൽ മൂ്ؗ ന്െറ ഒരു ഫംഗ്ഷനും നമു്ׯ ലഭിുׯം. ؛സ് ടു ന്െറ മൂ്ؗ എؗത് x x x x x 
ന്െറ ക؂ിലിേല്ׯ തുലّമാണ്  ര؇് ന്െറ ക؂ിലിേല്ׯ ക؂ിൽ ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ക؂ിലിൽ x x x
ആണ്, അതിനാൽ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ര؇് േകാ؂് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ഒടുവിൽ x 
ലഭിുׯം , ഇത് വീ؇ും നിർവചിׯെؚടുؗത് മൂ്ؗ ൈപയുെട ഗുണിതമبാ؋േؚാൾ മാْതമാണ്, x 
അതിനാൽ മുآെ؋ ൈسഡുകളിെലാؗിൽ ടാൻ ഫംഗ് ഷന്െറ േമൽ േകാടാൻെജന്റ് ഫംഗ് ഷൻ 
ഒؗായിരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ിരുؗു, അതിനാൽ നമുتുׯത് േപാെല തെؗ  േകാെസׯന്റ് 
ഫംഗ് ഷൻ എ്ؗ വിളിؗുׯ മെئാരു ഫംഗ് ഷൻ ഞ׹ൾ നിർവചിുؗുׯ , അതിനാൽ ഫംഗ് ഷന്െറ േപര് 
േകാെസׯന്റ് ആണ്, പേײ ഞ׹ൾ അതിെന സാധാരണയായി േകാെസക് എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഇത് 
ൈസൻ ന് തുലّമായ ന്െറ േകാെസക് എ്ؗ നിർവചിׯെؚടുؗു, അതിനാൽ ഈ നിർവചന؋ിൽ x x 
നി്ؗ ഇത് വّװമായി പിؓുടരുؗു േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷൻ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും 
ഗണമായ ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നിന് തുലّമായിരിുׯം, ൈസൻ ന്െറ ഏത് യഥാർ، x x 
േമാഡിനും ഒؗിന് തുലّമാണ് എؗാൽ േകാെസׯന്റ് എؗത് ന് േമൽ ഒؗാെണؗും x x sin x-
അതിനാൽ  ഈ ബؖ؋ിൽ നിؗും ഈ വُٝു തയിൽ നിؗും , ഏെതാരു റിയലിനും ന്െറ x cosecant x 
േമാഡ് എبായ്േؚാഴും ഒؗിെനׯാൾ തുലّമാണ്, അതിൽ നി്ؗ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി ര؇്
ഇടേവളകളിെല യൂണിയൻ ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയും.  ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി മുതൽ ൈമനസ് 
വൺ യൂണിയൻ വെര ആയതിനാൽ ൈമനസ് ഒؗിന്െറ മൂലّം െസ്ئ യൂണിയനിൽ ഉ؇ായിരിുׯം.  y 
ഞ׹ൾ േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷെന നിർവചിുؗുׯ, മെئാരു വളെര ജനْപിയമായ ْതിേകാണമിതി 
ഫംഗ് ഷൻ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷനാണ് േപര് െസׯന്റ് ആണ് ചുരു؋ׯിൽ ഞ׹ൾ അതിെന എഴുതുؗത് 

ന്െറ െസׯൻറ്  ഓൺ േകാസ് ആയി നിർവചിׯെؚടുؗു , അതിനാൽ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ x 1 x 
െഡാെമയ് ൻ സമാനമായിരിുׯം  ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്ൻ എبാ യഥാർ، സംഖّകളുെടയും cos 
ഗണമാണ് , േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ കാരّ؋ിെലؗേപാെല, ന്െറ ഏെതാരു യഥാർ، cos x x 
േമാഡിനും ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ വُٝു തയും ഈ നിർവചനവും ഉപേയാഗി്׺ ഇത് 
പിؓുടരുؗു  െസׯന്റ് ന്െറ ഏെതാരു യഥാർ، േമാഡിനും 1 ന് തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ x x 
നമു്ׯ െസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി വീ؇ും േകാെസׯന്റ് ഫംഗ് ഷന്െറ േْശണി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ 
എഴുതാം , ഇത് ഇടേവള ൈമനസ് അനؓതയുെട യൂണിയൻ ആണ് ൈമനസ് വൺ യൂണിയൻ ഒ്ؗ മുതൽ 
അനؓത വെര, വّതُّ ْٝതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനുകൾ തأിലുت ധാരാളം ഐഡന്റിئികളും 
ബؖ׹ളും ഞ׹ൾ പഠിു׺ , കൂടാെത സ് പർശക׹ളുെടയും ൈസൻ, േകാൈസന്െറയും തുകയുെടയും 
വّതّാസ׹ളുെടയും പദْപേയാഗ׹ളും. േകാണുകളുെട ആെകു؋കയും വّതّാസ׹ളും നമു്ׯ ചില 
ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഈ ْപٍ؋٠ിൽ ഈ ഇടതുവശتു؋ പദْപേയാഗം ര؇് 

ക؂ിലിനു തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ ْപٍ׹٠ൾ x 
പരിഹരിؗുׯതിനുت ْപധാന ആശയം പാേئണുകൾ കെ؇؋ി ْശമിുׯക എؗതാണ്.  േചാദّ؋ിെല 
പദْപേയാഗ׹ളിൽ നി׹ൾ കെ؇ؗു؋ പാേئണുകളിൽ ഞ׹ൾ പഠി׺ പദْപേയാഗ׹ളും 
ഐഡന്റിئികളും ْപേയാഗിؗുׯതിന്,  ഉദാഹരണ؋ിന് ഇവിെട ഇടതുവശ്؋ ര؇് 
േകാൈസനുകളുെട ആെകു؋ക ഉെ؇ؗും നി׹ൾ ഓർുؗുׯെ؇׸ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ ഐഡന്റിئി 
ഉ؇ായിരുؗു .  ബിയുെട ؛സ് േകാസ് ഒരു ؛സ് ബിയുെട ര؇് ഇര؂ി േകാസിന് തുലّമാണ്, ര؇്  ൈമനസ് 
ബി ഓൺ ടു േകാസാണ്, അതിനാൽ ഇത് മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ പഠിؚി׺താണ്, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഈ ഐഡന്റിئി കാണി׺ മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ നിؗുت ൈسഡാണിത്  cos a plus cos b 
എؗത് ര؇് മട്׹ എؗത് ര؇് മട്׹ എؗത് ര؇് മട്׹ ന്െറ ര؇് cos a plus b cos a plus b cos 
മട്׹ എؗതിന് തുലّമായിരിുׯം , നമു്ׯ ഈ പാേئൺ ഇവിെട ലഭിؗുׯതിനാൽ ആണ്, cos cos a 
അതിനാൽ ഇത് ഏഴ് ആണ് മൂ്ؗ എ്ؗ ഇടുؗതിലൂെട  ഏഴ് എؗതിന് തുലّവും ആയിരിുׯകaa xb x x 
 നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് മൂ്ؗ ന്െറ മൂലّം ഏഴ് ന്െറ േകാസ് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഒരു ؛സ് ബി x x x 
പ്؋ ന്െറ പ്؋ ആണ്, അത് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അ؀് ന്െറയും ഒരു ൈമനസ് ബി നാല് x x x 
ന്െറയും േകാസ് നൽകും  ര؇് എؗത് ര؇് ആകും, അതിനാൽ ര؇് ആണ് , തുടർ്ؗ x x 
ഡിേനാമിേനئറിൽ ൈമനസ് ചിصം എؗ രൂപ؋ിന്െറ ഒരു പാേئൺ ഞ׹ൾ കാണുؗു , ഇത് sine a b 
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ْപഭാഷണം മൂؗിെല മുൻ ൈسഡുകളിെലാؗിൽ ചർ׺ െചയ് തിരുؗു, അത് ഞാൻ ഇേؚാൾ നി׹ളുെട 
മുؗിൽ പുനർനിർأിുؗുׯ അതിനാൽ ൈസൻ എ ൈമനസ് സിൻ ബി ഈ പദْപേയാഗം 
ഉരു؋ിരി؁താണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 
നി׹ൾׯായി വീ؇ും  എഴുതെ؂, ൈമനസ് ചിصം ബി ര؇് ഇര؂ി േകാസിന് തുലّമായ ൈമനസ് ബി 
ര؇് ഇര؂ി േകാസിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ബി ര؇ിന് മുകളിൽ ൈസനിേല്ׯ. ഏഴ് നും യും മൂ്ؗ x b x 
ന് തുലّമായി െവ׺ാൽ നമു്ׯ ഏഴ് ൈമനസ് ൈസൻ മൂ്ؗ തുലّം ര؇് ഇര؂ി േകാസ് ര؇ിന് x x 
മുകളിൽ ഒരു ؛സ് ബി അ؀് ഉം ര؇ിന് മുകളിൽ ഒരു ൈമനസ് ബി ര؇് ഉം ആയിരിുׯം x x 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം  അവസാനമായി നമു്ׯ ഈ പദْപേയാഗ׹ൾ നّൂമേറئറിനായി ah 
ലഭിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് നّൂമേറئറിനുتതാണ്, ഇത് ഡിേനാമിേനئറിനുتതാണ് പിെؗ ഇവ a  
ര؇ും ഹരിുׯേآാൾ ഇത് ഇത് െകാ؇് ഹരിؗുׯതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ഇവിെട ഇടത് വശം നّൂമേറئറിന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് 2 േകാസ് 5 ന് തുലّമാണ്  പദْപേയാഗം x 
ഇവിെട 2 േകാസ് അ؀് ഇര؂ി ൈസൻ ര؇് x x 
അ׹െന ര؇്, ര؇് എؗിവ റؐാׯെؚടും, അ؀് േകാസ് അ؀് റؐാׯെؚടും, x , x 
അവേശഷിؗുׯത് ര؇് ഓൺ സിൻ ര؇് ആണ്, ഇത് ര؇് ന്െറ ക؂ിലിനു തുലّമാണ്, ഇത് x x x 
വലതുവശتു؋ ഇവിെടയും ഇത് ഇതിന് തുലّമാണ് എؗതിന്െറ െതളിവ് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, x  
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട പഠി׺ത് േചാദّ؋ിെലേയാ അവിെടയുت പദْപേയാഗ׹ളിെലേയാ 
പാേئണുകൾ കെ؇ു؋കയും  ആഹ് നأൾ മു്آ പഠി׺ ഏെത׸ിലും പദْപേയാഗ׹ൾ ْപേയാഗിׯാൻ 
കഴിയുേമാ എ്ؗ േനാുׯക എؗതാണ്. ഇവിെട േചാദّ؋ിന് ഉദാഹരണമായി ഈ സാഹചരّ؋ിൽ cos 

ൈമനസ് ചിصം എؗീ പാേئണുകൾ ഞ׹ൾ തിരി׺റി؁ു, അവ a plus cos b, sin a b 
റؐാؗുׯതിേല്ׯ നയി׺ എؗിവയുെട ഉൽؚؗമായി ഞ׹ൾ ْപകടിؚിുׯകയും തുടർ്ؗ cos, sine 
സമാനമായ മെئാരു േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകുകയും െചുؗുإ. മൂ്ؗ േകാൈസനുകളുെട ആെകു؋ക

അ׹െന ഒؗുകിൽ നമു്ׯ ആദّം ഇതും ഇതും േചർ്؋ തുട׹ാം , തുടർ്ؗ ഈ ര؇ിന്െറയും 
ആെകു؋കയിേല്ׯ ഇത് േചർׯാം അെ׸بിൽ ആദّം എؗിവ േചർׯാം, cos three x, cos five x 
പിؗീട് േചർുׯക cos four x 
അ׹െന ഏത് വഴി  േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ കൂെട cos a plus cos b cos three x cos four x 
േചർുׯകയും േചർുׯകയും െചുإേമാ എؗതാണ് ْപٍ٠ം, cos five x cos three x, cos four x 
എؗിവ േചർ؋ാൽ േകാസ് േഫാർമുല നി׹ൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ ആദّം അത് ര؇് a plus cos b 

ആണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ നിബؖനകൾ ഏഴ് ആണ്, cos a plus b by two to cos cos x by two 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഒരു എടു؋ാൽ മൂ്ؗ എؗിവ നാല് ആയാൽ ഞ׹ൾ ഇതും ഇതും two x, b x 
േചർുؗുׯ. നമു്ׯ ര؇് മട്׹ േകാസ് ഏഴ് ര؇്, ര؇് തവണ േകാസ് ര؇് എؗി׹െന ലഭിുׯം x x 
എؗതാണ് ْപശ് നം, അേؚാൾ ഈ ര؇് പദ׹ൾുׯം മായി െപാതുവായി ഒؗുമിب, cos five x 
അതിനാൽ െപാതുവായ എെؓ׸ിലും ഫാعർٚ ഔ؂് െചؗുإത് വളെര ബുؑിമു؂ായിരിുׯം, കാരണം 
ആതّؓികമായി നി׹ൾ എؓാണ് കാണുؗത് നമു്ׯ ഇവിെട വലതുവശ്؋ നാല് ആണ് x 
ആവശّമുتത്, അതിനാൽ ഇതും ഇതും ആദّം േചർׯാൻ ْശമിؗുׯത് തിരെ؁ടുുׯക ശരിയായ 
തْؓമب ഇത് പരീײയിൽ സമയം പാഴാׯാൻ ഇടയാുׯം, അതിനാൽ മൂ്ؗ ഉം അ؀് ഉം x x 
േചർؗുׯതാണ് മെئാരു ഓപ്ഷൻ, അതാണ് നبത്, കാരണം നി׹ൾ മൂ്ؗ േചർുׯേآാൾ മൂ്ؗ ന്െറx x 
േകാസ് അ؀് എ്ؗ എഴുതുേآാൾ. നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ന്െറ ര؇് ഇര؂ി വിലയാണ്, അതിനാൽ x x 
ഇത് 3 ؛സ് േകാസ് 5 ആണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ കൂടി േചർേׯ؇തു؇്, എؗാൽ ഇേؚാൾ നب x x cos 4 x 
കാരّം ഇതിന് ഇതിനകം തെؗ ഈ േകാസ് 4 ഉ؇് എؗതാണ്  ഫാعർٚ അതിനാൽ ഈ പദവും 4 ഉം x x 
കൂടുതൽ സംേയാജിؚിׯാൻ എളുؚമാണ്, മെئാരു കാരّം വലതുവശ്4 ؋ ഉ؇്, അതിനാൽ മൂ്ؗ ഉം x x 
നാല് ഉം േചർؗുׯതിന് പകരം ഈ റൂ؂് എടുׯണം, ആദّം മൂ്ؗ േചർׯണം.  അ؀് ആദّം x x x 
അ׹െന പിؗീട് നّൂമേറئർ ഇതുേപാെല എഴുതാം, 
അ׹െന ഇടതുവശെ؋ നّൂമേറئറിെന ര؇് േകാസ് നാല് ഇര؂ി എ്ؗ എഴുതാം, അതായത് x cos x cos 
മൂ്ؗ പിെؗ ؛സ് നാല് x, cos five x , cos x 
അ׹െന  ഫാعർٚ ഔ؂് െചإാം, അത് എ്ؗ ഒ്ؗ ؛സ് ടു ആയി എഴുതാം cos four x cos four x cos x 
അ׹െന  ഡിേനാമിേനئറിെല അേത കാരണ؋ാൽ ഞ׹ൾ ആദّം െന sin three x sine five 

െനാؚം േചർׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ ؛സ് ചിصം എؗതിന്െറ േഫാർമുല നി׹ൾ x- sine a b 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ , ഇത് ര؇് എؗതിന് തുലّമായി മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ sine a plus b 
ഉരു؋ിരി؁താണ്.  ഒരു ൈമനസ് ബിയുെട ര؇് മട്׹ േകാസ് 2 ന് മുകളിലാണ്, അതിനാൽ 3 ന്െറ x 
ൈസൻ ؛സ് അ؀് ന്െറ ര؇് തവണ ൈസൻ നാല് ന് തുലّമാണ്, കാരണം മൂ്ؗ ആണ്, x x a x 
അതിനാൽ ؛സ് ബി എ؂് ആയതിനാൽ അത് യുെട േകാസായി നാല് ആയി മാറുؗു  ൈമനസ് a x a x 
ബി ൈബ ടു ടു, അതിനാൽ േകാസ് ഓഫ ്ൈമനസ് ബി ൈമനസ് ടു ൈമനസ് ടു ഓൺ ടു േകാസ് x , x 
ൈമനസ് ആണ്, എؗാൽ ൈമനസ് എ٧عിന്െറ േകാസ് ന്െറ േകാസിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x x 
ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, തുടർ്ؗ അؓിമം  ഇടതുവശتു؋ ഡിേനാമിേനئറിനുت പദْപേയാഗം 
നാല് എ്ؗ അടയാളെؚടു؋ാൻ ഈ പദْപേയാഗം േചർുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് x sin four 

വീ؇ും സാധാരണമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് മട്׹ ഒ്ؗ ؛സ് ടു എ്ؗ x sine four x cos x 
എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത്  ഡിേനാമിേനئർ അതിനാൽ ഇതാണ് നّൂമേറئർ, ഇതാണ് ഡിേനാമിേനئർ , 
തുടർ്ؗ അവസാനം നأൾ വിഭജിുׯേآാൾ ഡിേനാമിേനئർ ْപകാരമുت നّൂമേറئർ നأൾ കാണുؗത് 
നّൂമേറئറിലും ഡിേനാമിേനئറിലും ഈ പദം 1 ؛സ് 2 േകാസ് ഉ؇്, അതിനാൽ വിഭജിുׯേآാൾ അത് x 
റؐാׯെؚടും, തുടർ്ؗ നമു്ׯ േകാസ് 4 െന െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അത് വലതുവശ്؋ x- sin 4 x 
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തുലّമാണ്. ക؂ിലിന്െറ വശം ആയതിനാൽ, ഏെതാെׯ ഘടക׹ൾ ആദّം േചർׯണെമ്ؗ 4x 
തീരുമാനിേׯ؇ത് വളെര ْപധാനമാെണ്ؗ ഈ ഉദാഹരണ؋ിലൂെട ഞ׹ൾ ക؇ു, അبാ؋പײം 
അത് സമയന؋ذിന് കാരണമാേയׯാം രസകരമായ മെئാരു ْപٍ٠ം ഇനിؚറയുؗതാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
നേأാട് മൂലّം കണׯാׯാൻ ആവശّെؚടുؗു . 18 ഡിْഗിയുെട ൈസൻ ഇേؚാൾ ഇവിെട 
മനشിലാؗുׯത് എെؓؗാൽ, ൈസൻ ഓഫ് ൈപയുെട േകാസിന് 2 ൈമനസ് ആയതിനാൽ , x x 
ഞ׹ൾ മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ ചർ׺ െചᅃٝ മെئാരു ഐഡന്റിئിയാണിത് , 36 ഡിْഗിയിെല ൈസൻ 54 ന്െറ
േകാൈസന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു. ഞ׹ൾ 36 ഉം 54 ഉം തിരെ؁ടു؋തിന്െറ കാരണം, 
ഒؗാമതായി അവ 90 ഡിْഗി വെര കൂ؂ുؗു എؗതാണ് മെئാരു കാരണം, അവ ര؇ും 18 ഡിْഗിയുെട 
ഗുണിത׹ളാണ്, അതിനാൽ ൈസൻ 2 തീئയ്ുׯം േകാസ് 3 തീئയ്ുׯം േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯക 
എؗതാണ് ആശയം. ടി തീئയ് െׯാؚം  ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം തീئയ് ്ׯ  ഡിْഗി  തീ18 ئ 18 2 36 
ഡിْഗിയും 3 തീ54 ئ ഡിْഗിയുമാണ് , ൈസൻ 2 തീ2 ئ ൈസൻ തീئ േകാസ് തീئയാെണؗും മൂ്ؗ തീئയുെട 
േകാസ് നാല് േകാസ് ആെണؗും നമുׯറിയാം.  കّൂബ് തീئ ൈമനസ് ْതീ േകാസ് തീئ ഈ ര؇് 
പദْപേയാഗ׹ളും ഞ׹ൾ മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഉരു؋ിരി؁താണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ 
ലഭിؗുׯത് തീئയ്്ׯ തുലّമായ പതിെന؂ിനും ഇതും തുലّമാണ് എؗതും നമു്2 ׯ ൈസൻ തീئ േകാസ് 
തീئ ൈമനസ് 4 േകാസ് കّൂബ് തീئ ൈമനസ് 3 എ്ؗ എഴുതാം.  േകാസ് തീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, 
കാരണം ഇത് ൈസൻ ടു തീئയാണ്, ഇത് േകാസ് ْതീ തീئയാണ്, തീئയ്്ׯ പതിെന؂് ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ് , 
ഈ പദ׹ളിെലبാം േകാസ് തീئ ഒരു െപാതു ഘടകമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇതിെന േകാസ് തീئ എ്ؗ 2 ആയി എഴുതാം.  ൈസൻ തീئ ൈമനസ് 4 േകാസ് സ്കٔയർ തീئയും മൂؗും 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇവിെട സാധّമായ പരിഹാരം ഒؗുകിൽ ഈ പദം പൂജّമാണ് 
അെ׸بിൽ ഈ പദം 0 ആണ്, എؗാൽ 18 ഡിْഗി്ׯ തുലّമായ തീئയ്്18 ׯ ഡിْഗിയുെട േകാസ് 0 ന് 
തുലّമെ്ؗب നമു്ׯ അറിയാം. അതിനാൽ ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടു؋ാനുت ഒേരെയാരു മാർ״ം , ഈ
പദം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, അതായത് തീئയ്്ׯ പതിെന؂് ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, ഈ സമവാകّം 
നാല് േകാസ് സ്കٔയർ തീئ ൈമനസ് ര؇് സിൻ തീئ ൈമനസ് മൂ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ 
േകാസ് സ്കٔയർ തീئ തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം ഒരു ൈമനസ് സിൻ സ്കٔയർ തീئയിേല്ׯ 
അ׹െന നമു്4 ׯ ൈമനസ് 4 ൈസൻ സ്കٔയർ തീئ ൈമനസ് 2 ൈസൻ തീئ ൈമനസ് 3 തുലّം 0 , 
നؗായി അതിെന 4 ൈസൻ സ്കٔയർ തീ؛ ئസ് ടു ൈസൻ തീئ ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّം എ്ؗ 
എഴുതാം. അതിനാൽ തീئ പതിെന؂് ഡിْഗി്ׯ തുലّമായ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ഇേؚാൾ
ഇത് അടിرാനപരമായി ആഹാ ഇവിെട ഇടതുവശം സിന് തീئയിെല ഒരു കٔാْഡാئിക് 
േപാളിേനാമിയലാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം നأൾ അതിെന എ്ؗ നിർവചിുؗുׯ, z sin theta 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് നാല് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ആണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, z z 
അതിനാൽ ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന് ര؇് സാധّമായ പരിഹാര׹ളു؇് , കൂടാെത 
പരിഹാര׹ൾ സമം ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ൈമനസ് ഇരുപത് എ؂ിന് തുലّമാണ്, കാരണം പതിെന؂് z 
ഡിْഗിയുെട അടയാളം േപാസിئീവ് ആണ്  സാധّമായ റൂ؂് ഇവിെട ؛സ് ചിصേ؋ാെടാؚമാണ്, 
അതിനാൽ 18 ഡിْഗിയുെട ൈസൻ ൈമനസ് 2 ؛സ് റൂ؂ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ഒടുവിൽ ലഭിുؗുׯ, 
20-ന് 8- ന് മുകളിലുت റൂ؂് , ഇത് അ؀് ൈമനസ് ഒؗിന് നാല് എؗതിന്െറ വർ״മൂലമായും എഴുതാം. ഈ 
ْപശ് ന؋ിൽ ഇടത് വശتു؋ ഈ പദْപേയാഗവും വലതുവശتു؋ ഈ പദْപേയാഗവും ര؇ും 
തുലّമാെണ്ؗ വീ؇ും െതളിയിׯാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ വലതുവശتു؋ 
പദْപേയാഗം ക؇ാൽ ന്െറ േകാെസׯന്റ് ഒؗാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം ന്െറ ഉം x x sine x cotage 

ഉം ന് മുകളിൽ ഒؗാണ്, എؗാൽ നമു്ׯ ഇതിെന ന്െറ എؗും എഴുതാം , cotangent tan x x- cosine 
ന്െറ ന്െറ ന്െറ ഒരു ൈമനസ് േകാൈസന് ഇത് ന്െറ ന്െറ ഒരു ൈമനസ് േകാൈസന് ആയി x- x- x- x- x-

മാറുؗു , അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ കാണുؗത് ഈ ഒരു ൈമനസ് ആണ്  ഇവിെടയും cosine x 
ഇവിെടയും വരുؗു, അതിനാൽ ഈ നّൂമേറئർ തുലّമാകണെമ്ؗ നി׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ, 
എؗാൽ ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിനുتിലാണ് എؗതാണ് ْപٍ٠ം, അതിനാൽ ഒരു cos x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂ിന് പുറ؋ാണ് അതിനുت ഒരു വഴി നأൾ ഇടത് വശം ഗുണിുׯക cos x 
എؗതാണ് നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും 1 ൈമനസ് േകാസ് ന്െറ വർ״മൂലമുتതിനാൽ x 
ഇടതുവശെ؋ നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും ഒരു ൈമനസ് േകാൈസനിന്െറ വർ״മൂലّം തവണ x 
െകാ؇് ഗുണിുؗുׯ, അതിനാൽ നّൂമേറئർ ഇേؚാൾ നأൾ ആْഗഹി׺തുേപാെല ഒരു ൈമനസ് േകാസ് x
ആയി മാറുؗു ഡിേനാമിേനئർ േകാസ് സ്കٔയർ ന് മുകളിൽ ഒؗിന്െറ റൂ؂് ആയി മാറുؗു, എؗാൽ x 
ഒരു ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ എؗത് സ്കٔയർ ആെണؗും തുടർ്ؗ സ്കٔയർ ന്െറ റൂ؂്x sin x sin x 

ആെണؗും നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് ഇവിെട വലതു വശമبാെത മെئാؗുമب ഇത് ഈ sin x 
േചാദّ؋ിനുت െതളിവ് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േചാദّ؋ിൽ 40 ഡിْഗി ൈമനസ് 
േകാസിന്െറ മൂലّം 20 ഡിْഗിയും 80 ഡിْഗി േകാൈസനും കൂടി കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് ആദّം വളെര കഠിനമായ ْപٍ٠മായി േതാؗിേയׯാം ഈ 
േകാണുകെളبാം ൈസനും േകാൈസനും അറിയാ؋ േകാണുകളാണ്, കാരണം നأൾ സാധാരണയായി 
45 ഡിْഗി അെ׸بിൽ 30 ഡിْഗി അെ׸بിൽ 60 ഡിْഗി ൈസൻ, േകാൈസൻ എؗിവ ഓർുؗുׯ 
അെ׸بിൽ 15, 75 ഡിْഗി കണׯാׯാം.  റീസ് അതിനാൽ ഇത് അൽؚം ഭയെؚടുؗു؋തായി 
േതാؗിേയׯാം, പേײ ഇവിെട കാേണ؇ തْؓം, ഞ׹ൾ േകാൈസനുകൾ കൂ؂ിേ׺ർുׯകയും 
കുറയ്ുׯകയും െചؗുإതായി വീ؇ും കാണുؗു, അതിനാൽ ഉടൻ തെؗ േകാസ് എ ؛സ് േകാസ് ബി 
േഫാർമുല ഓർأിׯാൻ ْശമിׯണം.  ര؇് േകാസ് ؛സ് ബി ര؇ിൽ നി്ؗ േകാസ് ൈമനസ് ബി 
ര؇ിേല്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് കുറ്׺ ْപതീײ നൽകുؗു, കാരണം ഈ മൂ്ؗ പദ׹ളിൽ നി്ؗ 
ഇത് എയും ബിയും ശരിയായി തിരെ؁ടു؋ാൽ, ഈ േകാസ് േകാണുകളിൽ ഒ്ؗ ഒؗുകിൽ എ ؛സ് ബി 
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ര؇് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ബി ര؇് േകാൈസന്െറ മൂലّം നമു്ׯ അറിയാവുؗ ഒരു േകാണാകാം , ഈ 
മൂ്ؗ േകാണുകൾ േനാുׯേآാൾ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ഞ׹െള സഹായിേׯ׺ാം, നأൾ കാണുؗത് a 
40 ഡിْഗിയും എؗത് 80 ഡിْഗിയും ആയാൽ 40 ؛സ് ആണ് കാണുؗത്.  80 എؗത് 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ b 
120 എؗത് 60 ഡിْഗി ആണ് , 60 ഡിْഗിയുെട േകാൈസൻ പകുതിയാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഈ റൂ؂് ഈ റൂ؂് പരീײിׯാം , അതിനാൽ 40 ഡിْഗിയും 80 ന്െറ േകാസും ഈ േഫാർമുല 2 തവണ 
ഉപേയാഗി80 .ുؗുׯ ൈമനസ് 40 ന്െറ 60 ഡിْഗി മട്׹, അതായത് ൈമനസ്  അതായത് 40-ന് 2 , അത് 20 s 
ഡിْഗി ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ 60 ഡിْഗി്ׯ തുലّമാകും, അറുപത് ഡിْഗിയുെട േകാസ് 
പകുതി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇവിെട െവ׺ാൽ നമു്ׯ ഇത് ഇരുപത് ഡിْഗിയുെട 
മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ  അؓിമ പദْപേയാഗം വّװമായും 0 ആണ്, കാരണം ഇത് cos 40, cos
80 എؗിവയുെട ആെകു؋ക 20 ആണ് , ഞ׹ൾ ഇവിെട കുറയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ അؓിമ cos 20 
ഉ؋രം 0 ആണ്. ഇത് ഒരു പരീײയിൽ നിؗുت ഒരു ْപٍ٠മാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം വീ؇ും 
ആരംഭിׯാൻ േനാുؗുׯ. തീئയിൽ നി്ؗ ആരംഭി8 ്׺ തീئയിേല്ׯ നി׹ൾ േപാകുؗു എؗതിനാൽ 
വളെര ഭയാനകമാണ് . ടാൻെജന്റിന്െറ ഉتിെല േകാൺ ഇര؂ിയാകുؗു , വീ؇ും ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂് 
ഇര؂ിയാകുؗു, പിെؗ വീ؇ും ഇേ׹ാ؂് ഇേ׹ാ؂് 
അ׹െന ഒരുപെײ അവിെട ര؇് ന്െറ ടാൻ േഫാർമുല സുലഭമാെണ്ؗ േതാؗുؗു . ര؇് ടാൻ ന് x x 
തുലّം ഒരു ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇടതുവശ്؋ നി്ؗ x 
ആരംഭിׯാം, ഇടതുവശെ؋ അവസാന പദമായ 8 തീئയുെട 8 മട്׹ േകാടാൻെജന്റ ്ആണ്, ഇത് 
യഥാർ،؋ിൽ എ؂് തീئയുെട േകാ؂ാൻെജന്റ ്ആയി എഴുതാം. ടാൻ എ؂് തീئ അതിനാൽ x 
എടുؗുׯത് നാല് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്    തീ؛ ئസ് 4 , ആഹ് ഈ ക؂ിൽ എ؂് തീئ പദْപേയാഗ؋ിന് നാല് 
തീئയുെട ടാൻ ഉ؇ായിരിുׯെമؗും അടു؋ പദْപേയാഗം നാല് തീئയുെട ടാൻ ആെണؗും ഞ׹ൾ 
മനشിലാുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിെന ഇതുമായി സംേയാജിؚിׯാൻ ْശമിുׯം അതിനാൽ എ؂് 
ക؂് എ؂് തീئയും നാല് ടാൻ േഫാർ തീئയും എ؂് മുതൽ ഒരു ൈമനസ് ൈടം സ്കٔയർ േഫാർ തീئ ൈബ ടു 
ടാൻ േഫാർ തീئയും നാല് തീئയുെട നാല് മട്׹ ടാൻെജന്റും തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് നാലായി
മാറുؗു, ഇത് 4 മട്׹ തുലّമാണ്, കാരണം നമു്ׯ ഇവിെടയും ഇവിെടയും 4 ഉ؇് , ഞ׹ൾ അത് 
ലളിതമാുؗുׯ, 
അ׹െന മാറുؗു അതിനാൽ ഈ ബി  നാല് തീئേയׯാൾ 1 ആയി മാറുؗു, കാരണം ടാൻ നാല് തീئ ഇര؂ി
ടാൻ േഫാർ തീئ ടാൻ സ്കٔയർ േഫാർ തീئയാണ്, അത് ഇവിെട ഈ ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ േഫാർ 
തീئയ് െׯാؚം റؐാׯെؚടും, അതിനാൽ ഇടത് വശം ഇേؚാൾ തീئയുെട ടാൻ ആയി കുറയുؗു, ര؇് 
തവണ ര؇് തീئയും പിؗീട് ؛സ്  നാല് പ؋ിന് േശഷം ഞ׹ൾ അേത ْപْകിയ ആവർ؋ിുؗുׯ, n 
ഞ׹ൾ ര؇് തവണ തുലّമായി ടാൻ േഫാർ തീئ എഴുതുؗു, കാരണം ഇേؚാൾ ഈ പദ؋ിന് മുتുآ 
അടു؋ പദം ടാൻ 2 തീئയാണ്, അതിനാൽ സമയം 2 തീئയുെട അടിرാന؋ിൽ ഈ ടാൻ 4 തീئ 
ْപകടിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ഇതും ഈ പദവും സംേയാജിؚിുׯേآാൾ ഒരുപേײ നമു്ׯ 
അവിെട ചില നിബؖനകൾ റؐാׯാൻ കഴിേുׯ؁ം, 
അ׹െനയാണ് ആശയം, അതിനാൽ ഈ തുക േനാുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 4 ഓൺ ടാൻ 4 തീئയും 

 തവണ ടാൻ  തീئയുമാണ്  മുതൽ  ൈമനസ് ൈടം സ് കٔയർ  തീئ ഓൺ  ടാൻ  തീ؛ ئസ് 2 2 4 1 2 2 2 2 10 
മുതൽ തീئ വെര ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ര؇ാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് 
ലളിതമാׯിയാൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ഓൺ ടാൻ ടു തീئയും ഒടുവിൽ ഇടതുവശു؋ം ലഭിുׯം. ഇടത് 
വശമാണ് അതിനാൽ  ഒടുവിൽ ഇടത് വശം ടാൻ  തീئയ് ്ׯ മുകളിൽ ടാൻ തീ؛ ئസ് ടു ആയി മാറുؗു , 2
ഇേؚാൾ വീ؇ും ടാൻ തീئയുെട അടിرാന؋ിൽ ടാൻ 2 തീئ ْപകടിؚിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ 
ഇവിെട ചില നിബؖനകൾ ചിലത് റؐാׯെؚടാം . 2 ടാൻ തീئ ഓൺ 1 ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ തീئ, 
അതിനാൽ ഇവിെട ഈ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ടാൻ തീ؛ ئസ് 2 മുതൽ 1 
ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ തീئ ൈബ 2 ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഇത് റؐാׯെؚടും, 
അതിനാൽ ഈ ടാൻ തീئ റؐാׯെؚടും  ഈ ൈമനസ് ടാൻ സ്കٔയർ തീئ ൈബ ടാൻ തീئ 
അ׹െന ആതّؓികമായി അവേശഷിؗുׯത് 1 ൈബ ടാൻ തീئയാണ്, അത് യഥാർ،؋ിൽ േകാ؂് 
തീئയാണ് , അതാണ് വലതു വശം, അതിനാൽ ഇത് വളെര ബുؑിമുت؂ുതായി േതാؗുؗ ഈ 
ْപٍ؋٠ിന്െറ െതളിവ് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം ഇവിെട ചർ׺ െചإാം 
അതിനാൽ വീ؇ും ഈ ഇടതുവശം ഈ വലത് വശ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇് , ഇവിെട 
േപാലും ഒരു േകാണും ര؇് എയും തുടർ്ؗ നാല് എയും പിെؗ എ؂് എയും ഉت ഒരു പാേئൺ കാണുؗു, 
അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് നأൾ കാണുؗു  ഒരു എസ്ഐ  എ؂് എയും േകാസ് േഫാർ എയും gn 
നി׹ളുെട മനشിൽ ഒരു അലാറം മണി  മുഴുׯം ര؇് ൈസൻ േഫാർ ഒരു േകാസ് േഫാർ എ ആണ്, a 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു േകാസ് 4 എ ലഭിുؗുׯ, അത് ഈ േകാസ് 4 എ റؐാׯണം, അതിനാൽ 
നി׹ൾ ഈ വലതുവശ്؋ േനാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈസൻ 8 എയ്്ׯ മുകളിൽ എ؂് ൈസൻ എ 
ആയിരിുׯം ര؇് ൈസൻ േഫാർ എയിേല്ׯ േകാസ് േഫാർ എ ഓൺ എയ്്ئ സിൻ എ, അതിനാൽ 
കുറ؁ത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു പദം ലഭിു׺, അത് എൽഎ്׺എസിൽ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് കൃതّമായി 
തുലّമാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഇതിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇് cos a 
ആׯി ആയും അത് സമാനമായി െചإാവുؗതാണ്, കാരണം ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ cos two a 

ന് ഈ വീ؇ും ഒരു പദ؋ിേല്ׯ ഉ؇ാകുെമ്ؗ നമുׯറിയാം, എؗാൽ ന് sine four a cos theta 
തുലّമായ എؗതിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് സമം എؗതിേല്ׯ two a sine four a two sine two a cos
two a 
അ׹െന ആയതിനാൽ ര؇് ൈസൻ നാല് ന് എ؂് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯണം അതിനാൽ a sine a 
ഇതാണ് നأൾ കാണിേׯ؇ത് , ഇേؚാൾ നأൾ ഈ പദْപേയാഗം ഉരു؋ിരി؁ത് 4 എؗ ചി؋صിന് a 

Pru
tor
@
IIT
K



തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് യഥാർ،؋ിൽ നأൾ ഈ പദْപേയാഗം ഉരു؋ിരി؁ത് നാല് a 
ചിصം ര؇് തവണ പാപം ര؇് തവണ ര؇് തവണ cos two a 
അ׹െന  ഇേؚാൾ ഈ പാപം നാല് എ മാئിرാപി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈസൻ ടു എ ഇൻ േകാസ് ടു 
എ അൺ ടു ൈസൻ എ ആണ് , 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ ഈ കാരّം ഇതിന് തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ നമുുׯം ഈ േകാസ് ലഭിؗുׯതായി 
നി׹ൾ്ׯ കാണാം ര؇് ഒരു േടം ഇവിെടയു؇് , ഇേؚാൾ ഇത് വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം ൈസൻ ടു എ 
എ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ പദം േനാׯിയാൽ ആ പദം മെئാؗുമب, ര؇് 
ൈസൻ എ േകാസ് എ ൈസൻ ടു ൈസൻ എ ആണ് അതിനാൽ ഇത് റؐാׯെؚടും. ഇത് cos a , cos two a
എؗിവയ്്ׯ തുലّമാകും, അതിനാൽ ഇത് ന് തുലّമാകും, അതിനാൽ ഈ cos a times cos 2a 
ഉദാഹരണ׹ളിലൂെട മനشിലാേׯ؇ത് നأൾ എبായ്േؚാഴും പാേئണുകൾ കാണാനും റൂ؂ിന്െറ 
കാരّ؋ിൽ ശരിയായ വിലയിരു؋ൽ നട؋ാനും ْശമിׯണം എؗതാണ് െതളിവിനായി 
പിؓുടേര؇താണ്, കാരണം ഇവയിൽ മിׯതും മ؏രാ؎കമാണ്  പരീײകൾ സമയബؖിതമാണ് , e 
അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ കൂടുതൽ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിؗുׯത് തുടരും, അഹ്, ഇത് 
അടിرാനപരമായി ഇ؋രം ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിؗുׯതിൽ നി׹െള സുഖകരമാുׯം നؕി 
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