
  लेƁर 3 मŐ िũकोणिमतीय कायŘ पर चार ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है हमने साइन एƛ ɘस वाई साइन एƛ माइनस वाई साइन 
2एƛ साइन 3एƛ कॉस 2एƛ कॉस 3एƛ के िलए चचाŊ की और ʩंजक ʩुȋɄ िकए और हमने आज के ʩाƥान मŐ ˙शŊरेखा 
फ़ंƕन को औपचाįरक ŝप से पįरभािषत िकया है, हम और अिधक Ůाɑ करŐ गे दो कोणो ंके योग की ˙शŊरेखा और दो कोणो ंके अंतर 
के योग के िलए ʩंजक, एक कोण के दोगुने और एक कोण के तीन गुने की ˙शŊरेखा और कुछ और िũकोणिमित फलन जैसे का x 
कोसेकŐ ट और का दूसरा और उसके बाद कुछ सम˟ाएं पेश करŐ गे  आइए एƛ ɘस वाई के टैन के िलए टैन एƛ और टैन वाई के x 
संदभŊ मŐ अिभʩİƅ Ůाɑ करने का Ůयास करŐ  Ɛोिंक हम जानते हœ िक एƛ का टैन पįरभािषत नही ंहै जब एƛ दो से पीआई का एक 
िवषम गुणक है ,
 इसिलए िनɻिलİखत अिभʩİƅ जा रही है केवल तभी माɊ हो जब जमा बटा दो का िवषम गुणज न हो, Ɛोिंक का x y, pi x 

बटा है,tan sin x cos x 
 इसिलए जमा का टैन जमा की Ǜा के बराबर है जमा के पर िपछले मŐ  ʩाƥान हम x y x y x y cos si .
 के िलए ʩंजक ʩुȋɄ  एƛ ɘस वाई और कॉस ऑफ एƛ ɘस वाई का उपयोग करके हम एƛ ɘस वाई की साइन को साइन एƛ
कॉस वाई ɘस कॉस एƛ साइन वाई के ŝप मŐ कॉस एƛ कोस वाई माइनस साइन एƛ साइन वाई के ŝप मŐ िलख सकते हœ, अब 
अंश और हर दोनो ंको िवभािजत करके  जब हम इस पद को से िवभािजत करते हœ तो हमŐ cos x cos y cos x cos y tan

Ůाɑ होता है Ɛोिंक को के साथ रȞ कर िदया जाता है औरx cos y cos y 
 इसिलए हमŐ को से िवभािजत िकया जाता है।sine x cos y cos x cos y plus cos x 

को से िवभािजत िकया जाता है और यह sine y cos x cos y 
 इसिलए है िक यह पद है यह पद है यह एक है और यह गुणा है,tan x tan y tan x tan y 
 इसिलए अंत मŐ हमŐ का तन िमलता है और का तन और का तन के बराबर होता है  x y x x y, y 
के टैन के एक माइनस टैन पर यह ʩंजक तभी माɊ होता है जब और जमा ये तीनो ंतीनो ंनही ंहœ, वे बटा दो के िवषमx xy x y pi 
गुणज नही ंहœ Ɛोिंक का टैन तब पįरभािषत नही ंहोता है जब एक िवषम गुणज हो  पाई का दो से यह असीिमत हो जाता हैx x 
 इसिलए यह िवशेष अिभʩİƅ आपको दो कोणो ंके योग के ˙शŊरेखा के बीच एक संबंध Ůदान करती है।
 ˙शŊरेखा के ŝप मŐ दो कोणो ंके अलग-अलग ˙शŊरेखाओ ंके ŝप मŐ यहां से अब एƛ माइनस वाई के टैन के िलए अिभʩİƅ Ůाɑ 
करना बŠत आसान है Ɛोिंक इसे एƛ ɘस माइनस वाई के टैन के ŝप मŐ िलखा जा सकता है और िफर हम इस समीकरण का िफर से
उपयोग करते हœ 
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से इस समीकरण मŐ हम को माइनस से बदल देते हœ,y y 
 इसिलए हमŐ टैन ɘस टैन माइनस Ůाɑ होता है, माइनस के एƛ टैन का माइनस टैन हमने िपछले ʩाƥान से देखा है िक x y y 
एƛ का टैन एƛ का एक िवषम कायŊ है।
 माइनस टैन का माइनस है, इसका उपयोग करके हम इसे टैन घटा टैन बटा वन ɘस टैन टैन के बराबर पाते हœ, y, y x y x y 
आइए अब िपछली ˠाइड से टैन टू एƛ के िलए एƛŮेशन की गणना करŐ , हमने एƛ ɘस का टैन देखा था।
 

बराबर है टैन एƛ ɘस टैन वाई बटा वन माइनस टैन एƛ टैन वाईy 
 इसिलए इस एƛŮेशन का उपयोग करके और एƛ के साथ वाई को Ůित̾थािपत करने पर हमŐ जो िमलता है वह एƛ ɘस एƛ का 
टैन है जो दो एƛ का टैन है टैन एƛ ɘस टैन एƛ के बराबर है तािक दो हो  टैन एƛ बटा वन माइनस टैन ˍायर एƛ लेिकन िफर 
से यह अǅी तरह से तभी पįरभािषत होता है जब दो  दो बटा का िवषम गुणज नही ंहै और भी है Ɛोिंक यिद ox  pi x x, pi 
बटा दो का एक िवषम गुणज है तो यह यहां और यह यहां भी उसी तरह पįरभािषत नही ंहै जैसे हम के िलए tan x tan x tan 
ʩंजक Ůाɑ कर सकते हœ एƛ ɘस वाई के टैन के िलए एƛŮेशन का उपयोग करते Šए तीन एƛ िफर से हमŐ टैन िमलता है हमने 
िपछली ˠाइड से देखा है िक एƛ ɘस वाई का टैन टैन एƛ ɘस टैन वाई है जो एक माइनस टैन एƛ टैन वाई है,
 इसिलए वाई को दो एƛ के बराबर रखने के िलए हमŐ एƛ ɘस टू एƛ बराबर टैन एƛ ɘस टैन टू एƛ बटा वन माइनस टैन एƛ 
इन टैन टू एƛ िमलता है और िफर हम िपछली ˠाइड से टैन टू एƛ की अिभʩİƅ का उपयोग करते हœ िजसे मœ आपकी सुिवधा के 
िलए िफर से पुन: पेश करता šं
 इसिलए टैन टू  दो टैन बटा वन माइनस टैन ˍायर है,x, x x 
 इसिलए उस एƛŮेशन का उपयोग करके हमŐ जो िमलता है वह है टैन एƛ ɘस 2 टैन एƛ बटा 1 माइनस टैन ˍायर बटा 1 x 
माइनस टैन गुना 2 टैन एƛ गुणा 1 माइनस टाइम ˍायर और िफर गुणा करना एक माइनस टैन वगŊ के साथ अंश और हर x x x 
दोनो ंपर हमŐ tan th .
 िमलेगा  री एƛ बराबर होने के िलए टैन एƛ गुणा एक माइनस टैन ˍायर एƛ ɘस टू टैन एƛ अपॉन तो वह अंश है एक माइनस 
टैन ˍायर एƛ माइनस टू टैन ˍायर एƛ जो बराबर है और िफर इस आह को खोलने पर ये Űेिसज़ यहां हम अंत मŐ Ůाɑ करते हœ टैन
Ūी एƛ को Ūी टैन एƛ माइनस टैन Ɛूब एƛ बटा वन माइनस Ūी टैन ˍायर एƛ िफर से यह अǅी तरह से पįरभािषत िकया गया 
है, जब तीन एƛ  दो से अिधक पाई का एन िवषम गुणज नही ंहै, हमने कोटŐजŐट फ़ंƕन को पेश िकया था और हमारे पास था  cot x 
पįरभािषत िकया गया है िक एक बटा के बराबर है,cot x tan x 
 इसिलए इस ˠाइड मŐ हम और के पदो ंमŐ जमा का ʩंजक Ůाɑ करने का Ůयास करŐ गे,cot x cot y x y 
 इसिलए यहाँ से यह िनɻानुसार है िक जमा का कोटœजŐट है एƛ ɘस वाई के एक बटा टैन और हम टैन एƛ ɘस वाई के िलए x y 
अिभʩİƅ जानते हœ जो िक टैन एƛ ɘस वाई टैन एƛ ɘस टैन वाई बटा 1 माइनस टैन एƛ टैन वाई है, इस अिभʩİƅ का उपयोग 
यहां पहले समीकरण मŐ यहां हमŐ कॉट एƛ ɘस िमलता है  बराबर एक माइनस टैन टैन बटा टैन ɘस 10 अब िडिव  y x y x y 
अंश और हर दोनो ंको टैन टैन के साथ िडंग करने पर हमŐ एक बटा टैन टैन िमलता है, तो यह कौन सा शɨ है यहाँ माइनस x y x y 
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टैन टैन को टैन टैन से िवभािजत िकया गया है, जो आपको टैन एƛ बटा टैन एƛ टैन वाई ɘस से िवभािजत देगा।x y x y 
 टैन वाई बटा टैन एƛ टैन वाई तो यहां यह रȞ हो जाएगा और यहां समय वाई रȞ होने जा रहा है , यह िवशेष शɨ यहां कुछ भी नही ंहै, 
लेिकन टैन एƛ गुणा एक टैन वाई एक अपॉन टैन एƛ है कोट एƛ एक टैन वाई खाट है तो यह शɨ यहाँ खाट गुना खाट है y x y 
और एक बटा तन यहाँ खाट एक बटा तन है िमला हैy y x x 
 इसिलए अंत मŐ हम के ʩंजक के साथ समाɑ होते हœ और बराबर खाट खाट घटा एक बटा x y x y cot x plus cot y 
अब चंूिक का कोटœजŐट एक बटा टैन है, जो वाˑव मŐ का कोǛा है, की Ǜा है, का कोटœजŐट अनंत और घटा अनंत हो x x x x x 
जाता है, जब की Ǜा शूɊ हो जाती है, जो तब होता है जब का गुणज होता है।x x, pi 

 इसिलए जमा के कोटœजŐट के िलए यह ʩंजक तभी अǅी तरह पįरभािषत होता है जब जमा गुणज न हो का और x y x y pi 
िनिʮत ŝप से से ɘस के कोटœजŐट की यह अिभʩİƅ हम घटा के कोटœजŐट के िलए अिभʩİƅ Ůाɑ कर सकते हœ, ah x y x y 
हमŐ इस समीकरण मŐ को माइनस से बदलने की आवʴकता y y 
है Ɛोिंक का कोटœजŐट टैन एƛ पर एक है और  एक िवषम फलन है,x tan x 
 इसिलए यह इस Ůकार है िक का कोटœजŐट भी एक िवषम फलन होगा औरx 
 इसिलए ऋण का कॉड यहां को माइनस से बदलने पर हमŐ का खाट माइनस घटा 1 पर खाट ɘस कोटœजŐट मŐ x y y y x y x 
िमलता है।
  माइनस का माइनस का कोटेनजŐट Ɛोिंक का कोटœजŐट माइनस के टŐगŐट के िलए एक िवषम फंƕन है, जो के खाट काy y x y y 
माइनस होगा,
 इसिलए यह एक ɘस खाट खाट बन जाएगा जो िक खाट माइनस खाट के ऊपर है और यह अिभʩİƅ िफर से अǅी है  x y y x 
केवल तभी पįरभािषत िकया जाता है जब घटा का गुणज नही ंहै,x y, pi 
 इसिलए जैसे हमने दो के और तीन के के िलए ʩंजक ʩुȋɄ िकए हœ, हम के के पदो ंमŐ दो के x tan x tan x cot x cot 
के ʩंजक ʩुȋɄ कर सकते हœ, हमने देखा िक का  जमा की खाट है, की खाट का गुणा घटाकर cot x y , x y x .
 के खाट के ऊपर से एक घटा का ɘस खाट औरy 
 इसिलए इस को के बराबर रखने के िलए के बराबर के साथ हमŐ जो िमलता है वह यह है िक दो का खाट बराबर y x y x x cot 

गुणा है जो िक खाट वगŊ घटा एक को दो गुणा से िवभािजत करता है तो हमŐ के खाट के ŝप मŐ दो के x cot x x cot x x x 
खाट के िलए एक ʩंजक िमलता है 
और इसी तरह हम तीन के खाट के िलए एक फलन भी Ůाɑ कर सकते हœ के खाट के ŝप मŐ हम को दो से Ůित̾थािपत x x y x 
करते हœ इस समीकरण मŐ हमŐ खाट िमलता है का जोड़ दो जो तीन के बराबर होता है के खाट मŐ के खाट मŐ घटा एक x x x x x x 
बटा का जोड़ दो का भाग और िफर हम िपछली ˠाइड से दो के खाट के िलए ʩंजक का उपयोग करते हœx x x 
 इसिलए हमŐ का खाट Ůाɑ होता है  दो के खाट मŐ खाट वगŊ घटा एक बटा दो खाट थाx x x x 
 इसिलए अंश और हर को दो खाट से गुणा करने पर हमŐ अंत मŐ िमलता है और यह िफर से तभी पįरभािषत होता है जब तीन पाई x x 
का गुणज नही ंहै,
 इसिलए िपछली ˠाइड मŐ से एक मŐ हमने कोटŐगŐट फ़ंƕन को टैन फ़ंƕन पर एक होने के िलए पįरभािषत िकया था, ठीक वैसे ही जैसे 
हमारे पास है  ऐसा करने के िलए हम कोसेकŐ ट फ़ंƕन नामक एक अɊ फ़ंƕन को पįरभािषत करते हœ,
 इसिलए फ़ंƕन का नाम कोसेकŐ ट होता है लेिकन हम आमतौर पर इसे कोसेक कहते हœ और इसे एƛ के कोसेक के ŝप मŐ पįरभािषत 
िकया जाता है, साइन एƛ पर 1 के बराबर होता है,
 इसिलए इस पįरभाषा से यह ˙ʼ ŝप से िनɻानुसार है िक डोमेन का डोमेन  कोसेकŐ ट फ़ंƕन साइन फ़ंƕन के डोमेन के समान होगा 
जो सभी वाˑिवक संƥाओ ंका सेट है आगे हम जानते हœ िक िकसी भी के िलए साइन एƛ का वाˑिवक मोड एक से कम है लेिकन x 
कोसेकŐ ट एƛ पाप एƛ पर एक है और
 इसिलए  इस संबंध और इस तȚ से यह इस Ůकार है िक िकसी भी वाˑिवक के िलए कोसेकŐ ट का बŠलक हमेशा एक के बराबरx x 
से बड़ा होता है िजससे हम कह सकते हœ िक कोसेकŐ ट फ़ंƕन की सीमा
 इसिलए दो अंतरालो ंमŐ पहला अंतराल है  माइनस इनिफिनटी टू माइनस वन यूिनयन तो
 इसिलए माइनस एक का मान 
दूसरे अंतराल के साथ सेट यूिनयन मŐ होगा एक से अनंत तक
 इसिलए यह वा की तरह ही कोसेकŐ ट फंƕन का रŐज सेट है 

हम फ़ंƕन को पįरभािषत करते हœ एक और बŠत लोकिŮय िũकोणिमतीय फ़ंƕन है फ़ंƕन िजसका y cosecant secant 
नाम है संƗेप मŐ हम इसे के को पर 1 के ŝप मŐ पįरभािषत करते हœ औरsecant x sec sec cos x 
 इसिलए फ़ंƕन का डोमेन समान होगा  कॉस फंƕन का डोमेन जो सभी वाˑिवक संƥाओ ंका समुǄय है और िफर से secant 
ठीक उसी तरह और जैसा िक कोसेकŐ ट फंƕन के मामले मŐ होता है Ɛोिंक िकसी भी के िलए कॉस एƛ का वाˑिवक मॉड एक से x 
कम होता है
 इसिलए इस तȚ का उपयोग करते Šए और इस पįरभाषा का पालन करते हœ  िक िकसी भी के वाˑिवक मोड के िलए x secant x
को 1 के बराबर से बड़ा होना चािहए और
 इसिलए हम िलख सकते हœ िक फ़ंƕन की ŵेणी िफर से फ़ंƕन की ŵेणी के समान है जो िक अंतराल secant cosecant 
माइनस इनिफिनटी का संघ है  माइनस वन यूिनयन वन टू इनिफिनटी अब जब हमने िविभɄ िũकोणिमतीय कायŘ के बीच बŠत सारी 
पहचान और संबंध सीख िलए हœ और योग और अंतर के िलए भाव और ˙शŊरेखा और साइन और कोसाइन भी सीखे हœ  योग और कोणो ं
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के अंतर आइए हम कुछ सम˟ाओ ंको हल करने का Ůयास करŐ ,
 इसिलए इस सम˟ा मŐ यह िदखाने के िलए कहा जाता है िक इस बाएं हाथ की अिभʩİƅ दो के खाट के बराबर है,x 
 इसिलए सम˟ाओ ंको हल करने का मुƥ िवचार पैटनŊ ढंूढना और कोिशश करना है  उन भावो ंऔर पहचानो ंको लागू करने के िलए 
िजɎŐ हमने पैटनŊ के िलए सीखा है जो आपको Ůʲ के भावो ंमŐ पता चलता है, उदाहरण के िलए, हम देखते हœ िक बाईं ओर हमारे पास दो 
कोसाइन का योग है और यिद आपको याद है िक हमारे पास यह पहचान थी िक बी का ए ɘस कॉस दो गुना कॉस ए ɘस बी बटा टू इन 
कॉस ऑफ ए माइनस बी बटा टू
 इसिलए यह िपछले ʩाƥान मŐ से एक मŐ पढ़ाया गया था और
 इसिलए यह िपछले ʩाƥान से ˠाइड है जहां हमने यह पहचान िदखाई है  कॉस ए ɘस कॉस बी दो गुना के बराबर होना चािहए 
Ɛोिंक ए ɘस बी दो गुना कॉस है और चंूिक हमŐ यह पैटनŊ यहां िमल रहा है Ɛोिंक यह ए है सात एƛबी तीन एƛ है
 इसिलए एक डालकर  सात और x be .
 के बराबर तीन का गुणनफल जो हमŐ िमलता है वह सात का है का जोड़ तीन का दो गुना है तो जमा दस का x cos x x a b x 
दस है और दो से िवभािजत करने पर आपको पांच का िमलेगा और एक ऋण चार होगा।x cos b x 
  दो होगें दो तो दो के और िफर हर मŐ हम साइन ए माइनस साइन बी के ŝप का एक पैटनŊ देखते हœ और इस पर ʩाƥान x x cos 
तीन मŐ िपछली ˠाइडो ंमŐ से एक मŐ भी चचाŊ की गई थी िजसे मœ अब आपके सामने पुन: पेश करता šं तो साइन ए माइनस पाप बी यह 
अिभʩİƅ ʩुȋɄ थी
 इसिलए हम इसे यहां उपयोग करने का Ůयास करŐ गे,
 इसिलए मœ इसे आपके िलए िफर से िलखता šं , एक ऋण िच˥ बी के बराबर दो गुना कॉस एक ɘस बी के दो से अिधक एक शूɊ से बी 
की साइन मŐ दो से अिधक िफर से  सात के बराबर और को तीन के बराबर रखने पर, हमŐ सात की Ǜा Ůाɑ होती है, तीन x b x x x
की Ǜा, दो गुणा होती है, का जोड़ दो से अिधक होगा, पांच होगा और दो के ऊपर एक ऋण दो होगा,a b, x b, x 
 इसिलए हम ऐसा करते हœ  अंत मŐ हम अंश के िलए ये आह अिभʩİƅ Ůाɑ करते हœ और
 इसिलए यह अंश के िलए है और यह हर के िलए है  िफर जब हम इन दोनो ंको िवभािजत करते हœ तो यह इसे इससे िवभािजत करने nd 
के बराबर होता है,
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह यह है िक यहाँ बाईं ओर का अंश बराबर 2 गुणा है और यह हर इसके बराबर cos 5 x cos 2 x 
है  यहाँ ʩंजक 2 पाँच दो का Ǜा है तो दो और दो रȞ हो जाते हœ Ɛोिंक पाँच और पाँच रȞ हो जाता है जो cos x x x cos x 
बचा है वह है दो बटा पाप दो जो दो के खाट के बराबर है जो दािहनी ओर है  यहाँ और यह इस तȚ के Ůमाण को पूरा cos x x x 
करता है िक यह इसके बराबर है
 इसिलए हमने यहाँ जो सीखा वह Ůʲ मŐ या वहाँ के भावो ंमŐ पैटनŊ का पता लगाना था और यह देखने की कोिशश करना था िक Ɛा हम 
पहले से सीखे गए भावो ंको लागू कर सकते हœ उदाहरण के िलए यहाँ Ůʲ इस मामले मŐ हमने पैटनŊ कोस ए ɘस कॉस बी और पाप ए 
माइनस साइन बी की पहचान की है और हम उɎŐ कॉस और साइन के उȋाद के ŝप मŐ ʩƅ करते हœ िजसके कारण रȞीकरण Šआ 
और िफर अंितम उȅर यहां एक और समान Ůʲ है  तीन कोसाइनो ंका योग तो या तो हम इसे और इसे पहले जोड़कर शुŝ कर सकते हœ 
और िफर हम इसे इन दोनो ंके योग मŐ जोड़ सकते हœ या हम पहले कॉस Ūी एƛ और कॉस फाइव एƛ जोड़ सकते हœ और िफर बाद मŐ 
कॉस फोर एƛ जोड़ सकते हœ तो िकस तरह से  Ɛा हम साथ जाते हœ Ɛा हम कॉस ए ɘस कॉस बी फॉमूŊला का उपयोग करके कॉस Ūी
एƛ को कॉस फोर एƛ के साथ जोड़ते हœ और िफर कॉस फाइव एƛ जोड़ते हœ तो सम˟ा यह है िक अगर हम कॉस Ūी एƛ और 
कॉस फोर एƛ को पहले जोड़ते हœ यिद आपको कॉस का फॉमूŊला याद है ए ɘस कॉस बी यह टू कॉस ए ɘस बी बटा टू इन कॉस है , जो
हमŐ िमलेगा वह कॉस सात एƛ बटा टू है
 इसिलए यिद आप तीन एƛ के साथ दो लेते हœ और बी चार एƛ होने के िलए तो हम इसे जोड़ रहे हœ और यह  हमŐ दो गुना कॉस सात x
बटा दो और गुणा कॉस बटा दो सम˟ा यह है िक िफर इन दो शɨो ंका कॉस फाइव एƛ के साथ कुछ भी सामाɊ नही ंहै,x 
 इसिलए कुछ सामाɊ का पता लगाना बŠत मुİʭल होगा Ɛोिंक अंततः  यिद आप देखते हœ िक Ɛा है हमŐ यहां दाईं ओर चार की x 
आवʴकता है
 इसिलए इसे जोड़ने का Ůयास करना चुनना और यह पहला है  सही रणनीित नही ंहै, इससे परीƗा मŐ समय की बबाŊदी होगी,
 इसिलए दूसरा िवकʙ तीन और पाँच जोड़ना हो सकता है और यह बेहतर है Ɛोिंक जब आप तीन जोड़ते हœ तो जब आप तीन x x x 

का िलखते हœ तो पाँच का िलखते हœ आपको जो िमलता है वह के चार गुना का दो गुना है,x cos x cos x x cos 
 इसिलए यह 3 ɘस है अब आपको भी जोड़ने की जŝरत है लेिकन अब अǅी बात यह है िक यह पहले x cos 5 x cos 4 x 
से ही यह है Ɛोिंक यह पहले से ही 4 है  कारकx 
 इसिलए इस शɨ को और जोड़ना आसान हो जाता है 
और यह 4 एक और बात यह है िक दािहने हाथ की ओर भी 4 हैx x 
 इसिलए हमŐ तीन और चार जोड़ने के बजाय इस ŝट को लेना चािहए, पहले हमŐ तीन जोड़ना चािहए  और पाँच पहले तो x x x x 
अंश को इस Ůकार िलखा जा सकता है िक बाईं ओर के अंश को दो चार गुना के ŝप मŐ िलखा जा सकता है जो िक cos x cos x 
तीन और पाँच का योग है और िफर जोड़ चार तो  चार का गुणनखंड िनकाला जा सकता है और इसे x cos x cos x cos x 

चार गुणा एक जमा दो के ŝप मŐ िलखा जा सकता है  इसी कारण से हर पर हम पाप तीन को पहले Ǜा पाँच cos x cos x x x 
के साथ जोड़ने का Ůयास करŐ गे,
 इसिलए यिद आपको साइन ए ɘस साइन बी के िलए सूũ याद है 
और यह िपछले ʩाƥान मŐ दो साइन ए ɘस बी ओवर के बराबर होने के िलए Ůाɑ िकया गया था।
  माइनस बी का दो गुना कॉस 

Pru
tor
@
IIT
K



2 से अिधक है
 इसिलए 3 एƛ की साइन ɘस पांच एƛ की साइन चार एƛ की दो गुना Ǜा है Ɛोिंक ए तीन एƛ है और
 इसिलए ए ɘस बी आठ एƛ बटा टू है यह चार एƛ बन जाता है।
  माइनस बी बटा कॉस तो ए माइनस बी माइनस टू एƛ है
 इसिलए माइनस टू एƛ बटा टू का कॉस माइनस एƛ का कॉस है लेिकन माइनस एƛ का कॉस एƛ के कॉस के समान है
 इसिलए हमŐ यही िमलता है और िफर फाइनल बाईं ओर हर के िलए अिभʩİƅ होगी हम इस अिभʩİƅ को चार पर हˑाƗर करनेx 
के िलए जोड़ते हœ,
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह पाप है चार िफर से सामाɊ हैx 
 इसिलए हम इसे साइन के ŝप मŐ िलख सकते हœ चार गुणा एक ɘस दो तो यह है  हर तो यह अंश है और यह हर है और x cos x 
िफर अंत मŐ जब हम िवभािजत करते हœ हर से अंश जो हम देखते हœ वह यह है िक यह पद 1 जमा 2 अंश और हर दोनो ंमŐ है,cos x 
 इसिलए जब हम इसे िवभािजत करते हœ तो यह रȞ हो जाता है और िफर हमŐ को से िवभािजत िकया जाता है cos 4 x sin 4 x 
जो िक दाईं ओर के बराबर है  हाथ की ओर जो खाट है4x 
 इसिलए इस उदाहरण के माȯम से हमने देखा िक यह बŠत महȕपूणŊ है िक हम तय करŐ  िक कौन से कारक पहले जोड़े जाने चािहए 
अɊथा इसके पįरणामˢŝप समय की हािन हो सकती है एक और िदलच˙ सम˟ा िनɻिलİखत है
 इसिलए यह हमŐ मूʞ की गणना करने के िलए कह रहा है 18 िडŤी की Ǜा अब हम यहां जो महसूस करते हœ वह यह है िक चंूिक कीx 
Ǜा बराबर है , बटा 2 घटा यह एक और पहचान है िजस पर हमने िपछले ʩाƥान मŐ चचाŊ की थी, हम देखते हœ िक 36 िडŤी कीpi x 
साइन 54 के कोसाइन के बराबर है 
िडŤी का कारण है िक हमने 36 और 54 को Ɛो ंचुना है Ɛोिंक सबसे पहले वे 90 िडŤी तक जोड़ते हœ दूसरा कारण यह है िक वे दोनो ं
18 िडŤी के गुणक हœ
 इसिलए िवचार साइन 2 थीटा और कॉस 3 थीटा के िलए सूũ का उपयोग करना है टी थीटा 18 िडŤी के बराबर है Ɛोिंक थीटा के साथ 
18 िडŤी 2 थीटा 36 िडŤी है और 3 थीटा 54 िडŤी है अब हम जानते हœ िक साइन 2 थीटा 2 साइन थीटा कॉस थीटा है और हम यह भी 
जानते हœ िक तीन थीटा का कॉस चार कॉस है  Ɛूब थीटा माइनस Ūी कॉस थीटा ये दोनो ंएƛŮेशन हमने िपछले लेƁर मŐ िनकाले थे,
 इसिलए यहां से हमŐ जो िमलता है वह यह है िक थीटा बराबर अठारह के साथ और यह बराबर है हम िलख सकते हœ िक 2 साइन थीटा 
कॉस थीटा माइनस 4 कॉस Ɛूब थीटा माइनस 3  कॉस थीटा शूɊ के बराबर है Ɛोिंक यह साइन दो थीटा है और यह कॉस तीन थीटा है 
और थीटा के बराबर अठारह िडŤी के िलए वे बराबर हœ अब हम देखते हœ िक कॉस थीटा इन सभी शतŘ मŐ एक सामाɊ कारक है
 इसिलए हम इसे कॉस थीटा के ŝप मŐ 2 मŐ िलख सकते हœ  साइन थीटा माइनस 4 कॉस ˍायर थीटा ɘस Ūी बराबर शूɊ लेिकन
 इसिलए यहां संभािवत समाधान यह है िक या तो यह पद शूɊ है या यह पद 0 है लेिकन थीटा के बराबर 18 िडŤी के िलए हम जानते हœ 
िक 18 िडŤी का कॉस 0 के बराबर नही ंहै
 इसिलए इस समीकरण को संतुʼ करने का एकमाũ तरीका यह है िक यिद यह शɨ शूɊ के बराबर है यानी थीटा के िलए अठारह िडŤी 
के बराबर है तो यह समीकरण संतुʼ है चार कॉस ˍायर थीटा घटा दो पाप थीटा घटा तीन शूɊ के बराबर है लेिकन हम जानते हœ िक 
कॉस ˍायर थीटा बराबर है  एक माइनस िसन ˍायर थीटा का उपयोग करके हमŐ 4 माइनस 4 साइन ˍायर थीटा माइनस 2 साइन 
थीटा माइनस 3 बराबर 0 िमलता है और अǅी तरह से इसे दूसरी तरफ ले जाता है िजसे 4 साइन ˍायर थीटा ɘस टू साइन थीटा 
माइनस वन बराबर शूɊ के ŝप मŐ िलखा जा सकता है।
 तो अठारह िडŤी के बराबर थीटा अब इस समीकरण को संतुʼ करता है यह मूल ŝप से आह है , यहाँ बाईं ओर पाप थीटा मŐ एक िȪघात
बŠपद है ,
 इसिलए हम कहते हœ िक हम इसे पाप थीटा के ŝप मŐ पįरभािषत करते हœ,z 
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह है चार वगŊ और दो शूɊ से एक शूɊ के बराबर हैz z 
 इसिलए इस िȪघात समीकरण के दो संभािवत समाधान हœ और समाधान बराबर घटा दो जमा घटा बीस बटा आठ है Ɛोिंक अठारह z 
िडŤी का िच˥ सकाराȏक है  संभािवत मागŊ जो समझ मŐ आता है वह है यहां ɘस िच˥ के साथ,
 इसिलए हम अंत मŐ Ůाɑ करते हœ िक 18 िडŤी की साइन माइनस 2 के बराबर है और 20 बटा 8 से अिधक ŝट है िजसे पांच माइनस 
एक बटा चार के वगŊमूल के ŝप मŐ भी िलखा जा सकता है, कुछ और सम˟ाएं चलती हœ  आगे
 इसिलए इस सम˟ा मŐ हमŐ िफर से यह सािबत करने के िलए कहा जाता है िक बायी ंओर का यह ʩंजक और दायी ंओर का यह ʩंजक 
दोनो ंसमान हœ
 इसिलए यिद हम दायी ंओर का ʩंजक देखते हœ तो हम जानते हœ िक का कोसेकŐ ट एक बटा है साइन एƛ और एƛ का कॉटेज x 
कोटœजŐट एक बटा टैन एƛ है लेिकन हम इसे साइन एƛ पर एƛ के कोसाइन के ŝप मŐ भी िलख सकते हœ, 
इसिलए यह एƛ के साइन बाय एƛ के एक माइनस कोसाइन के बराबर हो जाता है, 
इसिलए अब हम जो देखते हœ वह यह है िक यह एक माइनस कोसाइन है  का यहाँ और साथ ही यहाँ आता है,x 
 इसिलए यिद आप चाहते हœ िक यह अंश बराबर हो, लेिकन सम˟ा यह है िक यहाँ एक ऋण वगŊमूल के अंदर है,cos x 
 इसिलए एक ऋण वगŊमूल के बाहर होने का एक तरीका है।cos x 
  यह है िक हम बाईं ओर गुणा करते हœ अंश और हर दोनो ंका वगŊमूल 1 माइनस कॉस है,x 
 इसिलए हम 
बायी ंओर के अंश और हर दोनो ंको एक माइनस कोसाइन के वगŊमूल से गुणा करते हœ।
 और हर एक बटा कॉस वगŊ का मूल बन जाता है x 
लेिकन हम जानते हœ िक एक घटा कॉस वगŊ पाप वगŊ है और िफर पाप वगŊ का मूल पाप होगा, x x x x 
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इसिलए यह इसके बराबर है जो यहां दािहने हाथ के अलावा और कुछ नही ंहै जो इस Ůʲ के Ůमाण को 
कुछ और किठन सम˟ाओ ंके ŝप मŐ समाɑ करता है,
 इसिलए इस Ůʲ मŐ हमŐ 40 िडŤी माइनस कोसाइन 20 िडŤी ɘस कोसाइन 80 िडŤी का मान ǒात करने के िलए कहा जाता है,
 इसिलए यह पहली बार मŐ एक बŠत किठन सम˟ा Ůतीत हो सकती है।
 Ɛोिंक ये सभी कोण ऐसे कोण हœ िजनके िलए हमŐ साइन और कोसाइन के बारे मŐ पता नही ंहै, हम आमतौर पर 45 िडŤी या 30 िडŤी या 
60 िडŤी के साइन और कोसाइन को याद करते हœ या शायद हम इसे 15 और 75 िडŤी के िलए गणना कर सकते हœ।
 रीस तो यह थोड़ा किठन लग सकता है लेिकन िफर यहां देखने की चाल यह है िक हम िफर से देखते हœ िक हम कोसाइन जोड़ और घटा 
रहे हœ,
 इसिलए हमŐ तुरंत कॉस ए ɘस कॉस बी फॉमूŊला को याद करने की कोिशश करनी चािहए जो िक कॉस ए ɘस कॉस बी है।
 बराबर दो कॉस ɘस बी बटा टू मŐ कॉस माइनस बी बटा टू
 इसिलए यह कुछ आशा देता है Ɛोिंक अगर हम इन तीन शɨो ंमŐ से इसे ए और बी को सही ढंग से चुनते हœ तो हो सकता है िक इनमŐ से 
एक कॉस एंगल या तो ए ɘस बी बटा टू या माइनस बी बटा टू  एक कोण हो सकता है िजसके िलए हम कोसाइन का मान जानते हœ और 
जो हमŐ सम˟ा को हल करने मŐ मदद कर सकता है अब इन तीन कोणो ंको देखते Šए हम देखते हœ िक यिद हम 40 िडŤी और को 80b 
िडŤी लेते हœ तो हम देखते हœ िक 40 ɘस  80 को 2 से भाग देने पर 120 को 2 से भाग िदया जाता है जो िक 60 िडŤी है और हम जानते हœ
िक 60 िडŤी की कोǛा आधी होती है तो आइए इस ŝट को आजमाते हœ
 इसिलए 40 िडŤी ɘस कॉस ऑफ 80 इस फॉमूŊले का 2 गुना कॉस का उपयोग कर रहा है 
80 माइनस 40 का 60 िडŤी गुना कॉस तो वह माइनस है  जो 40 बटा 2 है तो यह 20 िडŤी होगाs 
 इसिलए यह अब के बराबर हो जाता है Ɛोिंक 60 िडŤी हम जानते हœ िक साठ िडŤी का आधे के बराबर हैcos 
 इसिलए इसे यहाँ रखने पर हमŐ यह बीस िडŤी के के बराबर िमलता है और िफर  अंितम अिभʩİƅ ˙ʼ ŝप से 0 है Ɛोिंक यह cos 
कॉस 40 और कॉस 80 का योग कॉस 20 है और हम यहां कॉस 20 घटा रहे हœ
 इसिलए अंितम उȅर 0 है।
 यह जेई परीƗाओ ंमŐ से एक से एक सम˟ा है
 इसिलए इस सम˟ा के साथ िफर से शुŝ करने के िलए िदखता है  बŠत भयानक है Ɛोिंक आप थीटा से शुŝ होकर 8 थीटा तक जाते 
हœ लेिकन आह िफर से हमŐ हमेशा यही करना होता है िक हम अिभʩİƅ मŐ पैटनŊ देखŐ तो यहां पैटनŊ यह है िक पहली अिभʩİƅ से दूसरे
तक पहले पद से दूसरे तक शɨ ˙शŊरेखा के अंदर का कोण दोगुना हो रहा है और िफर से यहाँ से यहाँ तक यह दोगुना हो रहा है और 
िफर यहाँ से यहाँ तो शायद ऐसा लगता है जैसे दो के तन का सूũ आसान हो सकता हैx 
 इसिलए यिद आपको दो का तन याद है दो तन x x .
 के बराबर एक माइनस टैन वगŊ से िवभािजत अब आइए हम बाईं ओर से शुŝ करŐ , बाएं हाथ की ओर का अंितम पद 8 थीटा का 8 x 
गुना कोटœजŐट है िजसे वाˑव मŐ िलखा जा सकता है Ɛोिंक आठ थीटा का कोटœजŐट एक पर होता है टैन आठ थीटा
 इसिलए को चार थीटा के बराबर लेते Šए हमारे पास आठ थीटा का टैन है जो 4 थीटा बटा 1 माइनस टैन ˍायर 4 थीटा के दो टैन केx 
बराबर है,
 इसिलए इस पद को Ůाɑ करने के िलए हमŐ इस अिभʩİƅ को उʐा करने की आवʴकता है,
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह है 8 कॉट 8  थीटा ɘस 4 और हम महसूस करते हœ िक आह इस खाट आठ थीटा अिभʩİƅ मŐ चार थीटा 
का तन होगा और अगली अिभʩİƅ चार थीटा का तन है
 इसिलए हम इसे इसके साथ जोड़ने की कोिशश करŐ गे तािक आठ खाट आठ थीटा ɘस चार तन चार थीटा आठ गुणा एक ऋण समय वगŊ
चार थीटा बटा दो तन चार थीटा और चार थीटा के चार गुना ˙शŊरेखा के बराबर होगा
 इसिलए यह चार हो जाता है जो िक 4 गुना के बराबर है Ɛोिंक हमारे पास 4 यहां और यहां भी है और हम इसे सरल बनाते हœ
 इसिलए यह बन जाता है तो यह बी  ईकोʈ 1 बटा फोर थीटा Ɛोिंक टैन फोर थीटा टाइʈ टैन फोर थीटा टैन ˍायर फोर थीटा है जो 
इस माइनस टैन ˍायर फोर थीटा के साथ रȞ हो जाता है,
 इसिलए बायी ंओर अब थीटा के टैन ɘस टू गुना एन दो थीटा और िफर ɘस  चार बटा दस और िफर हम उसी ŮिŢया को दोहराते हœ 
हम टैन चार थीटा को दो गुना के बराबर िलखते हœ Ɛोिंक अब इस पद से पहले का अगला पद टैन 2 थीटा है
 इसिलए हम इस टैन 4 थीटा को समय 2 थीटा के ŝप मŐ ʩƅ करना चाहŐगे तािक शायद तब होगा जब हम इसे और इस शɨ को 
जोड़ते हœ तो हम वहां कुछ शतŘ को रȞ करने मŐ सƗम हो सकते हœ,
 इसिलए यह िवचार है
 इसिलए जब हम इस रािश को देखते हœ तो हमŐ जो िमलता है वह 4 बटा टैन 4 थीटा ɘस 2 गुना टैन 2 थीटा है  बराबर 4 गुणा 1 घटा 
समय वगŊ 2 थीटा बटा 2 तन 2 थीटा जमा 2 10 से थीटा दो है
 इसिलए हमŐ यहां दो बटा िमलता है
 इसिलए यिद आप इसे सरल बनाते हœ तो आपको दो बटा तन दो थीटा और िफर अंत मŐ बाएं हाथ की ओर िमलेगा बाएं हाथ की ओर है तो
 अंत मŐ बायां हाथ टैन थीटा ɘस टू बटा टैन 2 थीटा बन जाता है और अब िफर से हमŐ टैन थीटा के संदभŊ मŐ टैन 2 थीटा को ʩƅ करने 
की आवʴकता है तािक यहां कुछ शतŘ को रȞ िकया जा सके, हम जानते हœ िक 2 थीटा का तन है 2 टैन थीटा बटा 1 माइनस टैन ˍायर
थीटा
 इसिलए इस एƛŮेशन का उपयोग करके हमŐ जो िमलता है वह है टैन थीटा ɘस 2 गुणा 1 माइनस टैन ˍायर थीटा बटा 2 टैन थीटा
 इसिलए यह रȞ हो जाता है और
 इसिलए यह टैन थीटा रȞ हो जाएगा यह माइनस टैन ˍायर थीटा बाय टैन थीटा तो अंततः  जो बचेगा वह 1 बाय टैन थीटा है जो वाˑव मŐ
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खाट थीटा है, जो िक दािहने हाथ की ओर था तािक इस Ůतीत होने वाली बŠत किठन सम˟ा का Ůमाण समाɑ हो जाए तो आइए हम 
यहां एक और सम˟ा पर चचाŊ करŐ  तो िफर हमŐ यह िदखाना होगा िक यह बायां हाथ इस दािहने हाथ के बराबर है और यहां भी हम एक 
पैटनŊ देखते हœ िक एक कोण है और िफर दो ए और िफर चार ए और िफर आठ ए तो हम जो देखते हœ वह हम देखते हœ  एक एसआई  
जीएन आठ ए और एक कॉस फोर ए और यह तुरंत आपके िदमाग मŐ एक खतरे की घंटी बजनी चािहए िक हम जानते हœ िक 2 थीटा की 
साइन 2 साइन थीटा कॉस थीटा है
 इसिलए यिद हम थीटा को चार के बराबर रखते हœ तो यहां जो िमलेगा वह आठ की साइन है  ए दो साइन फोर ए कॉस फोर ए है
 इसिलए हमŐ यहां एक कॉस 4 ए िमलता है और उʃीद है िक इस कॉस 4 ए को रȞ कर देना चािहए,
 इसिलए यिद आप इस दािहने हाथ की तरफ देखते हœ तो हमŐ जो िमलेगा वह साइन 8 ए बटा आठ साइन ए होगा टू साइन फोर ए इन 
कॉस फोर ए बटा आठ पाप ए तो कम से कम अब हमारे पास एक टमŊ है जो एलएचएस पर है
 इसिलए अब हमŐ िसफŊ  यह िदखाने की जŝरत है िक यह िबʋुल बराबर है
 इसिलए हमŐ यह िदखाने की जŝरत है िक यह बराबर है कॉस ए इन कॉस टू ए और यह इसी तरह से िकया जा सकता है Ɛोिंक हम 
जानते हœ िक साइन फोर ए मŐ इस फॉमूŊले का उपयोग करते Šए िफर से एक शɨ के िलए यह कॉस होगा, लेिकन थीटा के बराबर दो ए के
साथ हमŐ जो िमलता है वह साइन फोर ए के बराबर दो साइन दो ए होता है।
 Ɛोिंक दो ए तो
 इसिलए हमŐ यह िदखाना होगा िक दो साइन चार ए बटा आठ साइन ए बराबर तो यह वही है जो हमŐ िदखाना है और अभी हमने यह 
अिभʩİƅ Ůाɑ की है जो 4 ए के बराबर है,
 इसिलए हमŐ यही िदखाना है िक वाˑव मŐ हमने इस अिभʩİƅ को Ůाɑ िकया है हमने िलखा है िक संकेत चार ए दो गुना पाप दो गुना 
दो गुना है
 इसिलए  अब आह इस पाप को चार ए के साथ बदलकर यहाँ पर जो हमŐ िमल रहा है वह है साइन टू ए इन कॉस टू ए बटा टू साइन ए
 इसिलए यिद ऐसा है तो यह बात इसके बराबर है और आप देख सकते हœ िक अब हमŐ यह कॉस भी िमलता है दो यहां एक शɨ है और 
अब यह बŠत आसान है Ɛोिंक हम जानते हœ िक साइन दो ए
 इसिलए यिद आप अभी इस शɨ को देखते हœ तो यह शɨ कुछ भी नही ंहै, लेिकन दो साइन ए कॉस ए साइन टू ए टू टू साइन ए है
 इसिलए यह रȞ हो जाता है और िफर  यह कॉस ए और कॉस टू ए के बराबर हो जाता है
 इसिलए यह कॉस ए टाइʈ कॉस 2ए के बराबर हो जाता है,
 इसिलए इन उदाहरणो ंसे जो महसूस िकया जाना चािहए वह यह है िक हमŐ हमेशा पैटनŊ देखने की कोिशश करनी चािहए और मागŊ के 
संदभŊ मŐ सही िनणŊय लेने का Ůयास करना चािहए।
 Ůमाण के िलए अनुसरण िकया जाना चािहए Ɛोिंक इनमŐ से अिधकांश Ůित˙धŎ  ई परीƗा समयबȠ है और अगले ʩाƥान मŐ हम कुछ
और सम˟ाओ ंको हल करना जारी रखŐगे जो आह 
जो मूल ŝप से आपको इस Ůकार की सम˟ाओ ंको हल करने मŐ सहज बनाएगी, धɊवाद 
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