
نے ہم میں لیكچر آخری آمدید خوش میں لیكچر تیسرے پر افعال مثلثی اور  cos x minus y  cos of x plus y  cos x  لئے كے
اور   cos y sine x  sine yایكس ٹو سائن ہم میں لیكچر اس اور ساته كے اس  گے۔ ركهیں جاری ہم لہذا ہے كیا اخذ اظہار ایک لئے كے

لیے كے ایكس تهری كوس ایكس ٹو كوس ایكس تهری سین   sine x cos x آخری لیے اس ہیں جارہے كرنے اخذ بهی مشتقات دیگر كچه اور
كہ كیا ثابت نے ہم میں لیكچر مائنس ہے برابر سائن جمع سائن پهر اور  cos of  x  y  cos x cos phi  x  y  ah  y اس جگہ كی

مائنس كو كہ ملا اظہار دوسرا ہمیں كر بدل سے جمع ہے برابر مائنس   y  cos x  y  cos x cos phi  sin x sin y so كو اس
جا كیا استعمال لیے كے كرنے تلاش كو كوسائن كی زاویے دوسرے كسی علاوه كے زاویوں معروف كو فارمولوں دو ان ہے سكتا جا كیا استعمال  

كے كرنے تلاش كو كوزائن كے  تاكہ ہیں جانتے  لی كے ڈگری  اور ڈگری  كو سائن اور كوسائن ہی پہلے ہم پر طور كے مثال ہے سكتا 453015  
اور ہوئے كرتے استعمال كو فارمولے اس  ۔  سک جا كیا استعمال لیے اور ڈگری  ڈگری سے ہونے  برابر كے x 45 ہے برابر كے ڈگری  y 30 

لہذا ہے گیا لكها یہاں اسے لہذا cos 45 30 ہوں كرتا استعمال فارمولہ یہ یہاں میں یقینا پهر اور  مائنس  
ہمیں تو ہے ملتا جو جمع یہاں  cos x  cos 45 cos y  sine 45  sine 30 ۔

یقینا یہ اور ہے ٹهیک ڈگری  ہیں سب یہ تو اور  جڑ بذریعہ  ہے برابر كے cos 45 12 سائن ہے۔ برابر كے  كے  جڑ ہے برابر  cos 30 23  
1230 45گا ملے كو آپ لہذا ہے آدها  سائن اور ہے  روٹ اوور  بهی  

كا ڈگری پندره كو آپ  ہے كیسے یہ تو اب ہے برابر كے دو جڑ گنا دو زیاده سے تین جڑ مربع جمع ایک ہے ملتا  cos  cos x minus y اور
  plus x plus yاگر پر طور كے مثال ہیں سكتی جا كی اخذ بهی آسانیاں دیگر دیگر ہوئے كرتے استعمال كو فارمولوں بنیادی دو ان لئے كے

2ہے سكتا جا لكها طرح اس اسے پهر اظہار ایک كا قسم اس  جائے۔ دیا ہمیں  cos x cos y  
مساوا دو ان یہاں آئیے تو

پر توں  
مساوا دونوں ان ہم اگر لہذا كریں مركوز توجہ

دیں جوڑ طرف بائیں كو توں  
ہمیں تو مائنس جمع پلس  گا۔ ملے طرف دائیں اور   cos x  y  cos x  y  sin x sin y طور كے جمع كیونكہ ہے رہا جا ہونے منسوخ
یہاں پر دو ہمیں اور گے جائیں مل دونوں یہ پهر اور یہاں مائنس دو لیے اس اور گا ملے   i  sa  cos x cos y  cos x cos y برابر

ہے مائنس جمع ہم اگر طرح اسی اور مائنس  cos of x  y  cos of x plus y  cos x  y   cos x plus كریں گنتی كی مائنس
y 

مساوا دونوں ان تو
گناه دو ہمیں اور گی جائے ہو منسوخ اصطلاح یہ میں توں   x sin y گے ملیں

گناه دو تو ہے برابر مائنس  x sin y  cos x  y  cos x plus y مائنس
لیں كر حفظ اسے آپ اگر اور گے ہوں كارآمد بہت فارمولے كے قسم اس كہ گے دیكهیں آپ مثالیں  ہیں كرتے كچه بہت ہم جب میں بعد تو  

كی ڈگری  ہم كہ تها دیكها میں سلائیڈ پچهلی نے ہم چنانچہ گا، ہو اچها تو 15ہم اب كہ ہے سكتا سوچ كوئی ہیں سكتے لگا كیسے حساب كا  cos  
نصف كے ڈگری  ہم كیا ہے كی گنتی كی ڈگری كا ڈگری  جو ہیں سكتے كر گنتی كی cos 15 15ہے ممكن یہ ہاں اور ہے  cos 7.5  cos  

پہلے آئیے لیے كے كرنے ایسا تو كے دو سے لحاظ كے كے   x  cosine  x  cosine یہ ہم  كریں كیا پهر اور نكالیں اظہار ایک لیے كے
ہم كہ گے كریں كی ڈگری پانچ پوائنٹ سات ہم كہ گے دیكهیں ہم پهر  اور گے ركهیں برابر كے ڈگری پندره نصف كے ڈگری پندره كو  x  cos كو

اب لہذا ہیں، سكتے كر تلاش اور ہیں سكتے كر حل كو جمع   cos of two x  cos of x  x ہم پهر اور ہے سكتا جا لكها پر طور كے
كو فارمولے موجود پر سلائیڈ پچهلی جمع كے ساته كے اس لیكن ہیں كرتے استعمال لیے كے برابر  x  y  cos   y  x جب لہذا ہے برابر كے

میں مساوات اس آپ برابر كے   y  x ہیں ڈالتے
كو آپ تو كو مائنس میں تاكہ ہے جاتا مل مربع مربع گناه مائنس   cos x  cos x  sin x  sin x  cos  x  x جانتے ہم لیكن جائے بن

مربع گناه كہ ہیں جمع مربع اسكوائر سائن ہم میں مساوات اس لیے اس اور ہے برابر كے ایک لیے كے ایكس تمام  ہے   x  cos  x  x ایک كو
مائنس مربع   cos  x ہے ملتا ہمیں جو ہے اظہار وه یہ اور ہیں سكتے بدل سے

كہ ہیں دیكهتے ہم اب تو ہے كے   cos of two x  x  cosine ایک مائنس  برابر كے مربع گنا دو كے
كو آپ اگر تو   x جائے ہو معلوم قدر كی كوزائن كے

دو آپ تو مربع گناه گنا دو مائنس ایک یہ كہ ہیں سكتے دكها یہ آپ درحقیقت اور ہیں سكتے لگا حساب كا قیمت كی كوزائن كے  x  x بهی برابر كے
اس كو آپ میں مساوات اس یہاں اور ہے ضرورت كی جانے پیچهے قدم دو صرف كو آپ  ہے۔ آسان بہت كرنا حاصل ہے   cos squ تبدیل كو

ہے۔ ضرورت كی كرنے مائنس  اصطلاح كی مربع x 1  آئیے اب اظہار یہ ہے ہوتی حاصل یہاں اصطلاح یہ كو آپ طرح اس اور ہے  sin  x 
ہم كہ ہیں دیكهتے سے سلائیڈ پچهلی ہمیں بشرطیكہ ہیں سكتے لگا كیسے حساب كا ڈگری پانچ پوائنٹ سات   cos  cos 15 معلوم قدر كی ڈگری

دو ہیں سكتے لكه ہم لہذا ہے سكتا جا لكها بهی سے طریقے اور ایک كو مساوات پہلے سے اس ہو مربع جمع ایک دو   cos  x  cos  x كے
لئے اس اور ہے برابر ابہام میں بارے كے مائنس اور پلس ہے برابر  cos x  x كریں۔ گنتی اور كریں كوشش ہم آئیے اب ہے منحصر پر قدر كی

كے قیمت كی میں مساوات اس ہم لہذا ہے برابر كے پانچ پوائنٹ سات برابر كے   x  cos  x  xہم لیكن ہیں ڈالتے پانچ پوائنٹ سات برابر كے
كی ڈگری پانچ پوائنٹ سات كہ ہیں جانتے   cos لیں جڑ مربع مثبت صرف ہیں رہے جا ہم لئے اس اور ہے نمبر حقیقی مثبت یا عدد مثبت ایک

كی ڈگری  یہ تو صرف ہمیں ہے آسان بہت طرف دائیں لہذا ہے قدر كی 7.5نے ہم جسے ہے ضرورت كی لینے قدر كی ڈگری  cos  cos 15 
كمپیوٹر  دیں بدل پهر اور یہاں اسے اور تها كیا شمار میں سلائیڈ پچهلی   e cos x minus y  اس ہوئے كرتے استعمال كا فارمولے

كہ گے كریں كوشش كی دیكهنے یہ ہم پر طور كے مثال ہیں سكتی جا كی آسانیاں دوسری سی بہت سے جڑ مربع كے ایكسپریشن  x  pi مائنس
كا   by 2  cosہے كیا

یہ تو   cos x cos y ہے
كا آپ یہاں تو ہے۔ برابر جمع ڈگری نوے دو كہ ہیں جانتے ہم كی y   pi by  sin x sine y  pi  cos by two  pi اور ہے صفر
كا   by two  sineحصہ  ہوگی اصطلاح دوسری صرف اور ہوگی صفر اصطلاح پہلی میں سمیشن اس یہاں لیے اس اور ہے برابر كے ایک

 ڈالیں
یہ تو طرح اسی ہے برابر كے سائن كے كا پلس   x  x  cos  pi by two ہے

گے كریں استعمال اب ہم تو جمع ساته كے برابر جو مائنس  cos of x  y  y  pi by two  cos x cos y  sin x sin y دوباره
كیونكہ یہاں cos of pi by two  sin x  مائنس وه ہیں كرتے حاصل جو ہم طرح اس اور ہے برابر كے صفر اصطلاح پہلی یہ ہے صفر

ہم طرح اسی ہے كے كے اور كے  y  sine  plus pi by two  y minus pi by two  sine ہیں سكتے كر گنتی كی اظہار كے
نے ہم كہ ہوں رہے سوچ شاید گے ہوں آپ لیكن كے اور  x plus y  sine  x min   us y ہے كیا نہیں احاطہ كا اظہار كے گناه كے

ہمیں بهی بغیر كے اس یہاں لیكن گے كریں میں سلائیڈوں چند اگلی ہم جو ہے كچه وه ساته كے اس لیكن پلس   y  pi گنتی كی ٹو بائے سائن كی
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كہ تها لكها نے ہم جہاں جائیں واپس پر مساوات اس یہاں آپ اگر چاہئے ہونا قابل كے كرنے مائنس   cos of  x  pi by two x سائن كا
اس ہم اگر اب ہے   x دیں بدل سے یہاں كو

كہ ہیں كہتے ہم تو میں اصل جمع   x  y  pi by 2 ہے برابر كے
وه گا ملے جو ہمیں تو جمع ساته كے ایكس لیكن ایكسپریشن  ۔ ہے برابر كے اس كہ جو ہے سائن كا پلس   y  pi by 2  y  pi ہے برابر كے

لیے اس ہیں رہے كر استعمال كو متبادل اس یہاں ہم تو جمع كا بجائے كی نے ہم ہے برابر كے   y  pi by two  sine x  cos  y جمع
مائنس پهر اور   pi by two  pi by twoہیں ڈالتے

صرف  یہ تو كا كہ ہیں سكتے جان یہ ہم طرح اسی ہے مائنس   y  cos  y  pi by 2 واپس طرف كی مساوات اس ہم كیا ہے نشان كیا كا
اب تها كیا اخذ ابهی نے ہم جو گے جائیں مائنس   cos x plus pi by 2  sin x ہے برابر كے

ہم  ہیں كرتے كیا ہم یہاں تو كو مائنس X  y  pi 2 ہیں كرتے كوشش كی بدلنے برابر كے  كے  
سائن آف مائنس وه گا ملے جو ہمیں پهر تو مائنس ہے سے اب ہمیں بجائے كی مائنس y  pi by 2 eq   ual  cos  x  y  pi 2  كو  

ہوگا۔ لگانا سے  
جمع ایک یہاں كہ ہیں كرتے حاصل ہم تو  pi by two ایک ہمیں ہے نہیں نشان كا مائنس یہاں ہمارے چونكہ اور ہے نشان كا مائنس یہاں لیكن ہے

كریں سائن مائنس یہاں  ہوگا۔ ڈالنا  
یہ تو  yy كچه میں سلائیڈ اس میں بعد ہم جب كہ گے دیكهیں ہم اور ہیں كارآمد بہت شناختیں چار یہ لہذا  ہے جاتا ہو برابر كے كوسائن مائنس كے

گے كریں مسائل كے مثال  
ہم اب تو كے مائنس  گے۔ كریں اخذ جلتا ملتا سے اظہار اس لیے كے برابر پلس  x  cos  y  cos x cos y  sin x sin yi  x میں

مائنس كے لیے كے اور   y  sine  cos x cos y sine x  sine y ہم لیے كے اس اور ہوں رہا جا كرنے اخذ اظہار ایک لیے كے
لیے كے زاویے بهی كسی كہ تها دكهایا نے ہم  جہاں گے كریں استعمال نتیجہ پر صفحہ پچهلے آف سائن كی   z  z آپ اگر ہے برابر

تو ہے برابر سائن كی مائنس كی سائن كی كوسائن كے مائنس  x  x  pi  x  pi by 2 ۔
تو سائن كی مائنس ہے كوزائن كی كوسائن  كی مائنس اسے ہم یہاں اور z  Z  pi  z 2 گے سمجهیں برابر كے  pi by 2.  z  

وه ہے ملتا جو ہمیں سے كرنے استعمال كو شناخت اس تو ہے سائن كا مائنس لیكن مائنس   z  cos of z  pi by 2  z x  y ہے
یہ تو مائنس كا میں جسے ہے كا    z  pi by two  cosine  x minus y plus pi by 2  cosine ہو سكتا لكه

آئے نظر اظہار یہ كو آپ اگر اب تو  
ں  یہ تو مائنس  ہے شكل كی یا مائنس كا نیا اسے میں جہاں   cos  b  x  y  cos  y كرتے استعمال كو فارمولے اس ہم پهر اور گا سمجهوں

 ہیں
اسے ہم تو نیا یہ لہذا ہیں كرتے حاصل برابر كے لہذا ہے  cos x cos nu y  y  cos x cos y cos x cos nu i  nu پهر اور

كے كہ ہیں جانتے ہم سے سلائیڈ پچهلی اب  y  sine x x sine  cos of y  cos y plus pi by two cos of yدو جمع
مائنس   plus pi by two  sin yہے

یہاں كو ایكس اس  ہوں صرف میں تو   y ہیں رہے جا بدلنے سے
اصطلاح یہ یہاں چیز یہ تو سائن مائنس ایک پهر اور ہے جاتی بن سائن پلس   cos x  y  x كہ تها كیا اخذ نے ہم سے سلائیڈ پچهلی پهر اور ہے

جمع ہے ہی ایک سائن كی كے   y  pi by two   y  cosپر طور كے
پاس ہمارے كہ ہوئے كرتے استعمال یہ تو جمع كی كہ جو ہے اظہار حتمی یہ اور ہے مائنس  y  pi  sine by 2  x  y  x سائن كی

ہے برابر كے سے آسانی ہم اب ہوئے كرتے استعمال كو فارمولے اس كے   cos ym   inus cos x sin y  x plus y  sineكے
اس صرف ہمیں ہیں سكتے كر اخذ اظہار لیے مائنس كو سائن سے جمع اسے ہم ہے ضرورت كی بدلنے لیے كے  y  y  x  y  x مائنس مائنس

  yہیں لكهتے پر طور كے سائن كے
مائنس یہ تو اس سے سلائیڈ پچهلی پاس ہمارے جو ہے طرح كی مائنس كہ ہیں جانتے ہم تها میں اظہار كے سائن كے y  y  x  y  x  y مائنس
سائن سائن كی مائنس اس صرف یہاں لئے اس اور ہے مائنس كو  x cos y  cos x sine y  y  y  x كریں حاصل  ہیں رہے بدل سے

جمع سائن كی مائنس برابر كے مائنس كے مائنس سائن  y  x cos  y  cos x  y ہے فنكشن ایون ایک كوزائن كہ ہیں جانتے ہم اب برابر كے
مائنس لیے اس ہے فنكشن طاق ایک سائن اور كوزائن كا مائنس اور ہے سائن مائنس  ہے سائن كا   y  cos y  y  y استعمال كو حقائق دو ان

سائن كہ ہیں كرتے حاصل یہ مزید ہم ہوئے كرتے جمع سائن كار آخر پلس  x  y  x cos y  cos x sine y نے ہم اب لہذا ہے برابر كے
دو نے میں اور كیا میں سلائیڈوں دو پچهلی  ہیں۔ كرتے كیا ہم كہ جو ہیں كئے اخذ تاثرات بهی لئے كے علامت كی فرق اور جمع كی زاویوں دو  

مساوا دو ان ہم اگر پر یہاں اب ۔ ہے كیا خلاصہ كا مساوات
جوڑیں یہاں كو اصطلاح اس اور اصطلاح اس یہاں كو توں  

گناه بار دو لیے اس اور گے كریں حاصل مرتبہ دو كا اصطلاح اس اور گے جائیں ہو منسوخ تو ہے برابر جمع   x cos y  sin x  y جمع
سائن مائنس ہم اگر طرح اسی  میں مائنس مائنس   x  y a  sine x plus y  sin x  y كریں گنتی كی

اور گی جائیں ہو منسوخ اصطلاحات دونوں یہ تو دو لہذا گا جائے مل دگنا كا  cos x sine y  cos x sine y  sin x ہے برابر
سائن مائنس مائنس   plus y  x  yكی زاویے اس صرف ہم اگر ہے جاتی كی كیسے گنتی كی نشان كے دوہرے كے زاویہ كہ دیكهیں اب  ہوگا

ہیں جانتے كو كوزائن اور نشانی  
تو ہم ہے آسان بہت جمع اس ہم اور ہیں جاتے واپس پر اظہار كے كو   x  sin x  y  y  x ہیں دیتے بدل سے

ہے۔ ملتا دو سائن ہمیں تو جمع پاس ہمارے میں فارمولے اس اب ہے سائن كا  x x  x  y  x ہے برابر
یہاں تو برابر اور یہاں   y  x  y  x ہے برابر كے
ہمیں تو جمع گنا دو كہ جو ہے ملتا ہے۔ برابر كے   sin x cos x  cos x sin x  sin x cos   x كسی كہ تها دیكها نے ہم پہلے

ہے جاتا كیا تلاش كیسے كوسائن كا نصف كے زاویے  
تهے جانتے قدر كی كوزائن كے ڈگری پندره صرف ہم جب كا ڈگری دو بائی پندره ہے۔ جاتی كی كیسے گنتی كی كوزائن كہ دیكها نے ہم تو  

زاویہ كسی كہ گے دكهائیں كو آپ ہم طرح اسی تو   x جائے كی كیسے گنتی كی نشان كے نصف كے
دو كیونكہ ہیں كرتے شروع سے فارمولے اس ہم تو مربع  ہے۔ برابر كے سائن دو مائنس ایک   x  x سے میں سلائیڈوں پچهلی ہی پہلے نے ہم جو

ہے وه ہے ملتا جو ہمیں كركے پهیری ہیرا سے یہاں لہذا ہے كیا اخذ پر ایک اسكوائر مائنس ایک دو  sin  x  cos  x اس اور ہے زیاده سے دو
سے وجہ مائنس ایک دو انتخاب كا مائنس اور جمع یہاں پهر بار دو ہے۔ برابر كے جڑ مائنس جمع كے   sin x  cos  x  x منحصر پر قدر كی

كریں تلاش سائن كی ڈگری  ہوئے كرتے استعمال كو فارمولے اس ہم اگر پر طور كے مثال لہذا ہوگا 7.5  
صرف یہاں ہم سے وجہ اس اور ہے نمبر حقیقی مثبت ایک ڈگری   سائن كی اس كہ ہیں جانتے ہم اب ہے ملتا سائن كا ڈگری  ہمیں یہاں تو 7.57.5

مائنس  یہ لہذا ہیں لیتے علامت مثبت 1ہم كیونكہ ہیں سكتے كر گنتی كی اس ہم اور ہے برابر كے جڑ مربع كے  زیاده سے ڈگری  كے  cos 152
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كہ ہے یہ مساوات  جانو یہ ہیں جانتے قدر كی كوسائن كے ڈگری  ہی سے پہلے مائنس كی 15جمع  x  y  cos plus y  cos of x 
دو كہ كریں فرض اب ہے اور ہے برابر كے نصف كے مجموعے كے زاویوں مختلف دو درحقیقت  minus y  cos x cos y  x  yآدهے

زاویوں یكساں دو ان  ہے برابر كے مجموعہ كے نصف كے اور   a  b كا فرق كے
میں مساوات اس ہم اگر تو جمع ایک كو اور سے دو ساته كے مائنس ایک كو   x  b  y  b ہیں بدلتے ساته كے دو كو

دو كہ ہے ہوتا حاصل یہ آخر ہمیں تو جمع كو مائنس  میں اب ہے برابر دو بذریعہ جمع لیكن cos a  b  cos a  b  cos x  y  x  y جمع
جمع ایک مائنس ایک زیاده سے دو ہے جو دو زیاده   B  b  a ہے
ہمیں تو طرح اسی اور ہے ملتا مائنس   cos a  x  y b ہے

تو مائنس كی  x  y  cos  b ہے
دو كو آپ درحقیقت فارمولہ یہ تو دو كو مجموعہ كے   cosines  cosines اور ہے كرتا فراہم طریقہ ایک كا كرنے تبدیل میں مجموعے كے

زاویہ بهی كسی طرح اس لیے كے فرق اور مجموعے كے نصف كے فرق اور  a  b cos a plus cos b ہے مجموعہ كا اس جو لیے كے
مائنس ایک ہے كوسائن گنا دو كا ڈی جمع ایک كوزائن كا زاویوں  b  كیا اخذ بهی یہ نے ہم ركهیں یاد بهی ہم اگر طرح اسی اور ہے كوسائن گنا دو كا

سائن دو كہ تها سائن ہے برابر مائنس مائنس جمع یہاں ہوئے كرتے متبادل وہی پهر اور   x  y  cos of x  y  cos of x  y  x كے
جمع ایک برابر اور دو كے مائنس ایک برابر جمع ایک ہے  كرنا حاصل یہاں میں آخر  گے۔ كریں كیا ہم ساته كے دو كے b  y  b 2 سائن كے  b  

مائنس ایک زیاده سے زیاده سے دو سائن كے مائنس  b  x  y  b  2ہے برابر
تو مائنس جمع كوزائن كا كے زاویوں دو ہے دیتا پهر بار ایک كو آپ فارمولہ یہ لہذا ہے كوزائن كا   b  x  y  a  cosine نصف كو فرق كے

كہ ہیں جانتے ہم طرح اسی كو فرق كے زاویوں دونوں ان اور طریقہ كا كرنے ظاہر پر طور كے پیداوار كی سائن كی نصف كے مائنس   x  y كی
سائن مائنس گناه دو ہے میں جس ہیں كرتے متبادل وہی پهر بار ایک یہاں ہم اور كا جمع ایک برابر كے   x  y  x cos   y  x  b اور دو كے

برابر مائنس   y  b  bساته كے دو كے
جمع ایک وه ہے ملتا جو ہمیں تو اور ہے ہوتا سائن گنا دو كا مائنس زیاده سے دو كوزائن كے جمع  b  a  b  x  y  x جمع ایک ہے برابر كے

مائنس ہے مائنس ہے   y  bx  y  b ہے
تو مائنس گی ہو سائن كی   x  y  b اور ایک یہ لیے كے كرنے تبدیل میں پیداوار كی كوزائن اور سائن كو مجموعوں ان كے كوزائن اور سائن  كی

كہ ہیں جانتے بهی یہ ہم طرح اسی ہے اظہار مائنس سائن كی مائنس كیونكہ ہے برابر جمع سائن كی   x  y  x  y  x  y  x cos y  جمع
مائنس ایكس پلس ایكس ایكسپریشن كا طرح اسی اور ہیں دیتے بدل سے ایكسپریشن اس كو اس ہم جب  ہے   cos x sine y so  yسائن كے

ہے ملتا ہمیں جو بهی لیے كے  
ہیں سكتے لكه یہاں اسے ہم تو جمع ہے جمع اور sine x  y  sine x cos y  cos x sine y  sine x minus y  sine ہے

 x cos y  cos x sin yمائنس
ہم اگر تو كو گنا  وه ہے ملتا ہمیں جو ہیں گهٹاتے سے sine x minus y  sin x plus y 2 ہے ہوتا  cos x sin y  

ہم میں اظہار اس بار بار اور یہاں اظہار یہ تو ہیں سكتے بدل سے جمع كو اور دو بذریعہ مائنس ایک  x   b  y  b حاصل ہم جو اور دو بذریعہ
ہے وه گے كریں جمع مائنس ایک كوسائن گنا دو كا دو بذریعہ سائن كا كیونكہ برابر كے جمع   a  b  b  a  x  y b ہے نشان مائنس كا

زاویوں دو كو آپ یہ تو ۔ ہے كرتا فراہم اظہار لیے كے طریقے كے كرنے تبدیل كو فرق كے نشان كے   t   o كی كوزائن اور سائن پهر بار ایک
جائے لگایا كیسے حساب كا سائن اور كوزائن كے بار تین كے زاویہ ایک كہ ہیں دیكهتے آئیے پیداوار  

تین تو دو كو كوزائن كی جمع كے كہ ہیں جانتے ہم لیكن ہے سكتا جا لكها پر طور كے جمع  x  x  x  cosine  a  b  cosine كا
ایک  ہے۔ سائن مائنس دو كو فارمولے اس اب   cosine  cos of b  a sine b  xہے رہا كر استعمال ساته كے برابر كے

یہ تو دو اسے اور تین ہمیں گا كرے انتخاب كا ہونے برابر كے كا كیونكہ گا ملے دو  a  x  b x  x  cosine  cos  x  cos  x گنا
دو سائن مائنس گنا دو كہ ہیں جانتے ہم اب ہے برابر كہ جو سائن كا گنا دو كوزائن كا مربع   x  x  x  cos  x ہے برابر كے ون مائنس

میں وقت پہلے نے ہم جو ہیں كرتے استعمال كو نتیجہ اس ہم تو دو وه  تها۔ كیا بهی اخذ نے ہم اور تها كیا اخذ مائنس   cos x  x گنا دو سائن كی
سائن ہے  x cos x 

دو ہیں رہے جا كرنے استعمال لئے كے گناه ہم جسے ہے وہی یہ تو سائن بار یہاں جو   x  x  x ہے برابر كے كوسائن دو مائنس كے
كوزائن گنا دو ہے اصطلاح مخصوص یہ یہ تو مربع سائن بار اسكوائر سائن لیكن مائنس ایک مربع   x  x  x  cos  x نہیں كچه سوا كے

ہیں۔ ملتے دو ہمیں كار آخر تو مائنس دو مائنس دو پلس cos cube x  cos x  cos x  cos cube x 2   ہے برابر جو  cos cube 
x 2یہاں  اور یہاں  

كیوب یہ تو یہ لہذا ہے جاتا بن مائنس 4ہے  cos  x 3  cos x  cosine  
كو آپ اگر لہذا  ہے كرتا مدد كی آپ فارمولہ یہ تو   x ہے معلوم قدر كی كوزائن كے

گنا تین سے آسانی آپ تو ہم اب طرح اسی ہیں سكتے لگا حساب كا قدر كی كوزائن كی گنا تین سے لحاظ كے سائن كی  x  x  x  x گنا تین كے
ہیں كرتے اخذ اظہار اور ایک لئے كے كرنے گنتی كی سائن كی  

تین  كریں سائن دوباره تو ہیں رہے جا كرنے استعمال فارمولہ ہم كا جمع كا x  a  b  sine  sine a cos b plus cos a sin برابر
ہم ہیں رہے جا كرنے استعمال ہم اور دو كو اور كو تین ہمیں  ہوجائیں شامل وه جب تاكہ گے ڈالیں پر طور كے   b  a  x  b  x  xملتا سائن كا

تین ہمیں لہذا ہے ہے ملتا سائن كا لیكن ہے ہوتا برابر كے سائن كی دو   x  a  a  x ہے
تو دو كے كی بار لیكن  b  x  cos  b  x ہے
تو كی جمع كے دو كے ہم دو كہ لیں جان گنا سائن دو سائن كی دو اور ہے  x  cos  cos  x  x  x  x cos x  x دو منفی ایک كوزائن كی

مربع گناه   x ہے
ان ہم تو ہیں رہے جا كرنے استعمال كو   tw   o اظہار یہاں

ہیں رہے جا كرنے ضرب اسے ہم لہذا ہے اظہار كا ایكس دو گناه یہ تو ساته كے مربع گناه دو مائنس ایک   cos x  cos two x  x لہذا ہے
سائن دو گنا مربع لیكن مربع ہے مربع گناه مائنس ایک   x  cos  x  cos  x  x ہیں سكتے كهول كو اظہار اس ہم جب اور

یہ تو ٹو مائنس   sin x  sin cube x گے كریں آسان مزید آپ اگر جسے ہے جاتا بن
یہ تو سائن تین كے سائن چار مائنس   x  x  q گا ہو برابر كے

تین كا آپ یہ تو صرف كو آپ اگر ہیں سكتے كر ہم كہ ہیں دیكهتے آپ  دوباره طرح اس ہے نشان كا   x  x ہے معلوم قدر كی سائن كے
3یہ كہ دیكهیں آپ اگر ہے ایک دراصل یہ كیونكہ ہیں سكتے كر بهی برعكس كے اس آپ یقیناً  اور ہیں سكتے كر تلاش قدر كی سائن كی آپ تو x  
سائن حصہ   x ہے معلوم قدر كی سائن كے ایكس تین كو آپ اگر  ہے كیوبک سے لحاظ كے

كركے حل كو جڑوں كی مساوات كیوبک ایک آپ تو   x اور ہیں رہے كر بات ہم پر جس تر زیاده سے میں لیكچر اس ہیں سكتے كر تلاش نشان كا
ہیں۔ رہے دے اظہارات لیے كے اس اور ہیں رہے كر بات میں بارے كے كوزائن اور سائن ہم پر جس بهی میں لیكچر پچهلے پلس  x  y  آف سائن

Pru
tor
@
IIT
K



مائنس  x  y cos of x plu  sy cos of x minus y  sine of two x sine of three x cos of twoپهر اور
جسے ہیں رہے جا كرانے متعارف كو فنكشن دوسرے اس ہم پهر لیكن   x cos of three x  tangent of xآپ كہ جیسا ہے جاتا كہا

كروائیں متعارف پر طور باضابطہ زیاده یہاں اسے اب  ہم لیكن ہوگا معلوم سے تناسب مثلثی اپنے ہی پہلے كو  
مركز كا جس كریں غور پر دائرے كے اكائی یہاں ہم پهر تو نقطہ اس محور افقی یہ اور ہے پر محور عمودی ہے محور   o  o  x  y ہے محور

نقطہ یہ پاس ہمارے كہ كریں فرض اور نقاط كے جس اور ہے پر دائرے یہاں ہے۔ ہیں كوآرڈینیٹ اور ہے كوآرڈینیٹ   p  a  x  a  y  b ہے
یہ تو یہ اور ہے یہ كہ ہیں دیكهتے آپ اگر كیونكہ ہے مماس كا زاویہ كے گردش سے وجہ اس اور ہے    a  b  op ہے یہاں میں ابتدا رداس

رے ایک یہاں میں ابتدا پاس ہمارے رے طرح اس پر اوب پر طور ابتدائی اور ہے نقطہ اس  ob  b  p اس كو شعاع اس ہمیں لیے كے پہنچنے تک
مركز گرد كے مقدار كی گردش لہذا ہوگا گهماننا سے زاویے كے   o  x  x دیكهیں پر طور صحیح كو اس آپ اگر اب ٹینجنٹ یہ لیے اس اور ہے
یہاں   gle دیكهیں كو مثلث زاویہ صحیح آپ اگر لہذا ہے كهڑا ایک یہ كیونكہ ہے مثلث

زاویہ اس لہذا ہے برابر كے قدر كی مخالف كے لمبائی كی سمت مخالف مماس كا زاویہ اس یہاں تو    x ہے لمبائی كی جس ہے یہ رخ مخالف كا
پر لمبائی كی طرف ملحقہ زاویہ اس لہذا ہے برابر كے طرف ملحقہ سے ہے ٹین اتنی لمبائی كی جس ہے ہے  b so b  x  oa  x b  a پر

گے كریں كوشش كی دیكهنے مزید آپ اگر اور  
نے ہم ایک لیكچر ہاں یا ایک میں لیكچر شاید تو   x لمبائی كی فرضی كو لمبائی كی سمت مخالف تها كیا متعین پر طور كے سمت مخالف كو سائن كی

سائن سے وجہ اس اور ہے رداس ایک كا لمبائی كی یونٹ میں اصل فرضی یہ ہے دائره كا اكائی ایک یہ چونكہ لیكن تها گیا كیا تقسیم سے  x محض
كا نقطہ اس  تها۔ برابر كے كوآرڈینیٹ اور كا  y  p  x  cosine  pنقطہ اس جو تها برابر كے لمبائی كی رخ ملحقہ كے مثلث زاویہ دائیں اس

كے جو ہے نہیں كچه سوا كے كوآرڈینیٹ كہ ہوا احساس فوراً  ہمیں پهر اور ہے بذریعہ سائن لیكن چیز  ہے۔ نمبر كو   x  a  b  a  x  x كے
كہ ہے ملتا تعلق یہ ہمیں سے وجہ اس اور ہے گیا كیا تقسیم سے كوزائن لئے كے زاویہ بهی كسی كے ٹینجنٹ كا   x  x  x سائن پر كوزائن كے

ٹین اب آئیے ہے، برابر كے كو گراف كے بمقابلہ محور   x  x  y  xلیے ہمارے اور پر محور افقی یہاں  ہیں۔ كرتے كوشش كی كرنے پلاٹ پر
مركز كا جس گے لیں مدد كی دائرے كے اكائی اس دوباره ہم لیے كے كرنے یہ   o ہے پر

زاویہ كے گردش ہم كہ ہیں كہتے یہ آئیے تو   x ہیں كرتے شروع برابر كے ڈگری صفر سے
ڈگری  ہیں۔ پر صفر كہیں یہاں ہم تو  

جب تو   x 0 ہے ہوتا پر ڈگری
كوما ایک كوآرڈینیٹ كا نقطہ اس اور ہے پر یہاں دراصل آپشن یہ لیے اس ہے نہیں گردش كوئی لیے اس ہیں ہوتے كہیں پر مقام اس میں اصل ہم تو

كے نقطہ اس ہے۔ برابر كے تناسب ایكس ٹین چونكہ لیے اس اور ہے صفر سے لمبائی كی كوآرڈینیٹ كی كوآرڈینیٹ  y  y  x قدر كی كوآرڈینیٹ
جب لہذا ہے   x 0 ہے برابر كے

پر مقام اس كیونكہ ہے برابر كے  صرف تناسب یہ كہ دیكهیں آپ اگر پهر اور ہیں یہاں ہم تو لہذا ہے صفر كوآرڈینیٹ برابر 0پر  y   x  t   o
پر گراف ہم جہاں ہے جگہ وه یہ لہذا ہے صفر ٹین صفر كا ہم جب پهر اور ہیں پر صفر برابر كے   x  x  xہیں بڑهاتے كو

یہ تاكہ ہیں كرتے كوشش كی گهمانے میں سمت مخالف كی گهڑی ہم كو كرن اس كہ ہے مطلب كیا كا اس ہم تو   x  اس كریں اضافہ میں قدر كی
ہم جب لیے   x ہیں كرتے اضافہ میں قدر كی

كہ ہے یہ وه ہے ہوتا شروع ہونا جو تو y 0 پر طور كے مثال گا دے كر شروع لینا قدریں مثبت گا جائے ہو شروع بننا تها  میں شروع جو كوآرڈینیٹ
لیے كے جس ہے مثلث سماوی دائیں ایک یہاں ہمارے پر ڈگری  برابر اور كوآرڈینیٹ x 45اس اور گے ہوں صحیح برابر دونوں كوآرڈینیٹ  y  x 

جب لیے   x 45 گا ہو برابر كے ٹین ڈگری
تو   x ہے كہیں یہاں نقطہ وه لیے اس ہیں ایک پر دو جڑ كوآرڈینیٹ دونوں كیونكہ ہوگا برابر كے ایک

جب تو ہے برابر   x   pi to pi to four ہے ایک یہ چلیں
تو جب پهر اور گی ہوجائے ایک طرح اس كر بڑه سے صفر قدر كی   tan x  x ہے بڑهتا مزید

پر طور كے مثال ہے ہوتا كیا تو ہے۔ گهومتی مزید شعاع یہ جب قدر كی   so   t اب كرن كہ كریں فرض اور سمت مخالف كی گهڑی وه  میں
ہے گئی ہو ختم یہاں  

كہیں ہم كہ ہے زیاده سے اس زاویہ اب تو  
تها ڈگری پینتالیس یہ اگر كہ كریں فرض تو  

ہے زیاده سے ڈگری پینتالیس اب زاویہ تو  
ہم شاید تو زاویہ آپ جب  ہیں كہیں قریب كے دو كے   pi  pi ہیں جاتے قریب كے دو كے

كا پوائنٹ كہ ہے ہوتا كیا تو پر طور بنیادی لہذا ہے جاتا ہو قریب بہت كے صفر یہ اور ہے جاتا ہو شروع ہونا كم كوآرڈینیٹ   x  a جاتا پر صفر
 ہے

جیسے تو لیكن ہے جاتا پر صفر   a  y قریب كے ایک ہے ہوتا بهی پهر كوآرڈینیٹ
آپ جب گا جائے ہو ایک تقریباً  كہیں یہ تو   pi گے جائیں قریب كے دو كے

زاویہ اس یہ لیكن گا جائے ہو محدود یہ چونكہ تو كیونكہ گا جائے پر صفر مماس كی اور گا جائے قریب  x  x  pi گا۔ جائے قریب سے دو كے
  ہے ایک سے صفر كیونكہ لامحدودیت

گا جائے طرح اس یہ تو  
ہیں كرتے شروع سے یہاں آپ اگر لہذا كهینچیں چیز وہی لئے كے پہلو منفی ہیں سكتے كهینچ آه اسے ہم طرح اسی اور گا جائے تک لامحدود یہ تو

ہیں جاتے میں سمت كی گهڑی آپ اگر اور  
ہیں۔ جانتے ہم كہ جیسا ہیں گئے ہو كم ہم اب  تو   ow  گی ملیں قدریں منفی كی زاویہ گردشی اس كو آپ سے جانے میں سمت كی گهڑی

ہیں ہوتے یہاں ہم جب پر طور كے مثال تو  
مائنس پر گراف اس جو ہیں كہتے پینتالیس مائنس زاویہ یہ تو برابر كے   pi  x ہیں ہوتے طرف اس ہم جب  لیكن ہے مساوی كے

كا نقطہ بهی كسی تو میں كواڈرینٹ چوتهے اس كہ ہیں كہتے ہمیں كوآرڈینیٹ بهی اب كوآرڈینیٹ ہے كوآرڈینیٹ   x  x  x  a ہوگا مثبت بهی تب
لیكن قدر كی یہاں میں كواڈرینٹ اس لہذا ہے والا ہونے منفی كوآرڈینیٹ  y  x اگر پر طور كے مثال آزمائیں اسے آپ اگر اور ہوگا منفی ٹینجنٹ كا

ہے ڈگری  زاویہ یہ 45  
گے دیكهیں كو نقطہ اس آپ اگر كیونكہ ہوگا برابر كے  مائنس ٹین كا  مائنس كہ ہے یہ وه گے دیكهیں جو ہم تو 451  

گا ہو پوائنٹ  نقاط كے اس یہاں تو لیكن گا ہو  جڑ بذریعہ  كوآرڈینیٹ x 12 كواڈرینٹ چوتهے یہ كیونكہ گا ہو  جڑ بذریعہ  مائنس كوآرڈینیٹ  y 12
ون مائنس كو آپ ایک سے طرف كی دو جڑ  گے كریں تقسیم سے  جڑ كو تناسب كے  مائنس آپ جب لہٰذا ہے۔ ہوتا آن میں  جڑ بذریعہ  مائنس 1212

ہے ون مائنس یہ كہیں كہ ہے یہ مطلب كا جس ہے ملتا  
مائنس ہم جب طرح اسی پهر اور یہاں كہیں تو سے   pi  ah ہیں جاتے پر
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مائنس میں سمت كی گهڑی تو كہ ہے ہوتا كیا پهر طرف كی چونكہ لیكن ہے جاتا پر  كوآرڈینیٹ pi 2 by  x 0 ہے منفی قدر كی كوآرڈینیٹ  y  
كو گراف پورے اس طرح اسی اور گا جائے چلا پر انفینٹی مائنس طرح اس تناسب یہ   pi جا بهرا كر ركه جاری كو گهومنے آگے سے دو سے
اور  میں مقابلے كے ایكس سائن طرح اس ہے سكتا جا كیا مكمل كو گراف اس ہے سكتا اور  cos xc sin x  cos x میرا تهے فنكشنز باؤنڈڈ

بهی كسی كہ ہے یہ مطلب لیے كے اور ہے ہوتی درمیان كے ون پلس اور ون مائنس ہمیشہ قدر كی  x  sin x  cos x ون مائنس بهی قدر كی
ہے نہیں ایسا  وه لیكن ہے ہوتی درمیان كے ون پلس اور واقعی قدر ساته كے ٹینجنٹ كے زاویہ   x  x  x سكتی جا حد بے تک حد اس لئے كے

میں حقیقت یہ جب ہے بلكہ ہے نہیں كچه یہ كہ ہیں دیكهتے آپ اگر كیونكہ ہے برابر كے  بذریعہ ضرب طاق كے pi 2 ہے نہیں كچه  tan x 
سائن بلكہ  x  x كوسائن كا  بذریعہ

كہ ہے واضح بالكل بات یہ تو تمام ان ٹین كا لئے كے جس گا ہو حد بے لئے كے  x  x  x  x كہ ہیں جانتے ہم اور ہے جاتا پر صفر كوزائن كا
جب ہے جاتا تب پر صفر كوزائن كا   x pi ہو ضرب طاق ایک سے دو كا

بهی جب تو ٹین دو از ضرب طاق ایک كا  x pi  x  x مائنس پاس ہمارے طرح جس طرح اسی ہوگا انفینٹی پلس یا انفینٹی مائنس یہ ہوگا باؤنڈ غیر
كی مائنس اور سائن كمپیوٹیڈ كا مائنس ہم ہے چونكہ لیكن ہیں سكتے گن بهی وقت كا سائن كیا  ٹین كا  ah  x  cos  x  x  x  cos x بذریعہ

مائنس مائنس گا ہو برابر كے   tan of  x  x  sine by divided by minus xiدوسرے كسی صرف اسے ہم كہ ہے مطلب كا
متغیر پهر اور ہیں سكتے مان پر طور كے كا كی كو جس ہے گا جائے كیا تقسیم سے   y  y  tan y  sine  cos of   y جانتے ہم لیكن

مائنس كہ ہیں سائن مائنس یہ ہے فنكشن طاق ایک سائن كیونكہ ہے سائن كی مائنس اور ہے برابر كے كیونكہ ہے كوسائن كا  x  x  x  cos ایک
یہ ہے فنكشن ایون كے پهر لیكن ہے برابر كے پر   x  cosine  sin x  cos x ٹین كا ایكس  ہے

ہے برابر كے ٹین مائنس كے ایكس یہ تو  
كیونكہ ہے فنكشن عجیب ایک دراصل ٹین كا ایكس كہ ہے یہ وه ہیں دیكهتے جو ہم تو    t پلس ایكس ہم ہے مائنس كا ایكس ٹین ایک كا ایكس مائنس

كر لے اسے ہیں سكتے كر تلاش دوباره سائن كی كا  pi  y  y tan  sine y by cos yہے
یہ تو جمع كا اب ہے سائن كی   x  pi  sine by cos y x plus pi  x plus   pi دوباره كو فارمولے اس آپ اور ہے برابر كے
جمع   x  yہیں سكتے كر استعمال لیے كے سائن كے

سائن یہ تو گا جائے ہو پلس كو   x  cos y  cos x  sine y میں
یہ تو جمع كو كے ہے گیا كیا تقسیم سے ہے مائنس كہ ہیں جانتے ہم اب  x  pi  x  cos  cos x   cos y  sin x sine y  pi كا

كیونكہ گی جائے پر صفر اصطلاح یہ بهی یہاں اور گی جائے پر صفر اصطلاح یہ لیے اس ہے صفر سائن   pi ہے سائن كا
ہے وه ہے جاتا ره باقی جو تو كو ہے۔ جاتا كیا تقسیم سے كہ جو  sine x cos pi  cos x cos   pi  sine x  cos ہے برابر كے

جو كے   x  x  tanہے برابر كے
دراصل فنكشن ٹینجنٹ كہ ہے یہ وه ہیں دیكهتے جو ہم تو  pi م ساته كے

لئے كے زاویہ بهی كسی كیونكہ ہے ہوتا تواتر ٹینجنٹ كا جمع  x  x  pi x سكتے دكها كہ تک یہاں  ہم طرح اسی اور ہے برابر كے ٹینجنٹ كے
كہ ہیں مائنس ٹینجنٹ كا   x  pi  x ہوگا برابر كے ٹینجنٹ كے

كہ ہیں دیكهتے آئیے تو مائنس ٹین كا ٹینجینٹ كے مائنس ہے سم پاس ہمارے كیونكہ ہے كیا فارمولے   pi  x 2  x   ilar  for pi كے
مائنس  بذریعہ سائن اور كے اسے ہم اگر اب 2ہیں مانتے  x  pi  cos by 2 minus x  y  

تو كا بذریعہ یہ لہٰذا ہے كی پر مائنس دو ہے   y  tan sin y  cos y  pi  sine by 2 minus x  cos y  x پچهلی لیكن سے
كہ تها دكهایا نے ہم سے سلائیڈوں مائنس دو بائی سائین سائین كی ہے برابر كے اور  pi  x  x  cos  pi  cos by two minus x كی

  xہے برابر كے سائن كی
تو ٹین كا مائنس دو میں اصل  ہے۔ برابر كے   pi  x  x  x نیا ایک دراصل جو ہے جاتا كہا پر طور عام جسے ہے برابر كے الٹا كے ٹین كے

میں اصل اسے ہیں رہے كر وضاحت یہاں ہم كی جس ہے فنكشن اسے لہذا ہے جاتا كہا   cotangent cotangent  co tangent لكها
میں مختصر اسے ہم لیكن ہے جاتا یہ لہذا ہیں لكهتے كی مائنس دو ہے۔ ذریعے كے صرف ٹین كا   cot  x  cot  x  pi  x الٹا كا ٹین كے

جسے ہے كا نے ہم میں كلاس اس میں لیكچر تیسرے آج یہاں اور ہے جاتا لكها بهی اور  x  cot  x plus y  x minus y  cos كے
نے ہم اور كیا شروع ساته كے اظہار كے   cos two x cos three x sin two x sin three x مختلف سے بہت لیے كے

نے ہم اور ہیں دیتے شكل رسمی پر طور كے فنكشن مثلثی ایک اسے ہم كیا خیال تبادلہ بهی پر فنكشن آه ٹینجنٹ آه  ہم اور كیے اخذ فارمولے  pi 
پر ایكس ٹین یہ كہ ہیں كرتے ظاہر یہ ہم یہاں پر طور كے مثال كی شروعات ساته كے تاثرات آسان كچه لیے كے ایكس مائنس دو لیے كے ٹین كے

فنكشن ٹینجنٹ آه ٹین كہ دیكها نے ہم اور گراف كا ایكس ٹین  كهینچا بهی نے ہم ہے برابر كے ایک  pi م ساته كے
والے آنے واپس پر فنكشن ٹینجنٹ ہم پهر اور ہیں رہے جا كرنے وضاحت كی رینج اور ڈومین كے فنكشن كوٹینجینٹ اس ہم میں كلاس اگلی ہے تواتر

ہیں سكتے كر حاصل فارمولے لیے كے رقم اس ہم كیا كہ ہیں رہے جا دیكهنے یہ ہم كیا كیا لیے كے كوزائن اور سائن نے ہم طرح اسی بالكل اور ہیں
لیے كے ٹین كے فرق اور مجموعے كے زاویوں اور  

سے لحاظ كے ٹین ہم كیا كہ ہیں رہے جا دیكهنے یہ ہم تو جمع ہیں سكتے لكه ٹین كا اور  x  y  x  tan y  tan x minus طرح اسی اور
اور لئے كے كے سے لحاظ كے ٹین كے كے اور y  x 2شكریہ اظہار بهی لئے كے  x  tan 3  x  tan  
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