
 
ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల߯ ࠮డవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ߤ࣌ ࢙ ࣒ڒ ࣒ڒ ࠭࠲ x x 
మߤ࣌ ࠾ࡍ పరం࠳ ڴన࣒ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఆࠆ  ప ऱ࣒ సం వङڝ  ڔ फకరణߘ ߰ందడం ࠭ڵంۧ࠭ y x y x y 
ङߕఈ ఉప ࠾ࡍమ ޜߖ޳  ࠭ޑڷࣃనڜ ࠭࠲ బܽदڒ సంࡹ మనం ࣌ߤࣄ ܿ ߤ ऴ࣒ڝ ݀ ࣒ڒ ޓ ऴޓ x x x x 
పరం࣒ڒ ߤ࣌ ڴ మߖڜ ࠾ࡍऒ  ఇతర ࢓ङ తओ సం వङڝ फలޔ ڔ फకరణలߘ ߰ందߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ۨవࡍ x x 
ఉపߕङ సంࡹ ۨవࡍ వరߧࡐߖ ࠭࠲ ڕంۧ࠭  ࠳న࣒ అ޴ߝ  ప ऱ࣒  x y cos x cos phi x y ړ ߤ࣌ ߤ࣌ 
సࠪనం, ఆ߯  ࣃब నంࡹ ఈ ࠳ ߖన࣒ ޜ భࡎ फ ۯయడం ޳छ ah y ޴ߝఅ ࡌ y cos x plus y cos x cos phi 

ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߖߖ޵  బܽदڒ  ఈ ࡓంࡏ߷ ݡघ  minus sin x sin y ݟంߘ లހڝ నࣄ࡯ޘ ڴࠈ ࡱ࡮
కएࡅ ణంڝ ࡔ࢘ ݞంڕڒ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ړߖݞనھߘక ߘ ߤ࣌ڜ  , ఉ޳హరణڕ మనڕ ఇపओ 45 ࡱڶऴݟ  ښܽ
మݟ  ࠾ࡍऴڶల ߤ࣌ڜ మࡍڷ ߤ࣌ ࠾ࡍంۨ ڒ ࣆࡱޘబܽद  ࡅకए 30 ړߖݞనھߘక ߘ ߤ࣌ڜ  15
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  x y 30 ࠾ࡍమ ڶऴݟ  సࠪనం ړ45 ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ ࡌ
బܽद ఇకएڒ సࠪనం ڕలڶऴݟ డ 45 ࠳న࣒ 30 అߖ ऴ࢐యబݟంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపࣃڵࡆफ  ߘ
ప  ࣒ڒ 45 ࣒ڒ అం݄ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ऱ࣒ ఇకए 45 ߤ࣌  డ ࣌30 ߤ.cos x y 
ऒߗబܽद ఇవڒ  छ޳ 2 ݋ࡐ సࠪనం అం݄ ړ 45 ࣒ڒ ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡔస ࡱڶऴݟ    ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ࡌ
.సࠪనం ړకం݄ 3 2 ݋ࡐ ޴ߝఅ 30 ࣒ڒ
 లڶऴݟ ߘࣜ޴ప ࡏࠬ  ࡏޑ޶ం߰ ࡮ఎ ࡏࠬ బܽदڒ సగం 30 ߤ࣌ ࠾ࡍమ 2 ݋ࡐ ఓవ࡛ 1 ݞږ 45 ߤ࣌ 
ఒక ప ޴ߝందడం అ߰ ߘవࡱ࢑ ऱ࣒  ࣋ए छ  ޴సࠪనం, ఇ ړ ݋ࡐ ࡛
ఇߩओ పऱ࣒ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ంۨڵࡆఉప ߘలޑऴࣇ థࠫకߦऴ ݡంࡓ ఈ ݡ   ప ऱ࣒  ఇతర cos x y x y 
సరࢁకరణలݞږ ߘ ఉప࣋ڵࡆफ, ఉ޳హరణڕ, ఇకए డ మనڕ అం޴ంచబޙݟ ߰ందవ۪ऐ .
  ఈ రకం ࡅకए  వङ ڔ फకరణ 2 అߩओ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ߖߖ޳ ݡ బܽद ఇకएڒ  డ ఈ ࡓంݡ cos x cos y 
సࠬకరހల߯ దృࢳद ߭డڒ ࠭ޑబܽद మనం ఎడమ ࢙ߩన ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల࣋ݟܔ ߘफ మనڕ cos x 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  వࣆफం޴  ప ऱ࣒  మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ర޶भ ۯయߕޔࠓऒ  కం݄ y cos x y sin x sin y޶ఎం ࡏ
ఇకए డ ప ऱ࣒ న࣒ ఇకए࠳  ߘߝ ڴ  డ ఆ߯ ఈ ࡓంݟܔ ݢంచబడ࠼ޑ మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍంߖ ݡ sa cos x cos y
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡓంݡ అ޴ߝ cos x cos y 

న࣒  ప࠳ ऱ࣒ కएࡅ ࣒ڒ    ప ऱ࣒ फ x y x y࣋ށగ ߖ న࣒࠳ న࣒࠳ మనం ڴ࢑ధం޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  cos x y 
అߩओ  cos x plus y ݡంࡓ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ఈ పదం ర ߖࡹలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ݡ

వࣆफంڒ ޴బܽद ࡓంݡ అ࠳ ޴ߝన࣒ ࠳న࣒ ړ sin x sin y sin x sin y cos x y cos x plus y
సࠪనం ڒబܽद తࡌछ త మనం ۧࣄۯ ࡮నߩओ  ݡ
ఈ రక࠳న ߷ࡏघ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఉంܼయ ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ ࡱ࡮ ऒߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ  ޙڵ࡯గڝफం۪ࡏڷ 
ంచవ۲ऐށగ ࡮ఎ ߖ ࣒ڒ లڶऴݟ  బܽद మనంڒ ޴ంܿంڷࠈ ౖ࣊ పܽߘ࠭  ऱ࠭ࣃ۫ ࡹ ݭ, ఇߩओ 15 ࡮మనం అ ݡ
అߖ ఎవߕࡕ అڝߘవ۪ऐ .
15 ߖ ࣒ڒ సగం ࡹలڶऴݟ  మనం ,ޙݟంచబށగ ࡱڶऴݟ  ࣒ڒ  15 7.

ధङࣃ ޴అ ߘ࢓అ ࠾ࡍంచగల࠭ మށగ ߖ ࣒ڒ లڶऴݟ  కएࡅ దట࠴ మనం ړߖݞయۯ ࡮బܽद అڒ ࠲  5 x 
వङ ڕ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ ڴపరం ߤ࣌ڜ ڔ फకరణߘ ߰ం޳޶ం , ఆ߯ ఏࠫܽ  ߖ ࠭࠲ పݟ ߘࣜ޴ऴڶల సగం x x 
పݟ ߘࣜ޴ऴڶలڕ సࠪనంڴ ఉం۪࠭ޑ మ࠾ࡍ  అߩओ  ߖ ࣒ڒ లڶऴݟ ޶ంటऱ ఐ࠼ߦ ݡమనం ఏ ݡ
పࡍషए फࣃ۫ ߖనగలమھߘక ࠾ࡍమ ߖంచగలమࡍ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ కएࡅ ݡంࡓ ݡ ప  ߖ ࣒ڒ  ऱ࣒ కएࡅ   x x x 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࣒ڒ  , ఆ߯ 

 ప ऱ࣒ ऒߖޑऴࣇ ߖࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ సంڝ   ఉపࣃڵࡆफ ࠭.x y 
సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ సࠬకరణంࡹ సࠪనం ߖ ఉంۨనߩओ y x y x   ߤࣄ న࣒࠳ ࣒ڒ ߖ ࡏࠬ ݡ cos x x 

ए࣋ ޴బܽद అڒ ࡏంܼڕࣆޓ ړࡹ ߖ छ ए࣋ ߤࣄ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ అޔ࢓ం޴, అߤࣄ ޙ࠼ ࣋ए छ ࡛ x sin x cos x x x 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ  అߖऒ  x x ߤ࣌ మనం ࡹబܽद ఈ సࠬకరణంڒ సࠪనం ړߖ޳సం ఒకڝ 
࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ న࣒࠳ ఒక ߖ ࡛ छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ۯయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అ޴ మనڕ లࠚంۯ వङ ڔ फకరణ ڒబܽद ࡓంݡ x x x 
కएࡅ కएࡅ ࣒ڒ  కएࡅ ߤ࣌ڜ  ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࣋ए छ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ फࣃ۫ మనం ݡ ࠭ x 
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ంచవ۪ऐށగ ߘవࡱ࢑ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ ࡏࠬ ం݄ڕࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑ ߤ࣌ڜ   x x 
మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఇݞږ ޴ ఒక ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ߤࣄ ࣋ए छ పవ۪ऐ۫ ߖసࠪనమ ړ ࡛  ందడం x߰ ߖߖ޳ ,
एړనࢗ ࡱڷݡఅ ݡంࡓ వలంښ ࡏࠬ  లభంࣆ ࡮ۧ ऱࡿࢗ  ఇకए ࠾ࡍమ ࡯ డ ఉనऒ  ఈ సࠬకరణంࡏࠬ ࡹ ఈ cos

ࡎభ ߖ फ ࡯࠻ۯ  పదం 1 ࠳న࣒ ߤࣄ ࣋ए छ ࡛ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ పߖ޳ऒ  ఇకए డ ఎ࡮ ߰ంࡗ޳ ఈ వङ ڔ फకరణ squ x x 
ఇߩओ  cos 15 ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ߤࢗ࣊ ࣒ڒ న޶నంࣄ࡯ޘ వࡱ࢑ లڶऴݟ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ڕమన ݡ
एړࡵ ࡮ఎ ߘలڶऴݟ ంచవ۲ऐ भ޳۫  ం.
 
సࠬకరߖހऒ  మࡖక ࢑ధంݞږ ڴ ऴ࢐యవ۪ऐ ए࣋ ࣒ڒ ݡంࡓ బܽद మనంڒ  छ ࡛ ఒక ప ऱ࣒ సࠪనం x x ړ ݀ ࣒ڒ 
పऱ࣒ ޴ߝబܽद అڒ ంۨ అసओࡍڷ  షदతڕ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡱ࢑వ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿం޴ cos x x 
ఇߩओ ऒޒమనం ऴపయ ݡ ంచంݟ మ࠾ࡍ గ޳ށभ ం  ࡅకए  సࠪనం x x ړ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ݡసం ఏڝ వࡱ࢑ 
బܽद మనం ఇకएڒ డ ఈ సࠬకరణంࡹ ఏ࠼ߦ ݡం݋ ఐړ޶ సࠪన࠳న ߖ ఉంۧ࠭, అޙ࠼ ఏ࠼ߦ ݡంటऱ x

Pru
tor
@
IIT
K



ఐݟ ޶ऴڶల ࣒ڒ అ޴ߝ ధߕతघ క సంఖङ తघߕధ ޳ࡶ  క ࢐సफవ సంఖङ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ 
మనం ࢂࢗफߕऒ ల వరږߘࣃ ࠭ ठߖ࡮࠮ऒ  ࠪऴతڝࣆޓ ࠲ంڒ ݟబܽद ఇ7 ޴.

एړࡵ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ బܽद మనంڒ లభంࣆ ࡮ۧ నߩ࢙ ݟڕ బܽदڒ వࡱ࢑ ࣒ڒ లڶऴݟ  ంۨన ݟ  ࣒ڒऴڶల5 15
 ߖڜࣆޓ ߘవࡱ࢑
ఇకए డ ఆ߯ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࡯࠻ۯ.
  గణన  ఈ వङ ڔ फకరణ ࡅకए  వర ठ࠮లం ࠳న࣒ ߷ࡏघ  e cos x y ࡱకరణࢁక ఇతర సరߝంۨ అڵࡆఉప ࡮
యవ۪ऐۯ  ఉ޳హరణ࠳ ڕన࣒ ࣒ڒ 2 ࠑ అం݄ ఏࠫ݇ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ फࣃ  x pi cos x ޴బܽद ఇڒ ࠭

బܽद ఇకएڒ డ ࠬ సࠪనం  ࡓంޛ ݡంࠢ ݟऴࡱڶ పऱ࣒ ऒߕࣆ ࠆఆ ࣒ڒ ࠑ ݡంࡓ ߤ࣌   cos y y pi sin x y pi 
మߤ࣌ ࠾ࡍ ఆࠑ ݀ ࠆ ܿ ఒకܽړ సࠪనం అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఈ సమघ షࡹ ߤ ఇకए డ ࠴దܽ పదం 
ऒߕࣆ  అޔ࢓ం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ పదం ࠪऴత࠲ ఉంܿం޾  ޴హదపޔݡంڒ ޴బܽद ఇࡅ ޴కए एߖ࣌   x 
సࠪనం ڒబܽद 

కएࡅ   ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ࣒ڒ ݀ ࠑ  కएࡅ ݡ కएࡅ ࣒ڒ  घࡏ߷   x x pi x y y pi ݡంࡓ ޜ ޜ ߖ࡮
छ޳  ࡌ
फࣃڵࡆऱ ఉపࢁమ ߤࣄ న࣒࠳ ࠭  ఇకए డ ࣒ڒ ఆߕࣆ ݀ ࠆऒ ऒߕࣆ దܽ పదం࠴ బܽद ఈڒ   సࠪనంx sin y ړ
ప  ڴ࢑ధం ޻అ ߤࣄ న࣒࠳ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ऱ࣒ झڡఎ ړ ߤ࣌ ߯   ऴ߭షߤ లࡓ ߘం޳ ݡछ  x y y ࠾ࡍమ ࡌ
కएࡅ ߯ న࣒࠳ छ޳ ݡంࡓ ߤ࣌  ంచవ۪ऐށగ ࡌ  ࡏࠬ ߗڒ 

 ప ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ ࠾ࡍమ ߤ࣌  కएࡅ ߤࣄ   వङ ڔ फకరణల࠭࠲ ߘ కవ࡛ ۯయࡶదߖ బࣗࢡ x y x min 
ఆశऐ రङ ంڴ ఉండవ۪ऐ ऒߖڜ ࡍప޶మనం త ޜߖ޳ ߗڒ    ౖ࣊ ऱݭ లۯ ࡹయߕޔࠓऒ ఇకए ߗڒ ࠭ డ ݞږ us y 
అڕࡶ ޴ంݞږ ݞ మనం ఈ సࠬకరޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړߖހ, ఇకए డ ࠭࠲  పऱ࣒ కएࡅ   y pi ڴݡంࡓ ߖ ߤ࣌ 
గށంచగల࠭.

ओߩన࣒ ఇ࠳ కएࡅ ݡ మనం ఇకए ߖఅ ߤ࣌  డ ఈ ߮ࡎ ߖऱ࣒ ప  ړߖ܉ߖ फ࣋ۯ  ऱ࣒ x pi by two x x   ړ  x y pi
ओߩఅంܼ࠭, అ ߖసࠪనం అ ޜ2 ప  ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ ऱ࣒ సࠪనం  వङ ړߖ޵ ޴అం݄ ఇ 2 ࠑ  ڔ फకరణ ߗڒ y pi 

ప  ޜ ऱ࣒ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ޜݡంࡓ  డ ఈ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻  ఉపࣆڵࡆफߕऒ బܽद  పڒ ࠭ ऱ࣒  x y pi y pi
కएࡅ ݀ ࠑ పऱ࣒  ࠭࠲ ڴࡱ޶బ ړ సࠪనం ړ ߤ࣌  cos x ڴݡంࡓ ߖ న࣒࠳ ఆ߯ ڴݡంࡓ ߖ  y pi pi
ఉం۪࠭ޑ.
కएࡅ వలంښ    అ࢑ ޻ధం޳ 2 ڴछ నవ۪ऐھߘమనం క ߖతం అښఏ సం ړ߯ న࣒࠳ ࡌ  , మనం ఇߩओ  y cos yݦ
ఉతओ నऒ भࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖހన ఈ సࠬకర࠳ ࠪ అం݄ ࡅకए   ప ऱ࣒ బܽद x x pi xڒ సࠪనం ړ ߤࣄ న࣒࠳ 2 ࠑ 
ఇకए డ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ङޑऴప ࠭࠲  ࠭ ࠪऒ యం ࠳ ߖన࣒ ߯޳ 2 ړछ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ࡌ फࣃ ࠭, x y 
అߩओ ओߩఇ ݟంߘ న࣒࠳ 2 ࠑ ߯ న࣒࠳ ߤ࣌ ,ఏࠫటం݄ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ y eq  ual cos x ړ ݡ
బ࠳ ڴࡱ޶న࣒ ߯޳ 2 ߖछ  y.࡯࠻࢘ ࡌ
బܽद మనం ఇకएڒ  డ ࡓం޳ ݡछ పऱ࣒ ࡌ ఇకए ߗڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߖ  డ ࠳న࣒ ࡏڷफ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ pi
߭ బܽद మనం ఒకڒ ޶ࡶ फࡏڷ న࣒࠳ दܼ फ ఇకएࡏڷ న࣒࠳  ࡯ డ ఉంڒ ޴బܽद ఇࡅ ޴కए  yy ړ ߤ࣌ڜ న࣒࠳ 
సࠪనం అޔ࢓ం޴ 
ࡍڷ ڷࡱߕ బܽद ఈڒ फం࡮ۧ ࡱߩ ఉపࡆగకరంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ సऱࡹ ݭ࠼ తࡌछ త ߖڜऒ  ఉ޳హరణ 
సమసङ లࣄۯ ߘనߩओ ओߩమనం ఇ ݡ  ݡ

झڡసం ఈ ఎڝ  ऴ߭ష࡯߱ ߖ ߤ ఉߕऒ మࣃ۫ ߖफ ࠭.cos of x 
छړన࣒ ఈ࠳   ప  ܿ ࡽ ऱ࣒  y cos x cos y sin x sin yi 
అ޴ߝ మ࠾ࡍ పరం࠳ ڴన࣒ ࡅకए సం ఒక వङڝ ߤ࣌  ڔ फకరణߘ cos x cos y sine x sine y x y 
߰ందߕޔࠓऒ ం మڝ ߖ޳ ࠾ࡍసం ߘ࠭ ࠭࠲పܽ ߮ࡹ܋ ఫߖޑ࡯ऒ  ఉపࣃڵࡆफ కएࡅ  ࡏࠬ  ࠭  ఏߕ޼ z 
కएࡅ ߤ࣌ ړߖހڝ కएࡅ బܽदڒ ,ంۧ࠭ߧ۫ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ߤ࣌  కएࡅ ߯ న࣒࠳ ߤ࣌   z x x ړ ߤ࣌ڜ 
छ޳ 2 .సࠪనం ࡌ
కएࡅ బܽदڒ  కएࡅ ߯ న࣒࠳ ߤ࣌  छ޳ ߤ࣌ڜ న࣒ ߯ 2࠳ ࠑ ߤ࣌ڜ   z z z pi.2 ࡌ
 మ࠾ࡍ ఇకए డ మనం ړ ߖߖ޵ సࠪనంڴ పࡍగࣃށफ ࡍڷ బܽद ఈڒ ࠭ फంߘߩ ఉపڵࡆంచడం ޳छ z ڕమన ࡌ
లࠚంࡅ ޴ۯకए  z cos z pi by 2 z x y z pi ࠑ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ޴ߝఅ ߗڒ న࣒࠳ ࠆఆ ߤ࣌ 
న࣒  ప࠳ ߘߝ బܽदڒ ߤ࣌ڒ ܿ ऱ࣒ छ޳   ओߩబܽद ఇڒ ߘऴ࢐యగల ڴ ߤ࣌ڜ ࡌ ఈ వङ ࡏࠬ ݡ ڔ फకరణߘ x y pi 2
ఇకए డ ۫࣋फ ࡐపంࡹ ఉంܿం޴  ఒక ࠳న࣒ ࠳ ޳ࡶన࣒ ࡅకए ऒߖ޵ ߘߝ ,࣒ڒ   cos b x y y ڴ తफڜ 
పࡍగࣃށफ घࡏ߷ ఈ ࠭࠲ ఆ߯ ,ߘ फࣃڵࡆఉప ߘ࡮ cos x cos nu y ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ޴బܽद ఇڒ ࠭
బܽद ఆ߯ పऱ࣒ڒ తफڜ ޴బܽद ఇڒ ओߩఇ ࠆఆ ߤ࣌ ऱࡏࣃ ߤ࣌   y cos x cos y cos x cos nu i x nu y ݡ
ప  , ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ऱ࣒ ప  ࠆఆ ࣒ڒ ݀  ऱ࣒ ప  ࣒ڒ ݀  ऱ࣒  y y y PI ߤࣄ న࣒࠳ ࣒ڒ ݡంࡓ 

ఇకए ߖ వలం  ఈښ ߘߝ బܽदڒ డ ޜ భࡎ फ ۯయߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ఇకए డ ఈ పదం అޔ࢓ం޴ , ఆ߯ y x y cos x 
फ  పࡏڷ న࣒࠳ ऱ࣒ ప  ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ऱࢁఆ߯ మ , ޴ఉంܿం ߤ࣌  ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ   y x y pi ࠭࠲ ߖ ߤ࣌ ࡌ
߰ం࠭޳.

కएࡅ ప  ڕబܽद మనڒ  ऱ࣒ కएࡅ  छ޳ 2 ߤ࣌  వङ ࡍవۨ ޻అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ ڔ फకరణ అం݄  y cos y pi 
కएࡅ న࣒࠳ घࡏ߷ సࠪనం  ఈ ړ ߤ࣌ ߤ࣌  ంۨ మనం x y x cos ymڵࡆఉప ߘ࡮ inus cos x sin y 
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ఇߩओ ప  ࠆఆ ߤ࣌ ݡ ऱ࣒ కएࡅ   వङ ڔ फకరణࣆ ߘలభంڴ ߰ందవ۪ऐ   x y 
కएࡅ న࣒࠳ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠭࠲ झڡసం ఎڝ ߤ࣌   ऴ߭షࡹ ߤ కڵ࡯ ఉనऒ  x y y x ,޴ఉం ڴ࡮ 
కएࡅ న࣒࠳ బܽद ఇకएڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ߤ࣌ ࣒ڒ న࣒࠳ ࣒ڒ ߤ࣌ ߤ࣌  డ ఈ ࠳ ߖన࣒ ޜ y x y x y y y
భࡎ फ ࣆۯफߕऒ ࠭   

కएࡅ ప  ߤ࣌ ంۨڵࡆఉప ߘ࢐సफ࢐ల ݡంࡓ ఈ ߤ࣌ న࣒࠳ ݟందం߰ ߘ ߤ࣌  ऱ࣒  ۨవరڕ x plus y y x y 
ప  ࣒ڒ ߤ࣌ ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ ࣒ڒ  వङ ࠾ࡍతफం మ࠴ లހڝ ݡంࡓ మనం ݡ ङޑ సం x y x y
కएࡅ  సంښతం ڝసం వङ ڔ फకరణలݞږ ߘ ߰ం࠭޳.
 ݡంࡓ మనం ఈ ߘసంऴగࣕంۧ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘࣃۯ ࡹల ݭ࠼సऱ ݡంࡓ పܽߘ࠭ 
సࠬకరހలߘ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ పߖ޳ऒ ओߩफ ఇ࣋ݟܔ  ఇకए ݡ డ  
ఉߕऒ ప  ߤ࣌ మనం ࡹޒపదम ޻ఇ  ࠼ ऱ࣒  भ x y x y޶ర ࡱబంధనߖ ݡంࡓ फ, ఈ࣋ށగ ߖ న࣒࠳ పంߦ న࣒࠳ 
ࡓ ݡంࡓ ړ ߤ࣌ ࣒ڒ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ ऱܿ లࣃࠚफ పం  పߦ ߤ࣌ ࣒ڒ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ ऱ࣒  ࢙ x y x y x 
ओߩఇ  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ फࡏڷ న࣒࠳ కएࡅ ࡽڵం࠻ ఈ ݡ  సంښతం మߤ࣌ڜ ࠾ࡍ మనڕ x y x 
కएࡅ ణంڝ ఒక ޙ࠼నటऱࣄ࡯ޘ ۨ ߩदంܽࡓ  ऒࣔ ऒߖ  ఎ࡮ గށంۧࡹ ۫డంࣆ ࡮ۧ ݟలభం ࠭࠲ x sin x 
 ప ऱ࣒ సం వङڝ  ڔ फకరణࡿࢗ ڵࡍޒ ڕफ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ޜ ߖ భࡎ फ ࣃۯफ y y  ޴फంࣆవ ݀ ߤ࣌ ڕబܽद మనڒ ࠭ x x
అࡅ ޴ߝకए ओߩఇ ࠆఆ ߤ࣌  घࡏ߷ ఈ ݡ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ڕమన ࡹ࡮ డ ړ మ࠾ࡍ x x x y x y x y 
ఇకए డ ړ సࠪనం ڒబܽद మనڕ వࣆफం޴, ఇࡓ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ x sin x cos x plus cos x sin x sin x 

బܽद cosڒ ࠭ࣃ۫ ࡹߕھߘక ࡮ఎ ߘ ߤ࣌ڜ సగం ࡹణంڝ ంతڜ మనం ޶ం࠭ ڕసࠪనం  ఇంత ړ x 
ओߩనࣄ࡯ޘ వࡱ࢑ ߤ࣌ڜ లڶऴݟ ߘࣜ޴వలం పښ ࠭ࢡ۫ ࡹంۧށగ ࡮ఎ ߘ ߤ࣌ڜ  ݡంࡓ ݟంߘ ߘࣜ޴ప ݡ
కएࡅ ణంڝ ంతڜ ڴ࢑ధం ޻అ ,ࡱڶऴݟ  సగం ࡅకए  ۨ ऒࣔ ऒߖ  ఎ࡮ గށంۧڒ ࠭ޑߩ۫ ڕࠬ ࠭࠲ ࡹబܽद x 
घࡏ߷ ఈ ࠭࠲ फࣃࠚరంߦऴ ޜ࡮ ࠭ చޔరऴసం cos two x is equals to one minus two sine  x 
అߘ࠭ ޴ߝపܽ సऱݭ࠼ లࡹ ఒక࠭࠲ ࡹߖ޳ ఇపओ బܽद ఇకएڒ ࠭޳ం߰ ښܽ డ ߘంߩߖࠪ ݟङ  యడంۯ ߤషࡶ
छ޳ ए࣋ ޴ۯంࠚల ڕమన ࡌ छ ࡛ ఒక ࠳న࣒ ࡓ ࣒ڒంࡓ ݡంݡ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद అ޴ߝ sin x x sin x 
ఒక ࠳న࣒ ࡓ ࣒ڒంࡅ ݡకए  ప ऱ࣒ एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ  సࠪనం ڕ ݋ࡐ న࣒࠳  వ ڒబܽद మࢁऱ ఇకए డ ప ऱ࣒  x 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఎంߧక ࡱ࢑వ߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణڕ మనం ఈ ߷ࡏघ  ంۨ 7.xڵࡆఉప ࡮

एڝߘక ߖ ߤ࣌ లڶऴݟ  ࢐లం݄ ఇకए డ మన5 ڕ 7.
ओߩఅం݄ ఇ ޴फంࣆవ ߤ࣌ లڶऴݟ 5 .7  ࠆఆ ߤ࣌ ఆ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
తघߕధ ࡱڶऴݟ 5 క ࢐సफవ సంఖङ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠭࠲ ఇకए డ ధߕతघ క ۨ ऒࣔ ऒߖ  ࠪऴతڕࣆޓ ࠲ంܼ࠭, 
కߘక ఇ2 ޴ కం݄ 15 ݟऴڶల 1 ࠳న࣒ ࡅ ࣒ڒకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మݟ 15 ࠾ࡍऴڶల ࡱ࢑ ߤ࣌ڜవ మనڕ 
ఇపओ एړࡵ మనం ߖߖ޵ బܽदڒ ࣆࡱޘ ښܽ ంచవ۪ऐ .
 ఇࣆࡱޘ ޴  సࠬకరణం ࡅకए   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ओߩఇ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠆఆ ࣒ڒ   x y x y cos x cos y x ړߖ܉ߖ ݡ
छࡔ࢘ ݡంࡓ फޑ࠴ సగం ࡹతफం࠴ లހڝ ࡏ  y ࠆࣔ ఆࣣ ޴ߝఅ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړߖ
.సగం ࡹతफం࠴
  ఈ ࡓంݡ ఒހڝ ښల వङ ङޑ సం మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ సࠬకరణంࡹ మనం ߖ పऱ࣒ a b x ߖ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ޜ  b y
ङޑऴప ޜݡంࡓ ޜ న࣒࠳ ࠪऒ యం ࣋ۯफ మనం ۨవړࡍ ߰ం޴޻ ఏࠫటం݄, ࡓంࡓ ݡంݡ b cos a plus b 
छ޳ ओߩఇ ݀ ࠑ ࠉ న࣒࠳  ړࡹ ࡌ ప  ݡ ऱ࣒ ప  ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ऱ࣒  అࡓ ޴ߝంݡ కం݄ cos a cos x y x y 
ఎڕए వ ప ऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒  a cos a x ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆవ ڕబܽद మనڒ అం݄ ࠉ న࣒࠳ కం݄ ݡంࡓ 
घࡏ߷ బܽद ఈڒ ࣒ڒ ࠆఆ ࣒ڒ న࣒࠳ ޙ࠼న࣒ అ࠳ फޑ࠴ ల ߤ࣌ڜ ݡంࡓ ڕࠬ ړߖ࢐సफ࢐ ࡮ ऒߖ  y b x y b 
ల ఉతओ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ ࡹతफం࠴ ऐࡔࠪ ڴफޒ ठࡌࠪ  ऒߖ  అంࣆ޴फం޴ మ࠴ ࠾ࡍతफం మ࠾ࡍ వङ ङޑ  ࡹతफం࠴ లࣃ
సగం ࡱݞޙ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఏڝ ߕ޼ణం మ࠾ࡍ అం݄ ࠴తफం  ހڝల ߤ࣌ڜ a b cos a plus cos b 
అ޴ߝ ఒక ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ ړ  ऱܿ ࠳ ,ߤ࣌ڜన࣒ ࡓ ࠉంࡓ ݡ ऱܿ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం ݞږ d
ప  ࠆఆ ࣒ڒ న࣒࠳ న࣒࠳ ޴ߝఅ ߤ࣌ ߤ࣌ ݡంࡓ ࠭࠲ ం݄ڕफం۪ࡏڷ ऱ࣒ x y x y x y ݞږ ߖసࠪనం అ ړ 
ऱ ఇకएࢁమ ࠾ࡍऴగࣕంۧ࠭ మ ࠭࠲ డ అ޻ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻ న పऱ࣒࠳సࠪన ޜ  న࣒ x࠳ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ࠉ  y 
ఇకए ڴసࠪనం ۨవర ޜݡంࡓ ړࠉ డ ۯరడం అ޴ߝ  కం݄ పऱ࣒ కएࡅ  2 ݡంࡓ న࣒࠳ కం݄  ڴ ߤఇ ߤ࣌  b 2 b 
కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए న࣒  ప࠳ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒ కएࡅ  బܽद ఈ x y bڒ ߤ࣌ڜ  b x y a 
घࡏ߷ కएࡅ ߤ࣌ڜ లހڝ ݡంࡓ ޴फంࣆऱ ఇࢁమ ڕࠬ ࡮  వङ ङޑ ऒߖࣃ కएࡅ సగం ࡹతफం࠴   ఆ ࠾ࡍమ ߤ࣌ 
ల వङހڝ ݡంࡓ ङޑ ऒߖࣃ  అ࢑ ޻ధంڴ వङ ڔ फకࡍంۯ ࠪరठం ࡅకए ప  ߤ࣌  ऱ࣒   ప ऱ࣒  న࣒ x x y x y࠳ ࠆఆ ߤ࣌ 
 sin x cos.ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ݡంࡓ

కएࡅ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇకए డ మࢁऱ అ޻ ऴపޑङ ࠪऒ ऒߖ࠻ ఒక ప ޜ  ऱ࣒ y x   ړ న࣒࠳ ړ ࠾ࡍమ ޜݡంࡓ ړ  b y b
फࣃۯ సࠪనం ޜݡంࡓ కం݄ పऱ࣒ ݡంࡓ ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ,࠭ కएࡅ  ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࣌ࡓ ߖ ߤంݡ కం݄ b 
ఎڕए వ ࠳న࣒ ࡅకए సࠪనం  ప ޴फంࣆࡏࠪ ڴ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒  అ޴ߝ పऱ࣒ కएࡅ   న࣒ b x y x y bx࠳ బܽदڒ ߤ࣌ 
కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ న࣒࠳ फޑ࠴ ల ߤ࣌ బܽद ఈڒ ߤ࣌  ऒߖ ఉతओ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌   y b x y b ړफޒ
ࠪరऐ క వङࡖమ ޴ఇ ړߖݞ ڔ फకరణ, అ࢑ ޻ధంڴ  ప ऱ࣒ కएࡅ  కएࡅ న࣒࠳ ߤ࣌   న࣒ సࠪనం x y x y y࠳ ߤ࣌ 
అࣆࡱޘ ݞږ ߖ, ఎం޶కం݄  ప ऱ࣒ ప  ࣒ڒ ߤ࣌  ऱ࣒ ऒߖ޵ ࠭࠲  బܽदڒ ߤ࣌ ࣒ڒ   ఆ వङ ڔ फకరణޜ x y x y x y 
భࡎ फ ࣄۯనߩओ ప  ࠆఆ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ݡ ऱ࣒ పङࡐࣃ ړ న࣒࠳   వङ ڔ फకరణߘ ߰ం޴నߩओ ऒߖ޳ మనం ݡ  x x y

Pru
tor
@
IIT
K



߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद మనం ఇకए డ ࣌ߤ  ప ऱ࣒  అ࣒ڒ ߤ࣌ ޴ߝ  ప ऱ࣒  న࣒ x y x y x y x࠳ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ࣒ڒ 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .y 

sine x cos y minus cos x sin y sin x minus y sine x minus y  ߖ ݟంߘ బܽद మనంڒ
ऐۯవ ڕफ మన࣋࢘ࣄޓ ࡓ  ޴ ऱܿ ڒబܽद ఈ వङ ڔ फకరణࡹ మࢁऱ మࢁऱ ఈ వङ ڔ फకరణࡹ మనం ߖ పऱ࣒ 2 ޜ  cos x sin y x
భࡎ फ ۯయవ۪ऐ ࡓ ݡంࡓ ޴ڼ࡯మనం ߰ందగ ࠾ࡍమ ޜݡంࡓ న࣒࠳ ޜ ࠾ࡍమ ޜݡంࡓ   ऱܿ ߖ ߤ࣌ڜ b y b 
 ప ऱ࣒ కం݄  ప޶సࠪనం ఎం ړ ߤ࣌ ܿ ࠑ న࣒࠳ ړ ߤఇ ߤ࣌ ݀ ࠑ  ऱ࣒  అࡅ ޴ߝకए  फ.b b x y bࡏڷ న࣒࠳ 
కएࡅ లހڝ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ   సంښతం ࡅకए  వङ ङޑ ऒߖࣃ ऐࡔࠪ   ࠪర ठం ڝసం ࠬڕ వङ ڔ फకరణߘ t 
అంࣆ޴फం޴  మࢁच కएࡅ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌   ఉతओ ओߩफ ఇޒ  o ࡮ఎ ߘల ߤ࣌ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڝ లހڝ ݡ࠮ ݡ
एړࡵ ంۧ޳۫ ࡹभ ం, 
కएࡅ ݡ࠮ బܽदڒ ప  ݡంࡓ ߘ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒ కएࡅ  ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ߤ࣌ڜ  పऱ࣒ ߖڒ  కएࡅ ࠉ   x x x ߤ࣌ڜ ߤ࣌ڜ 
అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
  ఒక ࠳న࣒ ࣌ߤ ఇߩओ घࡏ߷ ఈ ݡ ఇకए ߘ࡮ డ ࡓంޜ ݡ సࠪనంڴ ఉపࣆڵࡆफం޴ cos of b a sine b x
కएࡅ ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ޴ంܿంڕఎం۪ ڴసࠪనం ړ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ߖߖ޳ ޴బܽद ఇڒ a x b x ߤ࣌ڜ  x 
ࡓ ݡంࡓ ࣒ڒ ऱܿ ڴ వࣆफం࠳  ޴న࣒ ࣌ࡓ ߤంࡓ ݡ ऱܿ అం݄ ఇߩओ  x cos x x x x ߤ࣌ڜ ݡంࡓ సࠪనం ݡ
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࣒ڒ ࣋ए छ వۨऐ ޶ం࠭ ڕబܽद మనం ఇంతڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ࡛ న ఫߖޑ࡯ऒ  x cos

फࣃڵࡆఉప ߖన࣒ అ࠳ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ݞږ ߰ంࡓ ࠭޳ంࡅ ݡకए ࡓ ݡంࡓ ߤ࣌  ऱܿ ࣒࣌ڒ ߤ x x x x 
ऒߕޔࠓంచڵࡆసం ఉపڝ పంߦ బܽद మనంڒ ం ࡓంݡ ఇకए డ ࡏࣃऱ ࣌ߤ ఇ޴ x x 

కएࡅ ࡍߖ ఈ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕ ߤ࣌ڜ ݡంࡓ న࣒࠳  भషद పదం ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ࡓ ߤ࣌ڜ ऱܿ ࣌ߤ  చޔరऴసం x x 
ए࣋ ߤ࣌ ߗڒ छ ࡛ అ޴ߝ ఒక ࠳న࣒ ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ۨవరڕ మనࡓ ڕంݡ లࣃࠚफ  x x x࠼

అం݄ 2  cos cube x minus cos x minus two cos x plus two cos cube x cos cube x 
ఇకए డ మ2 ࠾ࡍ ఇకए డ 2 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అ4 ޴ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ cos cube x minus 3 cos x 
घࡏ߷ కएࡅ బܽदڒ  ޴फంࣆۯ సࣔయం ڕࠬ ࡮ ࡓ ݡ࠮ ߘవࡱ࢑ ߤ࣌ڜ ࡏࠬ ,फ࣋࡯ޘ ڕࠬ వࡱ࢑ ߤ࣌ڜ  ऱܿ x 

ంచవ۪ऐށగ ڴలభంࣆ ࡮ۧ  అ࢑޻ధం࠭࠲ ڴ ఇߩओ ࡓ ݡ࠮ ݡ ऱܿ ࣌ߤ ఆࠆ ऴࡅ ޓకए  x x x x ߘ ߤ࣌ 
క వङࡖమ ړߖݞంచށగ ڴపరం ߤ࣌ ڔ फకరణߘ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद మࢁच మనం x ࡹ ݡ࠮  ߤ࣌  a plus b 
घࡏ߷ ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߖ ߤ࣌ ࡮ ం ࣌ߤ  ప ऱ࣒  మ࠭࠲ ࠾ࡍ a cos b cos a sin b 
ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం ࡓంݡ మ࠾ࡍ లڴ ߘ ఉం۪ڒ ࠭ޑబܽद అݟܔ ࢑ంచబݟనߩओ  a x b x ڕమన  ݡ
కएࡅ ݡ࠮ కएࡅ ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆవ ߤ࣌   బܽद x x a a x bڒ ݡంࡓ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ߤ࣌ 
కएࡅ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࡅ ࣒ڒకए కएࡅ బܽदڒ ޙ࠼అ ޙ࠼అ ߤ࣌  పऱ࣒ ࣒ڒ  ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࡅకए  x b x x x x 
 ޴फంࣆవ ࣒ڒ

కएࡅ ݡంࡓ  ࠭࠲ కएࡅ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࣒ڒ ߤ࣌ ݡంࡓ ߤ࣌   x x x x x ߤࣄ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ߤ࣌ڜ 
࣋ए छ ࡛ అڝࣆࡱޘ ߖంڒ ,ݟబܽद మనం ఈ ߖ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ࠭  వङ ڔ फకరణࡱ ఇకए డ ఉߕऒ x tw ࠼ o 
వङ ړ ޴బܽद ఇڒ ڔ फకరణ ڒబܽद మనం  ప ऱ࣒ ऒߕޔࠓంచށڷ ߖ  ం ڒబܽद sin two x cos x cos two x cos x 

ఒక ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࡓంࡓ ݡ ऱܿ అޙ࠼ plus cos two x sin square x sine x cos square x 
ఒక మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మనం ఈ వङ ڔ फకరణߘ ఎߩओ  రవగల࠭ cos square x minus sin square xޘ ݡ

ङږ ߤࣄ ݀ న࣒࠳ పంߦ ޴బܽद అڒ ࠗ అޔ࢓ంࡏࠬ ,޴ మࡍంత సరࢁకృతం ࣋ۯफ అߤ࣌ ݡ࠮ ޴ x x x 
కएࡅ ߤ࣌ ڷࡱߕ న࣒࠳ q x ࡏࠬ  ऱࢁబܽद మڒ తంښసం ࠬ ړ ݡ࠮ ޴క ఇߘక ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ  x x 
కएࡅ కएࡅ ࡏࠬ ం݄ڕࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑ ߤ࣌  నవ۪ऐھߘక ߘవࡱ࢑ ߤ࣌   మ࢐ ࠾ࡍసफ3 ࣒࢙ ࡏࠬ ړߖ࢐x 
झࡌࢗ యవ۪ऐۯ ݞږ   ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఈ ࠙ߖڴऒ ङږ ڴపరం ߤ࣌   x ڴ࢐సफవం ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ ڴ ڡࠉ
ఉంܿం޴.
కएࡅ ݡ࠮  ङږ ,फ࣋࡯ޘ ڕࠬ వࡱ࢑ ߤ࣌  కएࡅ సࠬకరణం ڡࠉ छ޳ నడంھߘక ߘల࡮࠮   x x ࡏࠬ ࡌ
నవ۪ऐھߘక ߘफࡏڷ  
, ఈ ఉపߕङ సంࡹ ఎڕए వ ࠙గం ࠭࠲ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ ఉపߕङ సంߤ࣌ ࠭࠲ ࡹ మ࠾ࡍ
ࠪ ంۨࡍڷ ߤ࣌ڜ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ మ࠾ࡍ వङ ڔ फకరణలߘ ఇవछ డం ޳छ ప  ࠆఆ ߤ࣌  ࡌ ऱ࣒  న࣒ x y x࠳ ࠆఆ ߤ࣌ 

ऱߪ  ࠆఆ ࣒ڒ కएࡅ న࣒࠳   ఆ߯ ࡅ ݡ࠮కए కएࡅ ࣒ڒ ޓऴ ࠆఆ ߤ࣌ ݡంࡓ   y x x y sy cos x x x 
షओߖ ޒణࠫڝޒऴ ࠬ ޙ࠼అ ࣒ڒ ݡ࠮ ݡంࡓ ఇపओ ڕࠬ ݟంߘ फలޔ ఉండవ۪ऐ ࣄ࡯ޘ ښܽ  x x ࠭࠲ బܽदڒ 
ܼంܐం݋ ఆࠆ అࡱߧ ߖవబݦ ఈ ఇతర ఫంࣾߘ ߤ పࡍచయం ۯయߕޔࠓऒ ࠭.x 
ऒߖ޵    ఇߩओ ఇకए ڴకంࡍڒ߅ంత అࡍమ ݡ డ పࡍచయం ࣆۯफߕऒ ऱ మనం ఇకएࢁబܽद మڒ ࠭ డ ࢐ ݋ߖ࠿ङ రࣃ बం
కएࡅ एࡍస ݋ߖ࠿  फࣃށగࡍప ߖ ࡽ  సࠪంతర o ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴వదभ ఉంܿం ݋ం࠼ߦ ంऴదం ఈښ ߖ޵ ,࠭
అࣾం అࣾం ࢓ࡱߖ అࣾం అࣾం మ࠾ࡍ మనڕ ఈ ࠼ߦం݋ ఉందߖ అڕߘం޳ం.x y p 
 
ఇకए డ సࡍए ࡍఆڝ ߖ޵ ࠾ࡍమ ࡹ ࡽ नڝ ࡱ ݋ߝఆࡍ न݋ߝ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नڒ ݋ߝబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ a x a y b a 
ఇڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴభమణ ڝణం ࡅకए  ܼంܐం݋ ఎం޶కం݄ ࠬࡏ ఈ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  b op ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫ 
ద࠴ ऱ݇  ఇకए డ ఉంܿం࠴  ޴ద ऱ݇  వదभ ڒబܽद ړరణం ࠴ద ऱ݇  ఇకए డ ړరߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ob b 
ఈ ࠉంڝࡏۯ ߘ࢓޶వڝ ړߖݞసం ఈ ړరߖހऒ  ఈ ښంऴదం ۪ द݀ ओߦޒ ޜణంڝ   ణంp xࠪࡍబܽद ऴభమణ పڒ ࡯
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ओߩబܽद ఇڒ ऒߖ޵ ࡏࠬ  ఉం݄ ݋ంܐఈ ܼం ݡ  సڴࡍठ  ۫డంݟ  ఇకए డ ऴࠜޒజం ఎం޶కం݄ ఇ޴ x gle 
లంబంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ లంబ ڝణ ऴߖ܉ࠜޒऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ , ఈ ڝణం ࡅకए  ܼంܐం݋ ఎڴࡏ޶ 
ఉనऒ  ߰డڕ࢓ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ ఉనऒ ڴࡏ޶ఎ ړߖހڝ బܽद ఈڒ సࠪనం ڕవࡱ࢑   ఈ ࢙ߩ ߰డ࢓ ఉంܿం޴ x 
ऴపకए ఉనऒ ߝ ऴపకए ړ ణంڝ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ బܽदڒ ߯࢓డ߰ ߩ࢙  ఉనऒ ߝ b b ࢓డ߰ ߖ޵ ߩ࢙ ఈ ߩ࢙  x oa a
ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ంతࡍమ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ద ఉంܿంࠬ ߤܼ బܽदڒ ࣋फ బࣗࢡ ఉపߕङ సం x a b 
ఒకܽ ޳ࡶ అࡵ ߘ࢓కऐ ࡛ ఒకܽ ࡅ ࠭࠲కए వङ ߘ ߤ࣌   క పࣾం xࡔޒ
కएࡅ  ߰డߙ݃߱ࣝ ߘ࢓ङ కएࡅ ࣒  ߰డ࢑ ޜ࢓భ܊ంۨన ऱܿ ߖరछ ۨంۧ࠭, అޙ࠼ ఇ޴ ఒక ݋ߖ࠿ సࡍए  ࡽ
అ࠼నం޶న ఈ ࣝ߱݃ߙङ ࣒ ࢐సफ݋ߖ࠿ ړߖ࢐ ߰డࡅ ࢓కए  ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࣌ښ ߤవలం x y
ࡍఆڝ नڕ ݋ߝ సࠪనం.
  ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ జంࠜޒణ ऴڝ ఈ లంబ ߤ࣌ڜ   ऴపకए ఉనऒ ߝ  p x ޜ࢓డ߰ ߩ࢙ 
సࠪనంڴ ఉంܼ࠼, ఇ޴ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, ఇ޴ మ޳ ࠾ࡍछ  p x a b b ࡌ
.ऴగࣕంۧ࠭ ߝంటࢗ ࠭࠲ ߖఅ ޶ڒ
 అڵ࠙ ޜ ߤ࣌ڜ ߖ ߤ࣌ ޙ࠼ంచంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ఏ ڝణం ࡅకए  ܼంܐంࡅ ݋కए  x x x x x 
߯ ߤ࣌ڜ ऒߖ߄సంబం ߝసࠪనం అ ړ ߤ࣌   ߰ం࠭ޑ޶, ఇߩओ ऱߦ ߘ ࠆڴऴ ߤܼ ߯ ࠾ࡍఅࣾం మ ݡ x ݋ y x x 
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ भ޳ ం.
  ఇకए డ ऀޒజ సࠪంతర అࣾం ࠬద మڝ ߖ޳ ࠾ࡍసం మనం ఇకए డ ښంऴదంڴ ఉనऒ  ఈ ݋ߖ࠿ సࡍए  o ߖ ࡽ
మࢁऱ సࣔయం ࣃۯफ ऒߕࣆ ޜణంڝ బܽद మనం ऴభమణڒ ,࠭ फࣃࠚరంߦऴ ࡮ݦఉం ڴసࠪనం ڕలڶऴݟ  ࠭ x 
బܽद మనం ఇకएڒ డ ߕࣆऒ  వదभ ఉߕऒ ࠭.
ల వదभ ఉనऒڶऴݟ  బܽदڒ ࡱڶऴݟ   ओߩ ఎకए ࡹ ݋ం࠼ߦ ఈ ړߖ܉ߖ మనం ݡ ऒߕఉ ݩ x 0 ޶ࡶ బܽद ऴభమణంڒ ࠭
ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ ߵబܽद ఈ ఆڒ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ  x ߤܼ బܽदڒ 
షओߖ ࡍఆڝ  బܽदڒ సࠪనం ړफޒ नࡅ ݋ߝకए  ߰డڕ࢓ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नࡅ ݋ߝకए  ߰డ࢓ y y x 
ࡍఆڝ नࡱ࢑ ݋ߝవ ڒబܽद 0ړ సࠪనం అ࠼నߩओ మనం ఇకए ݡ డ ఉߕऒ ࠭ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ߖషओ  फ x࣋۫ ߖफޒ
ࡍఆڝ ࡹకం݄ ఈ సమయం޶సࠪనం ఎం ړ0 नߕࣆ ݋ߝऒ కएࡅ బܽद సࠪనంڒ  ऒߕࣆ   y  x t  o x ߤܼ 
ऒߕࣆ బܽद ఇకएڒ  ऒߕࣆ ࡹ ࠆڴమనం ऴ ݦ ओߩంۨన߭ ߖ ఆ߯ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  మనం అం݄ ఏࠫܽ x x ݡ
అం݄ ఈ ړరߖހऒ  మనం అపసవङ పओޒ ࡹశ޴  ऒޒऴపయ ړߖݞ फࣃ  x ߘవࡱ࢑  ޴ంޔڷࡏజ ޴బܽद అڒ ࠭
߭ంచంڒ ݟబܽद మనం ࡱ࢑వߘ ߭ంۨనߩओ ద࠴ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ऱ݇ ఉనऒ ڴ0  ࡍఆڝ  न݋ߝ x y 
ࠪరడం ऴߦరంࣆࠚफం޴, ఉ޳హరణڕ వదभ 45 ݟऴړڶ సࠪన࠳న ధߕతघ క ࡱ࢑వలڝࣆޓ ߘవడం x 
ऴߦరంࣆࠚफం޴, మనڕ ఇకए డ లంబ సమ޴छ ࡍఆڝ సంڝ ߖ޵ ޴జం ఉంࠜޒऴ ࣗࠈ न݋ߝ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ y x 
एڕసࠪన హ ݢంࡓ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ߤܼ లڶऴݟ  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴ x 45 ړߖ޳ఒక ݡ x 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࡓంڝ ݡఆࡍ नࡓ ࡱ ݋ߝం࡮࠮ ݡల ࠬద ఒకܽ ڒబܽद ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఎకए  ݩ
ఉంܿంڒ ޴బܽद సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ छ޳ ڷࡱߕ  ݡ  వ x pi tan xࡱ࢑ బܽदڒ ం޳ంڕߘఒకܽ అ ޴ఇ ړ ࡌ
ऒߕࣆ ओߩనڵࡍ߭ ంతࡍమ ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ړߖ޳ఒక ݟంߘ   రణం xړ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
మࡍంతڵࡍޒ ڴనߩओ  వࡱ࢑ ߖ޳ ݡ

అపసవङ ߘఅత  ࡹ ऒߕఉ ࡹశ޴  ओߩఇ ࠾ࡍమ ݡ రణం ఇకएړ ݡ డ ࠭ࣄڵందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद t 
ఇߩओ ओ߮ۮ ణం మనంڝ ݡ एڕకం݄ ఎߖ޳ వڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ నలࠢ ఐݟ ޶ऴࡱڶ అޙ࠼ ఇߩओ ణం నలࠢڝ ݡ
ఐݟ ޶ऴڶల కం݄ ఎڕए వڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఎకए छ޳ ݡంࡓ ݩ దగ ړ߯ ࡌ ठరڴ ఉండవ۪ऐ  
దగ ړ ణంڝ ࡏࠬ ठరࡓ ڴంݡ కޔࡱ޶నऒ ओߩ కएࡅ ݋ం࠼ߦ అం݄ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ࡍఆڝ  न݋ߝ pi x 
తగ ठడం ࠴దలޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ऒ దగ ࡮ۧ ړ ठరޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ࠭ఖङ ంߕࣆ ڴऒ  a ړ
ऒߕࣆ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ࡍఆڝ ߗڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ न݋ߝ ఇపओ దగ ړߖ޳ఒక ޴ఉంܿం ڔܽ ठరڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद a y 
దగ ݡంࡓ ړ߯ ࡏࠬ ठరࢀࢗ ڴऱనߩओ ఎకए ޴అ ݡ  ,޴ఉంܿం ڴఒకܽ ݩ
కߘక ఇ޴ పࠫࡍతం అޔ࢓ం޴, అޙ࠼ ఇ޴ దగ ठరࢀࢗ ڕऱనߩओ కएࡅ ణంڝ ఈ ݡ  ܼంܐంߕࣆ ݋ऒ  x x ړ
దగ ݡంࡓ ړ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ठరࢗ ڴళ ऱడం ऴߦరంభమޔ࢓ం޴.pi
  అనంతం ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ࡮ఎ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ړ
అ࢑޻ధంڴ మనం ڶ ߖߖ޳యవ۪ऐ  ऴపږޒల ࢙ڕߩ అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ݟయంڶ  డ ߘంݟ ah 
ऴߦరంࠚంۨనటऱޙ࠼ మࡏࠬ ࠾ࡍ సవङ ओߩక  ఇߘక ޙࢀࢗ ࡹశ޴ నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ ऱܿڴ మనం తڵ ठంచబݞन ࠭ 

సవङ కएࡅ ణంڝ ఈ ऴభమణ ڕࠬ ళऱడం వలనࢗ ࡹశ޴  ऴపږޒల ࡱ࢑వࡱ లࣃࠚफ  ow ޴బܽद ఇڒ ࠼
ఉ޳హరణڕ మనం ఇకए డ ఉనऒ ओߩ పओۮ ߖఅ ޶న࣒ నలࠢ ఐ࠳ ణంڝ ఈ ݡ ంڒ ݟబܽद ఈ ऴ࠳ ࡹ ࠆڴన࣒ x 

ఉనऒ ߩ࢙ మనం ఈ  ޙ࠼సࠪనం అ ڷࡱߕ ړ ओߩ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ߕ޼ఏ ݡ ࡍఆڝ  न݋ߝ ఈ ߕలठవ pi x 
छڒ ऴడంߩۮ ࡹ ݋ओ ࡍఆڝ ం޳ంڕ न݋ߝ ఇపओ ࡍఆڝ ڔܽ न݋ߝ ఇపओ  x x a y ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ڔܽ
ࡍఆڝ न݋ߝ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఈ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఇకए డ ࡱ࢑వ ࡅకए  ܼంܐం݋ ऴపږޒలంڴ x 
ఉంܿం޴ మߖߖ޵ ࡏࠬ ࠾ࡍ ऴపయޒऒ ࣋फ ఉ޳హరణڕ ఈ ڝణం 45 ݟऴࡱڶ అޙ࠼, మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ ,
కएࡅ న࣒ 45࠳ ఇకए ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړన࣒ 1࠳ ߤܼ  డ ۫࣋फ ߖ޵ q
ࡍఆڝ न࠼ߦ  ࡱ ݋ߝంڝ ݋ఆࡍ न޳  ݋ࡐ ݋ߝछ ࡍఆڝ ߗڒ ޴ంޔ࢓అ  ࡌ न࠳ ݋ߝన࣒  ݋ࡐ ࠑ x 2 1 y 1 2 
అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ ఇߕ ޴లठవ ڒछ ऴడం࠳ ݋న࣒  ࡹ ݋ࡐ ࠑ ఆࡹ ߤ ఉంܿం1.޴ 2
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షओߖ న࣒ 1࠳ ࡏࠬ బܽदڒ  छ޳ 2 ݋ࡐ ߖफޒ ओߩంۨన܊࢑భ ࡌ छ޳ ఒకܽ  ݡ  న࣒࠳ ڕࠬ  ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ࡌ
ఒకܽ వࣆफం޴ అం݄ ఇకए డ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఎకए ఇకए ݩ డ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధం࠳ ڴన࣒ ߯ ߘంݟ 
సవङ ڷࡱߕ छ޳  ݟంߘ ߯ న࣒࠳ ࡹశ޴ ओߩऱనࢀࢗ ړ ఆࣣ ࡌ 2 ޴ంޔڷࡏऱ ఏࠫ జࢁమ ݡ
అం݄ ڝఆࡍ नޔࢂࢗ ړ 0 ݋ߝంڝ ߗڒ ޴ఆࡍ नࡱ࢑ ݋ߝవ ऴపږޒలంڴ ఉనऒ ం޶న ఈ ߖషओ  న࣒ x y࠳ ڼ࡮फ ఇޒ
అనంޔࢂࢗ ړߖޑం޴ మ࠾ࡍ ఇ޻ పదमࡹޒ ఈ ࠴తफం ऴࡓ ܽ޳ ߘ ࠆڴంޒ ڴݡపओ డం ڜనڵࣃంచడం pi 
छ޳ ంచవ۪ऐࡍߪ ࡌ ࡍߪ फ࣋࡯߱ ޜ ߤ࣌ ߘ ࠆڴబܽद ఈ ऴڒ  फ ۯయవ۪ऐ .x
  మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ బం߅ంచబݟన ఫంࣾࡱ ߤ అం݄ ఏ ړ అࡱ࢑ ߕ࠼వ cos xc sin x cos x x sin x 
ఎలऱߩओ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳ ݢ  వߤ మధङ  ఉంܿం޴ మࡱ࢑ ࠾ࡍవ ࠳ ݞږన࣒ వߤ మ࠾ࡍ పऱ࣒  cos x 
వߤ మధङ  ఉంܿంߗڒ ޴ అࡅ ޴కए  ܼంܐంޜ ݋ అࡱ࢑ , ޶ڒ ࡮వ ߖజంڝ ڴణం ڝసం అపࠫࡍతంڴ x x x 
ఉంܿం޴, ఇ࢐ ޴సफ܉ށڷ ࣄࠐ 2 ࠑ ړߖ࢐లڕ సࠪనం అ࠼నߩओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ݡ  ۫࣋फ ܼߤ తపओ  pi x 
మࡖకܽ ޳ ߤ࣌ ޶ڒछ కएࡅ  ࡌ కएࡅ బܽदڒ ߤ࣌ڜ  ऒߕࣆ ߤ࣌ڜ  ऒߖऱ అࢇࢗ ړ కएࡅ సంڝ   x x x x x ߤܼ 
అపࠫࡍతంڴ ఉంܿంద࡮ۧ ߖ సओ షदంڴ ఉం޴  మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए ओߩన࠼తం అށڷ ࣄࠐ   x pi ݡ
ࠪऴతࡅ ࠲కए ऒߕࣆ ߤ࣌ڜ  ओߩబܽद ఎڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖందޔࢂࢗ ړ కएࡅ ޜ ߤܼ ݡంࡓ ݡ x x xࣄࠐ  pi 
औߖన࣒ ఇ࠳ ޴అ ޴ంޔ࢓అ ݭంࠔ ߤజం అށڷ పऱ࣒ ޳ࡶ ܾߖ  ఇߖऔ  న࣒ x࠳ ڕబܽद మనڒ ޴ంޔ࢓అ ܾߖ
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए ङߪకం ࣒ڒ  ఉనऒ ߤ࣌ ݭ݃ ݄ऱ మనం ࠳న࣒ సమߖ࠻ऒ एړࡵ ݞږ  ంచవ۪ऐ x x x ߗڒ 
కएࡅ కएࡅ న࣒࠳  ݟంߘ ߤܼ  छ޳ ߤܼ ࣒ڒ  కएࡅ న࣒࠳ న࣒࠳ ࡌ  x sine x x x x ޜ ߤ࣌ڜ 
ऒߖڜ ߖߖ޵ అం݄ మనం ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ న࣒࠳ నݟంచబڵ࠙  ఇతర ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ పࡍగށంచవ۪ऐ  x y 
మ࠾ࡍ ఆ߯ ࡅకए కएࡅ ߤܼ  छ޳ ࣒ڒ ߤ࣌   y y y x ޴ߝన࣒ అ࠳ ࠆఆ ߤ࣌ ޙ࠼అ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
కएࡅ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤࣄ న࣒࠳ ޴న ఇ޶నం࠼అ ߤఫంࣾ ࣄࠐ న x࠳అం݄ సࠪన ߤ࣌ڜ  x cos 
ఫంࣾڒ ߤబܽद ఇࡅ ޴కए  x x x.ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࣒ڒ ߤఅ߯ ޙ࠼సࠪనం, అ ړ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ࠆఆ ߤܼ    x x x ړߖ܉ߖ ࠆఆ ߤܼ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ߤܼ న࣒࠳ 
కएࡅ న࣒࠳ కం݄޶ఎం ߤఫంࣾ ࣄࠐ కएࡅ ߤܼ న࣒࠳  ప  ࠆఆ ߤ࣌ ࠭࠲ న࣒࠳  ऱ࣒ t  x x x x x pi ߖ 
మࢁऱ కھߘనవ۪ऐ  

కएࡅ छ޳ ࣒ڒ ߤܼ  ప  ޴బܽद ఇڒ ߤ࣌ ࡌ ऱ࣒ छ޳ ࣒ڒ   y y y y x pi y , ࡌ
ఇߩओ ప  ݡ ऱ࣒ కएࡅ  ప  ࠆఆ ߤ࣌  ऱ࣒  ߯ ఇߩओ ప  ࠆఆ ߤ࣌ ݡ ऱ࣒  సࠪనం మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ x pi x x pi 
घࡏ߷ ప  ߘ࡮ ऱ࣒ ంచవ۪ऐڵࡆऱ ఉపࢁసం మڝ  , కߘక ఇ࣒ڒ ߤ࣌ ޴  ప ऱ࣒  x y x y x y ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌ ࣒ڒ 
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ కएࡅ  ప  ߤ࣌  ऱ࣒ ओߩఇ ߤ࣌ ߤࣄ న࣒࠳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࣒ڒ  x pi x y x ݡ cos y x y 
మనߕࣆ ߤ࣌ ߯ ,ࣆࡱޘ ڕऒ ऒߕࣆ బܽद ఈ పదంڒ  ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړ డ ݞږ ఈ పదం ߕࣆऒ  ړ
ఉనऒ ࡯ڵࠫ బܽदڒ ߯ ࠆఆ ߤ࣌ కం݄޶ఎం ޴ంޔࢂࢗ छ޳ ࣒ڒ ࣒ڒ ߯ ࣒ڒ ߤ࣌ ޴ x x pi  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
ఇړ ࠑ ޴ సࠪనం, ఇࡅ ޴కए  sine x cos x x ݋ంܐఏࠫటం݄ , ܼం ޴࣋۫ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ߤܼ 
ఫంࣾ࢐ ߤసफޜ ړߖ࢐ ఆవర फనంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ   ఏڝ ߕ޼ణం ܼంܐం݋ pi x pi x x 
కएࡅ  ܼంܐంړ ݋ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ మనం ࠳న࣒ ࡅకए  ܼంܐంࡅ ݋కए  ܼంܐంړ ݋ x pi x 
సࠪనం అݞږ ߖ ۫పవ۪ऐ ఉనऒ ڵ࡯క ࠹ࣄ బܽद మనంڒ  ం޶న ࡅకए  ܼంܐం࠳ 2 ݋న࣒ అం݄ pi x 
ఏࠫ݇ ۫޳भ ం 2 ࠳న࣒ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఆڝ ࠆసం 2 ࠳న࣒ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఆ࠳ 2 ߯ ࠆన࣒ ڝసం ఐ࡛࡮x pi x x 
ओߩఇ ࡱޑऴࣇ కएࡅ ,फ࣋ށగࡍప ڴ ߖߖ޵ మనం ݡ छ޳ ࣒ڒ ߤܼ  కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ߤࣄ ࡌ  y y y y pi ߤ࣌ 
ఆ࠳  ࠆన࣒ ߯  ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ޳छ కएࡅ ߯ ݟంߘ ల ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ߗڒ ࡌ 2ݡంࡓ ߤ࣌ ߤ࣌  x 2 x x 
కएࡅ న࣒࠳ కएࡅ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࣒ڒ   x x x ࠭ߦ۫ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ ࣒ڒ 
࢐సफ߄ࣃ  ړߖ࢐రణంࡱߧ ڴవబࡅ ݦకए  x ڴ ߤతफ ఫంࣾڜ ړߖ࢐సफ࢐ ޴సࠪనం, ఇ ړߖࠪࡹ࢑ ߤܼ 
फࣃࡱߧ ߖఅ ݋ంܐంܼڝ ݋ంܐంܼڝ ړߖ࢐సफ࢐ ߖߖ޵ ,޴ంޔݡవబࡱߧ  ߖఅ ݋ంܐంܼ ڝ ߖߖ޵ బܽदڒ ࡏ
ऴࣃ࢐फ ࠭, అߖߖ޳ ࠭࠲ ޙ࠼ ۨనऒ फࣃऴ࢐ ڴ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ ࠭  మంచం.x 
छ޳ న࣒࠳ ݡంࡓ  కएࡅ ߯ ࡌ కएࡅ వలంښ ߤܼ  కएࡅ ߤܼ  కएࡅ ޴మం, ఇࡹ࢑   x x x ݞږ ߖఅ ݋ڒ 
ऴ࢐యబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ࠮ ܌ࡗడవ ఉపߕङ సం࣒ڒ ࠭࠲ ࡹ ఆࠆ  ప ऱ࣒  మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఆࠆ x y x 
సం వङڝ న࣒࠳ ڔ फకరణలޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭.y 
 మ࣒ڒ ݀ ࣒ڒ ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴߤࣄ ݀ ߤࣄ ޓ ऴޓ మڝ ࠭࠲ ࠾ࡍసం అߝక ࠚ࢑నऒ  x x x x ߘలޑऴࣇ 
ऐࡔࠪ ڴయంߦంఛనऴ࡮ ڴ ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ߖߖ޳ ࠭࠲  ంۧ࠭޴ం߰ࡐ  అࣣ ܼంܐం݋ అࣣ ఫంࣾߘ ߤ 
ऐࡍచ ݞږ ంۧ࠭ 
మࡓ ړ߯  ࠭࠲ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ޳छ ऒߖڜ ࡌ రణ వङ߄ࣃ  ڔ फకరణలޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭ ఉ޳హరణڕ x x 
ఇకए డ ࠭࠲ అ޴ ఒకړ ߤܼ ߯ߖ޳ సࠪనమ࠭ޑߩ۫ ߖ.x 

ఆవర ޜ ߤఫంࣾ ݋ంܐంܼ ࡹޒతరగ ޒ࢐ࡏత ࠾ࡍమ ࠆڴసం ऴڝ फనంڴ ఉంద࠭࠲ ߖ   tan x tan ah pi
కएࡅ ߤఫంࣾ ݋ంܐంܼڝ ఈ ࠭࠲ ,࠭ࢡ۫ రछߖ ߖ߅ࡍప ࠾ࡍమ ߤ࠳ݨ  ۨంచߕޔࠓऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ߯ 
फࣃవ ڵࡍޒ ړ ߤఫంࣾ ݋ంܐంܼ ࠭࠲ ࠭.
 ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ సం మనం ఏࠫڝ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ 
ఈ ޑ࠴फ కएࡅ తफం࠴ ࠾ࡍమ ړߖ ల వङހڝ ࠾ࡍమ ߤܼ  ङޑ సం ڝసం ࣇ ࠭࠲ऴޑలߘ ߰ందగల޾ࡶ ࠵ 
۫డߕޔࠓऒ ప  ࠆఆ ߤܼ బܽद మనంڒ ,࠭ ऱ࣒ ऒߕޔࠓడ۫ ޾ࡶ ࠵ऴ࢐యగల ڴపరం ߤܼ ߘ  ࠭  x y x 
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మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధం࠳ ߤܼ ڴన࣒ మ࠾ࡍ tan y x y 
సం వङڝ 3 ߤܼ ࠾ࡍమ 2 ڴపరం ࠆఆ ߤܼ ڔ फకరణࡱ ధనङ  x x x ࡱ޳࢐
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