
 
கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் பற்௣ய ௛ன்றாவௌ  ௳ரி௵ைரக்ஶ 
வரேவற்ழேறாம்  அத௑டன் இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் ைசன் ௅ ஼ன் த்ரீ காஸ் ௅ காஸ் த்ரீ x x x 

என்ற ெவளிப்பா௄கைள ைசன் காஸ் மற்௥ம் ேவ௥ ஼ல வ௯த்ேதான்றல்களின் x x x 
அூப்பைட௜ல் ெபறப் ேபாழேறாம், எனேவ கைட஼ ௳ரி௵ைர௜ல் இ௥ொ௜ல் நி௡௔த்ேதாம்  x 
ைமனஸ் என்பௌ க்ஶ சமம் , ௔ன்னர ் ஐ இங்ேக y cos x cos phi plus sign x sine y ah 
ைமனஸ் ெகாண்௄ மாற்௥வதன் ௛லம் என்பௌ y cos x plus y cos x cos phi minus sin x

எனேவ  இைதப் பயன்ப௄த்தலாம் இந்த இரண்௄ ித்ொரங்க௬ம் நன்ஶ அ௣யப்பட்ட sin y 
ேகாணங்கைளத் த௳ர ேவ௥ ஼ல ேகாணங்களின் ெகாைசைனக் கண்௄௔ூக்கப் பயன்ப௄ம் 
உதாரணமாக 45 ூழரி மற்௥ம் 30 ூழரிக்ஶ நாம் ஏற்கனேவ ெகாைசன் மற்௥ம் ைசன் 
ஆழயவற்ைற அ௣ந்ொ௠க்ழேறாம்,
 அதனால் 15 இன் ெகாைசைனக் கண்௄௔ூக்கப் பயன்ப௄த்தலாம்.
 இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ ஐ 45க்ஶ சமமாகப் பயன்ப௄த்ொ ூழரி  ூழரி மற்௥ம் x y 30 
ூழரிக்ஶ சமம் எனேவ இங்ஶ 45 ைமனஸ் 30 என்௥ எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ , ௔ன்னர ்நிசச்யமாக 
நான் இந்த ித்ொரத்ைத இங்ேக பயன்ப௄த்ௌழேறன்,
 அதனால் நமக்ஶ ழைடப்பௌ இௌ ஷட்டல் இங்ேக ைசன் 30.cos x, cos 45 cos y sine 45 
 எனேவ இைவ அைனத்ௌம்  ூழரி சரி , இௌ நிசச்யமாக க்ஶ சமம் 1 ௛லம் ௡ட் 2 cos 45 
மற்௥ம் என்பௌ 3 க்ஶ ேமல் 2 இன் ௡டூ்ற்ஶ சமம்.cos 30 
 ைசன் 45 என்பௌ ௡ட் 2 க்ஶ ேமல் 1 மற்௥ம் ைசன் 30 பாொ ஆஶம், எனேவ நீங்கள் எப்பூ 
ெப௥௴ரக்ள்  நீங்கள் பொைனந்ௌ ூழரி காஸ் ெப௥வௌ ஒன்௥ ஷட்டல் வரக்்க௛லத்ொன் 
௛ன்௥க்ஶ ேமல் இரண்௄ மடங்ஶ ௡ட் இரண்ூற்ஶச ்சமம், இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ அூப்பைட 
ித்ொரங்கைளப் பயன்ப௄த்ொ ைமனஸ் மற்௥ம் ௔ளஸ் ௔ளஸ் மற்ற cos x y x y 
எளிைமப்ப௄த்தல்கைள௞ம் நாம் ெகா௄க்கப்படூ்௠ந்தால் , எ௄த்ௌக்காட்டாக இங்ேக 
ெபறலாம்.
 இந்த வைக௜ன் ெவளிப்பா௄ 2 ௔ன்னர ்அைத எ௱தலாம், எனேவ இந்த இரண்௄ cos x cos y 
சமன்பா௄களி௩ம் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம், எனேவ இடௌ ௖றத்ொல் இந்த இரண்௄ 
சமன்பா௄கைள௞ம் ேசரத்்தால் நாம் ஐப் ெபறப் ேபாழேறாம்.cos x minus y plus cos x 
  ௔ளஸ் மற்௥ம் வலௌ ௖றத்ொல் பாவம் பாவம் ரத்ௌ ெசய்யப் ேபாழறௌ, ஏெனனில் y x y 
இங்ேக நான் ௔ளஸ் ஆக உள்ளௌ  க௯த்தல் இங்ேக ௔ன்னர ்இைவ இரண்௄ம் ேசரக்்கப்ப௄ம் sa 
மற்௥ம் நாம் இரண்௄ ஐப் ெப௥ேவாம் , எனேவ இரண்௄ என்பௌ cos x cos y cos x y 

ைமனஸ் ஷட்டல் இன் க்ஶ சமம் ஷட்டல் மற்௥ம் இேதேபால் நாம் x y x cos x y cos x minus
க௯த்தல்  ௔ன்னர ்இந்த இரண்௄ சமன்பா௄களி௩ம் உள்ள இந்த ெசால் ரத்ௌ y cos x plus y 

ெசய்யப்ப௄ம், ேம௩ம் நாம் இரண்௄ ஐப் ெப௥ேவாம், எனேவ இரண்௄ sin x sin y sin x sin
என்பௌ ைமனஸ் ைமனஸ் க்ஶ சமம் எனேவ ௔ன்னர ்நாம் நிைறய y cos x y cos x plus y 

ெசய்௞ம்ேபாௌ இந்த மாொரியான ஃபார௚்லாக்கள் ௘க௵ம் எளிதாக இ௠க்ஶம் என்பைத நீங்கள்
காண்௕ரக்ள், அைத நீங்கள் மனப்பாடம் ெசய்தால் நன்றாக இ௠க்ஶம், எனேவ 15 ூழரி 
மொப்ைப எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்௥ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் பாரத்்ேதாம்.
 15 ூழரிைய கணக்ழட்டால் , 15 ூழரி௜ல் பாொைய கணக்ழட ௚ூ௞மா, அௌ 7.
5 ூழரி ஆஶம் , ஆம் , அைதச ்ெசய்ய , ௚த௧ல் இன் ேகாைசன் அூப்பைட௜ல் இரண்௄ x x 
இன் ேகாைச௑க்ஶ ஒ௠ ெவளிப்பாட்ைடப் ெப௥ேவாம் , ௔ன்னர ்என்ன ஐ பொைனந்ௌ ூழரி x 
பாொ பொைனந்ௌ ூழரிக்ஶ சமமாக ைவப்ேபாம்  ௔ன்னர ்நாம் ஏ௱ ௖ள்ளி ஐந்ௌ ூழரிகளின் 

ஐத் ோரத்்ௌ கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞ம் என்௥ பாரப்்ேபாம், cos 
எனேவ இப்ேபாௌ ஐ என்௥ எ௱தலாம், அதன் ௔றஶ cos of two x x plus x 

க்ஶ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் உள்ள ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌேவாம்.x plus y 
க்ஶ சமம் எனேவ இந்த சமன்பாட்ூல் க்ஶ சமம் ஐ ைவக்ஶம் ேபாௌ நீங்கள் ஐ  y x y x cos x 

ஆக ெப௥௴ரக்ள்cos x minus sin x in sin x 
 அதனால் அௌ ஆக மா௥ம் ஆனால் cos square x minus sin square x sin square x plus 

என்பௌ நமக்ஶ ெதரி௞ம்  அைனத்ௌ க்ஶம் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இந்த cos square x x 
சமன்பாட்ூல் நாம் ைசன் ஸ்ெகாயர ் ஐ ஒ௠ ைமனஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ் ஆல் மாற்றலாம் , x x 
அௌதான் நமக்ஶ ழைடக்ஶம் ெவளிப்பா௄ எனேவ இரண்௄ இன் காஸ் என்பௌ இன் x x 
ேகாைசனின் இரண்௄ மடங்ஶ சௌரத்ொற்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ காண்ழேறாம்.
 
க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ இன் ெகாைசனின் மொப்ைப நீங்கள் அ௣ந்தால், நீங்கள் இரண்௄ x x 
இன் ெகாைசனின் மொப்ைபக் கணக்ழடலாம், உண்ைம௜ல் இௌ௵ம் ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ 
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மடங்ஶ பாவம் க்ஶ சமம் என்பைதக் காட்டலாம், அைதப் ெப௥வௌ ௘க௵ம் எளிௌ.x 
  நீங்கள் இரண்௄ பூகள் ௔ன்னால் ெசல்ல ேவண்௄ம் , இந்த சமன்பாட்ூல் நீங்கள் இந்த cos 

ஐ மாற்ற ேவண்௄ம்  ெசால் 1 ைமனஸ் ஼ன் ஸ்ெகாயர ் ஆல், இந்தச ்ெசால்ைல இங்ேக squ x x 
எப்பூப் ெப௥ழ௤ரக்ள் என்பைத 
இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம், அதற்ஶ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ ூழரி௜ன் மொப்ைப நாம் cos 15 
அ௣ந்ொ௠ப்பதால் ஏ௱ ௖ள்ளி ஐந்ௌ ூழரி ஐ எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்௥ பாரப்்ேபாம்.cos 
  சமன்பாடை்ட ேவ௥ ௳தமாக௵ம் எ௱தலாம், எனேவ இரண்௄ சௌரம் என்பௌ ஒன்௥ cos x 
ஷட்டல் என்௥ எ௱தலாம் , எனேவ என்பௌ ப்ளஸ் பற்௣ய ெதளி௳ன்ைமக்ஶ cos two x cos x 
சமம் மற்௥ம் க௯த்தல் இன் மொப்ைபப் ெபா௥த்தௌ இப்ேபாௌ ௚யற்஼ ெசய்ௌ x 
கணக்ழ௄ேவாம் இன் மொப்௖ ஏ௱ ௖ள்ளி ஐந்ௌக்ஶ சமம் எனேவ இந்த சமன்பாட்ூல் ஐ ஏ௱ x x 
௖ள்ளி ஐந்ொற்ஶ சமமாக ைவக்ழேறாம், 
ஆனால் ஏ௱ ௖ள்ளி ஐந்ௌ ூழரிகளின் காஸ் ஒ௠ ேநரம்ைற எண் அல்லௌ ேநரம்ைற 
உண்ைமயான எண் என்பைத நாம் அ௣ேவாம் , எனேவ நாம் ேபாழேறாம் ேநரம்ைற வரக்்க 
௛லத்ைத மட௄்ம் எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், எனேவ இௌ 7.
5 ூழரி கா௻ன் மொப்௖, எனேவ வலௌ ௖றத்ொல் ௘க௵ம் எளிைமயானௌ, ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் 
நாம் கணக்ழட்ட ூழரி மொப்ைப எ௄த்ௌ, cos 15 
அைத இங்ேக ௔ன்னர ்மாற்ற ேவண்௄ம்.
  கணக்வ௄  இந்த ெவளிப்பாடூ்ன் வரக்்க௛லத்ைத ித்ொரத்ைதப் e cos x minus y 
பயன்ப௄த்ொ ேவ௥ பல எளிைமப்ப௄த்தல்கைளச ்ெசய்யலாம் உதாரணமாக ஆல் x minus pi 
2 என்ன என்பைதப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம் எனேவ இௌ எனேவ இங்ேக உங்கள் cos x cos y y
க்ஶ சமம்  இரண்௄ ெதாண்ை௥ ூழரி மற்௥ம் இரண்௄ ௛லம் ைப௜ன் pi sin x sine y 
காஸ் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ைசன் ஆஃப் ைப ௅ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம் , எனேவ 
இந்த ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் இங்ேக ௚தல் ெசால் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் இரண்டாவௌ 
ெசால் மட௄்ேம ேபாழறௌ  பங்களிக்க௵ம் எனேவ இௌ இன் க்ஶ சமம் அேத ேபால் x sine x 

இரண்௄ ஆல் காஸ் எனேவ நாம் இப்ேபாௌ இன் மற்௥ம் உடன் க்ஶ plus pi cos x y y 
சமமான இரண்௄ ௛லம் காஸ் க௯த்தல் பாவம் ௙ண்௄ம் pi x cos y x sin y 
பயன்ப௄த்ௌேவாம்  இங்ேக இரண்௄ ைப௜ன் காஸ் ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பதால், இந்த ௚தல் 
ெசால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம்,
 அதனால் நமக்ஶக் ழைடப்பௌ ைமனஸ் ஼ன் ஐப் ேபாலேவ ௔ளஸ் ைப௜ன் ைச௑க்கான x y 
எக்ஸ்ப்ெரஷன்கைள இரண்டாகக் கணக்ழடலாம் மற்௥ம் ைமனஸ் ைப௜ன் ைசைன y 
இரண்டாகக் கணக்ழடலாம், ஆனால் நீங்கள் இ௠ப்௕ரக்ள்.
 

ப்ளஸ் இன் ைசன் மற்௥ம் நி௘டத்ொன் பாவத்ொற்கான ெவளிப்பா௄கைள நாங்கள் x y x 
மைறக்க௳ல்ைல என்௥ ஆசச்ரியப்படலாம்  ஆனால் அத௑டன் அ௄த்த ஼ல us y 
ஸ்ைல௄களில் நாம் ெசய்யப் ேபாழேறாம், ஆனால் இங்ேக அௌ இல்லாமல் ஷட நாம் இந்த 
சமன்பாட்ூற்ஶச ்ெசன்றால் , ௔ளஸ் ைப௜ன் ைசைன இரண்டாகக் கணக்ழட ௚ூ௞ம்.y 

என்பௌ இன் ைசன் இப்ேபாௌ இந்த ஐ இங்ேக மாற்௣னால் ,  x minus pi by two x x x 
உண்ைம௜ல் க்ஶ 2 ஆல் சமம் என்௥ ெசால்ழேறாம், ௔றஶ நாம் ெப௥வௌ y plus pi y plus 

ஆல் 2 ஆஶம், இௌ இதற்ஶச ்சமம் .pi 
  ெவளிப்பா௄ ஆனால் க்ஶ சமமான இரண்ூல் எனேவ இந்த மாற்௤டை்டப் x y plus pi 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம் எனேவ என்பௌ க்ஶ சமம் க்ஶ பொலாக y plus pi by two cos x y plus

ஐ இரண்டாக ைவத்ௌ, ௔ன்னர ் ஐ இரண்டாகக் க௯க்ழேறாம்.pi pi 
இன் காஸ் என்பௌ இேதேபால் ைமனஸ் ைப 2 ஆல் என்ன அ௣ஶ௣ என்பைதக்  y y 

கண்௄௔ூக்கலாம்.
 நாம் இப்ேபாௌ ெபறப்பட்ட இந்த சமன்பாடூ்ற்ஶத் ொ௠ம்௖ேவாம், இப்ேபாௌ இன் காஸ் x 
மற்௥ம் ைப 2 ைமனஸ் ஼ன் க்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக நாம் என்ன ெசய்ழேறாம் x 

ைமனஸ் ைபக்ஶ சமமான ஐ 2 ஆல் ெசய்ய ௚யற்஼க்ழேறாம்,y x 
 அதனால் நாம் ெப௥வௌ என்னெவன்றால், ைசன் ைமனஸ் ைபைய 2 ஆல் க௯ப்பௌ ஈக் y 
ஆஶம்  இப்ேபாௌ க்ஶ பொலாக ஐ 2 ஆல் ைவக்க ேவண்௄ம்.ual to cos x y minus pi 
 எனேவ இங்ஶ இரண்௄ ௛லம் உள்ளௌ ஆனால் இங்ேக ஒ௠ ைமனஸ் அைடயாளம் plus pi 
உள்ளௌ, இங்ேக நமக்ஶ ைமனஸ் அைடயாளம் இல்லாததால் நாம் ஒ௠ ேபாட ேவண்௄ம்.
  இங்ேக ைமனஸ் ஶ௣௝டானௌ 
, இௌ இன் ைமனஸ் ேகாைச௑க்ஶச ்சமமாழறௌ, எனேவ இந்த நான்ஶ அைடயாளங்க௬ம் yy 
௘க௵ம் பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம் , ேம௩ம் இந்த ஸ்ைலூல் ஼ல உதாரணச ்஼க்கல்கைளச ்
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ெசய்௞ம்ேபாௌ, இப்ேபாௌ 
க்கான இந்த ெவளிப்பாடை்டப் ேபாலேவ ெபறப் ேபாழேறாம் என்பைதப் பாரப்்ேபாம்.cos of x

  ைமனஸ் சமம் y cos x cos y plus sin x sin yi 
என்பௌ மற்௥ம் ஆழயவற்௣ன் அூப்பைட௜ல் க்ஶ cos x cos y sine x sine y x minus y 
ஒ௠ ெவளிப்பாட்ைடப் ெபறப் ேபாழறௌ, அதற்ஶ ௚ந்ைதய பக்கத்ொல் உள்ள ௚ூைவப் 
பயன்ப௄த்ௌேவாம்.
  நீங்கள்  இன் எந்தக் ேகாணத்ொற்ஶம் ைசனின் ைசன் சமம் என்௥ நாங்கள் z z 
காடூ்௞ள்ேளாம், எனேவ இன் ைசன் ைமனஸ் ைப௜ன் ேகாைசனின் ைசன் ஆல் 2 ஆல் x x 
சமம் ஆல் 2.pi 
 இங்ேக நாம் இைத க்ஶ சமமாகக் க௠ௌேவாம், எனேவ இந்த அைடயாளத்ைதப் z 
பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் நாம் ெப௥வௌ இன் ைசன் ஆஶம் இன் ஆல் 2 z cos z minus pi 
ஆனால் என்பௌ ைமனஸ் எனேவ இௌ ைமனஸ் ைப இரண்ூன் ேகாைசன் ஆஶம், z x y z 
இைத நான் ைமனஸ் ௔ளஸ் இன் ேகாைசன் என எ௱தலாம்.x y pi 
 
ஒ௠ க௯த்தல் அல்லௌ ைமனஸ் இன் காஸ், நான் இைத ௖ொய ஆகக் க௠ௌழேறன் , b x y y 
௔ன்னர ்இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ இௌ க்ஶ சமமாக cos x cos nu y 
இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ௖ொய எனேவ மற்௥ம் y cos x cos y cos x cos nu i plus sign x 

இப்ேபாௌ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ sine of nu y y plus two cos of y plus pi 
இரண்௄ ஆல் ைமனஸ் எனேவ நான் தான்  இந்த ஐ இங்ேக உடன் cos y plus pi sin y x y 
மாற்றப் ேபாழேறாம், எனேவ இந்த ெசால் இங்ேக ஆக மா௥ம், ௔ன்னர ்cos x y plus sine x 
என்ற ைமனஸ் அைடயாளம் உள்ளௌ 
, ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ இன் ைசன் இரண்டாகப் y plus pi 
ெபறப்பட்டௌ.

இன் ஆக,   y cos 
ஷட்டல் இன் ைசன் 2 ஆல் இ௠ப்பைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், அௌேவ இ௥ொ ெவளிப்பா௄ y pi 

ஆஶம், அதாவௌ க௯த்தல் இன் ைசன் ைசன் காஸ் க்ஶ சமம்  x y x ym inus cos x sin y 
இந்த ஃபார௚்லாைவப் பயன்ப௄த்ொ இப்ேபாௌ ப்ளஸ் இன் இன் ெவளிப்பாடை்ட x y sine 
எளிதாகப் ெபறலாம்.
  
௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் இன் ைசன் எக்ஸ்ப்ெரஷனில் நாம் ெகாண்ூ௠ந்த  x y 

ேபாலேவ உள்ளௌ ௔ளஸ் இன் ைசன் ைமனஸ் ைமனஸ் காஸ் ைமனஸ் இன் y x y y x y 
ைசன் ஐப் ெப௥ங்கள் 
, ேகாைசன் ஒ௠ சமமான ெசயல்பா௄ மற்௥ம் ைசன் ஒ௠ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ என்பைத 
இப்ேபாௌ நாம் அ௣ேவாம், எனேவ ைமனஸ் இன் ேகாைசன் காஸ் மற்௥ம் ைமனஸ் இன் y y y 
ைசன்  ைமனஸ் ைசன் இந்த இரண்௄ உண்ைமகைளப் பயன்ப௄த்ொ , ைசன் ௔ளஸ் y x y 
இ௥ொயாக க்ஶ சமம் என்பைத ேம௩ம் ெப௥ழேறாம், sine x cos y plus cos x sine y 
எனேவ இப்ேபாௌ நாம் இரண்௄ ேகாணங்களின் ஷட௄் மற்௥ம் ேவ௥பாட்ூன் 
அைடயாளத்ொற்கான ெவளிப்பா௄கைள௞ம் ெபற்௥ள்ேளாம்.
 ௚ந்ைதய இரண்௄ ஸ்ைல௄களில் ெசய்ேதன் , இரண்௄ சமன்பா௄கைள௞ம் ா௠க்கமாகச ்
ெசான்ேனன்  இங்ேக இந்த இரண்௄ சமன்பா௄கைள௞ம் ேசரத்்தால் இங்ேக இந்த ெசால் மற்௥ம்
இங்ேக இந்த ெசால் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம் , ேம௩ம் இந்த காலத்ொன் இரண்௄ மடங்ஶ ழைடக்ஶம், 
எனேவ இரண்௄ மடங்ஶ பாவம் என்பௌ ௔ளஸ் ஷட்டல் ைமனஸ் க்ஶ x cos y sin x y x y
சமம்.
  இேத ௚ைற௜ல் நாம் ஐக் கணக்ழட்டால், இந்த sine x plus y minus sin x minus y 
இரண்௄ ெசாற்க௬ம் ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ம், ேம௩ம் இன் இ௠ மடங்ஶ ழைடக்ஶம், cos x sine y 
எனேவ இரண்௄ சமம் பாவம் ைமனஸ் அைடயாளம் க௯த்தல் இந்த cos x sine y x y x y  
ேகாணத்ொன் அைடயாளம் மற்௥ம் ேகாைசன் ௘க௵ம் எளிைமயானௌ என்௥ ெதரிந்தால், ஒ௠x 
ேகாணத்ொன் இரடை்ட அைடயாளத்ைத எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்பைத இப்ேபாௌ 
பாரக்்கலாம், நாம் 

க்கான ெவளிப்பா௄க்ஶ ொ௠ம்௖ேவாம், ேம௩ம் இந்த ஐ ஆல் மாற்௥ேவாம்,sin x plus y y x 
 அதனால் நமக்ஶ ைசன் ௅ ழைடக்ஶம் என்பௌ ப்ளஸ் இன் ைசன் இப்ேபாௌ இந்த x x x 
ித்ொரத்ொல் நாம் க்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக க்ஶ சமம் மற்௥ம் இங்ேக க்ஶ சமம் y x y x y x 
எனேவ நாம் ஐப் ெப௥ழேறாம், இௌ இரண்௄ மடங்ஶ sin x cos x plus cos x sin x sin x 

க்ஶ சமம்  ௚ன்௖ ஼ல ேகாணத்ொன் பாொ௜ன் ெகாைசைன எப்பூக் கண்௄௔ூப்பௌ cos x 
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என்௥ பாரத்்ேதாம்,
 அதனால் ெகாைசைன எப்பூக் கணக்ழ௄வௌ என்௥ பாரத்்ேதாம்.
 பொைனந்ௌ ூழரிக்ஶ பொைனந்ௌ ூழரி மட௄்ேம ெகாைசன் மொப்ைப நாம் அ௣ந்ொ௠ந்ேதாம், 
அேதேபால் ஼ல ேகாணம் இன் பாொ௜ன் அைடயாளத்ைத எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்பைத x 
நாங்கள் உங்க௬க்ஶக் காண்௔ப்ேபாம், எனேவ இரண்௄ என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் ௅ ைச௑க்ஶ x 
சமம் என்ற இந்த ித்ொரத்ௌடன் ெதாடங்ஶேவாம்.
 நாம் ஏற்கனேவ ௚ந்ைதய ஸ்ைல௄களில் ஒன்௣ல் ெபறப்பட்ட சௌரம் x 
எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ ைகயா௬வதன் ௛லம் நாம் ெப௥வௌ பாவம் சௌரம் என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ்x 
காஸ் இரண்௄ இரண்௄க்ஶ ேமல் எனேவ ஼ன் என்பௌ x x 
ஒ௠ க௯த்தல் காஸ் இரண்௄ இன் ௔ளஸ் ைமனஸ் ௡டூ்ற்ஶ சமம்  இரண்௄க்ஶ ேமல் எனேவ x 
௙ண்௄ம் இங்ேக ப்ளஸ் மற்௥ம் ைமனஸ் ேதர௵் இன் மொப்ைபப் ெபா௥த்தௌ எனேவ x 
எ௄த்ௌக்காட்டாக, இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ 7.
5 ூழரி௜ன் ைசைனக் கண்௄௔ூத்தால், இங்ேக 7.
5 ூழரி௜ன் ைசன் ழைடக்ஶம் என்பௌ இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் அந்த ைசன்  7.
5 ூழரி என்பௌ ேநரம்ைற எண்ணாஶம், எனேவ நாம் ேநரம்ைற ஶ௣ைய மட௄்ேம 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், எனேவ இௌ 2க்ஶ ேமல் 15 ூழரி௜ன் 1 ைமனஸ் கா௻ன் வரக்்க 
௛லத்ொற்ஶச ்சமம், ேம௩ம் 15 ூழரி ேகாைசனின் மொப்௖ நமக்ஶ ௚ன்ேப ெதரி௞ம் என்பதால் 
இைதக் கணக்ழடலாம்.
 இௌ ெதரி௞ம்  சமன்பா௄ இன் காஸ் ஷட்டல் ஷட்டல் க௯த்தல் இரண்௄ x y x y cos x cos y 
இப்ேபாௌ உண்ைம௜ல் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ேகாணங்களின் ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் பாொ௜ன் x 
ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் என்௥ம் என்பௌ ஆ பாொ௜ன் ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் பாொ என்௥ம் y 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  இந்த இரண்௄ ஒேர ேகாணங்களின் ேவ௥பா௄ மற்௥ம் எனேவ இந்த சமன்பாடூ்ல் ஐ a b x 
ஒ௠ ௔ளஸ் உடன் இரண்டாக௵ம், ஐ ைமனஸ் இரண்டாக௵ம் மாற்௣னால், நாம் b y b 
இ௥ொ௜ல் ெப௥வௌ என்னெவன்றால், இரண்௄ இரண்டால் ஆக  ைமனஸ்cos a plus b cos a 
௔ ஆல் ௅ சமம் இப்ேபாௌ காஸ் ௔ளஸ் ஆனால் ௔ளஸ் என்பௌ இரண்௄க்ஶ ேமல் ஒ௠ x y x y 
௔ளஸ் ௔ ௔ளஸ் இரண்௄க்ஶ ேமல் ஒ௠ ைமனஸ் ௔ ஆஶம், இௌ காஸ் ஐப் ெப௥ழேறாம் , அேத a 
ேபால் ைமனஸ் என்பௌ ஆக௵ம், எனேவ இன் காஸ் ைமனஸ் என்பௌ காஸ் x y b x y b 
எனேவ இந்த ித்ொரம் உண்ைம௜ல் இரண்௄ ெகாைசன்களின் ஷட௄்த்ெதாைகைய 
ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் இரண்௄ ெகாைசன்களின் ெப௠க்கமாக மாற்௥ம் 
ஒ௠ வ௯ைய உங்க௬க்ஶ வழங்ஶழறௌ ேகாணங்களின் ேகாைசன் என்பௌ ஒ௠ ௔ளஸ் இன் d 
இரண்௄ மடங்ஶ ெகாைசன் ஆல் ைமனஸ் ௔ இரண்ூன் இரண்௄ மடங்ஶ ெகாைசன் ஆஶம்.
 இரண்௄ ைசன் ைசன் என்பௌ ைமனஸ் ைமனஸ் காஸ் இன் ைமனஸ் ைமனஸ் x y x y x y 
காஸ் ௔ளஸ் க்ஶ சமம் என்௥ம் , ௙ண்௄ம் அேத மாற்௤டை்ட இங்ேக க்ஶ சமமான ௔ளஸ் x y x b
ஆல் இரண்௄ மற்௥ம் க்ஶ சமமான ைமனஸ் ௔ இரண்ூல் நாம் என்ன ெசய்ேவாம் என்பைத y 
நாங்கள் ெபற்ேறாம்.
  இ௥ொ௜ல் இங்ேக ெப௥வௌ 
ஒ௠  ௔ளஸ் இன் ைச௑க்ஶள் 2 ஆக உள்ளௌ இரண்௄ ேகாணங்களின் ேகாைசனின் b 
ேவ௥பாட்ைடத் ெதாைக௜ன் பாொ௜ன் ைசன் மற்௥ம் அந்த இரண்௄ ேகாணங்களின் 
ேவ௥பாட்ூன் பலனாக ெவளிப்ப௄த்ௌம் ௳தம், மற்௥ம் இன் ைசன் மற்௥ம் க௯த்தல் x y x y 
இன் ைசன் இரண்௄ பாவம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.x cos 

மற்௥ம் நாம் இங்ேக ௙ண்௄ம் அேத மாற்௤டை்ட க்ஶ சமமான ஆல் இரண்௄   y x a plus b 
மற்௥ம் க்ஶ சமமான ஒ௠ ைமனஸ் ஆல் இரண்ூல் ெசய்ழேறாம், எனேவ நாம் ெப௥வௌ y b 
இரண்ூற்ஶ ேமல் ஒ௠ ஷட்டல் இன் இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் ஆஶம்.b 
 சமம் ௔ளஸ் என்பௌ ஒ௠ ௔ளஸ் க௯த்தல் என்பௌ ைமனஸ் என்பௌ எனேவ x y x y bx y b x 
ைமனஸ் இன் ைசன் ஆக இ௠க்ஶம் இந்த ைசன்களின் ெதாைகைய ைசன் மற்௥ம் y b 
ேகாைசனின் உற்பத்ொயாக மாற்௥வதற்கான மற்ெறா௠ ெவளிப்பா௄  இௌவாஶம் இைத அந்த 
எக்ஸ்ப்ெரஷ௑டன் மாற்௥ம் ேபாௌ , ைசன் ஆஃப் ௔ளஸ் ைமனஸ் ஒய்க்ஶ இேத ேபான்ற x x 
எக்ஸ்ப்ெரஷன் ழைடக்ஶம் ேபாௌ, அைத இங்ேக எ௱தலாம் ைசன் ௔ளஸ் ஒய் என்பௌ ைசன் x 
எக்ஸ் காஸ் ஒய் ௔ளஸ் காஸ் எக்ஸ் ைசன் ஒய் 

எனேவ இ௧௠ந்ௌ ஐ sine x cos y minus cos x sin y sin x plus y sine x minus y 
க௯த்தால் நமக்ஶ ழைடப்பௌ 2 மடங்ஶ எனேவ இந்த ெவளிப்பா௄ இங்ேக cos x sin y 
௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் இந்த ெவளிப்பாடூ்ல் நாம் ஐ ஒ௠ ஷட்டால் மாற்றலாம் இரண்௄ மற்௥ம் x b 

ஒ௠ க௯த்தல் ஆல் இரண்௄ மற்௥ம் நாம் ெப௥வௌ y b 
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ஒ௠ ௔ளஸ் இன் இரண்௄ மடங்ஶ ஆஶம்   எனேவ இௌ இரண்௄ ேகாணங்களின் b cosine t 
இன் அைடயாளத்ொன் ேவ௥பாட்ைட மாற்௥வதற்கான ஒ௠ வ௯ைய உங்க௬க்ஶ வழங்ஶழறௌ  

௙ண்௄ம் ைசன் மற்௥ம் ெகாைசன் ஆழயவற்௣ன் உற்பத்ொைய இப்ேபாௌ ௛ன்௥ o 
ேகாணத்ொன் ெகாைசன் மற்௥ம் ைசைன எவ்வா௥ கணக்ழ௄வௌ என்௥ பாரப்்ேபாம், 
எனேவ ௛ன்௥ இன் ேகாைசைன இரண்௄ ஷட்டல் இன் ெகாைசன் என்௥ எ௱தலாம் x x x 
ஆனால் ஒ௠ ஷட்டல் இன் ெகாைசன் ெகாைசன் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.b 
  ஒ௠ இப்ேபாௌ இந்த ஃபார௚்லாைவ இங்ேக இரண்௄ க்ஶ cos of b minus sine a sine b x
சமமாகப் பயன்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ இௌ அைத இரண்௄ ஆக௵ம் ஆக௵ம் க்ஶ a x b x 
சமமாகத் ேதரந்்ெத௄க்ஶம் நாம் ௛ன்௥ இன் ஐ இரண்௄ மடங்ஶ ஆகப் x cosine cos x cos 
ெப௥ேவாம்  ைமனஸ் ைசன் இன் இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் இப்ேபாௌ சமமாக இ௠க்ஶம் x x x 
இரண்௄ இன் ேகாைசன் இரண்௄ மடங்ஶ காஸ் சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பைத x x 
நாம் அ௣ேவாம், எனேவ ௚ந்ைதய காலங்கள் காஸ் க௯த்தல் மற்௥ம் நா௚ம் ெபறப்பட்ட x 
௚ூைவப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம்.
 இரண்௄ இன் ைசன் இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் காஸ் எனேவ இைதத்தான் பாவத்ொற்ஶ x x x 
இரண்௄ இங்ேக ௚ைற ைசன் ஐப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம், இௌ இன் ைமனஸ் x x x 
இரண்௄ ேகாைச௑க்ஶ சமம் எனேவ இௌ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ெசால் இரண்௄ மடங்ஶ ெகாைசன் x
மடங்ஶ ைசன்  சௌரம் ஆனால் ைசன் ஸ்ெகாயர ் என்பௌ ஒன்௥ க௯த்தல் காஸ் சௌரம் x x x, 
எனேவ இ௥ொயாக இரண்௄ ழைடக்ஶம்  cos cube x minus cos x minus two cos x plus 

இௌ 2 இங்ேக மற்௥ம் 2 இங்ேக 2 ஆக 4 two cos cube x cos cube x cos cube x minus 3 
ஆழறௌ எனேவ இந்த ித்ொரம் உங்க௬க்ஶ உத௵ழறௌ  எனேவ இன் ெகாைசனின் cos x x 

மொப்௖ உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்தால், ௛ன்௥ மடங்ஶ இன் ெகாைசனின் மொப்ைப ௘க எளிதாகக்x 
கணக்ழடலாம்.
 அேதேபால், இன் ைசனின் அூப்பைட௜ல் ௛ன்௥ மடங்ஶ இன் ௛ன்௥ இன் ைசைனக் x x x 
கணக்ழ௄வதற்ஶ இப்ேபாௌ மற்ெறா௠ ெவளிப்பாட்ைடப் ெப௥ழேறாம்.
  ௛ன்௥ இல் , என்ற வாய்ப்பா௄ ஐப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம்.x a plus b   sine 
 நாம் ௛ன்௥ இன் ைசைனப் ெப௥ழேறாம், எனேவ x 
௛ன்௥ இன் ைசன் இன் ைசைனப் ெப௥ழேறாம், ஆனால் என்பௌ இரண்௄ எனேவ x a a x b 
இன் இரண்௄ மடங்ஶ இன் ைசன் ஆனால் என்பௌ எனேவ இன் காஸ் ஷட்டல் x cos b x x 
இரண்௄ மடங்ஶ இன் காஸ் ஆஶம்  இரண்௄ இன் ைசன் இரண்௄ ைசன் காஸ் x x x x x 
மற்௥ம் இரண்௄ இன் ேகாைசன் ஒ௠ க௯த்தல் இரண்௄ பாவ சௌரம் என்பைத அ௣ந்ௌ x x 
ெகாள்௬ங்கள், எனேவ நாம் இந்த ஐப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம்  ெவளிப்பா௄கள் tw o 
இங்ேக இௌ என்பதன் ெவளிப்பா௄ எனேவ என்பௌ ஒ௠ sin two x cos x plus cos two x 
க௯த்தல் இரண்௄ பாவம் சௌரம் எனேவ இரண்௄ ைசன் மடங்ஶ சௌரம் ஆனால் x x cos x cos

என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் பாவம் சௌரம் என்௥ ெப௠க்கப் ேபாழேறாம் மற்௥ம் square x x 
எப்ேபாௌ இந்த ெவளிப்பாடை்ட நாம் ொறக்க ௚ூ௞ம், அௌ பாவம் க௯த்தல் இரண்௄ ஼ன் x 
ழ௟ப் ஆக மா௥ம், நீங்கள் ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்ொனால் அௌ ௛ன்௥ ைசன் க௯த்தல் x x 
நான்ஶ ைசன் இன் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், அௌ உங்கள் ௛ன்௥ இன் அைடயாளம் ஆஶம் q x x 

இன் ைசனின் மொப்ைப நீங்கள் அ௣ந்தால், இன் ைசனின் மொப்ைப நீங்கள் x 3x 
கண்௄௔ூக்கலாம், நிசச்யமாக நீங்கள் இதற்ஶ ேநரம்ாறாக௵ம் ெசய்யலாம், ஏெனனில் இந்த 
பஶொ ைசன் இன் அூப்பைட௜ல் கனசௌரமாக இ௠ப்பைதப் பாரத்்தால் இௌ உண்ைம௜ல் x a.
  ௛ன்௥ இன் ைசனின் மொப்௖ உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்தால், க்௟௔க் சமன்பாட்ூன் ேவரக்ைளக் x 
கண்ட௣வதன்  ௛லம் இன் அைடயாளத்ைதக் கண்ட௣யலாம்.x 

இன் ௔ளஸ் ைசன் ைமனஸ் காஸ் இன் ப்௭ ைமனஸ் இன் காஸ்   x x y x y x x y sy 
மற்௥ம் ௔ன்னர ்இரண்௄ ைசன் ஆஃப் த்ரீ காஸ் இரண்௄ காஸ் இன் த்ரீ ஆனால் அதன் x x x x 
௔றஶ இன் ேடன்ெஜன்ட் எனப்ப௄ம் மற்ெறா௠ ெசயல்பாடை்ட நாங்கள் அ௣௚கப்ப௄த்தப் x 
ேபாழேறாம், ஏெனனில் உங்கள் ௚க்ேகாண௳யல் ௳ழதங்களி௧௠ந்ௌ நீங்கள் ஏற்கனேவ 
அ௣ந்ொ௠க்கலாம்.
  இப்ேபாௌ அைத இன்௑ம் ௚ைறயாக இங்ேக அ௣௚கப்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ ௙ண்௄ம் 
இங்ேக அலஶ ஆரத்ொன் ஒ௠ அலஶ வட்டத்ைத நாங்கள் க௠ௌழேறாம் , அதன் ைமயம் இந்த o 
௖ள்ளி௜ல் உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ ழைடமடட் அசா் அசா் ெசங்ஶத்ௌ அசா் அசா் மற்௥ம் x y 
இந்த ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.p 
 
இங்ஶள்ள வட்டத்ொல் மற்௥ம் அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் ஆயத்ெதாஶப்௖ மற்௥ம் a x a y 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ எனேவ இௌ மற்௥ம் இௌ ஆஶம் , எனேவ ாழற்஼௜ன் ேகாணத்ொன் b a b 
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ெதா௄ேகா௄, ஏெனனில் இந்த ஆரம் ௚த௧ல் இங்ேக உள்ளௌ.op 
  ஆரம்பத்ொல் இல் எனேவ கொர ்இங்ேக ஆரம்பத்ொல் ஒ௠ கொர ்ஓப் உள்ளௌ மற்௥ம் இந்த ob b 
௖ள்ளிைய அைடய இந்த ைமயத்ைத ாற்௣ ஒ௠ ேகாணத்ொல் இந்த கொைர ாழற்ற p x 
ேவண்௄ம் எனேவ ாழற்஼௜ன் அள௵ எனேவ இந்த ெதா௄ேகா௄ இப்ேபாௌ இ௠ந்தால்  நீங்கள்x 
இைத சரியாக பா௠ங்கள்  இங்ேக ௚க்ேகாணம் ஏெனனில் இௌ ஒ௠ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ, gle 
எனேவ நீங்கள் இங்ேக வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணத்ைதப் பாரத்்தால் , இந்த ேகாணத்ொன் 
ெதா௄கானௌ 
எொர ்பக்கத்ொன் எொர ்பக்கத்ொன் நீளத்ொன் மொப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த 
ேகாணத்ொன் எொர ்பக்கம் என்பௌ இதன் நீளம்  அ௠ழ௩ள்ள பக்கத்ொன் நீளத்ொன் ௙ௌ x b 
எனேவ க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ேகாணம் க்ஶ அ௠ழ௩ள்ள பக்கம் இந்த பக்கம் ஆஶம், b x oa 
இதன் நீளம் a

௙ௌ ஆஶம், ேம௩ம் நீங்கள் ேம௩ம் பாரக்்க ௚யற்஼த்தால் ௳ரி௵ைர ஒன்௥  so tan x a b 
அல்லௌ ஆம் ௳ரி௵ைர ஒன்௣ல் இன் ைசைன எொரப்் பக்கத்ொன் x 
நீளத்ைத ைஹப்ேபாெடன்௟௻ன் நீளத்தால் வஶத்ேதாம், ஆனால் இௌ ஒ௠ அலஶ வட்டம் 
என்பதால் இந்த ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் உண்ைம௜ல் அலஶ நீளத்ொன் ஆரம் மற்௥ம் எனேவ 
ைசன் என்பௌ ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.x y 
  இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் மற்௥ம் இன் ெகாைசன் இந்தச ்ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணத்ொன் அ௠ழல் p x 
இ௠க்ஶம் பக்கத்ொன் நீளத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தௌ, இௌ என்ற இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் a x 
ஒ௠ங்ழைணப்ைபத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.
 
ஆனால் ைசன் ஐ இன் ெகாைசனால் வஶக்கப்ப௄வதால் , எந்தக் ேகாணத்ொற்ஶம் இன் x x x 
ெதா௄ேகா௄ இன் ேகாைசனில் உள்ள ைசன் க்ஶ சமம் என்ற ெதாடரை்பப் ெப௥ழேறாம்   x x 
இங்ேக ழைடமடட் அச஼்ல் மற்௥ம் அைதச ்ெசய்வதற்காக, இந்த அலஶ வட்டத்ைத இங்ேக o 
ைமயத்ௌடன் ௙ண்௄ம் எ௄ப்ேபாம், எனேவ ாழற்஼௜ன் ேகாணத்ொல் ௗஜ்௷ய ூழரிக்ஶ x 
சமமாக இ௠க்க ஆரம்௔க்ழேறாம், எனேவ நாம் இங்ேக ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠க்ழேறாம்.
  ூழரி எனேவ ூழரி௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ நாம் உண்ைம௜ல் இந்த ௖ள்ளி௜ல் எங்காவௌ x 0 
இ௠க்ழேறாம், எனேவ ாழற்஼ இல்லாததால் இந்த உண்ைம௜ல் இங்ேக உள்ளௌ மற்௥ம் op 
இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யமாஶம் , எனேவ டான் ௳ழதத்ொற்ஶ சமம்.x 
 இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் நீளம் மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் மொப்௖க்ஶ y x y 
ஒ௠ங்ழைணப்௖, 
எனேவ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ நாம் இங்ேக இ௠க்ழேறாம் , ௔ன்னர ்இந்த ௳ழதம் 0 x 0 
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இந்த கட்டத்ொல் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம் எனேவ y  x
சமம் இன் ௗஜ்௷ய டான் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ இங்ஶதான் இல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ t  o x x 
சமமான வைரபடத்ொல் இ௠க்ழேறாம் , ௔ன்னர ் ஐ அொகரிக்ழேறாம் , இதன் ெபா௠ள் x 
என்னெவன்றால், இந்த கொர ்நாம் எொெரொர ்ொைச௜ல் ாழற்ற ௚யற்஼க்ழேறாம்.

இன் மொப்ைப அொகப்ப௄த்ொனால், இன் மொப்ைப அொகரிக்ஶம்ேபாௌ என்ன நடக்கத்   x x 
ெதாடங்ஶழறௌ என்றால், ஆரம்பத்ொல் 0 ஆக இ௠ந்த ஆயத்ெதாைல௵ ேநரம்ைற y 
மொப்௖கைள எ௄க்கத் ெதாடங்ஶம், உதாரணமாக ூழரிக்ஶ சமமான ேநரம்ைற x 45 
மொப்௖கைள எ௄க்கத் ெதாடங்ஶம்.
 இதற்ஶ ஒ௠ங்ழைணப்௖ மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ இரண்௄ம் சமமாக இ௠க்ஶம் , எனேவ y x x 
45 ூழரி டான் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இரண்௄ x 
ஆயத்ெதாஶப்௖க௬ம் ஒன்௣ன் ௙ௌ ஒன்றாக 
இ௠க்ஶம்.
  நான்ஶ ைபக்ஶ, இௌ ஒன்௥ என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ டான் இன் மொப்௖ x 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ அொகரிக்ஶம் , ௔ன்னர ் ேம௩ம் அொகரிக்ஶம் ேபாௌ என்ன x 
நடக்ஶம் , எ௄த்ௌக்காட்டாக கொர ்ேம௩ம் ாழ௩ம் ேபாௌ அதன் மொப்௖ 

இல்  அவர ்எொர ்கூகார ொைச௜ல் இப்ேபாௌ கொர ்௚ூந்ௌ௳ட்டௌ என்௥ t 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இப்ேபாௌ ேகாணம் நாம் ெசால்வைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, 
இௌ நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரி என்றால் ேகாணம் இப்ேபாௌ நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரிக்ஶ அொகமாக 
உள்ளௌ, எனேவ நாம் எங்காவௌ ைபக்ஶ இரண்௄க்ஶ அ௠ழல் இ௠க்கலாம்.
 
ேகாணம் க்ஶ அ௠ழல் ெசல்௩ம்ேபாௌ என்ன நடக்ழறௌ என்றால், ௖ள்ளி௜ன் pi x 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஶைறயத் ெதாடங்ஶழறௌ, அௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ௘க ெந௠க்கமாழறௌ, எனேவ 

ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ, எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்ழறௌ, ஆனால் a a y 
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ஒ௠ங்ழைணப்௖ இன்௑ம் உள்ளௌ ஒன்௥க்ஶ அ௠ழல் எனேவ நீங்கள் க்ஶ இரண்௄க்ஶ pi 
அ௠ழல் ெசல்௩ம்ேபாௌ அௌ ேதாராயமாக ஒன்றாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ 
வைரய௥க்கப்படட்தாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இௌ க்ஶ அ௠ழல் ெசல்௩ம்ேபாௌ இந்த x x 
ேகாணத்ொன் ெதா௄ேகா௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம் மற்௥ம் க்ஶ அ௠ழல் இரண்௄ pi 
ெசல்லத் ெதாடங்ஶம்.
  ௚ூ௳௧ ஏெனனில் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஒன்௥
 அதனால் இௌ எப்பூ ெசல்௩ம்
 அதனால் அௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ெசல்௩ம் அேத ேபால் நா௚ம் அைத வைரயலாம் ஆ எொரம்ைற 
பக்கத்ொற்ஶம் அைதேய வைரயலாம் எனேவ நீங்கள் இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ழனால் கூகார 
ொைச௜ல் ெசன்றால்  இப்ேபாௌ நாம் ெதரிந்தபூ ஶைறக்கப்பட௄்ள்ேளாம்  கூகார ொைச௜ல் 
ெசல்வௌ உங்க௬க்ஶ இந்த ாழற்஼ ேகாணத்ொன் எொரம்ைற மொப்௖கைள ெகா௄க்ஶம், 
எனேவ இௌ தான் உதாரணத்ொற்ஶ நாம் இங்ஶ இ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த ேகாணம் ைமனஸ் 
நாற்பத்ைதந்ௌ என்௥ ெசால்லலாம், இௌ இந்த வைரபடத்ொல் க்ஶ சமமான ைமனஸ் ைபக்ஶ x 
நான்ஶ ஆஶம் .
 நாம் இந்தப் பக்கத்ொல் இ௠க்ஶம்ேபாௌ, எந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵, இந்த x 
நான்காவௌ நாற்கரத்ொல் ஆயத்ெதாைல௵ இன்௑ம் ஆயத்ெதாைக இன்௑ம் x x a 
ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம், ஆனால் ஒ௠ங்ழைணப்௖ எொரம்ைறயாக மாறப் ேபாழறௌ, எனேவ y 
இந்த நாற்கரத்ொல் இங்ேக மொப்௖ இன் ெதா௄ேகா௄ எொரம்ைறயாக x 
இ௠க்ஶம், உதாரணமாக இந்த ேகாணம் 45 ூழரியாக இ௠ந்தால், நாம் பாரப்்பௌ 
என்னெவன்றால் , ைமனஸ் 45 இன் டான் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இந்த 
௖ள்ளி ஐப் பாரத்்தால், இதன் ஆயத்ெதாஶப்௖கள்  ௖ள்ளி ஆய 1 ஆல் ௡ட் 2 ஆக இ௠க்ஶம் q x 
ஆனால் ஆய ைமனஸ் 1 ஆல் ௡ட் 2 ஆக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் அௌ நான்காவௌ y 
ஶவாட்ரன்டூ்ல் ைமனஸ் 1 ஆல் ௡ட் 2 இல் உள்ளௌ.
 எனேவ ைமனஸ் 1 இன் ௳ழதத்ைத ௡ட் 2 ஆல் வஶக்ஶம்ேபாௌ  ஒன்௥ ௛லம் இரண்௄ ௛லம்  
நீங்கள் ைமனஸ் ஒன்ைறப் ெப௥௴ரக்ள், இங்ஶ இௌ ைமனஸ் ஒன் என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ 
இங்ேக எங்ேகா ைமனஸ் ைப௜ல் இ௠ந்ௌ ஆஹ்௵க்ஶச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ 2 ஆல் ைமனஸ் ைபைய 
ேநாக்ழ கூகார ொைச௜ல் 2 ஆல் ௙ண்௄ம் என்ன நடக்ழறௌ 
என்றால் ஒ௠ங்ழைணப்௖ 0 க்ஶ ெசல்ழறௌ.x 
 ஆனால் ஆயத்ொன் மொப்௖ எொரம்ைறயாக இ௠ப்பதால், இந்த ௳ழதம் ைமனஸ் y 
இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ ெசல்௩ம் , இேத ௚ைற௜ல் ைபக்ஶ அப்பால் இரண்டாக ாழற்௥வதன் ௛லம் 
இந்த ௚௱ வைரபடத்ைத௞ம் நிரப்பலாம், எனேவ ைசன் உடன் ஒப்௔௄ம்ேபாௌ இந்த x 
வைரபடத்ைத ௚ூக்க ௚ூ௞ம்.
  மற்௥ம் மற்௥ம் ஆழயைவ ௔ைணக்கப்பட்ட ெசயல்பா௄களாக cos xc sin x cos x 
இ௠ந்தன, எந்த க்ஶம் இன் மொப்௖ எப்ேபாௌம் ைமனஸ் ஒன் மற்௥ம் ப்ளஸ் ஒன் x sin x 
இைடேய இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இன் மொப்௖ம் ைமனஸ் ஒன் மற்௥ம் ௔ளஸ் ஒன் இைடேய cos x 
இ௠க்ஶம் ஆனால் அௌ இன் ெதா௄ேகா௄ அப்பூயல்ல , மொப்௖ உண்ைம௜ல் ேகாணம் x x x 
க்ஶ வரம்பற்றதாக இ௠க்ஶம், அௌ உண்ைம௜ல் ைப 2 இன் ஒற்ைறப்பைட மடங்ஶக௬க்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ என்ன, ஏெனனில் இைத நீங்கள் பாரத்்தால் டான் என்பௌ ைசன் x x 
ஐத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.
  ெகாைசன் எனேவ இன் ேகாைசன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்௩ம் அைனத்ௌ க்ஶம் இன் x x x x 
டான் வரம்பற்றதாக இ௠க்ஶம் என்பௌ ௘க௵ம் ெதளிவாக உள்ளௌ ேம௩ம்  

ஆனௌ ௜ன் ஒற்ைறப்பைட ெப௠க்கமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ மட௄்ேம இன் ேகாைசன் x pi x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசல்௩ம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.
 ைப௜ன் ஒற்ைறப் ெப௠க்கல் இரண்௄ டான் வரம்பற்றதாக இ௠க்ஶம், அௌ ைமனஸ் x 
இன்ஃ௔னிடூ் அல்லௌ ௔ளஸ் இன்ஃ௔னிடூ்யாக இ௠க்ஶம், எனேவ ைமனஸ் இன் ைசன் x 
மற்௥ம் ைமனஸ் இன் காஸ் ஆழயவற்ைறக் கணக்ழட்டௌ ேபாலேவ, ைமனஸ் இன் x x 
ேநரத்ைத௞ம் கணக்ழடலாம், ஆனால் இன் டான் என்பதால்  ைமனஸ் இன் காஸ் x x sine x x
டான் ைமனஸ் இன் ைமனஸ் இன் ேகாைசன் ைமனஸ் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ x x x 
நாம் இைத ேவ௥ ஼ல மா௣ ஆகக் க௠தலாம் , ௔ன்னர ் இன் டான் என்பௌ இன் ைசன் y y y 
காஸ் ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ  ஆனால் ைமனஸ் இன் ைசன் என்பௌ ஒற்ைறப்பைட y x 
ெசயல்பா௄ என்பதால் இௌ ைமனஸ் ஼ன் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ைமனஸ் இன் ேகாைசன் x x 
என்பௌ ஒ௠ சமமான சார௖் என்பதால் இௌ இன் ேகாைச௑க்ஶ சமம் ஆனால் ௔ன்னர ் ஆன் x x 
காஸ் இன் டான் எனேவ இௌ இன் ைமனஸ் டா௑க்ஶச ்சமம் எனேவ நாம் பாரப்்பௌ x  x x 
என்னெவன்றால் இன் டான் உண்ைம௜ல் ஒ௠ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ என்பதால் x t  
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ைமனஸ் இன் ைமனஸ் டான் என்பௌ இன் ைமனஸ் ஐக் காணலாம்   சமம் மற்௥ம் x x x x pi 
ப்ளஸ் இன் ைசன் இந்த ித்ொரத்ைத நீங்கள் ௙ண்௄ம் பயன்ப௄த்தலாம், எனேவ இௌ x y sine
ஆக ௔ளஸ் ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ இன் ைசன் இன் x cos y cos x sine y x plus pi x 
௔ளஸ் என்பௌ ஆல் வஶக்கப்ப௄ம்  இப்ேபாௌ x y cos x cos y minus sin x sine y 

ைப௜ன் ைசன் ௗஜ்௷யம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம், எனேவ இந்த ெசால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்
ெசல்௩ம், இங்ேக ஷட இந்த ெசால் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்௩ம், ஏெனனில் ைசன் ஆஃப் ைப 
எனேவ எஞ்஼௜௠ப்பௌ ைசன் காஸ் ைப காஸ் காஸால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ  இௌ x x pi sine x
ஆல் க்ஶ சமம், இௌ இன் டான் க்ஶ சமம் எனேவ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , cos x x 
ேடன்ெஜன்ட் ெசயல்பா௄ உண்ைம௜ல் உடன் ஶ௣ப்௔ட்ட கால இைடெவளி௜ல் உள்ளௌ, pi 
ஏெனனில் இன் எந்தக் ேகாணத்ொற்ஶம் ேடன்ெஜன்ட் இன் ேடன்ெஜன்ட௄்க்ஶ x plus pi x x 
சமம்.
 

ைமனஸ் ைப௜ன் ேடன்ெஜன்ட் இன் ேடன்ெஜன்ட௄்க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்௥ ஷட x x 
காட்ட ௚ூ௞ம், எனேவ நாம் ஼ம் ைவத்ொ௠ந்ததால் 2 ைமனஸ் ைப௜ன் ேடன்ெஜன்ட் என்ன x 
என்௥ பாரப்்ேபாம் .
 ைசன் ஆஃப் ைபக்ஶ 2 ைமனஸ் எக்ஸ் மற்௥ம் காஸ் ஆஃப் ைபக்ஶ 2 ைமனஸ் எக்ஸ் மற்௥ம் 
இப்ேபாௌ இைத ஆகக் க௠ொனால், இன் டான் காஸ் ஆல் ஼ன் ைசன் ஆழறௌ, எனேவ y y y 
இௌ ைப௜ன் ைசனின் ைசன் ைப காஸ் ஆல் 2 ைமனஸ் எக்ஸ் ஆஶம்.
 இரண்௄ ைமனஸ் ஆல் ஆனால் ௚ந்ைதய ஸ்ைல௄களில் இ௠ந்ௌ ைப௜ன் ைசன் இரண்௄ x 
க௯த்தல் என்பௌ இன் காஸ் மற்௥ம் காஸ் ஆஃப் ைப இரண்௄ க௯த்தல் என்பௌ இன் x x x x 
ைச௑க்ஶச ்சமம் என்௥ காட்ூேனாம் உண்ைம௜ல் இௌ இன் தைலவழ்க்ஶ சமமானௌ, இௌ x 
உண்ைம௜ல் ஒ௠ ௖ொய ெசயல்பாடாஶம், இௌ உண்ைம௜ல் ேகாட்டான்ெஜன்ட் 
ேகாடான்ெஜன்ட் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
  இரண்௄ ைமனஸ் ைப௜ன் டான் என்பௌ இன் டானின் தைலவழ் ஆஶம், இௌ காட் ஆஃப் x x x 
என்௥ம் எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ, ேம௩ம் இந்த வஶப்௔ல் இன்௥ ௛ன்றாவௌ ௳ரி௵ைர௜ல் 
காஸ் ஆஃப் எக்ஸ் ௔ளஸ் மற்௥ம் காஸ் ஆஃப் எக்ஸ் ைமனஸ் ஆழயவற்௣ன் y y 
ெவளிப்பா௄க௬டன் ெதாடங்ழேனாம்.
 

என்பதற்கான பல ேவ௥படட் cos two x cos three x sin two x sin three x 
ித்ொரங்கைள நாங்கள் ெபற்௥ள்ேளாம்.

ெசயல்பாடை்டப் பற்௣ ௳வாொத்ேதாம், நாங்கள் அைத ஒ௠   ah tangent ah 
௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பாடாக ௚ைறப்ப௄த்ௌழேறாம், ேம௩ம்  க்ஶ இரண்௄ tan of pi 
க௯த்தல் ௛லம் ஼ல எளிய ெவளிப்பா௄க௬டன் ெதாடங்ழேனாம், எ௄த்ௌக்காட்டாக , இௌ x 
டான் ௙ௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பைத இங்ேக காட௄்ழேறாம்.x 

க்கான வைரபடம் மற்௥ம் ேடன்ெஜன்ட் ெசயல்பா௄ உடன் ஶ௣ப்௔ட்ட கால  tan x tan ah pi 
இைடெவளி௜ல் இ௠ப்பைதப் பாரத்்ேதாம் , அ௄த்த வஶப்௔ல் , இந்த ேகாட்டான்ெஜன்ட் 
ெசயல்பாடூ்ன் ெடாைமன் மற்௥ம் வரம்ைப நாங்கள் வைரய௥க்கப் ேபாழேறாம், ௔ன்னர ்
நாம் ௙ண்௄ம் ேடன்ெஜன்ட் ெசயல்பாடூ்ற்ஶ வரப் ேபாழேறாம்.
 ைசன் மற்௥ம் ெகாைச௑க்ஶ நாம் என்ன ெசய்ேதாம் , இந்தத் ெதாைகக்கான ித்ொரங்கள் 
மற்௥ம் ேகாணங்களின் ெதாைக மற்௥ம் ேவ௥பாட்ூன் டான் ஆழயவற்ைறப் ெபற ௚ூ௞மா 
என்பைதப் பாரக்்கப் ேபாழேறாம், எனேவ டானின் அூப்பைட௜ல் ஷட்டல் ஐ எ௱த x y 
௚ூ௞மா என்௥ பாரக்்கப் ேபாழேறாம்.

மற்௥ம் மற்௥ம் இேதேபால் க்ஶ ேம௩ம் 2 டான் மற்௥ம் 3 இன்  x tan y tan x minus y x x 
ப௱ப்௖க்கான ெவளிப்பா௄கள் இன் டான் அூப்பைட௜ல் நன்௣ x Pru
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