
 िũकोणिमतीय फंƕɌवरील ितस̴ या ʩाƥानामȯे आपले ˢागत आहे शेवटǉा लेƁरमȯे आʉी उणे आिण cos of x y cos
अिधक साठी आिण साठी अिभʩƅी काढलीof x y cos x cos y sine x sine y 

 ȑामुळे आʉी पुढे चालू ठेवू  ȑासह आिण या ʩाƥानात आपण साइन टू Ūी दोन Ūी साठी x sin x cos x cos x sine x
आिण इतर काही ʩुȋȅी देखील Ůाɑ करणार आहोत ʉणून शेवटǉा ʩाƥानाǉा शेवटी आʉी िसȠ केले की cos x cos of 

उणे हे अिधक िचɎ ǉा बरोबरीचे आहे आिण नंतर ǉा जागी या ला वजा ने x y cos x cos phi x sine y ah y y 
बदलून आʉाला दुसरी अिभʩƅी िमळाली की अिधक हे वजा इतके आहे  हे cos x y cos x cos phi sin x sin y 
वापरले जाऊ शकते या दोन सूũांचा उपयोग सुŮिसȠ कोनांǉा ʩितįरƅ इतर कोनाचा कोसाइन शोधǻासाठी केला जाऊ शकतो 
उदाहरणाथŊ आपʞाला 45 अंश आिण 30 अंशांसाठी कोसाइन आिण साइन आधीच मािहत आहे जेणेकŝन 15 ची कोसाइन 
शोधǻासाठी वापरली जाऊ शकते.
 हे सूũ वापŝन अंश आिण बरोबर ४५  िडŤी आिण बरोबर 30 अंश ʉणजे इथे िलिहले आहे ʉणून उणे 30 आिण x y cos 45 
नंतर अथाŊतच मी येथे हे सूũ वापरतो
 ȑामुळे आपʞाला िमळेल जे अिधक येथे आहे.cos x cos 45 cos y sine 45 sine 30 
  अंश ठीक आहे आिण हे अथाŊतच ǉा बरोबरीचे आहे 1 ǉा बरोबर 2 ŝट 2 आिण हे 3 ओʬर 2 ǉा ŝटǉा cos 45 cos 30 
बरोबरीचे आहे.

देखील 1 ओʬर ŝट 2 आिण साइन 30 अधाŊ आहे sine 45 
 ȑामुळे तुʉाला ते कसे िमळेल  तु̱ हाला पंधरा अंश िमळा̵ याचे एक अिधक वगŊमूळ तीन ̓ या दोन गुणा दोन गुणा̓ या मूळ दोन cos 
̓ या समान  
आहे  या Ůकारातील 2 ची अिभʩƅी नंतर िलिहली जाऊ शकते ʉणून आपण येथे या दोन समीकरणांवर लƗ cos x cos y 
कŐ िūत कŝया, जर आपण ही दोन समीकरणे डाʩा बाजूला जोडली तर आपʞाला उणे अिधक िमळेल.cos x y cos x 

आिण उजʩा बाजूला रȞ होणार आहे कारण येथे ɘस ʉणून मी  येथे उणे आिण नंतर हे दोन   plus y sin x sin y sa 
जोडले जातील आिण आपʞाला दोन िमळेल आिण ʉणून दोन हे cos x cos y cos x cos y 

वजा अिधक ǉा अिधक ǉा ǉा बरोबरीचे आहे आिण ȑाचŮमाणे जर आपण उणे वजा मोजले x y cos x y cos cos x y 
तर  नंतर या दोɎी समीकरणांमधील ही संǒा रȞ होईल आिण आपʞाला दोन िमळेलcos x plus y sin x sin y 
 ȑामुळे दोन उणे वजा अिधक ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून नंतर जेʬा आपण बरेच काही sin x sin y cos x y cos x y 
कŝ  उदाहरणे तुʉी पहाल की या Ůकारची सूũे खूप सुलभ असतील आिण जर तुʉाला ते लƗात ठेवता आले तर ते चांगले होईल, ʉणून 
आʉी मागील ˠाइडमȯे पािहले की आपण 15 अंशांची कॉस कशी मोजू शकतो हे एखाȨाला वाटेल की आता आपण cos 15 
अंशांची गणना केली आहे आपण 15 अंशांǉा अȯाŊ ची गणना कŝ शकतो जी cos cos 7.
5 अंश आहे आिण हो हे शƐ आहे ʉणून ते करǻासाठी Ůथम ǉा कोसाइनǉा संदभाŊत दोन ǉा कोसाइनसाठी एक x x 
अिभʩƅी काढूया आिण मग काय  आपण ला पंधरा अंशाǉा अȯाŊ पंधरा अंशांइतके ठेवू आिण  नंतर आपण पाš की आपण सात x 
िबंदू पाच अंशांची सोडवू शकतो आिण शोधू शकतोcos 
 ȑामुळे आता दोन ची अिधक ची ʉणून िलिहता येईल आिण नंतर x cos x x cos 

अिधक ǉा साठी मागील ˠाइडवरील सूũ वापरतो परंतु  ǉा बरोबरीचे ʉणून जेʬा तुʉी या समीकरणात x y cos y x x 
बरोबर ठेवता तेʬा तुʉाला मȯे वजा मȯे ˍेअर वजा पाप ˍेअर होतो पण y cos x cos x sin x sin x cos x x 
आʉाला मािहत आहे की ˍेअर अिधक ˍेअर आहे  सवŊ साठी एक समान आहे आिण ʉणून या sin x cos x x 
समीकरणामȯे आपण साइन ˍेअर ला एक वजा ˍेअर ने बदलू शकतो आिण ही अिभʩƅी आपʞाला िमळते ʉणून x cos x 
आता आपण पाहतो की दोन चा x cos 

ǉा कोसाइनǉा दोन पट चौरस आहे  वजा एक ʉणून जर तुʉाला ǉा कोसाइनचे मूʞ मािहत असेल तर तुʉी दोन ǉा x x x 
कोसाइनचे मूʞ मोजू शकता आिण खरेतर तुʉी हे दाखवू शकता की हे देखील एक वजा दोन पट ˍेअर ǉा बरोबरीचे आहे sin x 
हे अगदी सोपे आहे.
 तुʉाला फƅ दोन पावले मागे जावे लागेल आिण या समीकरणात तुʉाला हा बदलǻाची गरज आहे  आहेत टमŊ बाय 1 cos squ x 
वजा ˍेअर आिण अशा Ůकारे तुʉाला ही संǒा येथे िमळते ही अिभʩƅी आता आपण सात पॉइंट पाच अंशांची गणना sin x cos 
कशी कŝ शकतो ते पाš या कारण आपʞाला आधीǉा ˠाइडवŝन अंशांचे मूʞ मािहत आहे.cos 15 
 
समीकरण दुस̴ या Ůकारे देखील िलहीले जाऊ शकते ʉणून आपण दोन वगŊ हे एक अिधक दोन बरोबर असे िलš cos x cos x 
शकतो आिण ʉणून हे अिधक आिण वजा बȞलǉा संिदƭतेǉा बरोबरीचे आहे ǉा मूʞावर अवलंबून असेल आता आपण cos x x 
Ůयȉ कŝ आिण गणना कŝया साठी चे चे मूʞ सात िबंदू पाच ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपण या समीकरणात x x cos x 
बरोबर सात िबंदू पाच ठेवतो परंतु आपʞाला मािहत आहे की सात िबंदू पाच अंशांची ही एक सकाराȏक संƥा िकंवा सकाराȏकcos 
वाˑिवक संƥा आहे आिण ʉणून आपण जाणार आहोत  फƅ धनाȏक वगŊमूळ ƽा ʉणजे हे चे मूʞ 7.cos 
5 अंश आहे
 ȑामुळे उजʩा बाजूला अगदी सोपे आहे आपʞाला फƅ अंशांचे मूʞ ƽावे लागेल जे आपण मागील ˠाइडमȯे मोजले cos 15 
होते आिण ते येथे आिण नंतर बदला  संगणक  या अिभʩƅीचे वगŊमूळ उणे सूũ वापŝन इतर अनेक सरलीकरणे करताe cos x y 
येतात , उदाहरणाथŊ आपण उणे चे काय आहे हे पाहǻाचा Ůयȉ कŝ ʉणजे हे आहेx pi by 2 cos cos x cos y 
 ȑामुळे येथे तुमचे बरोबर आहे.y 

बाय दोन नʫद अंश अिधक आपʞाला मािहत आहे की ची शूɊ आहे आिण   pi sin x sine y pi cos by two pi 
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ची एक बरोबर आहे आिण ʉणून या बेरीजमधील पिहली संǒा शूɊ असेल आिण फƅ दुसरी संǒा असेल  योगदान sine by two 
Ȩा ʉणजे हे ǉा ǉा समान आहे ȑाचŮमाणे ǉा अिधक आहे ʉणून आपण आता अिधक x sine x cos pi by two x y 
चे बरोबर समान साठी सूũ वापŝ जे उणे पाप पुɎा आहे  येथे cos y pi by two cos x cos y x sin y cos of 

हे शूɊ आहे ही पिहली संǒा शूɊ बरोबर आहे आिणpi by two 
 ȑामुळे आपʞाला वजा िमळतो ȑाचŮमाणे आपण ǉा आिण वजा sin x y sine plus pi by two sine of y pi

साठी अिभʩƅीचंी गणना कŝ शकतो पण तुʉी असे ʬाल कदािचत आʮयŊ वाटेल की आपण अिधक ǉा by two x y sine 
आिण ǉा साठी अिभʩƅी समािवʼ केलेली नाहीत  पण ȑासोबत आपण पुढील काही ˠाईड्स मȯे करणार x min sin us y 
आहोत पण इथे ȑािशवाय देखील आपण अिधक ची ची गणना कŝ शकू, जर तुʉी या समीकरणाकडे परत y pi sine by two 
गेलात तर 
इथे आʉी िलिहले होते.cos of 

वजा ʉणजे ची आहे आता जर आपण येथे बदलला तर आपण ʉणतो की बरोबर अिधक   x pi by two x sine x x y 
तर आपʞाला अिधक ची िमळेल जी याǉा बरोबरीची आहे  एƟेशन पण ǉा बरोबर pi by 2 y pi by 2 sine x y 

अिधक बाय दोन ʉणून आपण येथे हे Ůित̾थापन वापरत आहोत ʉणून अिधक बाय दोन ची ऐवजी ǉा pi y pi sine x cos 
बरोबर आहे आपण अिधक आिण नंतर येथे उणे लावू.y pi by two pi by two pi by two 
  फƅ ची आहे ȑाचŮमाणे उणे चे कोणते िचɎ आहे हे आपण शोधू शकतो का या समीकरणाकडे परत y cos y pi by 2 
जाऊया जे आपण आताच काढले आहे चे बरोबर आहे वजा पाप ʉणून आपण काय कŝ x plus pi by 2 cos sin x x 
ते येथे आहे  आपण समान उणे बरोबर 2 ने Ůित̾थापन करǻाचा Ůयȉ करतोx y pi 
 ȑामुळे आपʞाला जे िमळेल ते ʉणजे साइन वजा बाय 2 चे वजा आहे  ते आता ǉा ऐवजी वजा y pi eq ual cos x y pi 
2 ने लावावे लागेल.

 ȑामुळे येथे अिधक आहे परंतु येथे वजा िचɎ आहे आिण येथे वजा िचɎ नसʞामुळे आपʞाला लावावे लागेल.pi by two a 
  येथे वजा िचɎ करा ʉणजे हे ǉा उणे कोसाइनǉा बरोबरीचे होईल  ʉणून या चार ओळख खूप उपयुƅ आहेत आिण आपण या yy 
ˠाइडमȯे नंतर काही उदाहरण सम˟ा कŝ तेʬा आपण आता 

ǉा साठी या अिभʩƅी Ůमाणेच Ůाɑ करणार आहोत.x cos 
  उणे बरोबर अिधक मी उणे ǉा साठी y cos x cos y sin x sin yi x y sine cos x cos y sine x 
आिण साठी एक अिभʩƅी काढणार आहे आिण ȑासाठी आʉी मागील पृʿावरील िनकाल वापŝ.sine y 
 आʉी दाखवले होते की कोणȑाही कोनाची ची ची बरोबर असेल तर तुʉी तर ची सायन वजा बाय 2 z sine z sine x x pi 
ǉा कोसाइनची सायन आहे.
 ʉणून ची साइन वजा ǉा 2 कोसाइन वजा ची कोसाइन आहे Ȫारे 2.z z pi z pi 
 आिण येथे आपण हे ǉा बरोबरीचे मानू, ʉणून ही ओळख वापŝन आपʞाला ची आहे उणे z z sine cos of z pi by 2
पण हा उणे आहेz x y 
 ȑामुळे हा वजा चा आहे Ǜाला मी उणे अिधक चा ʉणून िलš शकतो, तर z pi by 2 cosine x y pi by 2 cosine 
आता जर तुʉाला येथे ही अिभʩƅी िदसली तर ची आहे  वजा िकंवा उणे जेथे मी यास नवीन cos a b cos of x y y 
मानणार आहे आिण नंतर आपण हे सूũ वापरतो
 ȑामुळे आपʞाला हे ǉा बरोबरीचे होईल ʉणून हे नवीन आहेcos x cos nu y y 
 ȑामुळे आिण नंतर अिधक िचɎ गुिणले ǉा आता मागील cos x cos y cos x cos nu i x nu y sine 
ˠाइडवŝन आपʞाला मािहत आहे की चा अिधक दोन अिधक y cos cos y plus pi by two cos of y pi by 
2 हे वजा आहे ʉणून मी फƅ आहे  हा येथे ने बदलणार आहे sin y x y 
ȑामुळे ही गोʼ येथे होईल आिण नंतर तेथे अिधक साइन वजा िचɎ आहे cos x y x 
आिण नंतर मागील ˠाइडवŝन आपण Ůाɑ केले आहे की अिधक बाय दोन ची साइन समान आहे  ची ʉणून ʉणून y pi y cos 
वापŝन आपʞाकडे अिधक ची आहे आिण ती अंितम अिभʩƅी आहे जी y pi sine by 2 

उणे ची ǉा बरोबरीची आहे  हे सूũ वापŝन आपण आता अिधक ǉा x y sine x cos ym inus cos x sin y x y 
साठी सहजपणे अिभʩƅी काढू शकतो, आपʞाला फƅ साठी या ला वजा ने बदलǻाची sine sine x plus y y y 

आवʴकता आहे.
 आपण हे वजा वजा ची ʉणून िलšx y sine 
 ȑामुळे हे वजा y 
आधीǉा ˠाईडवŝन उणे ǉा साइनसाठी िदलेʞा Ůमाणे आहे, आपʞाला मािहत आहे की उणे ची साइन ही x y y x y sine 

वजा आहे आिण ʉणून येथे फƅ या ǉा जागी वजा इǅा आहे अिधक ची सायन x cos y cos x sine y y y x y 
िमळवा वजा ǉा बरोबर वजा ची आता आपʞाला मािहत आहे की कोसाइन एकy sine x cos y cos x x sine of y 
सम फंƕन आहे आिण साइन एक िवषम कायŊ आहे ʉणून वजा चा कोसाइन आहे आिण वजा ची साइन आहे  वजा y cos y y 
साइन या दोन तȚांचा वापर कŝन आपʞाला पुढे असे समजले की अिधक हे शेवटी अिधक y sine x y sine x cos y 

ǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आता आपण दोन कोनांǉा बेरीज आिण फरकाǉा िचɎासाठी अिभʩƅी देखील cos x sine y 
काढली आहे जी आपण  मागील दोन ˠाइड्समȯे केले आिण मी दोन समीकरणांचा सारांश िदला आहे आता इथे ही संǒा आिण येथे ही 
संǒा ही दोन समीकरणे जोडली तर ती रȞ होईल आिण या पदाǉा दुɔट िमळेल आिण ʉणून दोन वेळा समान आहेsin x cos y 
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अिधक अिधक िचɎ वजा मȯे  ȑाच पȠतीने जर आपण साइन अिधक उणे पाप उणे ची गणना sin x y x y a x y x y 
केली तर या दोन संǒा रȞ केʞा जातील आिण ǉा दुɔट िमळतील ʉणून दोन समान cos x sine y cos x sine y sin

अिधक वजा िचɎ उणे होईल  आता कोनाǉा दुहेरीचे िचɎ कसे मोजायचे ते पहा जर आपʞाला या कोनाचे िचɎ आिण x y x y 
कोसाइन हे अगदी सोपे असेल तर आपण अिधक ǉा अिभʩƅीकडे परत जाऊ आिण या ǉा जागी ने बदलू x sin x y y x 
ʉणून आपʞाला साइन दोन िमळेल  हा अिधक चा साइन आहे आता या सूũात आपʞाकडे बरोबर आहेx x x y x 
 ȑामुळे येथे बरोबर आिण येथे बरोबर आहे ʉणून आपʞाला अिधक िमळेल जे x y x y sin x cos x cos x sin x 

ǉा दोन पट आहे  पूवŎ आपण काही कोनाǉा अȯाŊ भागाचा कोसाइन कसा शोधायचा ते पािहले होते ʉणून sin x cos x 
कोसाइनची गणना कशी करायची ते आपण पािहले पंधरा बाय दोन अंश जेʬा आपʞाला फƅ पंधरा अंशांǉा कोसाइनचे मूʞ मािहत 
होते तेʬा ȑाचŮमाणे ǉा अȯाŊ कोनाǉा िचɎाची गणना कशी करायची ते आʉी तुʉाला दाखवू ʉणून आपण या सूũाने सुŜवात x 
कŝ कारण दोन एक वजा दोन साइनǉा बरोबरीचे  ˍेअर जो आपण आधीǉा एका ˠाईडवर आधीच काढला आहे,x x 
 ȑामुळे इथून फेरफार कŝन आपʞाला जे िमळते ते ʉणजे ˍेअर ʉणजे एक वजा दोन दोन वर आिण ʉणून sin x cos x 

हा एक वजा दोन ǉा अिधक वजा मूळ आहे.sin x cos x 
 दोन वर पुɎा इथे ɘस आिण मायनसची िनवड ǉा मूʞावर अवलंबून असेल, उदाहरणाथŊ, जर आपण हे सूũ वापŝन 7.x 
5 अंशांची साइन शोधू लागलो तर आपʞाला येथे 7.
5 अंशांची साइन िमळेल जे आता आपʞाला मािहत आहे की  7.
5 अंश ही एक सकाराȏक वाˑिवक संƥा आहे आिण ʉणून आपण येथे फƅ धन िचɎ घेतो ʉणजे ते 1 वजा ǉा 15 अंशाǉा cos 
2 वरील वगŊमूळाǉा समान आहे आिण हे आपण मोजू शकतो कारण आपʞाला 15 अंशांǉा कोसाइनचे मूʞ आधीच मािहत आहे.
 हे जाणून ƽा वजा ची अिधक अिधक ची वजा दोन आहे असे समीकरण आता समजा x y cos y cos x y cos x cos y 
की दोन िभɄ कोनांǉा बेरजेǉा अȯाŊ भागाǉा बेरजेइतके आहे आिण हा अȯाŊ बेरजेǉा अधाŊ आहे  या दोन समान कोन x y ah a 
आिण ǉा फरकामुळे जर आपण ला अिधक ने दोन ने आिण ला वजा ने दोन ने बदलले तर या समीकरणात आपʞाला b x b y b 
काय िमळेल ते ʉणजे दोन अिधक ने मȯे  उणे बाय दोन बरोबरी आता अिधक पण अिधक cos a b cos a b cos x y x 

हा एक अिधक पेƗा जाˑ दोन अिधक वजा वर दोन जो आहेy b a b a 
 ȑामुळे आपʞाला िमळेल आिण ȑाचŮमाणे उणे ʉणजे ʉणून वजा ची आहे ʉणून हे सूũ cos a x y b x y cos b 
तुʉाला दोन कोसाइनची बेरीज दोन कोसाइनǉा बेरीज आिण फरकांǉा बेरजेǉा िन̱ʄा आिण फरकांǉा गुणाकारात ŝपांतįरत 
करǻाचा मागŊ देते
 ȑामुळे कोणȑाही कोनासाठी आिण अिधक जी बेरीज आहे  कोनांचा कोसाइन हा एक अिधक ǉा दुɔट a b cos a cos b d 
कोसाइन आहे आिण एक वजा ǉा दोन गुणा कोसाइन आहे आिण ȑाचŮमाणे आपण हे देखील लƗात ठेवले तर आʉी हे देखील b 
काढले आहे की दोन बरोबर उणे वजा अिधक आिण पुɎा तेच Ůित̾थापन sine x sine y cos of x y cos of x y 
येथे समान ɘस आिण बरोबर वजा आʉी काय कŝ  शेवटी येथे िमळवणे ʉणजे 2 मȯे x a b by two y a b by two a 
ɘस ǉा 2 ǉा वर 2 मȯे वजा ǉा ǉा वर दोन समान वजा ǉा बरोबरी आहेb a b sine x y b 
 ȑामुळे वजा अिधक चे कोसाइन चे कोसाइन आहे ʉणून हे सूũ तुʉाला पुɎा एक देते दोन कोनांǉा कोसाइनचा फरक b x y a 
बेरीजǉा अȯाŊ भागाǉा साइनचा गुणाकार ʉणून ʩƅ करǻाचा मागŊ आिण ȑा दोन कोनांमधील फरक ȑाचŮमाणे आपʞाला 
मािहत आहे की अिधक अिधक वजा ची साइन दोन आहे  ची आिण आपण तीच Ůित̾थापना येथे पुɎा x y x y sin x cos y 

बरोबर अिधक ǉा बरोबरीने दोन आिण समान वजा ǉा बरोबरीने करतोx a b y b b 
 ȑामुळे आपʞाला जे िमळते ते एक अिधक ǉा दोन पेƗा जाˑ ǉा कोसाइनमȯे दोन पेƗा जाˑ ǉा कोसाइन आहे समान b b b 

अिधक आहे x y a
ची उणे आहे वजा आहे तर वजा ची असेल ʉणून  या साइɌǉा  so a sine a plus x y bx y b x y sine b 

बेरजेचे साइन आिण कोसाइनǉा गुणाकारात ŝपांतर करǻासाठी ही आणखी एक अिभʩƅी आहे 
ȑाचŮमाणे आपʞाला हे देखील मािहत आहे की अिधक ची साइन वजा ची सायन बरोबर असते कारण अिधक ची x y x y x y 
सायन अिधक आहे  जेʬा आपण हे ȑा अिभʩƅीसह बदलतो आिण अिधक वजा ǉा x cos y cos x sine y x x y 

साठी समान अिभʩƅी देखील आपʞाला िमळते तेʬा आपण ते येथे िलš शकतो अिधक ʉणजे sine sine x y sine x 
अिधक आिण उणे आहे उणे ʉणून जर आपणcos y cos x sine y sine x y sine x cos y cos x sin y 

उणे अिधक मधून वजा केले तर आपʞाला 2 पट िमळेल ʉणून ही अिभʩƅी येथे sine x y sin x y cos x sin y 
आिण पुɎा या अिभʩƅीमȯे आपण ला अिधक ने बदलू शकतो Ȫारे दोन आिण एक वजा सह दोन आिण आपण जे िमळवूx b y b 
ते ʉणजे 

ɘस ǉा दोन पट कोसाइन आिण वजा ǉा बरोबरीचे साइन ची दोन बरोबरी कारण अिधक हे चे वजा िचɎ a b a b a x y b 
आहे तर हे तुʉाला दोन कोन ǉा िचɎाचा फरक ŝपांतįरत करǻाǉा पȠतीसाठी अिभʩƅी देते  पुɎा सायन आिण t o 
कोसाइनचे गुणाकार आता आपण पाš या की कोसाइन आिण कोसाइनǉा तीनदा कोसाइन कसे काढायचे
 ȑामुळे तीन ची कोसाइन दोन अिधक ची कोसाइन ʉणून िलिहता येईल परंतु आपʞाला मािहत आहे की अिधक चा x x x b 
कोसाइन कोसाइन आहे  आता हे सूũ इथे दोन ǉा बरोबरीने वापरत आहेa cos of b minus sine a sine b x 
 ȑामुळे हे ते दोन आिण बरोबर असे िनवडेल आपʞाला a x b x 

दोन गुिणले ʉणून तीन चा कोसाइन िमळेल  उणे सायन ǉा दोन गुिणले साइन जे समान आहे आता cos x cos x x x x 
आपʞाला मािहत आहे की दोन ची कोसाइन दोन पट चौरस वजा एक आहे ʉणून आपण तो पįरणाम वापरतो जो आपण x cos x 
पूवŎ उणे काढला होता आिण आपण Ůाɑ केला होता दोन ची साइन दोन गुिणले आहे ʉणजे आपण cos x x sine x cos x 
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दोन येथे गुिणले साठी वापरणार आहोत जे ǉा उणे दोन कोसाइनǉा बरोबरीचे आहे ʉणून ही िविशʼ संǒा sin x sine x x 
आहे दोन वेळा कोसाइन गुिणले साइन  ˍेअर पण साइन ˍेअर हे दुसरे काहीच नाही तर एक वजा ˍेअर ʉणून x x x cos x 
शेवटी दोन िमळतील  उणे उणे दोन अिधक दोन जे बरोबर आहे 2 cos cube x cos x cos x cos cube x cos 

येथे आिण 2 येथे ʉणजे 4 उणे 3 होईल ʉणजे ते आहेcube x cos cube x cos x cosine 
 ȑामुळे हे सूũ तुʉाला मदत करेल  जर तुʉाला ǉा कोसाइनचे मूʞ मािहत असेल तर तुʉी ǉा तीन पट ǉा कोसाइनचे x x x 
मूʞ अगदी सहजपणे मोजू शकता ȑाचŮमाणे आता आपण ǉा साइनǉा संदभाŊत तीन ǉा तीन पट ǉा साइनची गणना x x x 
करǻासाठी आणखी एक अिभʩƅी काढू.
  Ūी चे आपण ɘस चे अिधक हे सूũ वापरणार आहोत आिण आपण x a b sine sine a cos b cos a sin b a 
दोन आिण ला ʉणून ठेवणार आहोत जेणेकŝन ते जोडले जातील  आपʞाला तीन ची िमळते ʉणून आपʞाला x b x x sine 
तीन ची बरोबर ची िमळते पण दोन ची असते ǉा दोन पट पण ची ʉणून x sine a sine a x sine b x cos b x x 
ची अिधक ची दोन पट असते हे जाणून ƽा की दोन चे साइन दोन साइन आिण दोन चे cos cos x x sine x x cos x x 
कोसाइन एक वजा दोन पाप वगŊ आहे ʉणून आपण हे वापरणार आहोत  येथे अिभʩƅी आहेत ʉणून ही दोन x tw o sin x 
साठी अिभʩƅी आहे ʉणून आपण गुणाकार करणार आहोत की अिधक दोन एक वजा दोन पाप वगŊ आहे cos x cos x x 
ʉणून दोन साइन गुणा वगŊ परंतु वगŊ एक वजा पाप वगŊ आहे आिण तेʬा आपण ही अिभʩƅी उघडू शकतो x cos x cos x x 
ʉणजे ते वजा दोन होईल जे आपण आणखी सोपे केले तर ते चे तीन साइन वजा चार साइन इतके sin x sin cube x x x q 
होईल ʉणजे ते आपले तीन चे िचɎ आहे ʉणून पुɎा  तुʉी पाš शकता जर तुʉाला फƅ ǉा साइनचे मूʞ मािहत असेल तर x x 
तुʉी ǉा साइनचे मूʞ शोधू शकता आिण अथाŊतच तुʉी ȑाउलट देखील कŝ शकता कारण हे खरे आहे जर तुʉाला हा भाग 3x 
साइन ǉा ̊ʼीने घन आहे असे िदसले तर  जर तुʉाला तीन चे साइनचे मूʞ मािहत असेल तर आपण घन समीकरणाची मुळे x x 
शोधून सोडवून चे िचɎ शोधू शकता x 
या ʩाƥानातील बŠतेक भाग आपण बोलत आहोत आिण मागील ʩाƥान देखील आपण साइन आिण कोसाइन बȞल बोलत आहोत 
आिण अिभʩƅी देत आहोत.

ɘस वजा उणे चे आिण नंतर दोन ची   x y sine of x y cos of x plu x y sy cos x sine sine of 
ची दोन ची तीन पण नंतर आʉी ची ˙िशŊका नावाची ही दुसरी फंƕन सादर करणार आहोत two x cos x cos x cos x 

कारण तुʉाला तुमǉा िũकोणिमतीय गुणोȅरांवŝन आधीच मािहती असेल 
पण आʉी  आता येथे अिधक औपचाįरकपणे पįरचय कŝन देऊ, ʉणून पुɎा आपण येथे एकक िũǛाचे एकक वतुŊळ िवचारात घेऊ 
Ǜाचे कŐ ū या िबंदूवर आहे आिण हा Ɨैितज अƗ आहे अƗ आहे अनुलंब अƗ हा अƗ आहे आिण समजा आपʞाकडे हा िबंदू o x y 

आहे.p 
 येथे वतुŊळावर आहे आिण Ǜाचे िनदőशांक आहेत समɋय आहे आिण समɋय आहे ʉणून हा आहे आिण हा आहेa x a y b a b 
आिण ʉणून रोटेशनǉा कोनाची ˙िशŊका आहे कारण जर तुʉाला ही िũǛा िदसली तर ती येथे आहे  सुŜवातीला येथेop ob 
 ȑामुळे िकरण आपʞाजवळ सुŜवातीला एक िकरण येथे आहे आिण या िबंदूवर पोहोचǻासाठी आपʞाला हा िकरण या ob b 
कŐ ūाभोवती ǉा कोनाने िफरवावा लागेल ʉणून रोटेशनचे Ůमाण आहे आिण ʉणून ही ˙िशŊका आता जर  तुʉी हे बरोबर बघाo x x 
 येथे िũकोण कारण हा लंब आहे ʉणून जर तुʉी काटकोन िũकोण पािहला तर येथे या कोनाची ˙िशŊका िवŜȠ बाजूǉा लांबीǉा gle 
िवŜȠ बाजूǉा मूʞाǉा बरोबरीची आहे ʉणून या कोनाची िवŜȠ बाजू ही बाजू आहे िजची लांबी आहे  समीप बाजूǉा लांबीवर x b

समान आहे ʉणून या कोनाची शेजारील बाजू ही बाजू आहे Ǜाची लांबी एक इतकी टॅन वर आहे आिण जर  so b x oa x b a 
तुʉी कदािचत ʩाƥानात अिधक पाहǻाचा Ůयȉ केला तर एक िकंवा होय ʩाƥान एक आपण ची ही िवŜȠ बाजूची x sine 
िवŜȠ 
बाजूची लांबी कणाŊǉा लांबीने भागली ʉणून पįरभािषत केली होती परंतु हे एकक वतुŊळ असʞाने हे कणŊ ŮȑƗात एकक लांबीची िũǛा 
आहे आिण ʉणून फƅ समɋयाǉा समान आहे  या िबंदूचा आिण चा कोसाइन या काटकोन िũकोणाǉा समीप sine x y p x 
बाजूǉा लांबीǉा बरोबरीचा होता जो या िबंदू चा समɋयािशवाय काहीच नाही जो आहे आिण मग आपʞा लगेच लƗात आले p x a 
की आहे  गोʼ पण ला ǉा कोसाइनने भागले आिण ʉणून आपʞाला असा संबंध Ůाɑ होतो की ǉा b by a sine x x x 
कोणȑाही कोनासाठी ची ˙िशŊका ǉा कोसाइनवर बरोबर x x sine x 
असते आता आपण 

चा आलेख अƗ िवŜȠ वरील ɘॉट करǻाचा Ůयȉ कŝया  येथे Ɨैितज अƗावर आिण ते करǻासाठी आपण पुɎा या tan x y x 
युिनट वतुŊळाची मदत घेऊ येथे कŐ ū वर आहे, ʉणून आपण असे ʉणू की आपण पįरűमण ǉा कोनापासून शूɊ अंशांǉा o x 
बरोबरीने सुŝ करतो ʉणून आपण येथे कुठेतरी शूɊावर आहोत  अंश ʉणून जेʬा अंशांवर असतो तेʬा आपण या िबंदूवर x 0 
ŮȑƗात कुठेतरी असतो
 ȑामुळे कोणतेही रोटेशन नसʞामुळे हा येथे आहे आिण या िबंदूचा समɋय एक ˢʙिवराम शूɊ आहे आिण ʉणून हे op tan x 
गुणोȅराǉा बरोबरीचे आहे या िबंदूǉा िनदőशांकाǉा लांबीǉा समɋयाǉा समɋयाǉा मूʞापयōत, ʉणून जेʬा ǉा y y x x 0 
बरोबरीचा असतो तेʬा आपण येथे असतो आिण नंतर जर तुʉाला हे गुणोȅर फƅ 0 सारखे िदसते कारण या िबंदूवर समɋय शूɊ y  
आहे ʉणून समान चे शूɊ टॅन हे शूɊ आहे ʉणून आपण आलेखावर समान शूɊावर असतो आिण नंतर वाढवतो x t  o x x x 
तेʬा आपण ȑाचा अथŊ असा होतो की हा िकरण आपण घǰाळाǉा उलट िदशेने िफरवǻाचा Ůयȉ करतो ʉणजे तो पुढे जाईल.

चे मूʞ वाढवा ʉणजे जेʬा आपण चे मूʞ वाढवतो तेʬा काय घडू लागते ते ʉणजे समɋय जो सुŜवातीला 0 होता तो   x x y 
सकाराȏक मूʞे घेǻास सुŜवात करेल उदाहरणाथŊ समान 45 अंश येथे आपʞाकडे उजवा समिȪभुज िũकोण आहे Ǜासाठी x y 
समɋय आिण समɋय दोɎी समान उजवे असतील आिण ʉणून जेʬा अंश टॅन असेल तेʬा समान असेल कारण x x x 45 x 
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दोɎी समɋय मूळ दोन वर एक आहेत ʉणून तो िबंदू येथे कुठेतरी आहे ʉणजे समान असताना  चार बाय चार असे ʉणू या की हे x 
एक आहे ʉणून टॅन चे मूʞ शूɊ ते एक असे वाढेल आिण नंतर पुढे गेʞावर x x 
काय होते ते ʉणजे

चे मूʞ उदाहरणाथŊ जेʬा िकरण पुढे िफरते तेʬा  मȯे  तो घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने आिण समजा िकरण आता इथे संपला  so t 
आहे तर आताचा कोन अिधक आहे असे ʉणू या, तर समजा हा पंचेचाळीस अंश असेल तर कोन आता पंचेचाळीस अंशांपेƗा जाˑ असेल
तर कदािचत आपण पाईǉा दोन बाय दोन जवळ कुठेतरी असू.
 
तुʉी कोन ǉा दोनने जवळ जाताना काय होते की िबंदूचा समɋय कमी होऊ लागतो आिण तो शूɊाǉा अगदी जवळ येतोpi x 
 ȑामुळे मूलत: शूɊावर जातो ʉणून शूɊावर जातो पण समɋय İ̾थर असतो एकाǉा जवळ ʉणजे आपण ǉा दोन ǉा a a y pi 
जवळ जाताना ते कुठेतरी अंदाजे एक असेल
 ȑामुळे हे मयाŊिदत असेल परंतु हे या कोनाǉा ˙िशŊकेǉा शूɊावर जाईल  अनंत कारण शूɊ एक एक कŝन, हे असे कसे जाईल
 ȑामुळे ते अनंताकडे जाईल आिण ȑाचŮमाणे आपण ते काढू शकतो आह नकाराȏक बाजूसाठी समान गोʼ काढा ʉणजे जर तुʉी 
येथून सुŜवात केली तर आिण जर तुʉी घǰाळाǉा िदशेने गेलात तर.
  आता आʉी कमी झालो आहोत ʉणून आʉी घǰाळाǉा िदशेने जाǻाने तुʉाला या रोटेशन अँगलची नकाराȏक मूʞे kn  ow 
िमळतील, ʉणून हे असे आहे, उदाहरणाथŊ जेʬा आपण येथे असतो तेʬा हा कोन उणे पंचेचाळीस असे ʉणू या ʉणजे या आलेखावरील 

समान वजा ǉा चार बाय चारशी संबंिधत असेल पण  जेʬा आपण या बाजूला असतो तेʬा कोणȑाही िबंदूचा समɋय या x pi x 
चौȚा चतुथाōश मȯे समɋय हा अजूनही समɋय आहे अजूनही सकाराȏक असेल पण समɋय ऋणाȏक होणार आहे x x a y 
आिण ʉणून या चौकोनात येथे मूʞ ची ˙िशŊका ऋण असेल आिण जर तुʉी Ůयȉ केला तर उदाहरणाथŊ हा कोन 45 अंश असेल तर x 
आपण काय पाहणार आहोत ते ʉणजे वजा 45 चा टॅन वजा 1 असेल कारण जर तुʉाला हा िबंदू येथे िदसला तर याचे समɋय  िबंदू q 
असेल समɋय मूळ 2 Ȫारे 1 असेल परंतु समɋय मूळ 2 Ȫारे उणे 1 असेल कारण तो मूळ 2 Ȫारे 1 वजा चौȚा चतुथाōश मȯे चालूx y 
आहे.
 ʉणून जेʬा तुʉी मूळ 2 ने भागाकार वजा 1 चे गुणोȅर ƽाल  मूळ दोन Ȫारे एक तुʉाला उणे एक िमळेल जे आपण इथे कुठेतरी हे 
मायनस वन आहे असे ʉणू या तर कुठेतरी इथे आिण मग ȑाचŮमाणे जेʬा आपण उणे वŝन घǰाळाǉा िदशेने चार पुढे उणे pi pi
2 ǉा िदशेने वर जातो तेʬा पुɎा काय होते ah 
की समɋय 0 वर जातो परंतु िनदőशांकाचे मूʞ ऋणाȏक असʞाने हे गुणोȅर अशाŮकारे वजा अनंतापयōत जाईल आिण ȑाच x y 
पȠतीने हा संपूणŊ आलेख ǉा पुढे दोनने िफरत राšन भरला जाऊ शकतोpi 
 ȑामुळे हा आलेख साइन ǉा तुलनेत पूणŊ होऊ शकतो.x 
  आिण आिण ही बाउंडेड फंƕɌ होती मला बॉȵेड ʉणजे काय ʉणतात ते असे आहे की कोणȑाही cos xc sin x cos x 

साठी चे मूʞ नेहमी वजा एक आिण अिधक एक दरʄान असते आिण चे मूʞ देखील उणे एक आिण अिधक x sin x cos x 
एक दरʄान होते परंतु ते ǉा ˙िशŊकेने असे नाही की ǉा कोन साठी मूलत: x x x 
2 ǉा ǉा िवषम गुणाकाराǉा बरोबरीचे असते तेʬा मूʞ खरोखरच अमयाŊिदत जाऊ शकते कारण जर तुʉाला हे िदसत असेल तरpi 

हे दुसरे दुसरे काहीही नाही परंतु आहे  ǉा कोसाइन ʉणून हे अगदी ˙ʼ आहे की चा टॅन ȑा सवŊ tan x sine x by x x x 
साठी अमयाŊिदत असेल Ǜासाठी चा कोसाइन शूɊावर जातो आिण आपʞाला मािहत आहे की चा कोसाइन शूɊावर जातो तेʬाचx x 

हा चा दोन चा िवषम गुणाकार असतो तेʬा जेʬा चा िवषम गुणाकार आहे दोन टॅन अनबाउंड असेल तो उणे अनंत x pi x pi x 
िकंवा अिधक अनंत असेल ʉणून ǛाŮमाणे आपण वजा ची आिण उणे ची ची गणना केली होती ȑाचŮमाणे आपण x ah x cos 
वजा ची वेळ देखील काढू शकतो परंतु चा टॅन असʞाने  Ȫारे वजा बरोबर असेल वजा ǉा x x sine x cos x tan x x 
कोसाईने भािगले वजा ǉा कोसाईने भािगले ʉणजे आपण याला चे इतर ʬेįरएबल मानू शकतो आिण नंतर चा टॅन ʉणजे xi y y y 
ची साइन भािगले पण आपʞाला मािहत आहे की वजा ची साइन आहे कारण हे िवषम कायŊ आहे कारण हे cos of  y x sine 
वजा ǉा बरोबरीचे आहे आिण उणे चे कोसाइन आहे कारण हे सम कायŊ आहे ते ǉा कोसाइन बरोबर आहे परंतु sin x x cos x 
नंतर वर आहे  चा टॅन ʉणजे हे ǉा वजा टॅनǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आपण जे पाहतो ते ʉणजे चा टॅन sin x cos x x x x 
ŮȑƗात एक िवषम कायŊ आहे कारण वजा चा हा टॅन ची वजा आहे अिधक चा सायन आपण शोधू शकतो हे चेt  x a x x pi y 

हे चे Ůमाणे घेतले तर अिधक ǉा Ȫारे अिधक आता अिधकचे साइन आहे y tan cos y y y x pi cos x pi x pi 
समान आहे आिण तुʉी हे सूũ पुɎा अिधक ǉा साठी वापŝ शकताx y sine 
 ȑामुळे ते मȯे अिधक मȯे असेल sine x cos y cos x y sine 
ȑामुळे अिधक चा भािगले अिधक आहे उणे आता आपʞाला मािहतx pi sine x y cos x  cos y sin x sine y 
आहे की चा साइन शूɊ आहे ʉणून ही संǒा शूɊावर जाईल आिण येथेही ही संǒा शूɊावर जाईल कारण ची आहेpi pi sine 
 ȑामुळे भािगले आहे  जो बरोबर आहे जो ǉा ǉा sine x cos pi cos x cos pi sine x cos x x tan 
बरोबरीचा आहे
 ȑामुळे आपण जे पाहतो ते असे आहे की ˙िशŊका फंƕन सह िनयतकािलक असते कारण अिधक चा ˙िशŊका ǉाpi x pi x x 
˙िशŊकेǉा समान असते आिण ȑाचŮमाणे आपण उणे ची ˙िशŊका ǉा ˙िशŊकेǉा बरोबरीची असेल हे देखील दाखवू x pi x 
शकतो तर आपण असʞामुळे आपण पाई ǉा ˙िशŊकेचा टॅन बाय 2 वजा ʉणजे काय ते पाš.sim x 
 इलर फॉʄुŊला साठी पाई चे साइन बाय 2 वजा आिण पाई चे कॉस बाय 2 वजा आता जर आपण हे मानले तर चा टॅन हा x x y y 

Ȫारे आहे ʉणून ही ǉा वर 2 वजा वर पाईची साइन आहे दोन वजा ने पण मागील ˠाइड्सवŝन cos y s y pi cos x x 
आʉी दाखवले होते की चा बाय दोन वजा ǉा बरोबर आहे आिण चा बाय दोन वजा ǉा pi sine x x cos pi cos x x 
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ǉा बरोबर आहेsine 
 ȑामुळे चा टॅन बाय दोन वजा आहे.pi x 
  ŮȑƗात ǉा ǉा ʩुǿमाǉा बरोबरी x tan 
Ǜाला सामाɊतः  ʉणतात हे एक नवीन फंƕन आहे जे आपण येथे पįरभािषत करत आहोत ȑाला ŮȑƗात cotangent 

ʉणतातcotangent 
 ȑामुळे ते असे िलिहले आहे पण आपण थोडƐात असे िलिहतोco tangent cot 
 ȑामुळे ही ची आहे चा टॅन बाय दोन वजा हा ǉा टॅनचा फƅ ʩुǿम आहे जो चा ʉणून देखील x cot pi x x x cot 
िलिहला जातो आिण या वगाŊत आज ितस̴ या लेƁरमȯे आपण ǉा आिण उणे या शɨांसह x cos plus y cos of x y 
सुŜवात केली आहे.
 आिण आʉी Ūी दोन Ūी साठी अनेक िभɄ िभɄ सूũे िमळिवली आिण आʉी cos two x cos x sin x sin x ah 

फंƕनची देखील चचाŊ केली आʉी ते िũकोणिमतीय फंƕन ʉणून औपचाįरक करतो आिण आʉी tangent ah 
टॅन ऑफ पाई ǉा दोन वजा साठी काही सोɗा अिभʩƅीसह सुŜवात केली उदाहरणाथŊ येथे आʉी दशŊिवतो की ते टॅन वर एक x x 
समान आहे आʉी देखील काढले  टॅन साठी आलेख आिण आʉी पािहले की टॅन आह टॅ̢जŐट फंƕन सह िनयतकािलक आहे x pi 
पुढील वगाŊत आपण या कोटंॅजŐट फंƕनचे डोमेन आिण ŵेणी पįरभािषत करणार आहोत आिण नंतर आपण ˙िशŊका फंƕनवर परत 
येणार आहोत आिण जसे आपण साइन आिण कोसाइनसाठी काय केले ते आपण पाहणार आहोत की आपण या बेरीजसाठी आिण 
कोनांǉा बेरजेǉा टॅनसाठी आिण कोनांǉा फरकासाठी सूũे काढू शकतो का ʉणून आपण टॅनǉा संदभाŊत अिधक चा टॅन िलš x y 
शकतो का ते पाहणार आहोत.

आिण आिण ȑाचŮमाणे उणे साठी आिण ǉा ǉा ̊ʼीने 2 आिण 3 ǉा साठी देखील x tan y tan x y x tan x x tan 
एƛŮेशɌ 
धɊवाद 
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