
 കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിെല ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ മൂؗാമെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം , േകാസ് േകാസ് ൈവ ൈസൻ ൈസൻ എؗിവയുെട x x, y 
അടിرാന؋ിൽ ൈമനസ് േകാസ് ഓഫ ്  ൾ x y, x y׹ഒരു പദْപേയാഗം നൽകി ഞ ׯസ് എؗിവയ്്؛
അവസാനിؚിു׺ , അതിനാൽ ഞ׹ൾ തുടരും. ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ൈസൻ ടു ْതീ േകാസ് ടു x sin x x 
േകാസ് ْതീ എؗി׹െനയുت പദْപേയാഗ׹ൾ ൈസൻ േകാസ് ന്െറയും മ്ئ ചില x x x 
വّുൽؚؗ׹ളുെടയും അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരിയാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ 
അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ െതളിയിു׺.  ൈമനസ് എؗത് ؛സ് x y cos x cos phi 
ചി؋صിന് എؗതിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ എؗതിന് പകരം ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ x sine y ah y 
ഇവിെട ؛സ് എؗത് എؗതിന് തുലّമാണ് എؗ മെئാരു cos x y cos x cos phi minus sin x sin y 
പദْപേയാഗം നമു്ׯ ലഭിു׺  ഇത് ഉപേയാഗിׯാം ഈ ര؇് സൂْതവാകّ׹ളും അറിയെؚടുؗ 
േകാണുകളിൽ നി്ؗ േവറി؂് മേئെത׸ിലും േകാണിന്െറ േകാൈസൻ കെ؇؋ാൻ ഉപേയാഗിׯാം , 
ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്45 ׯ ഡിْഗിുׯം 30 ഡിْഗിുׯം ഉت േകാൈസനും ൈസനും ഇതിനകം അറിയാം, 
അതിനാൽ 15 ന്െറ േകാൈസൻ കെ؇؋ാൻ ഇത് ഉപേയാഗിׯാം. ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ഡിْഗികൾ
45 ന് തുലّമാണ് ഡിْഗിയും യും 30 ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട എഴുതിയിരിؗുׯത് 45 y
ൈമനസ് 30 ആണ്, അേؚാൾ തീർ׺യായും ഞാൻ ഈ േഫാർമുല ഇവിെട ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആണ്, അതായത് ؛സ് ൈസൻ 45 ഇവിെട cos x cos 45 cos y sine 30. 
അതിനാൽ ഇവെയبാം തെؗ  ഡിْഗി ശരിയാണ് , ഇത് േകാസ് 45 ന് തുലّമാണ്, റൂ؂് 2 വഴി 1 ന് തുലّമാണ്, 
േകാസ് 30 എؗത് 3 ഓവർ 2 ന്െറ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്. ൈസൻ 45 നും 1 ഓവർ റൂ؂് 2 ആണ് , ൈസൻ 30 
പകുതിയാണ്, 
അ׹െനയാണ് നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത്  േകാസ് ൈമനസ് ؛സ് ؛സ് എؗിവയ് ׯായുت ഈ x y, x y 
ര؇് അടിرാന സൂْതവാകّ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ പതിന؀് ഡിْഗി േകാസ് 
ലഭിؗുׯത് ഒؗിന്െറ ؛സ് സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്.  ഈ തര؋ിലുت എؗതിന്െറ 2 cos x cos y 
ഒരു പദْപേയാഗം 
അ׹െന എഴുതാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം, 
അതിനാൽ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഇടതുവശ്؋ േചർ؋ാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ؛സ് cos x y cos x 
ലഭിുׯം.  ؛സ് വലതുവശ്؋ റؐാׯാൻ േപാകുؗു, കാരണം ഇവിെട ؛സ് ആയി y , sin x sin y 
ഞാൻ  ൈമനസ് ഇവിെടയും പിؗീട് ഇവ ര؇ും കൂ؂ിേ׺ർׯെؚടും, നമു്ׯ ര؇് sa cos x cos y 
ലഭിുׯം , അതിനാൽ ര؇് എؗത് ൈമനസ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്  ؛സ് cos x cos y x y cos cos x y 
അേؚാൾ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളിെലയും ഈ പദം റؐാׯെؚടും , നമു്ׯ ര؇് ലഭിുׯം, sin x sin y 
അതിനാൽ ര؇് എؗത് ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, sin x sin y cos x y cos x y 
അ׹െന പിؗീട് നأൾ ഒരുപാട് െചുإേآാൾ ഇ؋ര؋ിലുت സൂْതവാകّ׹ൾ വളെര 
സുലഭമാെണ്ؗ നി׹ൾ കാണും, നി׹ൾ്ׯ ഇത് ഓർأിׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ അത് നبതാണ്, 
അതിനാൽ 15 ഡിْഗി േകാസ് എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ മുൻ ൈسഡിൽ ക؇ു. േകാസ് 15 
ഡിْഗി കണׯാׯിയാൽ, നമു്15 ׯ ഡിْഗിയുെട പകുതിയുെട േകാസ് കണׯാׯാേമാ , അത് 7.5 
ഡിْഗിയാണ്, അെത അത് സാധّമാണ്, 
അ׹െന െചإാൻ നമു്ׯ ആദّം ര؇് ന്െറ േകാൈസനിന്െറ പദْപേയാഗം ന്െറ േകാൈസനിന്െറ x x 
അടിرാന؋ിൽ കെ؇؋ാം , പിെؗ എؓാണ്  ഞ׹ൾ എؗത് പതിന؀് ഡിْഗിയുെട പതിന؀് x 
ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്  അേؚാൾ നമു്ׯ ഏഴ് േപായിന്റ് അ؀് ഡിْഗി േകാസ് പരിഹരിׯാനും 
കെ؇؋ാനും കഴിയുെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ര؇് ന്െറ എؗത് ؛സ് x cos x x 
ന്െറ എ്ؗ എഴുതാം, തുടർ്ؗ മുൻ ൈسഡിെല ന്െറ ന്െറ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯം.  cos cos x y y x 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി׹ൾ ന് തുലّം നൽകുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ x cos 

േല്ׯ ൽ നി്ؗ േല്ׯ ൽ ലഭിുׯം, x- cos x- sin x- x-
അ׹െന അത് ൈമനസ് ആയി മാറുؗു, എؗാൽ ؛സ് cos square x sin square x sin square x cos 

ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  എبാ നും ഒؗിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ square x x-
നമു്ׯ ൈസൻ സ്കٔയർ െന ഒരു ൈമനസ് േകാസ് സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാം , x- x 
അതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯ പദْപേയാഗം, അതിനാൽ ര؇് ന്െറ േകാസ് ന്െറ േകാൈസനിന്െറ ര؇് x x-
മട്׹ ചതുര؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ഇേؚാൾ കാണാം. ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ന്െറx 
േകാൈസന്െറ മൂലّം അറിയാെമ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ന്െറ േകാൈസന്െറ മൂലّം കണׯാׯാം , x 
വാُവٝ؋ിൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ര؇് മട്׹ സ്കٔയർ ന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും, sin x 
അത് വളെര ലളിതമാണ്.  നി׹ൾ ര؇ടി പിേؗാ؂് േപാേക؇തു؇് , ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി׹ൾ ഈ 

മാئിرാപിേׯ؇തു؇്  പദം 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ്, cos squ x sin x 
അ׹െനയാണ് നി׹ൾ്ׯ ഈ പദം ഇവിെട ലഭിؗുׯത്, ഈ പദْപേയാഗം ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം cos
െസവൻ േപായിന്റ് അ؀് ഡിْഗി കണׯാؗുׯത് എ׹െനെയ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം , മുൻ ൈسഡിൽ 
നി്ؗ ഡിْഗി മൂലّം ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാമായിരുؗു .  സമവാകّം മെئാരു രീതിയിൽ എഴുതാം, cos 15 
അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് േകാസ് സ്കٔയർ എؗത് ഒരു ؛സ് േകാസ് ടു എؗതിന് തുലّമാണ്, x x 
അതിനാൽ എؗത് ؛സിെന കുറിتു׺ അവّװതയ്്ׯ തുലّമാണ്, ൈമനസ് ന്െറ മൂലّെ؋ cos x x 
ആْശയി׺ിരിുׯം ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْശമി്׺ കണׯാׯാം  ന്െറ മൂലّം ന്െറ മൂലّം ഏഴ് േപായിന്റ ്x x 
അ؀ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഏഴ് േപായിന്റ് അ؀് ന് x 
തുലّമായി ഇടുؗു, എؗാൽ ഏഴ് േപായിന്റ് അ؀് ഡിْഗിയുെട േകാസ് ഒരു േപാസിئീവ് സംഖّ 
അെ׸بിൽ േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّയാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േപാകുؗു 
േപാസിئീവ് സ് കٔയർ റൂ؂് മാْതം എടുുׯക, അതിനാൽ ഇത്  ഡിْഗി േകാസിന്െറ മൂലّമാണ്, 7.5
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അതിനാൽ വലതുവശ്؋ വളെര ലളിതമാണ്, മുൻ ൈسഡിൽ നأൾ കണׯാׯിയ േകാസ് 15 
ഡിْഗിയുെട മൂലّം എടു്؋ ഇവിെടയും പിെؗയും മാئിرാപിേׯ؇തു؇്.  ക؂്ൂّآ  e cos x minus y
േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ഈ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ വർ״മൂലّം മ്ئ പല ലളിതവൽׯരണ׹ളും 
െചإാവുؗതാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന് , ൈമനസ് ൈപ 2 ന്െറ േകാസ് എؓാെണ്ؗ കാണാൻ ْശമിׯാം, x 
അതിനാൽ ഇത് ആണ് അതിനാൽ ഇവിെട നി׹ളുെട എؗത് തുലّമാണ്  ര؇് cos x cos y y pi 
െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ؛സ് ര؇് െകാ؇് ൈപയുെട േകാസ് പൂജّമാെണؗും ൈസൻ ഓഫ് ൈപ sin x sine y 
ര؇് െകാ؇് ഒؗിന് തുലّമാെണؗും നമുׯറിയാം , അതിനാൽ ഈ സംْഗഹ؋ിെല ആദّ പദം 
പൂജّമായിരിുׯം, ര؇ാമെ؋ േടം മാْതേമ േപാകുؗുൂت  സംഭാവന െചുإക, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ x 

ന് തുലّമാണ്, അതുേപാെല തെؗ ന്െറ ؛സ് ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇേؚാൾ sine x x pi by two x 
ന്െറ ന്െറ സൂْതവാകّം ഉപേയാഗിുׯം , െകാ؇് തുലّമാണ്, അത് ൈമനസ് cos y y cos x cos y sin 

ആണ്. ഇവിെട ര؇് െകാ؇് ൈപയുെട േകാസ് പൂജّമായതിനാൽ ഈ ആദّ പദം പൂജّ؋ിന് x sin y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് സിൻ ആണ്, അതുേപാെല തെؗ ؛സ് x y 
ൈപയുെട ൈസനിന്െറ പദْപേയാഗ׹ൾ നമു്ׯ ര؇ിലും ൈമനസ് ൈപയുെട ൈസനിെന ര؇ിലും y 
കണׯാׯാം, പേײ നി׹ൾ ആയിരിുׯം ന്െറ ؛സ് ന്െറയും ന്െറ പാപ؋ിന്െറയും x x y x min 
പദْപേയാഗ׹ൾ ഞ׹ൾ ഉൾെؚടു؋ിയി؂ിെ്ؗب ഒരുപേײ ആحരّെؚടാം  എؗാൽ us y 
അതിേനാെടാؚം ഞ׹ൾ അടു؋ കുറ്׺ ൈسഡുകളിൽ െചإാൻ േപാകുؗ ഒരു കാരّമാണ്, എؗാൽ 
ഇവിെട അത് കൂടാെത ഇവിെടയും ഞ׹ൾ േകാസ് എഴുതിയ ഈ സമവാകّ؋ിേല്ׯ നി׹ൾ 
മടു׹കയാെണ׸ിൽ ؛സ് ൈപയുെട ൈസൻ ര؇ായി കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയും ൈമനസ്y x 
ൈപ ൈബ ടു എؗത് ഇേؚാൾ ന്െറ ൈസൻ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട ഈ x x 
മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ , യഥാർ،؋ിൽ ؛സ് ന് 2 െകാ؇് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ x y pi 
പറയുؗു, അേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ؛സ് ന്െറ 2 ന്െറ ൈസൻ ആണ്, ഇത് ഇതിന് തുലّമാണ് y pi 
പദْപേയാഗം എؗാൽ സമം ؛സ് ൈപ ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഈ പകരം x y 
വയ്ׯൽ ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ؛സ് ൈപ ര؇ിന്െറ ൈസൻ ന് തുലّമാണ് , ന് പകരം y cos x 
ഞ׹ൾ ؛സ് ൈപ ര؇ിലും ൈമനസ് ൈപ ര؇ിലും ഇടുؗു .  യുെട സാരാംശം സമാനമാണ്, y y 
അതുേപാെല തെؗ ൈമനസ് ൈപ 2 ന്െറ അടയാളം എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ കെ؇؋ാം , നأൾ y 
ഇേؚാൾ ഉരു؋ിരി؁ ഈ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹കയാേണാ, ഇേؚാൾ ന്െറ ؛സ് ന്െറ x x pi 2 
േകാസ് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്  ഞ׹ൾ sin x y 
ൈമനസ് ൈപ്ׯ തുലّമായ പകരം വയ്ׯാൻ ْശമിുؗുׯ,  അേؚാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈസൻ x y 
ൈമനസ് ൈപ 2 െകാ؇് ആണ്  ഇേؚാൾ എؗതിനുപകരം നأൾ ൈമനസ് ൈപ 2 eq ual to cos x y 
െകാ؇് നൽകണം. അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ര؇് ؛സ് ൈപ ഉ؇്, പേײ ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് 
ചിصമു؇്, ഇവിെട ൈമനസ് ചിصം ഇبാ؋തിനാൽ നأൾ ഒരു ഇേട؇തു؇്. ൈമനസ് ചിصം 
ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ ഇത് യുെട ൈമനസ് േകാൈസന് തുലّമാകും,  അതിനാൽ ഈ നാല് yy 
ഐഡന്റിئികളും വളെര ഉപേയാഗْപദമാണ് , കൂടാെത ഈ ൈسഡിൽ പിؗീട് ചില ഉദാഹരണ 
ْപശ് ന׹ൾ െചുإേآാൾ , ന് ഈ പദْപേയാഗ؋ിന് സമാനമായി നأൾ ഇേؚാൾ cos of x-
ഉരു؋ിരി؁ുവരുെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാം.  ൈമനസ് ؛സ് y, cos x cos y sin x sin yi , cos x cos 

എؗിവയുെട അടിرാന؋ിൽ ൈമനസ് എؗതിന്െറ ഒരു പദْപേയാഗം y sine x, sine y x y 
ലഭിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനായി ഞ׹ൾ മുآെ؋ േപജിെല ഫലം ഉപേയാഗിുׯം.  നി׹ൾ 
[കരേഘാഷം] ആെണ׸ിൽ ന്െറ ഏത് േകാണിലും ൈസനിന്െറ ൈസൻ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ z z 
കാണി׺ിരുؗു, അതിനാൽ ന്െറ ൈസൻ ൈമനസ് ൈപയുെട േകാൈസനിന്െറ ൈസനിെന 2 x x 
െകാ؇് തുലّമാുؗുׯ. അതിനാൽ ന്െറ ൈസൻ ൈമനസ് ൈപയുെട 2 േകാൈസൻ ആണ് z z pi by 2.
ഇവിെട നأൾ ഇത് ന് തുലّമായി കണׯാുׯം, അതിനാൽ ഈ ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ z 
ലഭിؗുׯത് ന്െറ ൈസൻ ആണ് ന്െറ ൈമനസ് ൈപ 2 ആണ്, എؗാൽ എؗത് ൈമനസ് z cos z z x y 
ആണ് അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ൈപ ര؇് െകാ؇് േകാൈസൻ ആണ്, എനി്ׯ ൈമനസ് ؛സ് z x y pi 
ന്െറ േകാൈസൻ ആയി എഴുതാം ഒരു ൈമനസ് ബി അെ׸بിൽ ൈമനസ് യുെട േകാസ് , ഞാൻ x y 
ഇതിെന പുതിയ ആയി പരിഗണിുׯം , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ y 
ഇത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് പുതിയ ആണ്, cos x cos nu y y cos x cos y cos x cos nu i , 
പിെؗ ؛സ് ൈസൻ ഇേؚാൾ മുൻ ൈسഡിൽ നി്ؗ നമു്ׯ അറിയാം , ؛സ് ടു േകാസ് x sine of nu y y 

 സ് ര؇് േകാസ് ൈമനസ് അതിനാൽ ഞാൻ െവറുെതയാണ് y y pi sin y؛ സ് ൈപയുെട ര؇് േകാസ്؛
ഈ െന ഇവിെട ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ പദം ഇവിെട ആയിx y cos x 
മാറുؗു , തുടർ്ؗ ؛സ് ൈസൻ എؗ ൈമനസ് ചിصമു؇് , തുടർ്ؗ വീ؇ും മുآെ؋ ൈسഡിൽ y x 
നി്ؗ ؛സ് ൈപയുെട ൈസൻ ര؇ായി ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ു.  യുെട േകാസ് ആയി , നമു്؛ ׯസ്y y y 
ൈപയുെട ൈസൻ 2 െകാ؇് ലഭിുؗുׯ, അതാണ് അവസാന പദْപേയാഗം, അതായത് ൈമനസ് x y 
യുെട ൈസൻ ൈസൻ േകാസ് ന് തുലّമാണ്  ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ x ym inus cos x sin y 
ഇേؚാൾ ൈസൻ ഓഫ് ؛സ് എؗതിന്െറ പദْപേയാഗം എളുؚ؋ിൽ ലഭിുׯം   മുآെ؋ ൈسഡിൽx y 
നി്ؗ ൈമനസ് എؗതിന്െറ പദْപേയാഗ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഉപേയാഗി׺ിരുؗ േപാെലയാണ്, x y y x 
ൈമനസ് ൈസൻ േകാസ് ൈവ ൈമനസ് േകാസ് ൈസൻ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , y x x y 
അതിനാൽ ഇവിെട ഈ െയ ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുؗുׯ  ൈമനസ് ൈമനസ് േകാസ് y y y x
ൈമനസ് യുെട ൈസൻ ؛സ് യുെട ൈസൻ േനടുക, േകാൈസൻ ഒരു ഇര؂ ഫംഗ്ഷനാെണؗും y x y 
ൈസൻ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനാെണؗും അതിനാൽ ൈമനസ് യുെട േകാൈസൻ േകാസ് ൈവ y 
ആണ്, ൈമനസ് ൈവയുെട ൈസൻ ആണ്  ൈമനസ് ൈസൻ ഈ ര؇് വُٝു തകൾ ഉപേയാഗി്׺ ൈസൻ y 

 തുലّമാണ്, അതിനാൽ x y x ׯൈസൻ ൈവ് ٧്عസ് േകാസ് എ؛ സ് ഒടുവിൽ ൈസൻ േകാസ് ൈവ؛
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ര؇് േകാണുകളുെട ആെകു؋കയുെടയും വّതّാസ؋ിന്െറയും ചി؋صിനായുت 
പദْപേയാഗ׹ളും ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ു.  മുآെ؋ ര؇് ൈسഡുകളിൽ െചᅃٝു, ഞാൻ ര؇് 
സമവാകّ׹ളും സംْഗഹിു׺ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഇവിെടയും ഇവിെടയും ഈ  പദവും േചർ؋ാൽ 
ഇേؚാൾ ഇവിെടയു؇് .  സമാനമായ രീതിയിൽ നأൾ ؛സ് ൈമനസ് പാപം ൈമനസ് sine x y x y 
കണׯാׯിയാൽ ഈ ര؇് നിബؖനകളും റؐാׯെؚടും, കൂടാെത യുെട ഇര؂ി ലഭിുׯം, cos x sine y 
അതിനാൽ ര؇് പാപം ؛സ് ൈമനസ് ചിصം ൈമനസ് ആയിരിുׯം ഈ cos x sine y x y x y 
േകാണിന്െറ ന്െറ ചിصവും േകാൈസനും വളെര ലളിതമാെണ്ؗ അറിയാെമ׸ിൽ, ഒരു േകാണിന്െറ x 
ഇര؂ി ചിصം എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ ഇേؚാൾ േനാൂׯ  എؗത് ؛സ് ന്െറ ൈസൻ ആണ്, x x x 
ഇേؚാൾ ഈ േഫാർമുലയിൽ നമു്ׯ തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇവിെട നും ഇവിെട നും y x, y x y x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്؛ ׯസ് ലഭിുׯം, അത് ര؇് തവണ sin x cos x cos x sin x sin x cos 
ന് തുലّമാണ്  മു്آ ചില േകാണിന്െറ പകുതിയുെട േകാൈസൻ എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ ഞ׹ൾ x 
ക؇ിരുؗു, അതിനാൽ േകാൈസൻ എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു പതിന؀് മുതൽ ര؇് 
ഡിْഗി വെര, പതിന؀് ഡിْഗി േകാൈസനിന്െറ മാْതം മൂലّം ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാമായിരുؗു, 
അതുേപാെല തെؗ ചില ആംഗിൾ ന്െറ പകുതിയുെട അടയാളം എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ x 
കാണിു׺തരാം, അതിനാൽ ര؇് എؗത് ഒരു ൈമനസ് ര؇് ൈസനിന് തുലّമാണ്.  മുآെ؋ x 
ൈسഡുകളിൽ ഒؗിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ഉരു؋ിരി؁ ചതുരം അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ x, 
കൃْതിമം നടؗു؋തിലൂെട നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ ഒരു ൈമനസ് േകാസ് ര؇് ആണ് , sin x x 
അതിനാൽ എؗത് ഒരു ൈമനസ് േകാസ് ര؇് ന്െറ ؛സ് ൈമനസ് റൂ؂ിന് തുലّമാണ് ര؇ിൽ sin x x 
കൂടുതൽ, ഇവിെട വീ؇ും ؛സ്, ൈമനസ് തിരെ؁ടുؗുׯത് ന്െറ മൂലّെ؋ ആْശയി׺ിരിുׯം , x 
ഉദാഹരണ؋ിന്, ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി7.5 ്׺ ഡിْഗിയുെട ൈസൻ കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ, ഇവിെട 
നമു്7.5 ׯ ഡിْഗി ൈസൻ ലഭിുؗുׯ, അതിന് തുലّമാണ് ൈസൻ എ്ؗ ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം.  7.5 ഡിْഗി 
ഒരു േപാസിئീവ് യഥാർ، സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട േപാസിئീവ് ചിصം മാْതേമ 
എടുൂׯ, അതിനാൽ ഇത് 15 ഡിْഗി 2- ന്െറ 1 ൈമനസ് േകാസിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, 15 
ഡിْഗിയിെല േകാൈസന്െറ മൂലّം നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാവുؗതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ 
കണׯാׯാം. ഇത് അറിയുക ന്െറ ؛സ് ؛സ് േകാസ് ൈമനസ് ര؇് ആണ് എؗx x y x y cos x cos y 
സമവാകّം ഇേؚാൾ യഥാർ،؋ിൽ ര؇് വّതُّ ٝേകാണുകളുെട ആെകു؋കയുെട പകുതിയുെട x 
ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാെണؗും എؗത് പകുതിയുെട തുകയുെട പകുതിയാെണؗും കരുതുക. y ah 
ഈ ര؇് ഒേര േകാണുകളുെട വّതّാസം അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നأൾ െന ؛സ് a, b, x- b 
െകാ؇് ര؇് െകാ؇ും െന ൈമനസ് െകാ؇് ര؇് െകാ؇ും മാئിرാപി׺ാൽ നമു്ׯ അവസാനം y- b 
ലഭിؗുׯത് ര؇് ര؇ായി ആുׯം എؗതാണ്. ൈമനസ് ബി ൈബ ടു ടു ഇേؚാൾ cos a plus b cos a 

 സ് ബി ആണ് ര؇ിന് മുകളിൽ ഒരു cos x y x y؛ സ് എؗത് ഒരു؛ തുലّമാണ്, എؗാൽ ׯസ് യ്്؛
ൈമനസ് ബി ര؇ിന് മുകളിൽ ഒരു ൈമനസ് ബി ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ , cos a 
അതുേപാെല ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് യുെട ആണ് അതിനാൽ ഈ x y b x y cos b 
സൂْതവാകّം യഥാർ،؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് േകാൈസനുകളുെട ആെകു؋ക തുകയുെട ര؇് 
േകാൈസനുകളുെട ഉൽؚؗമാׯി മാؗുئതിനുت ഒരു മാർഗം നൽകുؗു, കൂടാെത തുകയുെടയും 
വّതّാസ׹ളുെടയും പകുതി വّതّാസ׹ളും 
അ׹െന ഏത് േകാണിലും ؛സ് അതായത് തുക. േകാണുകളുെട േകാൈസൻ ഒരു a, b cos a cos b, 
േകാൈസൻ ആണ്, ഒരു ൈമനസ് ബി ര؇് ഇര؂ിയാണ് ര؇് ൈസൻ ൈസൻ x y ്׹സ് ഡിയുെട ര؇് മട؛
എؗത് ൈമനസ് ൈമനസ് േകാസിന്െറ ؛സ് യുെട േകാസിന് തുലّമാെണؗും വീ؇ും ഇവിെട x y x y 
അേത പകരׯാരനായി തുലّമായ ഒരു ؛സ് ബി ര؇ിലും ഒരു ൈമനസ് ബി്ׯ ര؇് ര؇ിലും x y 
തുലّമാെണؗും ഞ׹ൾ മനشിലാׯി.  അവസാനം ഇവിെട ലഭിؗുׯത് ഒരു ؛സ് ബിയുെട 
ൈസനിേല്2 ׯ ആണ്  ര؇് േകാണുകളുെട േകാൈസനിന്െറ വّതّാസം തുകയുെട പകുതിയുെട 
ൈസനിന്െറ ഫലമായും ആ ര؇് േകാണുകളുെടയും വّതّാസവും ْപകടിؚിؗുׯ രീതി അതുേപാെല 
തെؗ ന്െറ ൈസൻ ؛സ് ؛സ് ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ ര؇് ആെണ്ؗ നമു്ׯ x x y x y sin x cos 
അറിയാം.  എؗതിനും ഞ׹ൾ ഇവിെട വീ؇ും അേത പകരം വയ്ׯൽ െചുؗുإ   തുലّം ؛സ് y x y 
ഒരു ؛സ് ൈമനസ് ആണ് ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ ൈമനസ് യുെട ൈസൻ യുെട x y bx y b x y b 
ൈസൻ ആയിരിുׯം ഈ ൈസനുകളുെട ആെകു؋ക ൈസനിന്െറയും േകാൈസന്െറയും 
ഉൽപؗമായി പരിവർ؋നം   െചؗുإതിനുت മെئാരു പദْപേയാഗമാണിത് ആ പദْപേയാഗം 
ഉപേയാഗി്׺ ഇത് മാئിرാപിുׯേآാൾ , ൈസൻ ഓഫ് ؛സ് ൈമനസ് എؗതിന് സമാനമായ x x y 
പദْപേയാഗം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, അതിനാൽ നമു്ׯ അത് ഇവിെട എഴുതാം ؛സ് എؗത് sine x y sine

 സ് ൈമനസ് ആണ് x cos y cos x sine y , sine x y sine x cos y minus cos x sin y؛
അതിനാൽ ൽ നി്ؗ ൈമനസ് കുറയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 2 sin x plus y sine x y 
മട്׹ ആണ്, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം ഇവിെട വീ؇ും വീ؇ും ഈ പദْപേയാഗ؋ിൽ cos x sin y 
നമു്ׯ െന ؛സ് ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാം  ര؇ിലും ൈമനസ് ബി ര؇ിലും , നമു്ׯ x- b y, 
ലഭിؗുׯത് ഒരു ؛സ് യുെട ര؇് ഇര؂ി േകാൈസൻ  ആണ് അതിനാൽ ഇത് ര؇് േകാണുകളുെട ടി b 
ചി؋صിന്െറ വّതّാസം പരിവർ؋നം െചؗുإതിനുت ഒരു പദْപേയാഗം നൽകുؗു  വീ؇ും o 
ൈസൻ, േകാൈസൻ എؗിവയുെട ഗുണനഫലം, മൂ്ؗ േകാണിന്െറ േകാൈസനും ൈസനും എ׹െന 
കണׯാׯാെമ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ മൂ്ؗ ന്െറ േകാൈസൻ ര؇് ؛സ് ന്െറ േകാൈസൻ എ്ؗ x x x 
എഴുതാം, പേײ ഒരു ؛സ് ബിയുെട േകാൈസൻ േകാൈസൻ ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം.  ബി ൈമനസ് 
ൈസനിന്െറ ഒരു േകാസിന്െറ ഒരു ൈസൻ ബി ഇേؚാൾ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിؗുׯത് ര؇് ന് x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എ ഇത് ര؇് ആയും ബി ന് തുലّമായും തിരെ؁ടുുׯം, നമു്ׯ മൂ്ؗ x x x 
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ന്െറ േകാൈസൻ േകാസ് ര؇് ഇര؂ി േകാസ് ആയി ലഭിുׯം  ൈമനസ് ൈസൻ ന്െറ ര؇് മട്׹ x x x x 
ൈസൻ ഇേؚാൾ തുലّമാണ് , ര؇് ന്െറ േകാൈസൻ ര؇് മട്׹ േകാസ് ചതുരം ൈമനസ് ഒؗിന് x x 
തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ മു്آ ഉരു؋ിരി؁ ഫലം ഉപേയാഗിുؗുׯ cos x
ൈമനസ് കൂടാെത ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁തും ര؇് ന്െറ ൈസൻ ര؇് മട്׹ ൈസൻ േകാസ് x x x 
ആണ് അതിനാൽ അതാണ് നأൾ പാപ؋ിനായി ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗത് ര؇് ഇവിെട തവണ x 
ൈസൻ ഇത് ന്െറ ൈമനസ് ര؇് േകാൈസന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഈ ْപേതّക പദം ര؇് x x 
തവണ േകാൈസൻ തവണ ൈസൻ  ചതുരം എؗാൽ ൈസൻ സ്കٔയർ എؗത് ഒരു ൈമനസ് x x x 
േകാസ് സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ര؇് ലഭിുׯം  കّൂബ് x cos x 
ൈമനസ് ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ടു കّൂബ് അത് 2 കّൂബ് ഇവിെടയും 2 cos x cos x cos x, cos x 
ഇവിെടയും 2 ആയി മാറുؗു, 
അ׹െന അത് 4 കّൂബ് ൈമനസ് 3 ആയി മാറുؗു , അതിനാൽ ഈ േഫാർമുല നി׹െള cos x cos x 
സഹായിുؗുׯ  അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ന്െറ േകാൈസനിന്െറ മൂലّം അറിയാെമ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ x 
േകാൈസന്െറ മൂ്ؗ മട്׹ മൂലّം വളെര എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാം, അതുേപാെല തെؗ ന്െറ x x 
ൈസനിന്െറ അടിرാന؋ിൽ മൂ്ؗ തവണ ൈസനിന്െറ മൂ്ؗ ന്െറ ൈസൻ കണׯാׯാൻ x x 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ മെئാരു പദْപേയാഗം എടുുؗുׯ.  മൂ്ؗ ൽ നأൾ ന്െറ േഫാർമുല x- a plus b sine 
ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു,  ؛സ് എؗതിന് തുലّമാണ് , നأൾ sine a cos b cos a sin b 
ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗത് ആയും ആയി ആയും ഇടാൻ േപാകുؗു, a two x b x 
അ׹െന അവ കൂ؂ിേ׺ർുׯേآാൾ  നമു്ׯ മൂ്ؗ ന്െറ ൈസൻ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ മൂ്ؗ x x 
ന്െറ ൈസൻ യുെട ൈസന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ര؇് ആണ്, അതിനാൽ യുെട ര؇് ഇര؂ി a a x b x 
ൈസൻ ആണ്, എؗാൽ എؗത് ആണ് ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ b x x cos x cos x cos x 
ര؇് തവണ ന്െറ ഞ׹ൾ  ര؇് ന്െറ ൈസൻ ര؇് ൈസൻ ആെണؗും ര؇് ന്െറ x x cos x x cos x x 
േകാൈസൻ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ചതുരം ആെണؗും അറിയുക, അതിനാൽ നأൾ ഈ sin x tw 
ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു  പദْപേയാഗ׹ൾ ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ ഇത് എؗതിന്െറ o sin two x 
പദْപേയാഗമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് ര؇് എؗത് ഒരു ൈമനസ് ര؇് ആണ്, cos x cos x sin square x 
അതിനാൽ ര؇് തവണ എؗാൽ എؗത് ഒരു ൈമനസ് sine x cos square x cos square x sin 

ആണ് എേؚാൾ നമു്ׯ ഈ പദْപേയാഗം തുറׯാം, square x 
അ׹െന അത് ൈമനസ് ര؇് കّൂബ് ആയി മാറുؗു, നി׹ൾ കൂടുതൽ ലളിതമാׯിയാൽ sin x sin x 
അത് മൂ്ؗ ൈസൻ ൈമനസ് നാല് ൈസൻ ന്െറ ന് തുലّമാകും, അതിനാൽ ഇത് നി׹ളുെട മൂ്ؗ x q x x 
ന്െറ അടയാളമാണ് . ന്െറ ൈസനിന്െറ മൂലّം നി׹ൾ്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ ന്െറ x 3x 
ൈസനിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാനാകും , തീർ׺യായും നി׹ൾ്ׯ തിരിു׺ം െചإാൻ കഴിയും, കാരണം 
ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ൈസൻ ന്െറ അടിرാന؋ിൽ കّൂബിക് ആെണ്ؗ നി׹ൾ x 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് ഒരു ആണ്  മൂ്ؗ ന്െറ ൈസനിന്െറ മൂലّം നി׹ൾ്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ , ഈ x 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ഭൂരിഭാഗവും ഞ׹ൾ സംസാരി׺ിت؂ുതും കൂടാെത ൈസൻ, േകാൈസൻ 
എؗിവെയുׯറി്׺ സംസാരി׺തും പദْപേയാഗ׹ൾ നൽകുؗതുമായ ഒരു കّൂബിക് സമവാകّ؋ിന്െറ
േവരുകൾ കെ؇ؗു؋തിലൂെട നി׹ൾ്ׯ ന്െറ അടയാളം കെ؇؋ാനാകും.  ൈസൻ ഓഫ് ؛സ് x x y
ൈസൻ ഓഫ് ൈമനസ് േകാസ് ഓഫ ്എു؛ ٧്ع ൈമനസ് യുെട തുടർ്ؗ മൂ്ؗ ന്െറ x y x y sy cos , x 
ര؇് ൈസനിന്െറ ര؇് ന്െറ ര؇് ന്െറ ര؇് േകാസ്, എؗാൽ നി׹ളുെട x x 3 x x cos x 
ْതിേകാണമിതി അനുപാത׹ളിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാവുؗതുേപാെല ന്െറ x tangent 
എؗ മെئാരു ഫംഗ്ഷൻ ഞ׹ൾ അവതരിؚിׯാൻ േപാകുؗു,  പേײ ഞ׹ൾ  ഇേؚാൾ ഇത് കൂടുതൽ 
ഔപചാരികമായി ഇവിെട അവതരിؚിുׯക, അതിനാൽ വീ؇ും നأൾ ഇവിെട യൂണി്ئ 
േറഡിയസിന്െറ ഒരു യൂണി്ئ സർׯിൾ പരിഗണിുؗുׯ , അതിന്െറ േകْؕം ഈ ബിؕുവിലാണ് , o 
ഇതാണ് തിരحീന അײം അײം ലംബ അײം അײമാണ് , നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ് ഉെ؇്ؗ x y p 
കരുതുക. ഇവിെടയുت സർׯിളിൽ ആരുെട േകാർഡിേനുئകൾ േകാർഡിേന്ئ ഉം a x a y 
േകാർഡിേന്ئ ഉം ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇത് ആണ് , അതിനാൽ ْഭമണേകാണിന്െറ ടാൻെജന്റ്, b a, b 
കാരണം നി׹ൾ ഈ േറഡിയസ് കാണുകയാെണ׸ിൽ ആദّം ഇവിെടയു؇്  തുട؋ׯിൽ ഒബിൽ op 
ആയതിനാൽ നമു്ׯ തുട؋ׯിൽ ഒരു േറ ഒബ് ഇവിെടയു؇് , ഈ ബിؕുവിെല؋ാൻ ഈ b p 
േകْؕ؋ിന് ചുുئം ഈ കിരണെ؋ ന്െറ േകാണിൽ കറׯണം, അതിനാൽ ْഭമണ؋ിന്െറ അളവ് o x x
ആണ് , അതിനാൽ ഈ ടാൻെജന്റ് ഇേؚാൾ എ׸ിൽ  നി׹ൾ ഇത് ശരിയായി േനാൂׯ  ഇവിെട gle 

ഇവിെട ഒരു ലംബമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇവിെട വലത് േകാണിന്െറ ْതിേകാണം triangle 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ േകാണിന്െറ ടാൻെജന്റ് എതിർ വശെ؋ നീള؋ിന്െറ എതിർവശ؋ിന്െറ 
മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േകാണിന്െറ എതിർവശം ആണ് നീളമുت ഈ വശം  x 
അടുتു؋ വശ؋ിന്െറ നീള؋ിന് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േകാണിന്െറ െതാ؂ടു؋ b so b 
വശം ആണ് ഈ വശം ആണ്, അതിന്െറ നീളം ആണ് ന് നീളം ആണ് , നി׹ൾ x oa a so tan x b a x 
കൂടുതൽ കാണാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ ْപഭാഷണം ഒ്ؗ അെ׸بിൽ അെത ْപഭാഷണം ഒ്ؗ ന്െറ x  
ൈസനിെന എതിർ വശം ൈഹേؚാെടനസിന്െറ നീളം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എതിർ വശ؋ിന്െറ നീളം 
എ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ിരുؗു, എؗാൽ ഇെതാരു യൂണി്ئ സർׯിൾ ആയതിനാൽ ഈ ൈഹേؚാെടനസ് 
യഥാർ،؋ിൽ യൂണി്ئ ൈദർഘّ؋ിന്െറ ആരമാണ് , അതിനാൽ േകാർഡിേനئിന് sine x y 
തുലّമാണ്.  ഈ ബിؕുവിന്െറ ന്െറ േകാൈസൻ എؗിവ ഈ വലത്േകാണ ْതിേകാണ؋ിന്െറ p , x 
െതാ؂ടു؋ വശ؋ിന്െറ നീള؋ിന് തുലّമായിരുؗു , ഇത് എؗ ഈ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ p x 
അبാെത മെئാؗുമب , അേؚാൾ തെؗ യുെട എؗത് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാׯി.  കാരّം b a no 
എؗാൽ െന ന്െറ േകാൈസൻ െകാ؇് ഹരിുؗുׯ , അതിനാൽ ഏത് േകാണിലും ന്െറ sine x x x 
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ടാൻെജന്റ് ന്െറ േകാൈസനിെല ന്െറ ടാൻെജന്റിന് തുലّമാണ് എؗ ബؖം നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ x x 
ഇവിെട തിരحീനമായ അു׺ത؇ിൽ , അത് െചإാൻ ഞ׹ൾ ഇവിെട വീ؇ും ഈ യൂണി്ئ 
സർׯിളിന്െറ സഹായം സٔീകരിുׯം േകْؕ؋ിൽ, അതിനാൽ നമു്ׯ ْഭമണ؋ിന്െറ േകാണിൽ o 
നി്ؗ ആരംഭിׯാം, പൂജّം ഡിْഗി്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട എവിെടേയാ 
പൂജّ؋ിലാണ്.  ഡിْഗികൾ 
അ׹െന ഡിْഗിയിൽ ആയിരിുׯേآാൾ നأൾ യഥാർ،؋ിൽ ഈ ബിؕുവിൽ എവിെടേയാ x 0 
ആണ്, അതിനാൽ ْഭമണം ഇبാ؋തിനാൽ ഈ യഥാർ،؋ിൽ ഇവിെടയു؇് , ഈ േപായിന്റിന്െറ OP 
േകാർഡിേന്ئ ഒരു േകാമ പൂജّമാണ് , അതിനാൽ ടാൻ അനുപാത؋ിന് തുലّമായതിനാൽ x y 
േകാർഡിേനئിന്െറ നീളവും ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനئിന്െറ ൈദർഘّവും y x 
േകാർഡിേനئിന്െറ മൂലّവും ആയതിനാൽ ന് തുലّമാകുേآാൾ ഞ׹ൾ ഇവിെടയു؇് , തുടർ്ؗ x 0 
നി׹ൾ ഈ അനുപാതം 0 ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഈ ഘ؋؂ിൽ േകാർഡിേന്ئ പൂജّമാണ് അതിനാൽy  

തുലّ സീേറാ ടാൻ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെടയാണ് നأൾ ْഗാഫിൽ ൽ പൂജّ؋ിന് x t  o x x-
തുലّമായത് , തുടർ്ؗ വർؑിؚിുׯേآാൾ നأൾ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, ഈ കിരണെ؋ നأൾx 
എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ തിരിׯാൻ ْശമിുؗുׯ, 
അ׹െന േപാകുؗു  ന്െറ മൂലّം വർؑിؚിുׯക, അതിനാൽ നأൾ ന്െറ മൂലّം x x 
വർؑിؚിുׯേآാൾ സംഭവിׯാൻ തുടؗു׹ത്, തുട؋ׯിൽ 0 ആയിരുؗ േകാർഡിേന്ئ േപാസിئീവ് y 
മൂലّ׹ൾ എടുׯാൻ തുടു׹ം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഡിْഗി്ׯ തുലّമായ ൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു x 45 x-
വലത് ഐേസാസിലിസ് ْതിേകാണമു؇്. ഇതിനായി േകാർഡിേനുئം േകാർഡിേനുئം തുലّ വലത് y x 
ആയിരിുׯം , അതിനാൽ ഡിْഗി ടാൻ ആയിരിുׯേآാൾ ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം, കാരണം x 45 x 
ര؇് േകാർഡിേനുئകളും റൂ؂ിൽ ഒؗായതിനാൽ തുലّമാകുേآാൾ േപായിന്റ ്ഇവിെട എവിെടേയാ x 
ആയിരിുׯം.  ൈപ എؗതിേല്ׯ നാല് െകാ؇് ഇത് ഒؗാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ന്െറ മൂലّം tan x 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗായി വർؑിുׯം , തുടർ്ؗ കൂടുതൽ വർؑിുׯേآാൾ സംഭവിؗുׯത് , x 
ഉദാഹരണ؋ിന്, കിരണ؋ിൽ അത് കൂടുതൽ കറു׹േآാൾ അതിന്െറ മൂലّം .  ടിയിൽ  അവൻ എതിർ
ഘടികാരദിശയിൽ ഇേؚാൾ കിരണം അവസാനിു׺െവ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ആംഗിൾ 
നമു്ׯ പറയുؗതിലും കൂടുതലാണ് , ഇത് നാൽؚ؋ിയ؀് ഡിْഗി ആയിരുെؗ׸ിൽ ആ േകാണിൽ 
ഇേؚാൾ നാൽؚ؋ിയ؀് ഡിْഗിയിൽ കൂടുതലാെണ്ؗ കരുതുക . ആംഗിൾ ൈപയുെട അടുേׯ്؋ 
ര؇ായി നീു׹േآാൾ , സംഭവിؗുׯത് , േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ കുറയാൻ തുടു׹കയും അത് x 
പൂജّേ؋ാട് വളെര അടു്؋ വരികയും െചുؗുإ, അതിനാൽ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗു, അതിനാൽ a a
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ േകാർഡിേന്ئ ഇേؚാഴും തുടരുؗു ഒؗിന് അടു്؋, അതിനാൽ നി׹ൾ y 
ൈപയിേല്ׯ ര؇ായി അടു്؋ േപാകുേآാൾ അത് എവിെടെയ׸ിലും ഒؗായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് 
പരിമിതമായിരിുׯം, പേײ ഇത് അടുേׯ്؋ േപാകുേآാൾ ഈ േകാണിന്െറ ടാൻെജന്റ് x x 
പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുകയും ൈപയുെട അടു്؋ ര؇് േപാകുകയും െചുإം  അനؓത കാരണം 
പൂജّ؋ിന് ഒؗായി 
അ׹െന േപാകും, ◌്ങെന അത് അനؓതയിേല്ׯ േപാകും, അ  ◌ുേപാെല തെؗ നമു്ׯ ഇത് വരയ്ׯാം 

െനഗ   ◌്റീവ് ൈസഡിന് അേത കാരّം വരയ്ׯാം, അതി   ◌ാൽ നി׹ൾ ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭി׺ാൽ ah 
നി׹ൾ ഘടി   ◌ാരദിശയിൽ േപായാൽ 
അ׹െന  ഇേؚാൾ നأൾ അറിയുؗത് േപാെല കുറ؁ിരിുؗുׯ ഘടികാരദിശയിൽ േപാകുؗത് 
നി׹ൾ്ׯ ഈ ْഭമണേകാണിന്െറ െനഗئീവ് മൂലّ׹ൾ നൽകും, അതിനാൽ ഇതാണ് ഉദാഹരണ؋ിന് 
നأൾ ഇവിെട ആയിരിുׯേآാൾ ഈ േകാൺ ൈമനസ് നാൽؚ؋ിയ؀് എ്ؗ പറയാം , അത് ഈ 
ْഗാഫിെല ൈമനസ് ൈപ്ׯ തുലّമാണ്.  നأൾ ഈ വശ؋ായിരിുׯേآാൾ, ഈ നാലാമെ؋ x 
കٔാْഡന്റിൽ േകാർഡിേന്ئ എ്ؗ പറയാം, േകാർഡിേന്ئ ഇേؚാഴും േപാസിئീവ് ആയിരിുׯം, പേײx x 

േകാർഡിേന്ئ െനഗئീവ് ആകും , അതിനാൽ ഈ കٔാْഡന്റിൽ ഇവിെട മൂലّം ന്െറ ടാൻെജന്റ് y x 
െനഗئീവ് ആയിരിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് ഈ േകാൺ 45 ഡിْഗി ആെണ׸ിൽ, നأൾ കാണുؗത് 
ൈമനസ് 45 ന്െറ ടാൻ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായിരിുׯം, കാരണം നി׹ൾ ഈ േപായിന്റ് q 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ  േപായിന്റ് േകാർഡിേന1 ്ئ റൂ؂് 2 ആയിരിുׯം, x 
എؗാൽ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് 1 ൈബ റൂ؂് 2 ആയിരിുׯം, കാരണം അത് നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ y 
ൈമനസ് 1 ൈബ റൂ؂് 2 ആണ്. അതിനാൽ ൈമനസ് 1 ന്െറ അനുപാതം റൂ؂് 2 െകാ؇് ഹരിുׯക  ഒ്ؗ വഴി 
ര؇് റൂ؂്  നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭിുؗുׯ, ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും ഇത് ൈമനസ് വൺ ആെണ്ؗ 
നമു്ׯ പറയാം, അതിനാൽ ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ൈമനസ് ൈപയിൽ നി്ؗ 
ഘടികാരദിശയിൽ നാല് ഘടികാരദിശയിൽ ൈമനസ് ൈപയിേല്2 ׯ േല്ׯ വീ؇ും േപാകുേآാൾ 
സംഭവിؗുׯത് േകാർഡിേന0 ്ئ േല്ׯ േപാകുؗു എؗതാണ് എؗാൽ േകാർഡിേനئിന്െറ മൂലّം x y 
െനഗئീവ് ആയതിനാൽ ഈ അനുപാതം ഇതുേപാെല ൈമനസ് അനؓതയിേല്ׯ േപാകും , സമാനമായ 
രീതിയിൽ  ◌് അؚുറം ര؇ായി ْഭമണം െചؗുإത് തുടരുؗതിലൂെട ഈ   ◌്രാഫ് മുഴുവനും pi   
പൂരിؚിׯാൻ കഴിയും, അ   ◌ിനാൽ െന അേപײി്׺ ഈ ْഗാഫ് പൂർ؋ിയാׯാൻ കഴിയും.  sine x cos 

ഉം ഉം ബൗ؇ഡ് ഫംഗ് ഷനുകളായിരുؗു , േബാ؇ഡ് എ്ؗ ഞാൻ അർ،മാؗുׯത്, xc sin x cos x 
ഏത് ന്െറയും ന്െറ മൂലّം എبായ് േؚാഴും ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലായിരിുׯം,x sin x 

ന്െറ മൂലّം ൈമനസ് വ؉ിനും ؛സ് വ؉ിനും ഇടയിലാണ്. ന്െറ ടാൻെജന്റിെനാؚം cos x x 
അ׹െനയب , മൂലّം യഥാർ،؋ിൽ ആംഗിൾ ന് പരിധികളിبാെത േപാകും, അത് x x 
യഥാർ،؋ിൽ  ◌്െറ ഒئ ഗുണിത׹ൾ്ׯ തുലّമായിരിുׯേآാൾ ന് അത് 2-ന്െറ ഒئ pi-  x-
ഗുണിത׹ൾ്ׯ തുലّമായിരിുׯേآാൾ എ   ◌്താണ് കാരണം നി׹ൾ ഇത് ക؇ാൽ എؗാൽ tan x sine

ൈബ മെئാؗുമب.  ക  അതിനാൽ ന്െറ േകാൈസൻ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുؗ എبാ നും x x x x x 
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ന്െറ ടാൻ പരിധിയിبാ؋തായിരിുׯെമ്ؗ വളെര വّװമാണ്, കൂടാെത ൈപയുെട ഒئ x 
ഗുണിതമാകുേآാൾ മാْതേമ ന്െറ േകാൈസൻ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുകയുൂت എ്ؗ നമുׯറിയാം. x 
ൈപയുെട ര؇് ടാൻ ന്െറ ഒئ ഗുണിതമാണ്, അത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി അെ׸بിൽ ؛സ് ഇൻഫിനിئി x 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ന്െറ ൈസനും ൈമനസ് ന്െറ േകാസും x x 
കണׯാׯിയതുേപാെല നമു്ׯ ൈമനസ് ന്െറ സമയം കണׯാׯാം, പേײ ന്െറ ടാൻ മുതൽ  x x 
ൈമനസ് ന്െറ േകാസ് ടാൻ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ൈസനിേനാട് തുലّമായിരിുׯം , x x x x 
ൈമനസ് യുെട േകാൈസൻ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ഇതിെന മ്ئ ചില േവരിയബിൾ ആയി xi y 
കണׯാׯാം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് , തുടർ്ؗ യുെട ടാൻ യുെട ൈസൻ ആണ് എؗാൽ y y y 
ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ എؗത് ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ്ഷനാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഇത് ൈമനസ് x sin x 
ന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് ന്െറ േകാൈസൻ ആണ് കാരണം ഒരു ഇര؂ ഫംഗ്ഷനാണ്, ഇത് ന്െറ x cos x 

ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ആണ് ടാൻ ഓഫ് അതിനാൽ ഇത് ന്െറ ൈമനസ് cosine sin x on cos x x x 
ടാനിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടാൻ ഓഫ ് യഥാർ،؋ിൽ ഒരു വിചിْതമായ ْപവർ؋നമാണ്, x 
കാരണം ഒരു ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ടാൻ ആണ്, നമു്ׯ ൈസൻ ഓഫ് ؛സ് ൈപ   വീ؇ും t  x x x 
കെ؇؋ാം  എؗത് തുലّമാണ്, നി׹ൾ്ׯ വീ؇ും ഈ േഫാർമുല ؛സ് എؗതിന് pi x y 
ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ؛സ് ആയി മാറും, അതിനാൽ ഇത് sine x , cos y cos x , sine y x 
 റിയാം, ൈസൻ ഓഫ് ൈപ pi sine cos y minus sin x sine yׯസ് യുെട ആണ് ഇേؚാൾ നമു؛
പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഈ പദം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകും, ഇവിെടയും ഈ   ദം പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകും, 
കാരണം ൈസൻ ഓഫ്   ൈ◌ ആയത   നാൽ അവേശഷിؗുׯത് ൈസൻ േകാസ് ൈപെയ x cos x cos   
െ◌ാ؇് ഹരി׺ാൽ മതി  ന് തുലّമാണ്, ഇത് ന്െറ ടാൻ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ pi i, cos x x 
കാണുؗത് ടാൻെജന്റ് ഫംഗ്ഷൻ യഥാർ،؋ിൽ യുമായി ആനുകാലികമാണ്, കാരണം ؛സ് pi x pi 
ന്െറ ഏത് േകാണിലും ന്െറ ടാൻജന്റിന് തുലّമാണ് , അതുേപാെല തെؗ നأൾ x tangent x x 
ൈമനസ് ൈപയുെട ടാൻെജന്റ് ന്െറ ടാൻെജന്റിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ േപാലും കഴിയും, x 
അതിനാൽ നമു്ׯ സിം ഉتതിനാൽ ൈപയുെട 2 ൈമനസ് ടാൻെജന്റ് എؓാെണ്ؗ േനാׯാം. ൈസൻx 
ഓഫ് ൈപ 2 ൈമനസ് ഉം േകാസ് ഓഫ ്ൈപ 2 ൈമനസ് ഉം ഇലാർ േഫാർമുലകൾ, ഇേؚാൾ നأൾ x x 
ഇതിെന ആയി കണׯാׯിയാൽ, യുെട ടാൻ േകാസ് െകാ؇് സിൻ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് y y y y 
ൈപയുെട ൈസൻ 2 ൈമനസ് ആണ് ര؇് ൈമനസ് െകാ؇്, എؗാൽ മുൻ ൈسഡുകളിൽ നി്ؗ , x x 
ൈപയുെട ൈസൻ ൈസൻ ര؇് ൈമനസ് ന്െറ േകാസിന് തുലّമാെണؗും േകാസ് ഓഫ് ൈപ ര؇് x 
ൈമനസ് ന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ൈപയുെട ൈപ ര؇് ൈമനസ് ആെണؗും കാണി׺ിരുؗു.x x 
 യഥാർ،؋ിൽ സാധാരണയായി വിളിׯെؚടുؗ ന്െറ വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് x 
യഥാർ،؋ിൽ ഒരു പുതിയ ഫംഗ്ഷനാണ്, ഞ׹ൾ ഇവിെട നിർവചിؗുׯത് അതിെന 
യഥാർ،؋ിൽ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് എ്ؗ cotangent cotangent co tangent 
എഴുതിയിരിുؗുׯ, പേײ ഞ׹ൾ അതിെന എ്ؗ ചുരുׯി എഴുതുؗു, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ cot x cot
ആണ് ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ൈപ എؗത് ന്െറ േടണിന്െറ വിപരീതം മാْതമാണ്, അത് x x cot of x 
എؗും എഴുതിയിരിുؗുׯ , ഇവിെട ഇؗെ؋ മൂؗാം ْപഭാഷണ؋ിൽ ഈ ױാشിൽ ഞ׹ൾ ന്െറ x x 

ൈമനസ് എؗിവയുെട പദْപേയാഗ׹േളാെടയാണ് ആരംഭി׺ത്. plus y, cos of x y cos two x cos 
എؗതിനും ഞ׹ൾ എؗതിനും വّതُّമٝായ നിരവധി three x sin two x sin three x 

സൂْതവാകّ׹ൾ ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ു  ഞ׹ൾ അതിെന ഒരു ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനായി 
ഔപചാരികമാؗുׯ ഫംഗ് ഷെന കുറിു׺ം ചർ׺ െചയ് തു, കൂടാെത  ടാൻ ഓഫ് ൈപയ് ്ׯah tangent ah 
ര؇് ൈമനസ് ന്െറ ചില ലളിതമായ പദْപേയാഗ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ആരംഭിു׺, x 
ഉദാഹരണ؋ിന് , ഇത് ഒരു ടാൻ ന് തുലّമാെണ്ؗ ഇവിെട കാണിുؗുׯ. നുت ْഗാഫ്, അടു؋ x- tan x-
-ൾ  ഈ tan ah tangent pi׹ൾ ക؇ു, ഞ׹ാؚം ആനുകാലികമാെണ്ؗ ഞׯിൽ ഫംഗ് ഷൻ യ് െشാױ

ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നും േْശണിയും നിർവചിׯാൻ േപാകുؗു , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ cotangent tangent
ഫംഗ് ഷനിേല്ׯ മട׹ാൻ േപാകുؗു. ൈസൻ, േകാൈസൻ എؗിവയ് ׯായി ഞ׹ൾ എؓാണ് െചയ് തത്,
ഈ തുകയ് ുׯം ആെകു؋കയുെടയും േകാണുകളുെട വّതّാസ؋ിന്െറയും സൂْതവാകّ׹ൾ നമു്ׯ 
ലഭിുׯേമാ എ്ؗ ഞ׹ൾ േനാׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ടാനിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ടാൻ 
ഓഫ് ؛സ് എഴുതാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ േനാׯാൻ േപാകുؗു എؗിവയും അതുേപാെല x y x, tan y 
തെؗ ൈമനസ് യ് ്ׯ ന്െറ ടാൻ, ന്െറ ടാൻ എؗിവയ് تുׯ പദْപേയാഗ׹ളും ടാൻ tan x y 2 x 3 x 
ഓഫ് ന്െറ അടിرാന؋ിൽ നؕി x Pru
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