
  िपछले ʩाƥान मŐ िũकोणिमतीय कायŘ पर तीसरे ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है, 
हमने एƛ माइनस वाई और कॉस ऑफ एƛ ɘस वाई के िलए कॉस एƛ कॉस वाई साइन एƛ और साइन वाई के संदभŊ मŐ एक 
अिभʩİƅ Ůाɑ की है,
 इसिलए हम जारी रखŐगे  इसके साथ और इस ʩाƥान मŐ हम साइन दो तीन दो तीन के िलए x sin x cos x cos x sine 

और कुछ अɊ ʩुȋिȅयो ंके िलए ʩंजक Ůाɑ करने जा रहे हœ,x cos x 
 इसिलए िपछले ʩाƥान मŐ हमने यह सािबत िकया िक माइनस बराबर है साइन cos of  x y cos x cos phi plus x

और िफर को इस को माइनस से बदलने पर हमŐ दूसरा एƛŮेशन िमलता है िक बराबर sine y ah y y cos x plus y 
माइनस है।cos x cos phi sin x sin y 

  इसका उपयोग िकया जा सकता है इन दो सूũो ंका उपयोग ŮिसȠ कोणो ंके अलावा िकसी अɊ कोण के कोसाइन को खोजने के िलए 
िकया जा सकता है उदाहरण के िलए हम पहले से ही कोसाइन और साइन को 45 िडŤी और 30 िडŤी के िलए जानते हœ तािक 15 के 
कोसाइन को खोजने के िलए इˑेमाल िकया जा सके इस सूũ का उपयोग करके िडŤी और के बराबर 45  िडŤी और िडŤी केx y 30 
बराबर है,
 इसिलए यहाँ िलखा गया है
 इसिलए 45 माइनस 30 और िफर िनिʮत ŝप से मœ यहाँ इस सूũ का उपयोग करता šँ
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह है जो िक 45 ɘस साइन 45 यहाँ साइन 30 है।cos x cos y 
 तो ये सभी हœ  िडŤी ठीक है और यह िनिʮत ŝप से कॉस 45 के बराबर 1 बटा ŝट 2 के बराबर है और कॉस 30 बराबर 3 बटा 2 के 
ŝट के बराबर है ।
 साइन 45 भी 1 बटा ŝट 2 है और साइन 30 आधा है तो आप इस तरह से Ůाɑ करते हœ  आपको पȾह िडŤी का िमलता है जो cos 
एक जमा के बराबर होता है तीन बटा दो गुणा मूल दो का वगŊमूल अब घटा और जमा जमा के िलए इन दो बुिनयादी cos x y x y 
सूũो ंका उपयोग करके अɊ सरलीकरण भी उदाहरण के िलए यहां Ůाɑ िकए जा सकते हœ यिद हमŐ िदया गया है  इस Ůकार का एक 
ʩंजक 2 तो इसे इस Ůकार िलखा जा सकता है, आइए हम इन दो समीकरणो ंपर ȯान कŐ िūत करŐ ,cos x cos y 
 इसिलए यिद हम इन दो समीकरणो ंको बाईं ओर जोड़ते हœ तो हमŐ घटा ɘस Ůाɑ होगा।cos x y cos x 
  ɘस वाई और दाईं ओर पाप एƛ पाप वाई रȞ करने जा रहा है Ɛोिंक यहां ɘस के ŝप मŐ यहां सा माइनस और िफर ये दोनो ंi  
जुड़ जाएंगे और हमŐ दो कॉस एƛ कॉस वाई िमलते हœ और
 इसिलए दो कॉस एƛ कॉस वाई 
एƛ माइनस वाई ɘस कॉस ऑफ एƛ ɘस वाई के बराबर है और इसी तरह अगर हम कॉस एƛ माइनस वाई माइनस की गणना 
करते हœ तो इन दोनो ंसमीकरणो ंमŐ यह पद रȞ हो जाएगा और हमŐ दो िमलŐगे,cos x plus y sin x sin y 
 इसिलए दो बराबर है घटा घटा जमा तो बाद मŐ जब हम बŠत कुछ करते हœ  उदाहरण sin x sin y cos x y cos x y 
आप देखŐगे िक इस Ůकार के सूũ बŠत उपयोगी होगें और यह अǅा होगा यिद आप इसे याद कर सकते हœ तो हमने िपछली ˠाइड मŐ 
देखा िक हम 15 िडŤी के की गणना कैसे कर सकते हœ कोई सोच सकता है िक अब हम िडŤी की गणना की है Ɛा cos cos 15 
हम 15 िडŤी के आधे के की गणना कर सकते हœ जो िक 7.cos 
5 िडŤी का है और हां ऐसा करने के िलए संभव है िक हम पहले के कोसाइन के संदभŊ मŐ दो की कोǛा के िलए एक ʩंजक cos x x 
Ůाɑ करŐ  और िफर Ɛा  हम यह करŐ गे िक हम को पȾह िडŤी के बराबर पȾह िडŤी का आधा करŐ गे और  तब हम देखŐगे िक हम x 
सात दशमलव पांच िडŤी के कॉस को हल कर सकते हœ और पता लगा सकते हœ,
 इसिलए अब दो एƛ के कॉस को एƛ ɘस एƛ के कॉस के ŝप मŐ िलखा जा सकता है 
और िफर हम 
एƛ ɘस वाई के कॉस के िलए िपछली ˠाइड पर फॉमूŊला का उपयोग करते हœ लेिकन साथ मŐ बराबर y x
 इसिलए जब आप इस समीकरण मŐ को के बराबर रखते हœ तो आपको गुणा घटा गुणा y x cos x cos x sin x sin x 
Ůाɑ होता है िजससे िक वगŊ घटा वगŊ हो जाता है लेिकन हम जानते हœ िक वगŊ जमा वगŊ है  सभी cos x sin x sin x cos x 

के िलए एक के बराबर है औरx 
 इसिलए इस समीकरण मŐ हम साइन वगŊ को एक घटा वगŊ से बदल सकते हœ और यही वह ʩंजक है जो हमŐ िमलता हैx cos x 
 इसिलए अब हम देखते हœ िक दो का x cos 

के कोसाइन के दो गुना वगŊ के बराबर है  माइनस वनx 
 इसिलए यिद आपको की कोǛा का मान पता चल जाता है तो आप दो की कोǛा के मान की गणना कर सकते हœ और वाˑव मŐ x x 
आप यह िदखा सकते हœ िक यह एक माइनस टू गुना पाप वगŊ के बराबर है, जो िक बŠत सरल है।x 
  आपको बस दो कदम पीछे जाने की जŝरत है और इस समीकरण मŐ यहां आपको इस कॉस ˍेयर को बदलने की जŝरत है  एƛ 
टमŊ बाय 1 माइनस िसन ˍायर एƛ हœ और इस तरह आपको यह शɨ यहां िमलता है, यह एƛŮेशन अब देखते हœ िक हम कॉस सेवेन 
पॉइंट फाइव िडŤी की गणना कैसे कर सकते हœ, यह देखते Šए िक हम िपछली ˠाइड से कॉस 15 िडŤी का मान जानते हœ।
 
समीकरण को दूसरे तरीके से भी िलखा जा सकता है,
 इसिलए हम िलख सकते हœ िक दो कॉस ˍायर एƛ एक ɘस कॉस टू एƛ के बराबर है और
 इसिलए कॉस एƛ ɘस के बारे मŐ अ˙ʼता के बराबर है और माइनस एƛ के मूʞ पर िनभŊर करेगा अब आइए कोिशश करŐ  और 
गणना करŐ  के िलए के का मान सात दशमलव पाँच के बराबर हैx x cos 
 इसिलए हम यहाँ इस समीकरण मŐ को सात दशमलव पाँच के बराबर रखते हœ लेिकन हम जानते हœ िक सात दशमलव पाँच िडŤी का x 
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एक धनाȏक संƥा या धनाȏक वाˑिवक संƥा है औरcos 
 इसिलए हम जा रहे हœ केवल धनाȏक वगŊमूल लŐ,
 इसिलए यह 7.
5 िडŤी के का मान है,cos 
 इसिलए दाईं ओर बŠत सरल है, हमŐ केवल कॉस 15 िडŤी का मान लेने की आवʴकता है िजसे हमने िपछली ˠाइड मŐ पįरकिलत 
िकया था और इसे यहां और िफर ̾थानापɄ करŐ   कंɗूटर Ůणािलयो ं इस ʩंजक का वगŊमूल घटा सूũ का उपयोग करते e cos x y 
Šए कई अɊ सरलीकरण िकए जा सकते हœ उदाहरण के िलए हम यह देखने की कोिशश करŐ गे िक घटा बटा 2 का Ɛा हैx pi cos 
तो यह हैcos x cos y 
 इसिलए यहां आपका बराबर है  पाई बटा दो नɬे िडŤी ɘस पाप साइन हम जानते हœ िक पाई बटा दो शूɊ है और पाई बटा y x y 
दो एक के बराबर है और
 इसिलए इस योग मŐ यहां पहला पद शूɊ होगा और केवल दूसरा पद होगा  योगदान दŐ  तो यह की Ǜा के बराबर है इसी तरह का x x 

जमा बटा दो हैcos pi 
 इसिलए अब हम ɘस के के िलए के बराबर बटा दो के िलए सूũ का उपयोग करŐ गे जो िक x y cos y pi cos x cos y 
घटा िफर से है  यहाँ Ɛोिंक बटा दो का शूɊ है, यह पहला पद शूɊ के बराबर है औरsin x sin y pi cos 
 इसिलए हमŐ जो िमलता है वह ऋणाȏक है इसी तरह हम जमा की Ǜा के िलए दो और घटा की Ǜा के िलए ʩंजकx y pi y pi 
की गणना कर सकते हœ, लेिकन आप होगें शायद यह सोचकर िक हमने जमा की Ǜा और x y x min .
 के के ʩंजको ंको शािमल नही ंिकया है  हमŐ लेिकन इसके साथ कुछ ऐसा है जो हम अगली कुछ ˠाइड्स मŐ करŐ गे, लेिकन sin y 
इसके िबना भी हम ɘस की साइन को दो से गणना करने मŐ सƗम होना चािहए यिद आप इस समीकरण पर वापस जाते हœ, जहां y pi 
हमने िलखा था िक एƛ माइनस पीआई बटा टू अब एƛ की साइन है अगर हम इस एƛ को यहां से बदलते हœ तो हम cos of  
कहते हœ िक एƛ वाˑव मŐ वाई ɘस पीआई बटा 2 के बराबर है तो हमŐ जो िमलता है वह वाई ɘस पीआई बटा 2 की साइन है जो िक 
इसके बराबर है  एƛŮेशन लेिकन के बराबर ɘस बटा टू के साथx y pi 
 इसिलए हम यहां इस Ůित̾थापन का उपयोग कर रहे हœ
 इसिलए ɘस बटा टू का साइन y pi 

के बजाय कॉस के बराबर है हम ɘस को दो से और िफर माइनस को दो से यहां रखते हœ।x y pi pi 
 बस का है इसी तरह हम यह पता लगा सकते हœ िक माइनस बटा 2 का कौन सा िचɎ है, Ɛा हम इस समीकरण पर y cos y pi 
वापस जाते हœ िक हमने अभी-अभी ʩुȋɄ िकया था Ɛोिंक ɘस बटा 2 माइनस के बराबर है, तो यहाँ हम Ɛा करते x pi sin x 
हœ  हम Ůित̾थापन के बराबर घटा बटा 2 करने का Ůयास करते हœ तो हमŐ जो िमलता है वह यह है िक साइन घटा बटाx y pi y pi 
2 का ऋण है  के बजाय हमŐ माइनस को 2 से लगाना है।eq ual to cos now x y pi 

 इसिलए हमŐ िमलता है िक यहाँ दो से एक ɘस है लेिकन यहाँ एक माइनस साइन है और चंूिक हमारे यहाँ माइनस साइन नही ंहै,pi 
 इसिलए हमŐ एक लगाने की आवʴकता है  यहाँ पर माइनस साइन हो जाता है
 इसिलए यह की माइनस कोसाइन के बराबर हो जाता है, yy 
 इसिलए ये चार सवŊसिमकाएँ बŠत उपयोगी हœ और हम देखŐगे िक जब हम 
इस ˠाइड मŐ बाद मŐ कुछ उदाहरण सम˟ाएँ करते हœ तो अब हम 

के के िलए इस ʩंजक के समान ʩुȋɄ करने जा रहे हœ।x cos 
  माइनस बराबर माइनस के िलए और y cos x cos y plus sin x sin yi x y cos x cos y sine x 

के संदभŊ मŐ एक ʩंजक Ůाɑ करने जा रहा šँ और उसके िलए हम िपछले पृʿ पर पįरणाम का उपयोग करŐ गे जहाँ  हमने sine y 
िदखाया था िक िकसी भी कोण के िलए Ǜा की Ǜा बराबर होती है यिद आप तो की Ǜा घटा बटा 2 की कोǛा के z z x x pi 
बराबर होती है।
 तो की Ǜा घटा से बटा ऋण की 2 कोǛा होती है बटा 2.z z pi z pi 
 और यहाँ हम इसे के बराबर मानŐगेz 
 इसिलए इस पहचान का उपयोग करने से हमŐ जो िमलता है वह की Ǜा है कॉस ऑफ़ माइनस बटा 2 लेिकन है z z pi z x 
माइनस तो यह माइनस बटा टू की कोǛा है िजसे मœ माइनस ɘस बटा 2 के कोसाइन के ŝप मŐ िलख सकता šँy z pi x y pi 
 इसिलए अब यिद आप इस एƛŮेशन को यहाँ देखते हœ तो फॉमŊ कॉस का है माइनस बी या कॉस ऑफ एƛ माइनस वाई जहां मœ इसे 
नए वाई के ŝप मŐ मानंूगा और िफर हम इस फॉमूŊले का उपयोग करते हœ,
 इसिलए हम इसे कॉस एƛ कॉस एनयू वाई के बराबर पाते हœ,
 इसिलए यह नया वाई है
 इसिलए कॉस एƛ कॉस वाई और िफर ɘस साइन गुना अब िपछली ˠाइड से हम cos x cos nu i x sine of nu y 
जानते हœ िक ɘस टू कॉस ऑफ़ ɘस बटा टू कॉस ऑफ़ ɘस बटा टू माइनस हैy y pi y pi sin y 
 इसिलए मœ बस šँ  इस को यहाँ से बदलने जा रहे हœ, x y 
इसिलए यहाँ यह शɨ बन जाता है और िफर एक ऋण िच˥ ɘस साइन होता है और िफर िपछली ˠाइड से हमने cos x y x y 
ɘस की साइन को दो से समान िकया था।pi 

के के ŝप मŐ  y cos 
 इसिलए इसका उपयोग करते Šए िक हमारे पास जमा बटा 2 की Ǜा है और यह अंितम ʩंजक है जो िक घटा की Ǜा y pi x y 
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साइन के बराबर है  इस फॉमूŊले का उपयोग करके अब हम आसानी से ɘस की x cos ym inus cos x sin y x y 
साइन के िलए ʩंजक Ůाɑ कर सकते हœ, हमŐ बस इस को साइन ɘस के िलए माइनस से बदलने की आवʴकता है, हम y x y y 
इसे माइनस माइनस की साइन के ŝप मŐ िलखते हœ,x y 
 इसिलए यह माइनस की तरह है जो हमने िपछली ˠाइड से माइनस की साइन के िलए ʩंजक मŐ िदया था, हम जानते हœ y y x y 
िक माइनस की साइन साइन माइनस है औरx y x cos y cos x sine y 
 इसिलए यहाँ बस इस को माइनस से बदल िदया जाएगा।y y 
 एƛ ɘस वाई की साइन Ůाɑ करŐ  , माइनस वाई की साइन एƛ कॉस माइनस वाई माइनस कॉस एƛ साइन ऑफ माइनस वाई अब 
हम जानते हœ िक कोसाइन एक सम फंƕन है और साइन एक ऑड फंƕन है
 इसिलए माइनस वाई की कोसाइन कॉस वाई है और माइनस वाई की साइन है  माइनस साइन इन दो तȚो ंका उपयोग करके हम y 
आगे पाते हœ िक साइन एƛ ɘस वाई अंत मŐ साइन एƛ कॉस वाई ɘस कॉस एƛ साइन वाई के बराबर है,
 इसिलए अब हमने दो कोणो ंके योग और अंतर के संकेत के िलए ʩंजक भी Ůाɑ िकए हœ जो िक हम हœ  िपछली कुछ ˠाइड्स मŐ िकया 
था और मœने दो समानो ंको संƗेप मŐ Ůˑुत िकया है यिद हम इन दो समीकरणो ंको इस पद को यहाँ जोड़ दŐ  तो यह पद रȞ हो जाएगा और
इस पद का दोगुना Ůाɑ होगा और
 इसिलए दो गुना पाप जमा जोड़ के बराबर है ऋण एक मŐ  इसी तरह अगर हम साइन एƛ ɘस वाई sin x cos y x y x y 
माइनस साइन एƛ माइनस वाई की गणना करते हœ तो यह शɨ इन दो शतŘ को रȞ कर िदया जाएगा और दो बार कॉस एƛ साइन वाई
िमलेगा
 इसिलए दो कॉस एƛ साइन वाई बराबर पाप एƛ ɘस वाई माइनस साइन एƛ माइनस वाई होगा  अब देखŐ िक कोण के दोहरे के 
िच˥ की गणना कैसे करŐ  यिद हम इस कोण के िच˥ और कोसाइन को जानते हœ बŠत सरल है तो हम ɘस के ʩंजक x sin x y 
पर वापस जाते हœ और हम इस को से Ůित̾थािपत करते हœ तािक हमŐ Ǜा दो Ůाɑ हो ɘस का Ǜा है अब इस सूũ मŐy x x , x x 
हमारे पास बराबर है, तो यहाँ के बराबर है और यहाँ के बराबर है,y x y x y x 
 इसिलए हमŐ ɘस िमलता है जो दो गुना के बराबर है  पहले हमने देखा था sin x cos x cos x sin x sin x cos x 
िक िकसी कोण के आधे भाग की कोǛा कैसे ǒात की जाती है
 इसिलए हमने देखा िक कोǛा की गणना कैसे की जाती है पȾह बटा दो िडŤी जब हम केवल पȾह िडŤी के कोसाइन का मान जानते थे
तो इसी तरह हम आपको िदखाएंगे िक िकसी कोण के आधे के िच˥ की गणना कैसे करŐ ,x 
 इसिलए हम इस सूũ से शुŝ करते हœ Ɛोिंक दो एƛ बराबर एक घटा दो साइन  वगŊ िजसे हम िपछली ˠाइडो ंमŐ से एक पर पहले x 
ही Ůाɑ कर चुके हœ,
 इसिलए यहाँ से जोड़तोड़ करने से हमŐ जो िमलता है वह है पाप वगŊ एक ऋण दो बटा दो है औरx x 
 इसिलए पाप बराबर है x 
एक ऋण का मूल घटा दो दो से अिधक यहाँ िफर से ɘस और माइनस का चुनाव के मान पर िनभŊर करेगा , उदाहरण के cos x  x 
िलए यिद हम इस सूũ का उपयोग करके 7.
5 िडŤी की साइन का पता लगाते हœ तो हमŐ 7.
5 िडŤी की Ǜा िमलती है जो अब हम जानते हœ िक Ǜा के बराबर है  7.
5 िडŤी एक धनाȏक वाˑिवक संƥा है और
 इसिलए हम यहां केवल धनाȏक िच˥ लेते हœ,
 इसिलए यह 1 माइनस कॉस के वगŊमूल के बराबर है 15 िडŤी 2 से अिधक और यह हम गणना कर सकते हœ Ɛोिंक हम पहले से ही 15 
िडŤी के कोसाइन का मान जानते हœ यह जानो  समीकरण है िक एƛ ɘस वाई ɘस कॉस ऑफ एƛ माइनस वाई दो कॉस एƛ कॉस 
वाई है, अब मान लीिजए िक एƛ वाˑव मŐ दो अलग-अलग कोणो ंके योग के आधे के योग के बराबर है और आधे के योग का आधा y 
है  इन दो समान कोणो ंए और बी के अंतर के बारे मŐ,
 इसिलए यिद हम एƛ को ɘस बी के साथ दो और वाई के साथ एक माइनस बी के साथ दो से Ůित̾थािपत करते हœ तो हमŐ जो िमलता है 
वह यह है िक दो कॉस ए ɘस बी दो से कॉस ए  माइनस बी बटा टू बराबर अब कॉस एƛ ɘस वाई है लेिकन एƛ ɘस वाई एक ɘस 
बी है जो दो से अिधक है और एक माइनस बी दो से अिधक है जो िक ए है
 इसिलए हमŐ कॉस ए िमलता है और इसी तरह एƛ माइनस वाई बी है
 इसिलए एƛ माइनस वाई का कॉस है बी तो यह सूũ वाˑव मŐ आपको दो कोसाइनो ंके योग को योग के दो कोसाइनो ंके योग मŐ 
पįरवितŊत करने का एक तरीका देता है और अंतर योग और अंतर के योग का आधा िहˣा है,
 इसिलए िकसी भी कोण के िलए ए और बी कॉस ए ɘस कॉस बी जो िक योग है कोणो ंकी कोǛा एक जोड़ की दो गुना कोǛा है एकd 
ऋणाȏक की दो गुना कोǛा और इसी तरह अगर हम भी याद रखŐ हमने यह भी ʩुȋɄ िकया था िक दो साइन साइन बराबर b x y 
कॉस ऑफ़ माइनस माइनस कॉस ऑफ़ ɘस और िफर से वही Ůित̾थापन यहाँ के बराबर ɘस बटा टू और x y x y x a b y 
बराबर माइनस बटा टू के साथ कर रहे हœ हम Ɛा करŐ गे  अंत मŐ यहां Ůाɑ करना b 
एक ɘस बी की साइन मŐ 2 है और एक माइनस बी की साइन मŐ दो बराबर एƛ माइनस वाई बराबर बी है
 इसिलए बी माइनस एƛ ɘस वाई की कोसाइन एक कोसाइन है ,
 इसिलए यह सूũ आपको िफर से देता है  योग के आधे की Ǜा के गुणनफल के ŝप मŐ दो कोणो ंकी कोǛा के अंतर को ʩƅ करने का
तरीका और उन दो कोणो ंके अंतर को इसी तरह हम जानते हœ िक की Ǜा ɘस जमा घटा की Ǜा दो है  x y x y sin x cos 

का और हम यहाँ िफर से वही Ůित̾थापन करते हœ िजसमŐ बराबर जोड़ बटा दो और बराबर एक ऋण बटा दो होता है,y x a b y b 
तो हमŐ जो िमलता है वह जोड़ का दो बटा दो गुना एक ऋण बटा दो का कोǛा होता है बराबर जोड़ एक जोड़ की Ǜा हैa b b x y 
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घटा घटा है, है, तो घटा है, का Ǜा होगा, यह x y, bx y x y , b 
Ǜा के इन योगो ंको Ǜा और कोǛा के गुणनफल मŐ पįरवितŊत करने के िलए एक और ʩंजक है, इसी तरह हम यह भी जानते हœ िक x 
की Ǜा घटा की Ǜा घटा बराबर होती है Ɛोिंक जमा की Ǜा Ǜा जमा होती है।y x y x y x cos y cos x sine y 
  जब हम इसे उस ʩंजक से Ůित̾थािपत करते हœ और जमा ऋण की Ǜा के िलए भी समान ʩंजक Ůाɑ करते हœ तो हम इसे x x y 
यहाँ िलख सकते हœ और ऋण है साइन sine x plus y is sine x cos y plus cos x sine y sine x y 
एƛ कॉस वाई माइनस कॉस एƛ पाप वाई
 इसिलए यिद हम साइन एƛ माइनस वाई को पाप एƛ ɘस वाई से घटाते हœ तो हमŐ 
2 गुना कॉस एƛ पाप वाई िमलता है,
 इसिलए इस अिभʩİƅ मŐ यहां और िफर से हम एƛ को ɘस के साथ बदल सकते हœ  बटा दो और माइनस बटा टू के साथ b y b 
और जो हम अंत मŐ Ůाɑ करŐ गे वह है ɘस की दो गुना कोǛा माइनस बटा दो बराबर साइन की Ɛोिंक जमा काa b b a x y b 
माइनस साइन है तो यह आपको दो कोणो ंt .
 के िच˥ के अंतर को पįरवितŊत करने के तरीके के िलए एक ʩंजक देता है  िफर से साइन और कोसाइन का उȋाद अब देखते हœ िक o 
कोण के तीन गुना कोसाइन और साइन की गणना कैसे की जाती है 
तािक तीन की कोǛा को दो ɘस की कोǛा के ŝप मŐ िलखा जा सके x x x 
लेिकन हम जानते हœ िक ɘस की कोǛा कोसाइन है  घटा अब इस फॉमूŊले का उपयोग a b a cos of b sine a sine b 
करके दो के बराबर है तो यह इसे दो और के बराबर x a x b 

के ŝप मŐ चुनेगा हम तीन की कोǛा Ůाɑ करŐ गे जैसे दो गुना एƛ माइनस साइन दो एƛ गुना Ǜा एƛ जो x x cos x cos  
अब के बराबर है हम जानते हœ िक दो एƛ की कोǛा दो गुना कॉस ˍायर एƛ माइनस वन के बराबर है
 इसिलए हम उस पįरणाम का उपयोग करते हœ जो हमने पहले के समय कोस एƛ माइनस Ůाɑ िकया था और हमने भी Ůाɑ िकया था 
दो की Ǜा दो गुना Ǜा है,x x cos x 
 इसिलए हम पाप के िलए उपयोग करने जा रहे हœ   वगŊ लेिकन Ǜा वगŊ और कुछ नही ंबİʋ एक घटा Ɛोिंक वगŊ है तो अंत मŐ x x x 
हमŐ दो िमलते हœ कॉस Ɛूब एƛ माइनस कॉस एƛ माइनस टू कॉस एƛ ɘस टू कॉस Ɛूब एƛ जो िक 2 कॉस Ɛूब एƛ यहां और 
2 के बराबर है तािक 4 कॉस Ɛूब एƛ माइनस 3 कॉस एƛ हो जाए तो यह कोसाइन है
 इसिलए यह फॉमूŊला आपकी मदद करता है 
 इसिलए यिद आप की कोǛा का मान जानते हœ तो आप बŠत आसानी से तीन गुना की कोǛा के मान की गणना कर सकते हœ x x 
इसी तरह अब हम एक और ʩंजक Ůाɑ करते हœ जो की Ǜा के पदो ंमŐ तीन गुणा Ǜा की गणना करता है, x x 
इसिलए पुन: Ǜा  तीन एƛ मŐ से हम ए ɘस बी के बराबर साइन ए कॉस बी ɘस कॉस ए पाप बी के सूũ का उपयोग करने जा रहे हœ 
और हम उपयोग करने जा रहे हœ हम एƛ के ŝप मŐ दो एƛ और बी को एƛ के ŝप मŐ रखने जा रहे हœ तािक जब वे जुड़ जाएं  हमŐ 
तीन की Ǜा Ůाɑ होती है,x 
 इसिलए हमŐ तीन की Ǜा Ůाɑ होती है , की Ǜा के बराबर होती है, लेिकन की Ǜा दो की गुणा होती है, लेिकन की x a a x b x 
की Ǜा होती है,
 इसिलए की घातांक और की Ǜा की की दो गुणा की Ǜा होती है।x x x 
 पता है िक दो की Ǜा दो Ǜा है और दो की कोǛा एक घटा दो पाप वगŊ है,x x cos x x x 
 इसिलए हम इन दो का उपयोग करने जा रहे हœ  यहां अिभʩİƅ है तो यह पाप दो के िलए अिभʩİƅ हैo x 
 इसिलए हम गुणा करने जा रहे हœ िक कॉस एƛ ɘस कॉस टू एƛ एक माइनस दो पाप वगŊ एƛ है
 इसिलए दो साइन एƛ गुणा कॉस ˍायर एƛ लेिकन कॉस ˍायर एƛ एक घटा पाप वगŊ है और जब हम इस अिभʩİƅ को x 
खोल सकते हœ तो यह घटा दो घन हो जाता है, िजसे यिद आप और सरल करते हœ तो यह के तीन साइन घटा sin x sin x x x 
चार साइन के बराबर होगा,q 
 इसिलए यह आपका तीन का संकेत है, िफर से  आप देख सकते हœ िक हम कर सकते हœ यिद आप की साइन का मान जानते हœ तोx x 
आप की साइन का मान पा सकते हœ और िनिʮत ŝप से आप इसके िवपरीत भी कर सकते हœ Ɛोिंक यह वाˑव मŐ है यिद आप 3x 
देखते हœ िक यह िहˣा साइन एƛ के संदभŊ मŐ घन है तो  यिद आप तीन की Ǜा का मान जानते हœ, तो आप एक घन समीकरण की x 
जड़ो ंको हल करके का िच˥ Ůाɑ कर सकते हœ , इस ʩाƥान के अिधकांश भाग की हम बात कर रहे हœ और िपछले ʩाƥान मŐ भी x 
हम साइन और कोसाइन के बारे मŐ बात कर रहे हœ और इसके िलए ʩंजक दे रहे हœ।

की Ǜा की Ǜा घटा ɘू की माइनस और िफर दो तीन   x y x x y cos  sy cos of x y x sine of x cos 
का दो का तीन लेिकन िफर हम के ˙शŊरेखा नामक इस अɊ फ़ंƕन को पेश करने जा रहे हœ जैसा िक आप पहले से x cos x x 
ही अपने िũकोणिमतीय अनुपात से जानते होगें लेिकन हम  इसे यहां और अिधक औपचाįरक ŝप से पेश करŐ  अब हम िफर से इकाई 
िũǛा के एक इकाई सकŊ ल पर िवचार करते हœ िजसका कŐ ū इस िबंदु ओ पर है और यह Ɨैितज अƗ एƛ अƗ है ऊȰाŊधर अƗ वाई अƗ
है और मान लीिजए िक हमारे पास यह िबंदु पी है 
यहां सकŊ ल पर और िजनके िनदőशांक हœ एƛ िनदőशांक ए है और वाई समɋय बी है
 इसिलए यह एक है और यह बी है और
 इसिलए रोटेशन के कोण के ˙शŊक हœ Ɛोिंक यिद आप देखते हœ िक यह सेशन िũǛा शुŝ मŐ यहां है  शुŜआत मŐ तो इस तरह िकरण 
हमारे पास शुŝ मŐ एक िकरण ओब है और बी के िलए इस िबंदु पी तक पŠंचने के िलए हमŐ इस कŐ ū के चारो ंओर एƛ के कोण से इस 
िकरण को घुमाना होगा,
 इसिलए रोटेशन की माũा एƛ है और
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 इसिलए अब यह ˙शŊरेखा है यिद आप इसे सही से देख रहे हœ  िũभुज को यहाँ देखŐ Ɛोिंक यह एक लंबवत है
 इसिलए यिद आप यहाँ समकोण िũभुज को देखते हœ तो इस कोण की ˙शŊरेखा 
िवपरीत भुजा की लंबाई के िवपरीत के मान के बराबर होती है
 इसिलए इस कोण की िवपरीत भुजा वह भुजा है िजसकी लंबाई है  बी के बराबर बी तो बी आसɄ पƗ की लंबाई परx 
 इसिलए इस कोण के िलए आसɄ पƗ यह पƗ है ओ िजसकी लंबाई इतनी तन है एƛ बी बटा ए है और यिद आप 
शायद ʩाƥान एक या हां ʩाƥान एक मŐ आगे देखने की कोिशश करते हœ हमने की Ǜा को िवपरीत भुजा की लंबाई x 
को कणŊ की लंबाई से िवभािजत करने के ŝप मŐ पįरभािषत िकया था, लेिकन चंूिक यह एक इकाई वृȅ है, यह कणŊ वाˑव मŐ इकाई 
लंबाई का एक िũǛा है और
 इसिलए साइन बस िनदőशांक के बराबर था  इस िबंदु का और का कोǛा इस समकोण िũभुज की आसɄ भुजा की लंबाई x y p x 
के बराबर था जो िक इस िबंदु के िनदőशांक के अलावा और कुछ नही ंहै जो िक है और तब हमŐ तुरंत पता चला िक बटा p x a b a 
नही ंहै  बात है लेिकन साइन एƛ को एƛ के कोसाइन से िवभािजत िकया गया है और
 इसिलए हमŐ यह संबंध िमलता है िक िकसी भी कोण एƛ के िलए एƛ के ˙शŊरेखा एƛ के कोसाइन पर साइन एƛ के बराबर है 
आइए अब हम वाई अƗ बनाम एƛ पर टैन एƛ के Ťाफ को ɘॉट करने का Ůयास करŐ   यहां Ɨैितज अƗ पर और हमारे िलए ऐसा 
करने के िलए हम िफर से इस इकाई सकŊ ल की मदद लŐगे, िजसका कŐ ū है, तो मान लŐ िक हम रोटेशन के कोण से शुŝ करते हœ o x 
शूɊ िडŤी के बराबर है
 इसिलए हम यहां कही ंशूɊ पर हœ  िडŤी
 इसिलए जब िडŤी पर होता है तो हम वाˑव मŐ इस िबंदु पर कही ंहोते हœ Ɛोिंक कोई रोटेशन नही ंहोता हैx 0 
 इसिलए यह ऑप वाˑव मŐ यहां खȏ हो जाता है और इस िबंदु का समɋय एक अʙिवराम शूɊ है और
 इसिलए चंूिक तन अनुपात के बराबर है का िनदőशांक इस िबंदु के िनदőशांक की लंबाई से िनदőशांक के मान तक है,x y y x 
 इसिलए जब के बराबर है तो हम यहां हœ और िफर यिद आप देखते हœ िक यह अनुपात केवल 0 के बराबर है Ɛोिंक इस िबंदु पर x 0 

िनदőशांक शूɊ हैy  
 इसिलए बराबर x t .
 पर  का ज़ीरो टैन शूɊ हैo x 
 इसिलए यह वह जगह है जहाँ हम Ťाफ़ पर के बराबर शूɊ पर हœ और िफर जैसे-जैसे हम बढ़ाते हœ तो हमारा मतलब यह है िक x x 
यह िकरण हम वामावतŊ िदशा मŐ घूमने की कोिशश करते हœ तािक यह जा रहा हो  के मान मŐ वृİȠ करŐ ,x 
 इसिलए जब हम का मान बढ़ाते हœ तो जो होना शुŝ होता है वह यह है िक िनदőशांक जो शुŝ मŐ 0 था, सकाराȏक मान लेना शुŝx y 
कर देगा उदाहरण के िलए के बराबर 45 िडŤी पर हमारे पास एक समिȪबाŠ िũभुज है।x 
 िजसके िलए िनदőशांक और िनदőशांक दोनो ंबराबर सही होगें औरy x 
 इसिलए जब िडŤी के बराबर है, तो का तन एक के बराबर होगा Ɛोिंक दोनो ंिनदőशांक एक बटा ŝट दो हœx 45 x 
 इसिलए वह िबंदु यहां कही ंहै तो जब बराबर  चार से पीआई करने के िलए मान लŐ िक यह एक हैx 
 इसिलए टैन एƛ का मान शूɊ से बढ़कर एक हो जाएगा और िफर जब एƛ आगे बढ़ता है तो Ɛा होता है िक उदाहरण के िलए मान 
जब िकरण आगे घूमती है  मŐ  वह वामावतŊ िदशा मŐ है और मान लीिजए िक िकरण अब यहाँ खȏ हो गई है,
 इसिलए अब कोण हमारे कहने से अिधक है तो मान लीिजए िक अगर यह पœतालीस िडŤी था तो कोण अब पœतालीस िडŤी से अिधक है,
 इसिलए शायद हम कही ंदो से पीआई के करीब हœ आप जाते हœ Ɛोिंक कोण दो से के करीब जाता है Ɛा होता है िक िबंदु का pi x 
िनदőशांक कम होना शुŝ हो जाता है और यह शूɊ के बŠत करीब हो जाता है
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से शूɊ हो जाता हैa 
 इसिलए शूɊ पर जाता है लेिकन िनदőशांक अभी भी है एक के करीब तो यह लगभग एक होगा Ɛोिंक आप दो से पीआई के a y 
करीब जाते हœ, Ɛोिंक यह सीिमत होगा लेिकन यह इस कोण के ˙शŊरेखा को शूɊ पर जाएगा Ɛोिंक पास जाता है और पीआई x x 
के करीब दो से जाना शुŝ हो जाएगा  अनंत Ɛोिंक एक शूɊ से तो यह इस तरह से जाएगा
 इसिलए यह अनंत तक जाएगा और इसी तरह हम इसे आकिषŊत कर सकते हœ आह नकाराȏक पƗ के िलए एक ही चीज़ खीचं सकते हœ
 इसिलए यिद आप यहां से शुŝ करते हœ और यिद आप दिƗणावतŊ िदशा मŐ जाते हœ तो अब हम कम हो गए हœ जैसे हम जानते हœ  
दिƗणावतŊ िदशा मŐ जाने से आपको इस रोटेशन कोण के नकाराȏक मान िमलŐगे ,
 इसिलए ऐसा है उदाहरण के िलए जब हम यहां हœ तो यह कोण हमŐ माइनस पœतालीस कहता है तािक इस Ťाफ पर के बराबर माइनस x 

बटा फोर से मेल खाती हो लेिकन  जब हम इस तरफ होते हœ तो िकसी भी िबंदु का िनदőशांक मान लŐ िक इस चौथे चतुथाōश मŐ pi x x 
िनदőशांक अभी भी िनदőशांक है, िफर भी सकाराȏक रहेगा लेिकन िनदőशांक ऋणाȏक होने वाला है औरx y 
 इसिलए इस चतुथाōश मŐ यहाँ का मान की ˙शŊरेखा ऋणाȏक होगी और यिद आप उदाहरण के िलए इसे आजमाते हœ यिद यह कोण x 
45 िडŤी है तो हम जो देखŐगे वह यह है िक माइनस 45 का टैन माइनस 1 के बराबर होगा Ɛोिंक यिद आप इस िबंदु को यहां देखते हœq 
तो इसके िनदőशांक  िबंदु िनदőशांक होगा ŝट 2 से 1 होगा लेिकन िनदőशांक शूɊ से 1 ŝट 2 से होगा Ɛोिंक यह चौथे चतुथाōश मŐ x y 
शूɊ से 1 ŝट 2 पर है।

 इसिलए जब आप माइनस 1 के अनुपात को ŝट 2 से िवभािजत करते हœ  एक से जड़ दो  आपको माइनस वन िमलता है जो िक हम 
कहते हœ िक यहां कही ंयह माइनस वन है तो कही ंऔर िफर इसी तरह जब हम माइनस पीआई से चार और Ƒॉकवाइज माइनस पीआई 
बाय 2 की ओर िफर से जाते हœ तो Ɛा होता है िक एƛ कोऑिडŊनेट 0 पर जाता है लेिकन चंूिक िनदőशांक का मान ऋणाȏक है, यह y 
अनुपात इस तरह से माइनस इनिफिनटी मŐ जाएगा और इसी तरह से इस पूरे Ťाफ को 
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से आगे दो बार घुमाते Šए भरा जा सकता है, इस Ťाफ को साइन की तुलना मŐ पूरा िकया जा सकता है  और pi x cos xc sin x
और बाउंडेड फंƕन थे , मेरा मतलब बंधुआ से है िक िकसी भी के िलए का मान हमेशा माइनस वन और ɘस cos x x sin x 
वन के बीच था और कॉस का मान भी माइनस वन और ɘस वन के बीच था लेिकन वह एƛ के ˙शŊरेखा के साथ ऐसा नही ंहै , मूʞ x 
वाˑव मŐ अिनवायŊ ŝप से एƛ कोण एƛ के िलए असीिमत हो सकता है जब यह वाˑव मŐ पीआई के िवषम गुणको ंके बराबर 2 के 
बराबर होता है Ɛोिंक यिद आप देखते हœ तो यह कुछ भी नही ंहै लेिकन टैन एƛ कुछ भी नही ंहै लेिकन साइन एƛ Ȫारा  की कोǛा x
तो यह बŠत ˙ʼ है िक का तन उन सभी के िलए असीिमत होगा, िजसके िलए की कोǛा शूɊ हो जाती है और हम जानते हœ x x x 
िक की कोǛा शूɊ पर तभी जाती है जब का दो से एक िवषम गुणज हो,x x , pi 
 इसिलए जब भी दो टैन Ȫारा पाई का एक िवषम गुणज है, यह अनबाउंड होगा यह माइनस इनिफिनटी या ɘस इनिफिनटी होगा,x x 
 इसिलए जैसे हमारे पास माइनस एƛ की एएच कंɗूटेड साइन और माइनस एƛ की कॉस थी, हम माइनस एƛ के समय की गणना 
भी कर सकते हœ लेिकन एƛ के टैन के बाद से  साइन एƛ बटा कॉस है माइनस एƛ का टैन माइनस एƛ की साइन के बराबर होगा 
जो माइनस के कोसाइन से िवभािजत होगा, इसका मतलब है िक हम इसे िकसी अɊ वेįरएबल के ŝप मŐ मान सकते हœ और xi y 
िफर का टैन की साइन है िजसे कॉस से िवभािजत िकया गया है।y y 

लेिकन हम जानते हœ िक माइनस की साइन है, Ɛोिंक साइन एक िवषम फलन है, यह माइनस के बराबर है और   y x sin x 
माइनस की कोǛा है, Ɛोिंक एक सम फंƕन है, यह के कोसाइन के बराबर है, लेिकन िफर बटा है  x cos x sin x cos x 

का टैन तो यह के माइनस टैन के बराबर हैx x 
 इसिलए हम जो देखते हœ वह यह है िक का टैन वाˑव मŐ एक िवषम फलन है Ɛोिंक माइनस एƛ मŐ से एक टैन एƛ का x t  
माइनस है हम एƛ ɘस पीआई की साइन को िफर से पा सकते हœ Ɛोिंक वाई का टैन साइन वाई बाय कॉस वाई है
 इसिलए यह एƛ ɘस पीआई के कॉस बाय एƛ ɘस पीआई की साइन है जो अब एƛ ɘस की साइन है।

के बराबर है और आप िफर से जमा की Ǜा के िलए इस सूũ का उपयोग कर सकते हœ,  pi x y 
 इसिलए यह गुणा जोड़ साइन मŐ होगा,sine x cos y cos x y 
 इसिलए यह जमा की Ǜा है जो जमा के से िवभािजत है, है  घटा अब x pi x y cos cos x cos y sin x sine y 
हम जानते हœ िक की Ǜा शूɊ हैpi 
 इसिलए यह पद शूɊ हो जाएगा और यहां भी यह पद शूɊ हो जाएगा Ɛोिंक की Ǜा है तो जो बचा है वह है pi sine x cos pi

से िवभािजत  पीआई जो साइन एƛ बटा कॉस एƛ के बराबर है जो एƛ के टैन के बराबर है तो हम जो देखते हœ वह cos x cos 
वाˑव मŐ पीआई के साथ आविधक है Ɛोिंक िकसी भी कोण के िलए एƛ ɘस पीआई के ˙शŊरेखा एƛ के ˙शŊरेखा के बराबर है और
इसी तरह हम  यह भी िदखा सकता है िक घटा की ˙शŊ रेखा की ˙शŊ रेखा के बराबर होगी, तो आइए देखŐ िक बटा 2 x pi x pi 
घटा की ˙शŊरेखा का Ɛा है Ɛोिंक हमारे पास िसम था की Ǜा के िलए 2 घटा और की बटा 2 घटा केx tan pi x cos pi x 
िलए सूũ अब यिद हम इसे मानते हœ तो का बटा हैilar y y tan sin y cos y 
 इसिलए यह की Ǜा 2 घटा अप है  दो माइनस Ȫारा लेिकन िपछली ˠाइड्स से हमने िदखाया था िक pi x cos of pi x pi 
की साइन साइन बटा टू माइनस बराबर है और बटा टू माइनस बराबर x cos of x cos of pi x sine of x
 इसिलए टैन ऑफ़ पाई बटा टू माइनस जैसा है  वाˑव x 
मŐ के के ʩुǿम के बराबर होता है िजसे आमतौर पर कहा जाता है जो वाˑव मŐ एक नया कायŊ है िजसे हम यहां पįरभािषत x tan 
कर रहे हœ, इसे वाˑव मŐ कहा जाता है,cotangent cotangent 
 इसिलए इसे सह ˙शŊरेखा के ŝप मŐ िलखा जाता है लेिकन हम इसे संƗेप मŐ के ŝप मŐ िलखते हœcot 
 इसिलए यह का है।x cot 
 पाई का टैन बटा टू माइनस के टैन का िवलोम है िजसे की खाट के ŝप मŐ भी िलखा जाता है और यहाँ इस कƗा मŐ आज x, x x 
तीसरे ʩाƥान मŐ हमने जमा के और घटा के के ʩंजको ंके साथ शुŜआत की और हमने दो x y cos x y cos cos x cos 
तीन दो तीन और हम के िलए कई अलग-अलग सूũ िनकाले हœ  आह ˙शŊरेखा आह फ़ंƕन पर भी चचाŊ की, हम x sin x sin x 
इसे एक िũकोणिमतीय फ़ंƕन के ŝप मŐ औपचाįरक ŝप देते हœ और हमने 
टैन ऑफ़ पाई बाय टू माइनस एƛ के िलए कुछ सरल अिभʩİƅयो ंके साथ शुŜआत की, उदाहरण के िलए यहां हम िदखाते हœ िक यह 
एक बटा टैन एƛ के बराबर है िजसे हमने आकिषŊत िकया है  टैन एƛ के िलए Ťाफ और हमने देखा िक टैन ए टœगŐट फ़ंƕन आविधक 
है और अगली कƗा मŐ हम इस कॉटŐजŐट फ़ंƕन के डोमेन और रŐज को पįरभािषत करने जा रहे हœ और िफर हम टŐगŐट फ़ंƕन पर वापस 
आने जा रहे हœ और जैसे हमने साइन और कोसाइन के िलए Ɛा िकया हम यह देखने जा रहे हœ िक Ɛा हम इस योग के िलए और योग के
तन के िलए और कोणो ंके अंतर के िलए सूũ Ůाɑ कर सकते हœ,
 इसिलए हम यह देखने जा रहे हœ िक Ɛा हम टैन के संदभŊ मŐ ɘस का टैन िलख सकते हœ एƛ और टैन वाई और इसी तरह टैन x y 
एƛ माइनस वाई के िलए और एƛ के टैन के संदभŊ मŐ 2 एƛ के टैन और 3 एƛ के टैन के िलए भी अिभʩİƅ 
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