
ङߕదܽ ఉప࠴   సంࡹ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల߯ ఈ ࡓండవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం,  ࠬࡏ పదవ తరగࡹޒ చ࢑޴న 
ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల ߝపޢङ ऒߖ కएࡅ ࠭࠲ ,࠭ࣃۯ చయంࡍప ࠭࠲   x ݡంࡓ ߝఅ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ 
ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ లߘ పࡍచయం ࠭ࣃۯ మߖڜ ߖࡹߖ޳ ࠾ࡍऒ  లࣾހల ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచడం 
ऴߦరంࠚంۧ࠭.
ङߕఈ ఉప ࠭࠲ బܽदڒ  సంڜ ޜߖ޳ ࡹనڒ ࠭ޑڷࣃబܽद ࠭࠲ త޶పࡍ ऴపశऒ  నం߄సࠪ ڕ
ఇ࢐छ లڕߘంܿߕऒ ࠭, అం݄ ߕࣆऒ  x x ݋ߖ࠿ ఒక ࠭࠲ ంۨ߅సంబం ړߖ޻ ߤ࣌ڜ న࠳సࠪన ړ
సࡍए ऒߕఉ ڵ࡯క ߖ ࡽ మࡏڷ ߖफڕࣆۯం݄, ښ ߖ޳ంऴదం మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.o 
एࡍస ݋ߖ࠿   ࡍఆڝ ࠾ࡍమ ࡽ न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࣊ڻघ ంڻ࣊ ߤࡷ ݋घ ంࡅ ݋కए  ߰డ࢓ a b 

ఇకए ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ డ మ࠾ࡍ ఇ޴ ߰డ࢓ మ࠾ࡍ ఈ ऴభమణ ڝణం ࡅకए  ఆ ऴభమణ ڝణం oa a b cos 
కएࡅ  a.ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ߤ࣌ڜ 
एڝߘక ߖ ణంڝ బܽद మనంڒ   వړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ మనం ఎ࡮ ఉంܼࡅ ,࠵కए ऒߕࣆ ࣒ڒ  సࠪనం, x ړ x 
ఎం޶కం݄ ࡅకए కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఆ ࣒ڒ  ࡍఆڝ  नڕ ݋ߝ సࠪనం x x 
బܽद మనం ࠭ఖङڒ ంޔڕޔࢗ ڴనऒ కएࡅ ޴  సం.rڝ లހڝ 
 
ऴభమణం తࡌछ త ۨవࠉ ࡍంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नߕࣆ ݋ߝऒ  x ࡹబܽद ఈ వృతफంڒ సࠪనం ړ

ࡍఆڝ नߕࣆ ݋ߝऒ ం࠼ߦ ݡంࡓ న࠼సࠪనం అ ړ ऱܿ ఉߕऒ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఒకܽ ఈ ࠼ߦంڒ ݋బܽद ఇ޴ x x 
అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴  అࣾం ڒబܽद ఈ సమయంڝ ࡹఆࡍ नߕࣆ ݋ߝऒ  మ࠾ࡍ మࡖక ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦం݋ y x 
ऒߕࣆ ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ న࣒ ఒకܽ࠳  ऱܿ ڝఆࡍ नߕࣆ ݋ߝऒ  ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఈ ࠼ߦం݋ ऴభమణ x 
ఇకए ࠭࠲  फ࣋ࠚరంߦబܽद మనం ऴڒ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖހڝ డ ఈ ړరణంޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭, ఆ߯ మనం 
ఈ ړరߖހऒ छ޳ ޳ࡶ ࡱڶऴݟ   छ޳ ల ߤయݟࡔ  ࡌ ओߧޒ ޔవం ࢓ߦ ࡌ ఇకए ޙ డڕࡏۯ ڕంܼ࠭ ڒబܽद 90 pi 2
ఒక పࢲࡍए రం ఏࠫటం݄ ࡓంݟࡔ ݡయߤ ల ޳छ एࢲࡍకܽ పࡖమ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ రం ࠬࡏ ఈ ࣃब x piړߖߕ
నऒڕࡏۯ ओߩ కएࡅ ࢑పऱవం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖ࢑పऱ࢐ లޔవం ݡ࠮ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ  ݡ࠮ 
వంݟࡔ  ࠑ ࡱޔయߤ లڕ అڷߘణంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࡖక పࢲࡍए రం మ3 ࠭࠲ ࠾ࡍ pi 2
నࣄ۫ ऱܿࡅ ڴకए फࣃۯ వృతంࡌనߩ ߖ ࢐ܽ ݢంࡓ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌  x v.࠼
కएࡅ ݡంࡓ   ऴపࡌߪ ޒप ంకం ڷణڒరం తࡌछ త ڒబܽद ࡅకए కएࡅ   మ࠾ࡍ pi alues x cos x cos x 
కएࡅ ࡓ  ऱܿ ࡓం࣒ڒ ݡ సࠪనం ڒబܽद ఈ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం ߕࣆऒ  cos x x x k pi cos x ړ
సࠪనం అ࠼నߩओ ࡓ సగం ݟంߘ సࠪనం ݡ ऱܿ వరࡌߪ ڕप ంకం అ࠼న ۲ట మనڕ తర۪ڴ x n pi n 
కߧߖంߖڜ ۯऒ కएࡅ లހڝ  ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߘ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌  भ޳ ం,  ఇకए డ ఈ లంబ ڝణ 
ऴࠜޒజం߯ దృࢳद ߭డ࠭ޑ ఇకए డ ఈ ڝణం 90 ݟऴࡱڶ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ܼޓ  ఈ ࠮డవ ڝణం అߩओ  pi ࠑ ݡ
బܽद మనం ఇకएڒ ܼޓ న࣒࠳ ݀ డ ۫డ޴ࡃࠓ ఏࠫటం݄, అ޳ ޴ߝछ घڻ࣊ ࡌ ం݋ cos of theta ac ab 
కएࡅ  ߰డڕ࢓ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए ओߩఇ ߖసࠪనం అ ڕܼޓ న࣒࠳ 2 ࠑ   మనం pi sine ݡ
۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ࠭ ఈ ڝణం ߯ 2 ࠳న࣒ ܼޓ ఉనऒ  ఇతర ڝణంࡹ ఇߩओ కएࡅ ణంڝ ఒక ݡ  ߤ࣌ 
రछߖ చనం ߘంݟ సంښతం ఈ ڝణం ࡅకए వङ ړߖހڝ ఈ ߤ࣌   ړߖހڝ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖڒࡔޒ
వङ छ޳ ߩ࢙ కం ఈࡔޒ ङߙ݃߱ࣝ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ ࣒ ఇڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ ۫ࣃफ ࠭ ఈ ࡓంݡ ab ac 
షओߖ  సࠪనం ړ߯ ࠆఆ ߤ࣌ ޜܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ܼޓ ࠆఆ ࣒ڒ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ࡱफޔ
కएࡅ ణంڝ ߕ޼ఏ ڕࠬ బܽदڒ కएࡅ ణంڝ ޒऴప ࡏࠬ ,फ࣋࡯ޘ ߤ࣌   సంښతం ࠬ࣋࡯ޘ ڕफ ࡏࠬ ݞږ 
వ۪ऐڝࣆࡱޘ .
 
ऴపړߖހڝ ޒ సంబం߅ంۨన ఈ ڒ ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ߖ ߤ࣌ڜబܽद తపओ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ అ࢑ ڴࡍసߖ
࢐ܽ మధङ  సంబంధం ڴࠈ మనం ߄ࣃరణంڴ కߧߖంߖڜ ۯऒ  ړߖݞయۯ ߤఇ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࣒ڒ సంڝ లހڝ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం,  ڒబܽद ࡍڷ ߖ޵ంۨ ఆ޳ۨࡹभ ం.
 
సమ޴छ జం ఇకएࠜޒణ ऴڝలంబ ࣗࠈ డ ఇݟ 90 ޴ऴࡱڶ మ࠾ࡍ ఇ޴ సమ޴छ  జం abcࠜޒణ ऴڝలంబ ࣗࠈ
ణం ab bcڝ ఈ ࢓సࠪన ߰డ ߩ࢙ ఈ ࠾ࡍమ ߩ࢙ ఈ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ݋ߖ࠿ సࠪనం ఒక ړ బܽदڒ
మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ఉనऒ ం޶న ݞږ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡓంݟ 45 ݢऴࡱڶ ఉంܼ࠼ , అ࢑ 
छ޳ యనऱݟࡔ 4 ݢంࡓ म޳ࣄ గర࣒ޢ߯ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴ߯ ࡌ ంతం ޳छ ङߙ݃߱ࣝ ఈ ࡌ కएࡅ ࣒  ߰డ࢓ 

కएࡅ  వర ठ࠮లం అޔ࢓ం޴  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄࠉ  छ టऱ ࣋एߖ࠿ ݡంࡓ ࡛ छ  సࠪనం ab ړ ݋ࡐ ࡛
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࠻ం޳ ڷࡱߕ ߯ ࡽڵछ ऴపకए ࣒ڒ ࡌ ఉనऒ ߝ ङߙ݃߱ࣝ   ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࣒
ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए  వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ޻ పదम޳ 4 ߖ࣌ ࡹޒछ  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ
ङߙ݃߱ࣝ छ޳ ࣒ వङ ࡌ  ణం 4ڝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ݞږ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖڴ࠙ కࡔޒ
छ޳ లڶऴݟ 45 ޳ࡶ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ߯ ࡌ కएࡅ ణంڝ ఆ ݡ అ࢑ ࠾ࡍఒక݄ మ ݢంࡓ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ ݋ࡵ ݡంࡓ  వర ठ࠮లం ࠬద ఒకܽړ సࠪనం ࠭࠲ మࡖక ۨనऒ  ఉ޳హరణ ڝࣆޓంݟ, ఇకए డ 6 ࠭࠲ 
छ޳ ల ߤయݟࡔ కएࡅ ࡌ  pi ߘ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ 
एڝߘక ࡱڶऴݟ 30 ࢐లڕߘంܿߕऒ ఇకए ڕబܽद మనڒ ,࠭ డ ऴࠜޒజం లంబ ڝణం ऴࠜޒజం ఉం޴, ఇకए డ ఈ 

Pru
tor
@
IIT
K



छ޳ లڶऴݟ  ޳ࡶ ࡱ ߤయݟࡔ  ణంڝ ऒߕంܿڕࡏڝ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ߯ ࡌ 6 ࠾ࡍమ ߤ࣌  ࠭ 30
भ޳ంపܑࡍ࢑సफ ࡮ఇ ߖ ఖࡔ సరళ ߘఖࡔ ఈ ړߖݞనھߘక ߘల ߤ࣌ڜ ం మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠳న࣒ ڡࣄ ړझ  cb cb pi
సࠪన࠳న మࡖక ߖހڝऒ  త޳ۯ ࡏ࠻भ ం, ڒబܽद మనం ఈ ڝణం ࡅకए  పࠪࡍణం ఉం࡮ݦ ఇకए డ మࡖక 
ऒߖހరړ घࡍߖ  फࣃ ࠭.
  ఈ ڝణం ݞږ ఆ޳ ࡏछ ओߩఇ ,޴ఉం ࡌ फࣃࡱక ࡹఖ ఈ సమయంࡔ ఈ సరళ ࠾ࡍరణం మړ ఈ ݡ  pi ,࠼
भ޳ࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ ం మ࠾ࡍ ఇߩओ d acd ޶కం݄ ࠭ంߖ޳ ߗڒ ,࠭ޑद ߭డࢳదృ ߯ ࡽڵం࠻మనం ఈ ऴట ݡ
మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, మనం ښవలం ఆࣣ ۫࣋फ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల వదभ ऴ܉ࠜޒలࡹ ఒకܽ మ࠾ࡍ abc 
మࡖక ऴࠜޒజం ڒబܽद ఈ ऴࠜޒజం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ సࠪనంڴ ఉߕऒ య࠭࠲ ߖ ऴగࣕంۧ࠭adb 

ఎం޶కం݄ ړ࢐ܽ ఉమघ  ab cd ޴న ఇ޶నం࠼ఖ అࡔ ఖ సరళࡔ ఈ ࠾ࡍణం 90 మڝ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉం ߩ࢙ ݟ
घࡌߖ ఆ߯ ࠾ࡍమ 90 ݞږ ణంڝ ణం ޳छ  ڴసࠪనం ݞږ ణంڝ ఈ ࠾ࡍణం మڝ ణం ఈڝ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࡌ
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ऴࠜޒజం మ࠾ࡍ ऴట࠻ంࡽڵ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ऴࠜޒజం abc abd   

మ࠾ࡍ ऴట࠻ంࡽڵ సࠪనంڴ ఉంܼ޳ࡶ ࠼ సڴࡍठ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠜ܉ల ߰డ࢓ abc abd 
.࠼ఉంܼ ݞږ
 సࠪనం ڒబܽद ఈ ఒక ړ ݋ߖ࠿ సࠪనం అޙ࠼ ऴపకటన ݞږ ఒక ݋ߖ࠿ అߖ అڕߘం޳ం, AC 
ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ 
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ం޳द ߭డࢳజం ࠬద దృࠜޒబܽद ߭దभ ऴڒ ऒߕఉ ݡ  జం adcࠜޒఈ ऴ  ߘ

ఈ ऴపޙङ క ऴࠜޒజం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ పङࡐࣃ ల܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ఈ ,ޙݟ త ޳छ  ణం adcڝ ఈ ࠾ࡍణం మڝ ఈ ࡌ
సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ ڝణం ࡅకए ఇకए ࠾ࡍమ ܼޓ ݞږ ణంڝ ఈ ,ޙ࠼అ ܼޓ లతڜ  డ ఈ ࠴తफం 
ओߩబܽद ఇڒ ࡱڶऴݟ అర࢙ ޳ࡶ ݡ࠮ ణంڝ फనऒࣆ۫ మనం ݡ pi  adc ߖ జంࠜޒఈ ऴ ࡏࠬ , ఏࠫటం݄ ޴
۫࣋फ, ޜߖ޳ ऴߦరంࠚంۧ࡯झ న సమ޴छ  ڴణం సࠪనంڝ ఈ ࠾ࡍణం మڝ కం݄ ఈ޶జం ఎంࠜޒऴ ࣗࠈ
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ऴࠜޒజం ࡅకए  అߖऒ  అంతర ठత ހڝల ࠴తफం 180 ݟऴࡱڶ ఈ 60 ݟऴࡱڶ అం݄ 

ప  ࠑ ऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ  ప  ࠑ బܽदڒ ܼޓ  ऱ࣒ పऱ࣒ ܼޓ  pi 3 ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴࡱ ߤయݟࡔ ܼޓ  pi 3 pi 
छ޳ ల ߤయݟࡔ ݡ࠮ ܼޓ छ޳ ݡ࠮ ݞږ ܼޓ బܽद ఈڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࡌ ణం piڝ ఈ ࡌ pi 
छ޳ ݡ࠮  ݞږ छ޳ ݡ࠮ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡌ  pi pi adc ޴జం ఇࠜޒऴ ࣗࠈజం ఒక సమࠜޒబܽद ఈ ऴڒ ࡌ
ఒక సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ఎం޶కం݄ ݟࡔ  ࡱހڝ ݡ࠮యݟ  ޳ࡶ ࡱ ߤऴڶల ޳छ 3 ڴసࠪనం ړ ࡌ 60 pi
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ  ఈ ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋ cd 
కएࡅ  ߰డݞږ ࢓ ఒక ݋ߖ࠿ అ࠼న ఇతర ࡓంߩ࢙ ݡల ఇతర ߰డޜ࢓ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ cd 
ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ࢓ంత ߰డࡍమ ݋ߖ࠿ ఒక ݞږ మన వదभ ఉనऒ ݡ  cd ࢓ఏࠫటం݄ ߰డ ޴
ఒక ݋ߖ࠿ ఎڕए వ ఎం޶కం݄  ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ మ࠾ࡍ ఈ ࡓం܉ࠜ ݡల ߰డ࢓ మ࠾ࡍabc abd bc 

సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ߰డ࢓ మ࠾ࡍ ఈ ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠴తफం ߰డ࢓ ఒక bd cd 
.࡯ݞఉం ڴ ݋ߖ࠿ సగం ࢓ఈ ߰డ ,ޙ࠼అ ݋ߖ࠿
 సగం ݋ߖ࠿ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇߩओ కएࡅ ߯ ࡽڵం࠻ మనం ఈ ݡ झڡࣄ ࠑ ߤ࣌ڜ  కएࡅ ࡽڵం࠻ ఈ ࡎࣃ   ఈ 
झڡࣄ ߯ ࡽڵం࠻ బܽद ఈڒ ݟంచంࠫࣾ ߖ ߤ࣌ సࠪనం 6 ړ ߤ࣌ బܽदڒ  ࠑ ߤ࣌ ࠑ ߤ࣌ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ 
అޔ࢓ం޴.
 ఈ ڝణం ࡅకए  ఈ ऴࠜޒజం ߯ దృࢳद ߭డ޳ం, ߙ݃߱ࣝ ߖ޵ङ ࣒ ߰డ࢓ ఒక ݋ߖ࠿ మ࠾ࡍ సగం abc cb 
కएࡅ వలऱ޶అం ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ݋ߖ࠿ छ޳ ࡏఆ ߤ࣌  వङ ࡌ  pi ړߖڴస ޴ఇ ,޴ంޔ࢓కం అࡔޒ
సࠪన࠳న ఒకڵ࠙ ޜߖ޳ంచబޔݡం޴.
 ఈ ߄ࣃరణ ࡌߖघ ణం ޳छ झڡࣄ ࠆఆ ߤ࣌  ࡌ झڡࣄ ࠑ   సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑޻ధం࠭࠲ ڴ ction 
ए࣋ ߤ࣌ ࡹ ऱ࣒ڒ పܽߘ࠭ కం݄޶ంۧ࠭ ఎంߧ۫ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ ఒకܽ అߧ۫ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ x x 
ऒߖ߄బܽद ఆ సంబంڒ  ఉపڵࡆంۨ ࠬߧ۫ ࡏంచగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄ ߯ ڡࣄ ࠑ ࣒ڒझ  అޔ࢓ం޴.
ऴపశऒ ࡗమ ߝసࠪనం అ ړ݀ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ  న࣒ మధङ࠳ ࠆఆ ߤ࣌ ࠾ࡍమ ࠆఆ ߤ࣌ ,޴फంࣆవ ڕफࡏڷ   x x 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధం࠳ ڴన࣒ ࡅకए కएࡅ ࣒ڒ  మధङ ࣒ڒ   ఏߕ޼ సంబంధం ఉంڒ ,޳బܽद ࠭࠲ మࢁऱ x xn 
ఇకए డ ښంऴదం݋ߖ࠿ ڴ వృޑफ ऒߖ  o.࠭ࣃڶ 
 ఇ޴ అࣾం ఇ޴ ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇకए డ మన࠼ߦ ڕం݋ ఉంߖ޵ ,޴ మ࠾ࡍ x x y p x y 
ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ వࡏసڴ మ࠾ࡍ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ ऴభమణ ڝణం ڒబܽद ߘ ߖ޵ ߘߝంݟ లంబంڴ e b x 
ऴ࣋ۯ ߵݞफ 
ఈ ࠉం࢓޶ వదभ అࣾం ࠬద ࠼ߦం݋ అߩओ x p, oa a oa a ړ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࢓ఈ ߰డ ݡ
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ߰డ࢓ ఇకए డ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ ړన࣒ ߯ ఆస࠳ ణంڝ ఈ ݡ फ b x
ఉనऒ ం޶న మనం ߩޒओ ओߩం అ޳ ࡍߖ ఈ ࡯࠻ۯ మనం ,࡯޳ం߰ ߖ న࣒࠳ మనం ݡ भషद ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  x r 
సవङ  ࡹశ޴
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ݟయంۯ ݋ఓ݄ ޜऴభమణం ࡹతफం࠴ ޻న అࣄۯ సంڝ ణంڝ ఈ ࠭࠲  అ࠴ ޻తफంࡹ x 
ओߧޒ నߩओ  మనం x ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ణంڝ ఈ ݡ
సవङ ओߩనڵࡍޒ ࡹశ޴ ఇకए ݡ ओߧޒ ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ ݟ నߩओ మనం ఇకए  ݡ ఇకए ݟంߘ ݟ चࢇࢗ ړݟ టߩओ  ݡ
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అ࠴ ޻తफంࡹ ऴభమణం ࠭ࣃۯ , మనం ࠳న࣒ ࡏڷफߘ కھߘన࠼ߦ ړߖݞంڕࡏۯ ړ ݋ంܼ࠭ అߖ x q 
ओߩۮ ओߩఅ ࠾ࡍమ ޴ߝఅ ݋ం࠼ߦ ం޳ంڕ కएࡅ న࣒࠳ ݡ కएࡅ బܽदڒ ߤ࣌  q c d x x b ړ ߤ࣌ 
సࠪనం, అం݄ ࠳న࣒ ࡅకए ఇపओ ڕమన ߖసࠪనం అ ړߖ޵ ߤ࣌  వङ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ښܽ  బܽद xڒ కంࡔޒ
ఇ޴ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नߙ݃߱ࣝ ݋ߝङ ࣒ ߰డڵ࠙ ޜ࢓ంచబޔݡం޴, ఇ޴ ఒకړߖ޳ ah q y d 
సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ ࡅకए మధङ ࠾ࡍబܽद ఈ మڒ సࠪనం ړ ߤ࣌   ఏߕ޼ సంబంధం ఉం޳ అߖ s d d b 
మనం ۫࡯ݞ, ఇߩओ ऒߖ܉ࠜޒమనం ఈ ऴ ݡ भ޳۫  ం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ మనం ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒలߘ ah a 
ఇకए డ ۫࣋फ ڒబܽद ఒక ऴࠜޒజం ఓࠗ ڒబܽद ఇకए డ ఈ ऴࠜޒజం మ࠾ࡍ మࡖక ऴࠜޒజం ఓڡ, అߩओ  మనం ݡ
ల మధङ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ݟంచంࠫࣾ ޴࣋۫  అ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ऴࠜޒజం ఓߵ व݅࠻ంࡽڵ
ఓړ ڡ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మڒ ړߖ޳ ࠾ࡍరణం  ఈ ࣌ݭ ఇదभڔࡍ ఉమघ  o ޴ఉంܿం ڴݟ
, ఈ ऴట࠻ంࡽڵ ఓࡅ ߵకए  ఈ ࣌ݭ ఆߵ ऴట࠻ంࡽڵ ఓࡅ ڡకए  ߰డړ ࢓ సࠪనం ఎం޶కం݄ అࡓ ࢑ంݢ ఈ oq
एࡍస ݋ߖ࠿ కएࡅ ࡽ  ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद మనࡓ ڕం࡮ߩ࢙ ݡ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఆ߯ ఉంܼ࠼  
ఇకए డ ఈ ऴڝ ړߖ܉ࠜޒణం ఉనऒ  ఈ ڝణం ఈ ړߖހڝ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࡓంݢ పࠪࡍణంࡹ ఒښ aop x 
࢑ధంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ ఇߩओ  ߘ࢓޶ంࠉ బܽद మనం ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݡ
ओߩనࣄڶ ऒߕڕࡱ޶మనం వ ࠾ࡍమ ݡ ࠭ ఈ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ అࣿړߖ లంబంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ p x 
ఇߩओ ړߖހڝ ఈ ݞږ ణంڝ బܽद ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ కం݄ ఈ޶ఎం ޴ఉం ࡱڶऴݟ 90 ݡ
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ , అݟ 90 ݞږ ޴ऴࡱڶ అޔ࢓ం޴.
 మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ఈ ࢐ ڡߦసफړߖ࢐ సరళ ࡔఖڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ڝణం 90 మ࠾ࡍ ఇ90 ޴ 
బܽद ఇకएڒ డ ࠴తफం ڝణం ఈ ࠴తफం ڝణం 180 ݟऴࡱڶ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ڡߦ అ޴ߝ ఒక సరళ ࡔఖ, ఇ޴ 
ऴߦథࠫకంڴ కࣆࡱफం޴.

అࣾం 90 ݟऴڶల వదभ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नړ ݞږ ݋ߝ   x q x a 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అం݄ ړ సࠪనం అࣆߧ۫ ߖफం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ࠴తफం ࡔఖ సరళ ࡔఖ c a 
మ࠾ࡍ ఇݟ 90 ޴ऴڶల వదभ అࣾంޜ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद తపओ ఇకए ڴࡍసߖ డ ఈ ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋ ఈ ڝఆࡍ न݋ߝ అࣾంx 

ࡍఆڝ न݋ߝ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݡ పంڕफࡱ సࠪంతరంڴ ఉంܼ࠼ , ఈ ࡍߖ भషदy 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ࡍఆڝ  न݋ߝ ఇకए డ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ.c 
  ఇ޴ ఇకए డ ڒ ݟڕబܽद అం݄ ړ సࠪనం అޙ࠼ ఇߩओ కం݄ ఇకए޶ంۨ ఏࠫܽ ఎంࡍڷ ݡ డ ఈ a c a d 
కएࡅ జంࠜޒదܽ ऴ࠴ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ  ఈ ࢙ߩ ߰డ࢓ 

కएࡅ ڡజం ఓࠜޒऴ ߖఅత  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  ఈ ࢙ߩ ߰డޜ࢓ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߰డ࢓ t 
కएࡅ  పࠪࡍణం ړ ݞږ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఇߕ ޴లठవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ అࣾంb ah x 
ऴړంద ఉంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ړࠉ సࠪనం, d  
ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘం࠳ ࠭࠲ ݟన࣒ ࡅకए मࡌߖ ߖసࠪనం అ ړࠉ న࣒࠳ ߤ࣌   ంۧ࠭, xࡍ
ఇ޴ 
కएࡅ ߤ࣌  x b x  ޴फంࣆవ ݟంߘ ࢐సफవం ߝసࠪనం అ ڕ ߤ࣌ ޴ߝఅ ޴సࠪనం, ఇ ڕ న࣒࠳ 
ऴߦరంࠚంచంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ࣌ߤ ఆ࠳ ࠆన࣒ అࡅ ߤ࣌ ޴ߝకए  x x 
ओߩథࠫక సంబంధం ఇߦऴ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ న࣒࠳  న࣒ x࠳ న࣒࠳ ڕల ߤన ఫంࣾ࠳ఈ రక ݡ
झڡఎ ࠆన࣒ ఎ࠳ ङޙऴప ޙ࠼సࠪనం అ ڕ  క ߮ࡏ ఉం޴ మ࠾ࡍ అࣄࠐ ࢑ ఫంࣾߘऱ అࣃࡱߧ ߖफ మనం ఇకए , ࡏ డ 
అࠒ ޻మघ ओߩఅ ,ࡏऱ అంܼߘఫంࣾ ࣄࠐ ߖ࢐ܽ फ࣋ڵࡆఉప ߘ  ,ఏࠫటం݄ ޴ڼ࡯మనం ۫డగ ݡ
కएࡅ फ࣋۫ ߖ ߵఓ ࡽڵం࠻ఈ ऴట ࡏࠬ  అߩओ కएࡅ ݡ  ఈ ߰డڕ࢓ సࠪనం, ఇ޴ ఒకޜߖ޳ x cos, x cos 
.޴ంޔݡంచబڵ࠙
కएࡅ న࣒࠳   ఏࠫܽ ࠳న࣒ ڝసం మనం ఈ ऴࠜޒజం ఓߖ ڡ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए  x cos x x 
ओߩఅ ࣒ڒ ङߙ݃߱ࣝ ݡ  a ړ ݞږ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ࢓డ߰ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޳ నݟంచబڵ࠙ ޜ ࣒
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࣒ڒ ఎలऱߩओ  x x.࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݢ
 మ࠾ࡍ అܿవంܽ ఫంࣾࡅ , ࡱ ߤకए  ఉనऒ ओߩ ఉనऒ ߤఒక ఫంࣾ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ݡ టऱޙ࠼ x f f f f x 
అߖऒ కएࡅ ޴క ఇߘసࠪనం క ړ న࣒࠳ ړ   ఒక ࡱ࢑వڕ ࠪऴత޶ڒ ࠲ అߖऒ కएࡅ  ڕవలࡱ࢑   x x x x x 
బܽद ఇకएڒ డ ݞږ ఇࣄࠐ ޴ ఫంࣾߧ ڴ ߤలవబݞలం݄ , ఫంࣾߤ ఈ సంబంߖ߄ऒ కएࡅ   ఒక ࡱ࢑వڕ ࠪऴత࠲x 
కएࡅ ߖࡹ ߤ࠳ݨ ߖ޳ ݞంڕڒ  అߖऒ  x cos x ߖసࠪనం అ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯फ పరۧߧసంతృ ڕవలࡱ࢑ 
फࣃ۫ ࠭ ࢐సफవ సంఖङ కएࡅ న޴ంۮ ڕ  అߖऒ కएࡅ ߤఫంࣾ ࣒ڒ న࣒࠳ ڕవలࡱ࢑   ࢐సफవx x న࠼అ ߤ࠳ݨ 
సంఖङ ల సࠫڒ ,ޒబܽद అ࡮ంܽ ఫంࣾࡱ ߤ సࠪన ఫంࣾۮ ڴࡱ ߤపओ బడ࠼ޑ, అ࢑ సࠪన ఫంࣾڴࡱ ߤ 
పओۮ బడڒ ࠼ޑబܽद త޶ప࠭࠲ ࡍ ప߅ࢬࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.

మࡱ࢑ ࠾ࡍవల పڜ ߖ߅ࡍంۮం ڜ ޳ࡶ ڴޔࡹంۮం ޓ ڴޔࡹయంݟ మనం ߕࣆ ߖऒ   sin x cos x x
ओߩంۨన߭ ړ߯ ݡంࡓ ݟంߘ ऒߕࣆ ణంڝ ణం ऴభమణڝ బܽद ఈڒ ࠭ޑࡱ޶మనం క ݡ  మధङ  x x 
ఉనऒ ओߩ ఇకए ࡏࠬ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݡ డ ఉనऒ ओߩ వङ ߘ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݡ క సవङࡔޒ ఉనऒ ࡹశ޴  
సࡍए ߯ ࡽ  కޔߩ޶నऒ ओߩ 0.޴ంޔ࢓అ  ݡ
ओߩమనమందరం ఎలऱ ڕవర ࡔۯ ڕ࢓޶ంࠉ శ ఈ޴   छڒ దܽ࠴ ݢ ऴడంࡹ ݋ ఉంܼ࠭ ڒబܽद  మ࠾ࡍ x 0 pi 
ల మధङ ߤయݟࡔ  ࠑ  ఉనऒ ओߩ छڒ దܽ࠴ ݋ం࠼ߦ , ݡ ऴడంࡹ ݋ ఉంܿం޴ మߦ ࠾ࡍపం ڝఆࡍ न2 ݋ߝ p x y 
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కएࡅ  బܽद.bڒ సࠪనం ړ 
 cos x ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ  
ఇߩओ छڒ దܽ࠴ ݡ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ࡍఆڝ  नړ ݋ߝ సࠪనం, ࠬࡏ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ x x 
ࡍఆڝ नߕࣆ ݋ߝऒ  మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޳ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  cos xړఒకܽ ړ
 ޴ఉంܿం ࡹమంࡌ࢑
ऒߕࣆ బܽदڒ  కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఈ ࠉం࢓޶ cos x 
కएࡅ ࡍఆڝ  न݋ߝ అ࠼న ݞږ ఒకܽߕࣆ ړऒ  మధङ  దܽ ah y sine x࠴ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹమంࡌ࢑ 
छڒ ऴడంߖ ݋ తڕए వ అߖ ߖరछ ۨంۧڒ ߘబܽद ߘߝ ఇకए డ కࡎ ऱ ऴߘ ݋ڙࠈ ఉంۧࡓ ߘం޳ ݡछ  కం݄ x pi ࡌ
ओߩన࠼సࠪనం అ ړ కం݄޶ఒకܽ కం݄ ఎం  ࡯ݞఉం ࠼బܽद అڒ sin x l ess x pi ࠲ऴతࠪ ݡ x 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद అ޴ ఈ ࡱ࢑వߘ ఎపओ బܽद ఇకएڒ ޶ంద߰ ڔܽ డ ࡘంݭ ऴ݋ڙࠈ ఉం޴ మ࠾ࡍ 
అ࢑޻ధంڴ మనం ఈ పܽदకߖࡹ ఇతర ఎంऴܾలࡍߪ ߘంచవ۪ऐ .
  మనం వృతफం ࢗంబݟ కޔࡱ޶నऒ ओߩ అపసవङ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ ఈ ݡ  మనం ޙࢀࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ࡹశ޴ 
छڒ ండవࡓ ऴడంࡹ ݋ ఉంܼ࠭ , అం݄ ޳छ మధङ ݡంࡓ ࡌ  ऴభమణ ڝణం ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓం޳ ݡछ  pi pi ࡌ

వరڕ ఉంܿం޴.pi 
సగం ऴభమణం ڒబܽद ࡓండవ ڒछ ऴడంߤ࣌ ࡹ ݋ అ޴ߝ ऴߦథࠫకంࣄ۫ ࡏࠬ ڴనటऱޙ࠼   pi x sin x y 

ࡍఆڝ नڒ ݋ࡕ ݋ߝబܽद ࣌ߤ మࢁऱ ߖ޳ మధङ  ఉంܿం޴, ఇࡅ ޴కए  ఈ x ah ޴ఇ , ޴ఉంܿం ߩ࢙ లږߘࣃ 
छڒ ండవࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹవ ࠙గంڷజ సࠪంతర అࣾం ఎޒऀ ऴడంߖࡹ ݋ ఏࠉ ߕ޼ంࡅ ࢓޶కए  x y 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఎలऱߩओ ऒߕࣆ ݢ  మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇݞږ ޴ మధङ  ఉంܿంߗڒ ޴ ఈ 
సందరग ంࡹ అߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ ఒకܽ మధङ  ఉంܿంࡓ ߗڒ ޴ండవ ڒछ ऴడంڝ ߤ࣌ڜ ߖࡹ ݋సం ڝసం cos x 
ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఆ ࠼ߦం݋  ఈ అࣾం ࡅకए  మࡖక ࢙ߩన ఉంڒ ޴బܽद ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ t y x 
ࡍఆڝ न݋ߝ ऴపږޒలంޔࡏࠪ ڴం޴ మ࠾ࡍ ఒక ڝణం ࡅకए కएࡅ ࢓޶ంࠉ త߅సంబం ߖࡹవృతफం ߤ࣌ ࣒ڒ   

ࡍఆڝ नړ ݋ߝ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࡱ࢑ ࣒ڒవ  ࡓండవ ڒछ ऴడంߘ ݋ంޔࢂࢗ ݟంڒ ޴బܽद మనం ఇకए డ x x 
ఉనऒ ओߩ కएࡅ ߯ ఈ ݡ छ޳ ݡంࡓ ߤ࣌ڜ  ऒߕࣆ ړߖ࢐సफ࢐ ࡌ  మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంڕࡏۯ ړ ݋నऒ ओߩ  ޴ఇ ݡ
ఇంతڕ సࠪనం ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ఈ ڝఆࡍ न࠳ ݋ߝన࣒ ఒక ߕࣆ ࠪڒऒ ࡍఆڝ బܽदڒ  न࠳ ݋ߝన࣒ ఒకܽ x 
కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳న࣒ ఒక࠳ ߤ࣌ڜ లڶऴݟ ట ఎనࠢߙ  బܽदڒ छڒ ండవࡓ  ऴడం࠳ ߤ࣌ڜ ݋న࣒ ఒకܽ x 
మߕࣆ ࠾ࡍऒ  మధङ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޻ పదमࡹޒ ఇతర ఎంऴܾలࡍߪ ߘంచవ۪ऐ  ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ 
మనం అపసవङ ఇకए ࡯ݞఉం ޕࡱ޶క ࡹశ޴  డ ߘంݟ ऴߦరంభమࡃङ चࢇࢗ ڕ޶మనం ࠭ం ݟంߘ శ޴   వరڕ
మనం ࠮డవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఈ ࠼ߦం݋ వరڕ ఉߕऒ ࠭, ఆ߯ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ మనం మࡍంత ࠭ంڕ޶ 
चࢀࢗ నߩओ అపओ ,ݡ छڒ లठవߕ మనం ړߖࢡ޻ంۨన ऴపࠚరంߦమనం ऴ ݟంߘ ܽ ऴడంࡹ ݋ ఉߕऒ ࠭ ఇߩओ  మనం ݡ

కएࡅ ߤఫంࣾ ߤ࣌  ऴߦ ߘ ࠆڴऱ  ణం అࣾం ࠬద tr  y x x yڝ ऴభమణ ڕఅࣾం ࠬద మన ړߖݞయۯ ݋
ఉంܿం޴ 
కएࡅ ణంڝ ऴభమణ ڕబܽद మనڒ  x ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ ޴వ ఉంܿంࡱ࢑ ߤ࣌ 
ओߩۮ ओߩఇ ࠾ࡍం మ޳ంڕ ఇకए ߘߝ ݡ డ ࢐ ݋ߖ࠿ङ రࣃ बం ࡅకए  ۨనऒ  వృޑफ ऒߖ  ఈ ࠉంࡹ࢓޶ ah o 
మధङ ఇకए ݟంߘ ݋ం࠼ߦ మనం ఈ ࠾ࡍమ ߘࣃڶ ࡹ డ ऴߦరంࠚంۨ ఇకए డ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ ऴߦరంࠚంۨ, 
ఇߩओ అపసవङ ࡹఈ సమయం ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞకదల ࡹశ޴  फࣃ ࠭.
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఏ , ࣆࡱޘ ڕమన ڴ޶ం࠭ ݟంߘ ల ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭  కएࡅ  కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ߤ࣌   x y 
ࡍఆڝ नړ ݋ߝ సࠪనం అߖ ఇߩओ ओߩనࡶ ణంڝ ऴభమణ ࡹఈ సమయం ࡹఈ సమయం ݡ  x ޶ऴభమణం ఉండ ݡ
ऒߕࣆ ణంڝ బܽद ऴభమణڒ బܽद అࣾం ࠬద మనం ఇకएڒ  డ ߕࣆऒ మనం ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړ డ x x 
వృతफంࡹ ఉనऒ ం޶న ڝఆࡍ नߕࣆ ݋ߝऒ ऒߕࣆ బܽदڒ  ऒߕࣆ ߤ࣌ న࠳సࠪన ړ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ఈ y x 
फࣃڶ ࡮ఇ ߘ࢓޶ంࠉ ࠭  మనం అపసవङ నऒޔࢂࢗ ڕ޶ంత ࠭ంࡍమ ࡹశ޴  ओߩ बࣃ మనం ఈ ݡ  ࠾ࡍమ ړߖߕ
ఇకए డ ఉనऒ  ఈ ࣃब మధङ ړߖߕ  సగం ࠪࡌठ ऒߕڕࡏۯ ړߖ మߩۮ ߖओ బܽद మనం ఎకएڒ ,ం޳ంڕ అకए ݩ డ 
ఉߕऒ అం݄ మనం ఇకए ࡱڶऴݟ ޶నలࠢ ఐ ޳ࡶ ڷࡱߕ అం݄ ,࡯ݞసగం ఉం ࡹలڶऴݟ 90 ޴బܽद ఇڒ ࠭ డڕ 
నऒڕࡏۯ ओߩ కएࡅ ణంڝ ఈ ݡ  సంښతం ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नړ ݋ߝ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ah y 
छ޳ ݡంࡓ ݋ࡐ ऒߕࣆ ڴࡏࠪࣆ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړఒకܽ ࡌ ऒߕࣆ ݡఏ ݋ం࠼ߦ   ఏݡ ఉంܿం޴ 
బܽद మనం ఇకएڒ డ ۫ࣃफ ࠭ ఇ4 ࠑ ޴ మࡱ࢑ ߤࣄ ࠾ࡍవ 4 ޳छ  pi pi.0 ࡌ
707 మ࠾ࡍ కߘక  ఇ1 ޴ మࡹߖ޳ ࠾ࡍ సగం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ0 ޴.
5 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ఇం۪ࠫం۪ ఏߩۮ ޾ओ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ 3 ࠑ 2 ޴ఇ ݟంచంࠫࣾ ݟం ࣾࠫంచం޳ంڕ
ఇ0 ޴.
ఇకए ޴ఉంܿం ࡮ఇ ࢓బܽद ఈ ߰డڒ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ 66 డ ߘంݟ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ ߘంݟ ఇకए డ 
ఒకܽ ݡ࠮ ۨనऒ  చޔరऴڴࡱࣃ ۫పబݟంڒ ޴బܽद ޳ ڷࡱߕछ ऒߕࣆ ఒక ڴࡏࠪࣆ ߤࣄ ࡌ  pi ah 
ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ݡఏ ݋ం࠼ߦ चࢀࢗ ړڷࡱߕ ړ ݟంߘ  నߩओ కएࡅ ߤ࣌ ࡏࠬ ݡ  ఈ ऴߘ ࠆڴ pi x 
ऱߦ  ओߩనࣄۯ ݋ ంత ఉనऒࡍమ ࠭࠲ ఆ߯ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ޴అ ݡ ओߩ అపసవङ  ݡ ࡱڶऴݟ ޶నలࠢ ఐ ࡗమ ࡹశ޴ 
ࡍఆڝ ߖ޵ ,ݟళऱంࢗ नڝ ݋ߝఆࡍ न݋ߝ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ऴభమణ ڝణం ఇߩओ  y pi ߯ ߤ࣌ బܽदڒ 2 ࠑ ݡ

छ޳  ओߩబܽद ఇڒ ంܼ࠭ڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ బܽद మనం ఈڒ ޴ంޔ࢓అ  ࡌ ڡߜక ࡮ఇ ߘ ࠆڴऴ ࠭࠲  ݡ द 2 1
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फࣃۯ ࠭, ఆ߯ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ ऴߦరంࠚంۨ, ఆ߯ ఈ ޴శߕޔࢂࢗ ࡹऒ  ండవࡓ [ తంڶసం] ࠭࠲ ,࠭
छڒ ऴడంࡹ ݋ ఉߕऒ ओߩఇ ߗڒ ,࠭ ఇకए ݡ డ ࡓండవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ߯ ࡍఆڝ  नࡱ࢑ ݋ߝవ y 
తڕए వڴ ఉం࡯ݞ.
  ఒకܽ కం݄ ࠭࠲ ఇకए డڕ వࣆफߕऒ తగ ݟంߘ ऱ ఒకܽࢁమ ߤ࣌ బܽदڒ ࠭ ठడం ऴߦరంభమޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ x 
మనం ఇకए డ ఈ ࠼ߦంߝڕࡏۯ ړ ݋ వరڕ ఇకए డ ࠴తफం ऴభమణ ڝణం  ݟऴݟࡔ ߯ ޳ࡶ ࡱڶయ180 ࡱ ߤ
మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ సరళ ࡔఖ.
  ఇకए డ ࠳న࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ కएࡅ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ  ࡍఆڝ  नߕࣆ ݋ߝऒ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఒక ఎనࠢ ݟऴڶల y 
ऒߕࣆ ߤ࣌ छڒ ండవࡓ బܽदڒ  ऴడంࡹ ݋ మనం ఈ ऴߦ ߖ ࠆڴऱ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ݋ ࣋फ అ޴ అ࡮ంܽ޻ wi  
కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦంړ ݋ అڷߘణంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए  ऴߤ࣌ ࠆڴ pi 
ऒߕࣆ గవ۪ऐࣃ ڕ޶ంత ࠭ంࡍసࠪనం ఆ߯ మనం మ ړ  మ࠾ࡍ ఇకए డ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంڝ ݋సం మనం 
झ࡯࠻ۯ  ఉంܿం޴ ఉ޳హరణڕ ఇకए డ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ ߩۮओ .ం޳ంڕ
  మనం ఇకए డ ߘంݟ ऴߦరంభమࡃङ ऒߖހڝ తफం ऴభమణ࠴   ڴణంڷߘఅ ړߖހڝ ఆ ऴభమణ ࠾ࡍమ ࡯ݞ۫ 
మనం ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न࡯ݞ۫ ߘ ݋ߝ మ࠾ࡍ y y 
ࡍఆڝ नߦ ߘ ݋ߝऱ ఇకए  ࡯࠻ۯ ݋ డ అࣾం అం݄ ࠭࠲ ఈ ऴߖ ࠆڴ ఎࡍߪ ࡮फ ࣃۯफ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ,࠭  ऴޓ ߯ y 
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ڴంతࡍవదभ మ ݀ ࠑ ࣋फ, ఈ సమయంߤ࣌ ࡹ ఆࠆ ऴ࠳ ݀ ࠑ ߯ ޓన࣒ వړ ߤ సࠪనంڴ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ఎకए ऒޒऴపయ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯ݞఉం ݩ ࣋फ  ߖ޵ऒ  కڡߜ द ۯయࡏࠬ ړߖݞ ఇ࡮ంܽ 
ऴߘ ࠆڴ ߰ందవ۪ऐ  
మڒ ࠾ࡍబܽद ࠬ࠮ ࡏడవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ ओߩ pi 3 pi 2 ړ ړ ݟంߘ ݡ
ళऱవ۪ऐࢗ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ࠭ంߕ ࡏࠬ ޙࢀࢗ ڕ޶లठవ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉంܼࡏ మ࠾ࡍ ࠬ వऴకࡔఖ కࣆߧߖफం޴.
  అ࡮ంܽڒ ޴బܽद ఇࡏࠬ  ޴ ఆࣣ ࣌ߤ ఆߤ࣌ڜ ࠆ ఆߖ ࠆ ఎߦ ࡮ऱ फࣃۯ ݋ ऱߦ ࡹޒపదम ޻అ ࡗ యవ۪ऐۯ ݋  x x
అం݄ ఈ ࠼ߦంటऱ ࡅకए ࡍఆڝ  नߖ ݋ߝ ۫࣋ బࡏࠬ ࡱ޶ y 
ఈ ࠼ߦంటऱࡹ ऴపޒ ఒకए కएࡅ ߖ޳ ࡍఆڝ  नࡱ࢑ ݋ߝవߘ ఇకए డ ߯ ߦऱ  x y x ࡏࠬ బܽदڒ అࣾం  ࡯࠻ۯ ݋
కएࡅ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలހڝ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ࡏࠬ అం݄ ࡏޑ޶ం߰ ࡮ఎ ߘ ࠆڴऴ ߤ࣌ڜ  రߖ x y 
అڕߘం޳ం మࡱ࢑ ࣒ڒ ࣒ڒ ߤ࣌ ߤ࣌ ڕࠬ ࠾ࡍవڒ ࣆࡱޘ ࡱబܽद ࠬࡱ࢑ ࡏవߘ కھߘనగలࡏ x y x y 
ఈ ڝణం ࠳న࣒ ࠬ࠳ ࡏన࣒ ࡅకए ఆ߯  ప , ࡌనగలھߘక ߖ ߤ࣌ڜ  ऱ࣒ కएࡅ   x y x y x y x ޳ࡶ ߤ࣌ڜ 
కएࡅ పऱ࣒ ߤ࣌ڜ  ప  ࠆఆ ߤ࣌ ݀  ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ ޳ࡶ ܿ ܿ  ऱܿ ࣌ߖ ߤ కھߘనవ۪ऐ  y x y x ࠭࠲ ߝߖ޵ బܽदڒ 
త޶పࡍ పࡍషए ऒߕޔࠓంచࡍ ࠭  పరంݞޙ ڴ మހڝ ࠾ࡍల ޑ࠴फ ऒߖ  cos x sine x cos y sin y 
వङ ڔ फకࡍంచࣇ ࠭࠲ ړߖݞऴޑలߘ ߰ందߕޔࠓऒ ࠭ మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ ݋ߖ࠿ సࡍए  o ߖంऴదం అښ ړ ࡽ
అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ పࡍగށంచంڒ ,ݟబܽद ߗ ߘߝలం రంߘڷ ఉపࣃڵࡆफ q ߤ߭  ߘ
ऒߖހڝ బܽद ఈ ऴభమణڒ ݞږ వछߖఉండ ڴ  ంݟ, ఆ߯ మనڕ మࡖక ࠉం࢓޶ మ݋ࡵ ࠾ࡍ  ఈ ࠉం࢓޶ x p p
కएࡅ  ऴభమణ ڝణం అߦۮ ࠭࠲ ߖफ ࠭ y 
 బܽदڒ

కएࡅ కएࡅ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌  రछߖ  చనం ߘంڝ ݟఆࡍ नࡱ ݋ߝ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ x q 
ࡍఆڝ नࡅ ݋ߝకए  మڝ ࠾ࡍఆࡍ नߤ࣌ ݋ߝ అޔ࢓ం޴ ఈ ࠉంڝ ࢓޶సం ࡅకए ࡍఆڝ  न݋ߝ x x cos y p x x y

కएࡅ  అޔ࢓ం޴ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नࡅ ݋ߝకए ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߤ࣌  డ ఈ ڝణం ࠳న࣒ cos y y x yx 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ फࣃڶ ݞږ ߘ ݋ం࠼ߦ కࡖమనం మ ݡ ࠭.y
కएࡅ ߖ޵    ऴభమణ ڝణం ఇకए డ ߘంړ ݟ సࠪనం ڒబܽद ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉనऒ  ఈ ڝణం ࠳న࣒ ݞږ ړ r x y
సࠪనం 
ओߩబܽद ఇڒ న࣒࠳ ݞږ ޴బܽद అڒ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ఉం ڕమన ݡ డ ఈ ࠼ߦంړ ݋ సࠪనం అߖ x y a 
ओߩۮ .ం޳ంڕ
ऒߕࣆ ࠪڒ ఒక ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  కएࡅ ݋ం࠼ߦ కం݄ ఈ޶ఎం ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఈ a r 

కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ऴభమణ ڝణం ࠳న࣒ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڝఆࡍ न࠳ ࡱ ݋ߝన࣒ ah r x y x y x
ࡍఆڝ नڴ ݋ߝ ఉంܼڝ ࠼ఆࡍ न࠳ ݋ߝన࣒ ࡅకए ओߩఇ ߤ࣌   ం  y x y޳द ߭డࢳంܽ߯ దృݟంࡓ మనం ݡ
ऴڒ ࡱ܉ࠜޒబܽद మనం ߕޔࢂࢗ ݞږऒ ऒߖ܉ࠜޒऴ ߝదట అ࠴ బܽद మనంڒ ࠭ फࣃ۫   బܽद ఈ opqڒ ࠭
ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖޜ ఇకए డ మ࠾ࡍ లࣃࡏۯ ߘफ  బܽद p qڒ ߘ
ऴ܉ࠜޒలࡹ ఒకܽ ऴࠜޒజం ऴࠜޒజం ڒబܽद పࡍగށంచవలࣄన మࡖక ऴࠜޒజం ఓ࡛ opq 
 బܽदڒ జం ఓ࡛ࠜޒబܽद ऴڒ
ओߩफ, ఇ࣋࡯ࢣࡍప ߘల܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ओߩఅ ,޴ఉంܿం ࣄరవలۯ కܽڜߖ޳మనం ఒక ݡ ޴࣋۫ మనం ݡ
ఏࠫటం݄ , ऴࠜޒజం ࡹ ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  ఈ ࢙ߩ ߰డ޳ࡶ ࡹ࢓ ऴࠜޒజం ఓ࡛ ࡅకए  ߰డޜ࢓ opq oq 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࡓంݢ మ࢐ ޳ࡶ ࠾ࡍङ రࣃ बం.oq 
  ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  ఈ ݋ߖ࠿ సࡍए కएࡅ ࡽ  ఈ వృతफం opq 
࢐ङ కࡖమ ޴కం݄ అ޶ఎం ,޴ఉంܿం ޜ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ ݞږ రࣃ बం ڒబܽद ఈ ऴࠜޒజం ࡅకए  ఈ opq op 
Oa.޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ڴరణంڒ రం߄࡮࠮ జంࠜޒఈ ऴ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ݟږ ޜ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ తफం࠴
ऒߖ܉ࠜޒఈ ऴ ࡏࠬ బܽदڒ   ۫࣋फ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ ࢐ ݞږङ రࣃ बం ڒబܽद o aa r oa op 
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ऴࠜޒజం అ޴ߝ ऴࠜޒజం ఓ࡛ ࡅకए కएࡅ జంࠜޒఈ ऴ ࠾ࡍమ ݭ࣌   త޶పڝ ࡍణం ړ సࠪనం  opq oa poq
అ޴ߝ ऴࠜޒజం ఒࡅ ࡛ࡗకए pq aor ڴసࠪనం ړ న࣒࠳ ࡱހڝ ݡంࡓ కం݄ ఈ޶సࠪనం ఎం ړ ణంڝ  x y

ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࢐ܽ ࢑ అߖऒ  ޜ࢓ల ߰డ܉ࠜ 
సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ .࠼
 జం opqࠜޒవలऱ ఈ ऴ޶అం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ࡱ܉ࠜ  
కएࡅ  ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖ ޳छ కएࡅ ߩ࢙ న ఈݟపబ۫ ࡌ  ߰డ࢓ తపओ కएࡅ జం ఒ࡛ࠜޒऴ ڴࡍసߖ  qp 
కएࡅ ఆ࡛ ݭ࣌  ߰డڕ࢓ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद 
ओߩఇ ࠭࠲ ऒޒऴపయ ݡ फࣃ ࠭ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఇߩओ  ah qp ࢓ఈ ߰డ ߤࡷ ఈ ڕ޶ంۯంڵࡆఉప ڴంతࡍమ ݡ
అ޴ߝ మ࠼ߦ ࠾ࡍంటऱ మధङ రం తపओ޷   మࡖకܽ ޶ڒ, ఇకए డ ࠼ߦంڝ ݋ఆࡍ नࡱ ݋ߝ q p q cos x sin 

మ࠼ߦ ࠾ࡍంڝ ݋ఆࡍ नࡱ ݋ߝ మ࠾ࡍ అం݄ ऴ࢐యడం  ఈకछ అం݄ x q cos y sin yi qp ar qp ܿ ࡽ
࣋ए छ ए࣋ ࢐ܽ ఉం݄ ڴసࠪనం ࡱ࢓డ߰ ݡంࡓ బܽदڒ యడం సࠪనంࡌ ࡛ छ ࡛ न ߰డݞږ ࡱ࢓ సࠪనంڴ 
ఉంܼ࠼ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ బܽद qp cos xmڒ రऴసంޔతफం చ࠴ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ వలంښ ࡛ inus cos y 
ఇ޴ ࣋ए छ ए࣋ ࡽࣟ ߸ ࣒ڒ న࣒࠳ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ߤࣄ న࣒࠳ ߤ࣌  छ  qp x x y ړ ࡛
సࠪనం ڒబܽद అ޴ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ అ޴ ࣋ए छ ओߩఇ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜ ࡛ మనం ࣋ए ݡ छ ࡛ అం݄ qp ar ar 
ఏࠫܽ ࠼ߦం݋ మ࠼ߦ ࠾ࡍంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ లڝࣆࡱޘ ߘం࠼ߦ ݟంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ a r a 
ఒక ߕࣆऒ కएࡅ ݋ం࠼ߦ , ࡍఆڝ  न࠳ ࡱ ݋ߝన࣒ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ڒబܽद ఈ ࡔఖ r cos x y sin x y 
घڻ࣊ ంࡅ ݋కए  ࣋ए छ ࡛ न సమޝలङ  ߰డ࢓ ar 

రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ న࣒࠳  cos x y x y ࡗ܋ న࣒࠳ న࣒࠳ ߤ࣌ 
కएࡅ న࣒࠳ రऴసంޔతफం చ࠴ ए࣋ ߤ࣌  छ ࡛ అޔ࢓ం޴ x y 
దܽ వङ࠴ ࡹ ݭ࠼సऱ ࡍప޶త ߖ࢐ܽ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݢంࡓ బܽद ఈڒ ڔ फకరణ ࠳న࣒ ࣒ڒ cos x y 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍకࢁంత సరࡍమ ࡹతफం࠴ भ޳ ం  చޔరऴసం పऱ࣒  రऴసం x yޔతफం చ࠴ ߤࣄ న࣒࠳ ߤ࣌ 
సࠪనం ڒబܽद ࠴దܽ చޔరऴసం సࠪనం ࣒ڒ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ  ఆ߯ x y x y ࣒ڒ ࣒ڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
 ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ రऴసంޔండవ చࡓ  छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌  छ ओߩఅ  ߗڒ ߤ࣌ ߤ࣌ ݡంࡓ న࣒ 2࠳ ࡛   ఏ x y x y w ݡ
ए࣋ ߤ࣌ ߕ࠼అ ړߖހڝ छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ࣒ڒ  छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం అڒ ࣆࡱޘ ߖబܽद ఈ ࡓంݟܔ ݢంచబݟx x x 
ఒకܽ పऱ࣒  ఈ ࡓంݟܔ ݞږ ݢంచబݟ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠳ ࢙ ࣒ڒ ࣒ڒ ݡన࣒ ݀ ࣌ߦ ߤపం మ࠾ࡍ  x x y 
ఇ࠴ ޴దܽ వङ ڔ फకరణ ࡅకए  సరࢁకరణڕ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ऴపޙङ క పړߖ޳ సࠪనం ఈ ऴపޙङ క ah 
వङ ڔ फకరణ ఇࡓ ޴ండవ వङ ڔ फకరణ ڒబܽद ࢑ ݞږ ߖߖ޳సफࡍంపܑ޳भ ం ڒబܽद ఇ޴ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అ࠭࠲ ߖ 
ओߦۮ తफం ࣋ए࠴ న࣒ 1࠳ న࣒࠳ ࠭ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌  छ ࡛ ఆ࠳ ࠆన࣒ ఇ࣒ڒ ޴ ࣋ए छ  న࣒cos x y x y, x࠳ ࡛

 ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ݀ ࠳ ࣒ڒన࣒  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌  छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌  छ ओߩన࣒ ఇ࠳ ࡛  ఈ y x y x y x y ݡ
ए࣋ ࣒ڒ छ ࡛ సࠪనం  ࠳న࣒ మߦ ࠾ࡍపం చޔరऴసం ࠳న࣒ కߧ࡯ ఒకߖߖ޳ కޔߩࡱంڒ ޴బܽद x y x y 
ఇ޴ ఇߩओ ఒకܽ పऱ࣒ ݡ  వ࠳ ߤన࣒ ݀ ࠳ ࣒ڒన࣒ ࣆ ړలభతరం అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ࢑ x y 
సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం ߖ࢐ܽ సమం ࣄۯనߩओ ओߩనࣄۯ సమం ࡏࠬ ݡ x ޴फంࣆࠚఏࠫ ల ڕమన ݡ
కएࡅ న࣒࠳  థࠫక y c os x cos y plus sine x sine yߦऴ ࡮ۧ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࣒ڒ 
ఫ࡯తం, ࠭࠲ ߖߖ޵ ࠪ ఆࣣ ఇతర ఉపߕङ फࣃڵࡆ࢐త ఉపࡏత ࡹలࣃ  న࣒ x y࠳ బܽदڒ ࡔబܽद సڒ ࠭
కएࡅ  మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఏ࢙ࡓ ߕంހڝ ݡలߘ ఇۨऐ నߩओ ओߩఇ ࠭࠲ ݡ x y x cos y plus sin  ࠭ࢡ۫ ݡ

ఎ࡮ x sin y x x y plus y 
ऒߖޑऴࣇ ఈ ࠭࠲ సంڝ న࣒࠳ ࣒ڒ  ఉపڵࡆంۨ ڝసం వङ ڔ फకరణݞږ ߘ x y cos x plus y 
ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ߰ందవ۪ऐ  మ࠳ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍన࣒ మ࠾ࡍ  అߩओ घࡏ߷ ఈ ݡ  y ݟంచంڵࡆఉప ߘ࡮
ऒߖޑऴࣇ ఈ ޴బܽद ఇڒ  ఉపࣆڵࡆफంڒ ޴బܽद ఇ࣒ڒ ޴ ఆ࠳ ࠆన࣒  ప ऱ࣒  cos x y x y ڴ న࣒࠳ ߤ࣌ 
 ,޴ంޔࡏࠪ
ఇړ ޴ సࠪనం అߖ ఇߩओ కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ ߤఫంࣾ ࡍబܽद ఒక సڒ ంۧ࠭ߧ۫ ࠭࠲ ݡ  cos x cos y cos

ఇకए ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ డ ఉంࡅ ߗڒ ޴కए కएࡅ న࣒࠳ బܽदڒ ߤఒక ఫంࣾ ߤ࣌    cos y cos y y r y 
ఇకए ڕబܽद మనڒ ߤ࣌ న࣒࠳ ߤ࣌ డ ࠳న࣒ ࡏڷफ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴న࣒ ߤ࣌ ߤࣄ అޔ࢓ం޴ y x y 
ࡍߪ మనం ޜߖ޵ బܽदڒ फ ࣃۯफ మధङ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ࠭࠲  ࠭  మߖࡍऒ  సంబం߄లޜ ऴߦరంࠚంۨన ࡓండవ
ఉపߕङ సం ࣌ߤ ఫంࣾߤ అࣄࠐ ޴ߝ ఫంࣾߤ అߤ࣌ڜ ߖ ఫంࣾߤ ఒక సࡍ ఫంࣾߤ అߤ࣌ ࠭࠲ ݞږ ߖ మ࠾ࡍ 
ऱߦ ࡮ఎ ߘల ࠆڴసం ऴڝ ߤ࣌ڜ వङ ࠭࠲ ڕవరۨ ࠾ࡍంۧ࠭ మߧ۫ ݞږ ࡹ࠻ۯ ݋ ङޑ సం ࡅకए  ߤ࣌ڜ 
మࡓ ࠾ࡍంހڝ ݡల ࠴తफం ڝసం ఇకए డ ఒక వङ ڔ फకరణݞږ ߘ ߰ం࠭޳.
 తޒ࢐ࡏ తరగ࠭࠲ ,ࡹޒ ఈ సࠬకరހల ߘంݦ ऴߦథࠫకంڴ ఆࣣ ߘ ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ అߝ సంߖޑښऒ  
చࡍऐ फࣃ ࠭.
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