
 ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கள் பற்௣ய இந்த இரண்டாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வரேவற்ழேறாம்.
 ௚தல் ௳ரி௵ைர௜ல் 
நீங்கள் பத்தாம் வஶப்௔ல் பூத்த ௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄களின் ௔ன்னணிைய நாங்கள் 
அ௣௚கப்ப௄த்ொ௜௠ந்ேதாம், நாங்கள் இன் ைசன் மற்௥ம் ெகாைசன் ஆழய இரண்௄ x 
௚க்ேகாண௳யல் ெசயல்பா௄கைள அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம் , அதன் ஼ல பண்௖கைள நாங்கள் 
௳வாொக்கத் ெதாடங்ழேனாம்.
 
எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் நாங்கள் அைதத் ெதாடரே்வாம், எனேவ 

என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இன் ெகாைசன் எதற்ஶ என்ற அ௄த்த ேகள்௳க்ஶ x x 
பொலளிக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எங்களிடம் ஒ௠ அலஶ வட்டம் இ௠ந்தௌ, அதன் ைமயம் ஐக் o 
ெகாண்ூ௠ந்தௌ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளிைய நாங்கள் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம் .
  அலஶ வட்டம் மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ, எனேவ இந்த ௔ரி௵ ேகா௄ a b 
௔ரி௳ன் நீளம் எனேவ இந்த ௖ள்ளி இங்ேக ஆஶம், இௌ நீளம் மற்௥ம் இந்த ாழற்஼ oa a b 
ேகாணத்ொன் அந்த ாழற்஼ ேகாணத்ொன் ஆஶம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.cos cosine a 

இன் காஸ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் என்பதால், ேகாணத்ைத கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼த்தால்  x x 
நாம் என்னவாக இ௠க்ழேறாம், ஏெனனில் இன் காஸ் என்பௌ அந்த ௖ள்ளி௜ன் x x 
ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ சமம் என்பதால் 
நாம் ௚க்ழயமாக ேத௄வௌ இன் அந்த ேகாணங்கைளத்தான்.r 
 
ாழற்஼க்ஶப் ௔ன் வ௠ம் இ௥ொப் ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ x 
இந்த 
வட்டத்ொல் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன, எனேவ x 
ஒன்௥ இங்ேக இந்த ௖ள்ளி , இௌ அசா் மற்௥ம் இௌதான்  அசா் இந்த கட்டத்ொல் x y x 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம், ௔ன்னர ்மற்ெறா௠ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ 
இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகள் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம் இப்ேபாௌ இங்ேக இந்த x 
௖ள்ளி ாழற்஼௜ன் ேகாணத்ொற்ஶ ஒத்ொ௠க்ழறௌ, எனேவ நாம் ெதாடங்ழனால்  இந்த கொைர 
இங்ேக ெகாண்௄ ெதாடங்ஶழேறாம், ௔ன்னர ்இந்த கொர ்90 ூழரி அல்லௌ ஐ 2 pi 
ேரூயன்களால் ாழற்௣னால் இங்ேக அைடழறௌ, எனேவ ஒ௠ ோர௵் என்னெவன்றால், இரண்௄x 
ேரூயன்களால் ைபக்ஶ சமம் , மற்ெறான்௥ நீங்கள் இந்த ௖ள்ளிைய அைட௞ம் ேபாௌ இந்த 
௖ள்ளி ஒ௠ ௖ரட஼்௜ன் ௚க்கால் பஶொக்ஶ ஒத்ொ௠க்ழறௌ மற்௥ம் ஒ௠ ௖ரட஼்௜ன் ௚க்கால் 
பஶொ 3 ைப 2 ேரூயன்கள் ஆஶம், அௌேவ மற்ற ோர௵் மற்௥ம் நாம் பாரத்்தௌ ேபால் இன் x 
ைசன் மற்௥ம் ெகாைசன் இரண்௄ம் அவற்௣ன் ொ௠ம்ப ொ௠ம்ப வ௠ழறௌ இரண்௄ இன் v pi 
ஒவ்ெவா௠ ௚௱ எண் ெப௠க்கத்ொற்ஶப் ௔றஶம் எனேவ இன் இன் மற்௥ம் alues x cos cos x 
இன் ஆனௌ இன் மற்௥ம் இரண்௄ ஆஶம், எனேவ இந்த சமன்பாட்ூன் cos x plus k cos pi 
ோர௵் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ஆஶம்.cos x 

மற்௥ம் அைர மடங்ஶ வைர, ௚௱ எண் இ௠க்ஶம் இடத்ொல் , நாம் அூக்கூ   n pi n 
சந்ொக்ஶம் ஼ல ேகாணங்களின் ைசன் மற்௥ம் ேகாைசைனக் கண்ட௣ய ௚யற்஼ப்ேபாம், 
இங்ேக இந்த வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணத்ொன் ௙ௌ கவனம் ெச௩த்ௌேவாம், இங்ேக இந்த 
ேகாணம் 90 ூழரி மற்௥ம் இந்த ேகாணம் ோட்டா ஆஶம்.
  நிசச்யமாக இந்த ௛ன்றாவௌ ேகாணம் ைப ைப ௅ ைமனஸ் ோட்டா எனேவ இங்ஶ நாம் 
பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், காஸ் ஆஃப் ோட்டா ௔ரி௳ன் நீளம் ஏ௔ ைப ஏ஼ மற்௥ம் ைசன் 
ைப௜ன் ைசன் ைப 2 ைமனஸ் ோட்டா௵க்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்க ௚யற்஼க்ழேறாம்
 மற்ெறா௠ ேகாணத்ொல் இந்த ேகாணம் ைப 2 ைமனஸ் ோட்டா இப்ேபாௌ ஒ௠ ேகாணத்ொன் 
ைசன் வைரயைற௜ல் இ௠ந்ௌ அைடயாளம் இந்த ேகாணத்ொன் ைசன் இந்த ேகாணத்ொன் 
எொரக்்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் , எனேவ இந்த ேகாணத்ொன் எொர ்இந்த பக்கம் ஆல் ab 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ  ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் இௌ ஏ஼ எனேவ நாம் இங்ேக என்ன பாரக்்ழேறாம் 
இந்த இரண்௄ ௳ழதங்க௬ம் ஒேர மாொரியானைவ, எனேவ காஸ் ஆஃப் ோட்டா ைப௜ன் ைசன் 
ைபக்ஶ இரண்௄ க௯த்தல் ோட்டா௵க்ஶச ்சமம் எனேவ எந்தக் ேகாணத்ொன் ைசைன௞ம் நீங்கள் 
அ௣ந்ொ௠ந்தால், ஒவ்ெவா௠ ேகாணத்ொன் அைடயாளத்ைத௞ம் நீங்கள் அ௣ந்ொ௠ந்தால் 
உங்களால் ௚ூ௞ம்.
  ஒவ்ெவா௠ ேகாணத்ொன் இந்த ேகாைசைன அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள், எனேவ அூப்பைட௜ல் 
அூப்பைட௜ல் அைவ ஒன்௥தான் , இௌேவ அவற்௥க்ழைடேயயான ெதாடர௖் நன்றாக 
இ௠க்ழறௌ.
  ஐேசாெசல்ஸ் ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணம் இௌ 90 ூழரி மற்௥ம் இௌ ஒ௠ ஐேசாெசல்ஸ் abc 
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வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணம் எனேவ என்பௌ க்ஶ சமம் என்பௌ ஒ௠ அலஶக்ஶ சமம் ab bc 
மற்௥ம் இௌ இந்த பக்க௚ம் இந்த பக்க௚ம் சமமான நீளம் இந்த ேகாண௚ம் இந்த ேகாண௚ம் 
ெகாண்டௌ.
 ேம௩ம் சமமாக இ௠க்ஶம் , எனேவ இரண்௄ம் ஒவ்ெவான்௥ம் 45 ூழரியாக இ௠க்ஶம், இைவ 
இரண்௄ம் 4 ேரூயன்களால் ஆக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் ௔த்தேகாரஸ் ேதற்றத்ொன் ௛லம் இந்த pi 
ைஹப்ேபாெடன்௟௻ன் நீளம் இன் வரக்்க ௛லமாக இ௠க்ஶம் சௌரம் மற்௥ம் ௔஼ சௌரம் ab 
இரண்௄ அலஶகளின் வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம் 
, எனேவ இந்த ேகாணத்ொன் காஸ் நான்கால் என்பௌ ைஹேபாெடன்௟ஸால் pi 
வஶக்கப்ப௄வதற்ஶ சமமாக  இ௠க்ஶம்.
  எொரக்்ஶ சமமாக ைஹேபாெடன்௟ஸால் வஶக்கப்ப௄ம், அௌ௵ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம், 
எனேவ ேகாணம் ைபக்ஶ 4 அல்லௌ 45 ூழரி சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ, அந்த ேகாணத்ொன் 
ெகாைசன் மற்௥ம் ைசன் இரண்௄ம் ஒன்௥தான், ேம௩ம் அைவ இரண்ூன் சௌர ௛லத்ொல் 
ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 ைப௜ன் ைசன் மற்௥ம் 
ெகாைசைன 6 ேரூயன்கள் அதாவௌ 30 ூழரி ௛லம் கண்௄௔ூக்க ௳௠ம்௖ழேறாம், எனேவ 
இங்ேக ஒ௠ ௚க்ேகாண வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணம் உள்ளௌ, அங்ஶ இந்த ேகாணம் 6 
ேரூயன்கள் அல்லௌ 30 ூழரிகளால் ைப ஆஶம் , நாங்கள் ௳௠ம்௖ழேறாம்.
  ைசன் மற்௥ம் ேகாைசைனக் கண்௄௔ூக்க, இந்த வரிைய என்ற ேநரே்கா௄ ஐ இப்பூ cb cb-
நீடூ்த்ௌ 
, இங்ேக ைமனஸ் க்ஶ சமமான மற்ெறா௠ ேகாணத்ைத ஆறாக ஆக்ஶேவாம், எனேவ இந்தக் pi
ேகாணத்ொன் அள௵ இ௠க்ஶம் வைக௜ல் இந்த மற்ெறா௠ கொைர இங்ேக உ௠வாக்ஶேவாம்.
 இந்த ேகாண௚ம் ஆ௣ல் ைப ஆழறௌ சரி இப்ேபாௌ இந்த கொர ்மற்௥ம் இந்த ேநரே்கா௄ இந்த 
இடத்ொல் ெவட்டப் ேபாழறௌ இைத என்௥ அைழப்ேபாம் , இப்ேபாௌ இந்த ௚க்ேகாண d 
ஏ஼ூ௜ல் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம், 
ஆனால் அதற்ஶ ௚ன் நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், நாம் பாரக்்ழேறாம் என்றால் 
இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்களி௩ம் என்பௌ ௚க்ேகாணங்களில் ஒன்௥ , மற்ற abc 
௚க்ேகாணம் எனேவ இந்த ௚க்ேகாணம் மற்௥ம் இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர adb, 
மாொரியானைவ என்பைத நாங்கள் உணரழ்ேறாம், 
ஏெனனில் அைவ ஒ௠ ெபாௌவான பக்க மற்௥ம் இந்த ேகாணம் 90 மற்௥ம் இந்த ேகா௄ ab cd 
ஒ௠ ேநர ்ேகா௄ என்பதால் இௌ ேகாணம் 90 ஆஶம் , ௔ன்னர ்கட௄்மானத்ொன் ௛லம் இௌ௵ம் 
இந்த ேகாண௚ம் இந்த ேகாண௚ம் இந்த ேகாண௚ம் சமமாக இ௠க்ஶம் , எனேவ ௚க்ேகாணம் 

மற்௥ம்   ௚க்ேகாணம் ஆழயைவ சமமாக இ௠க்ஶம்.abc abd 
 இந்த ஏ஼ ஒ௠ ௟னிட௄்க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் ௳ளம்பர௚ம் ஒ௠ ௟னிட் என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ஏெனனில் இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர 
மாொரியாக இ௠ப்பதால் ெபரிய ௚க்ேகாணத்ொல் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம் எனேவ நான் adc 
இப்ேபாௌ இ௠க்ழேறன்  இந்த ௚க்ேகாணத்ைதப் பற்௣ ேபாைக௜ல்,  இந்த இரண்௄ 
௚க்ேகாணங்களின் ஒற்௥ைமயால் இந்த ேகாண௚ம் இந்த ேகாண௚ம் சமமாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ேகாணத்ொன் அள௵ ோட்டா என்றால், இந்த ேகாண௚ம் ோட்டா மற்௥ம் 
இந்த ெமாத்த ேகாணம் இங்ேக ைப ஆஶம்.
  ௛ன்௥ அல்லௌ அ௥பௌ ூழரி ௛லம் இப்ேபாௌ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , இந்த 
௚க்ேகாணத்ைத நீங்கள் பாரத்்தால், 
இந்த ேகாண௚ம் இந்தக் ேகாண௚ம் சமமாக இ௠ப்பதால், ௚க்ேகாணத்ொன் அைனத்ௌ உள் 
ேகாணங்களின் ஷட௄்த்ெதாைக 180 ூழரி என்பதால் ெதாடங்ஶம் சமபக்க ௚க்ேகாணம் இந்த 
60 ூழரி என்பௌ ைப ஆல் 3 ௔ளஸ் ோட்டா ௔ளஸ் ோட்டா எனேவ ைப ைப 3 ௔ளஸ் ோட்டா ௔ளஸ் 
ோட்டா ைப ேரூயன்களாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , இௌ உண்ைம௜ல் ௛ன்௥ ேரூயன்களால் 
ைபக்ஶ சமம் என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இந்த ோட்டா௵ம் ைப ௛ன்றால் ைப ஆஶம்.
 ைப ௛ன்றால் ைப மற்௥ம் இௌ நிசச்யமாக ைப ஆல் ௛ன்றாஶம், எனேவ இந்த ௚க்ேகாணம் 
ஏூ஼ ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணம் இௌ ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணம், ஏெனனில் ௛ன்௥ 
ேகாணங்க௬ம் ைபக்ஶ 3 ேரூயன்கள் அல்லௌ 60 ூழரி சமம் எனேவ  இந்த வரிப் ௔ரி௳ன் 
நீளம் ஶ௥வட்௄ மற்ற இரண்௄ பக்கங்களின் மற்ற நீளத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ ஒ௠ 
௟னிட் ஆஶம், எனேவ இந்த ஶ௥வட்௄ ேம௩ம் ஒ௠ ௟னிட் நீளம் ெகாண்டௌ, எனேவ இப்ேபாௌ 
நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால், ஼ூ௜ன் நீளம் 
ஒ௠ ௟னிட் ேம௩ம் உள்ளௌ.

மற்௥ம் ஆழய இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் மற்௥ம் ஆழய இ௠ பக்கங்களின்  abc abd bc bd 
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நீளத்ொற்ஶ ஒத்ததாக இ௠ப்பதால், இந்த நீள௚ம் இந்த நீள௚ம் சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், 
எனேவ ௚௱ நீளம் ஒ௠ அலகாக இ௠ந்தால், இந்த நீளம் அைர அலகாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.cd 
 அைர அலகாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ேகாணத்ொன் ேகாைசன் ஆல் ஆல் 
மன்னிக்க௵ம், இந்த ேகாணத்ொன் இந்த அ௣ஶ௣ைய மன்னிக்க௵ம், எனேவ இந்த ேகாணத்ொன் 
ைசன் ைப ஼க்ஸஓக்ஶ சமம் எனேவ ைப௜ன் ைசன் ஆல் ஆல் ைச௑க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 இந்த ேகாணத்ொன் ௚க்ேகாணத்ொன் ௙ௌ கவனம் ெச௩த்ௌேவாம், அதன் abc 
ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் நீளம் ஒ௠ அலஶ மற்௥ம் அைர அலஶக்ஶ சமம், எனேவ இன் ைசன் cb pi 
ஆறால் எொர ்ைஹப்ேபாெடன்ஸால் இ௠க்ஶம், இௌ பாொக்ஶ சமமான ஒன்றால் வஶக்கப்ப௄ம்.
 இந்த எளிய கட்டைமப்௔ன் ௛லம்  ைப௜ன் ைசன் ஆல் ஆல் பாொக்ஶ சமம் என்௥ம், ction 
இேதேபால், ௚ந்ைதய வஶப்௔ல் ைசன் ஸ்ெகாயர ் ௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ் என்பௌம் ஒன்௥ x x 
என்௥ காட்ூேனாம், எனேவ அந்தத் ெதாடரை்பப் பயன்ப௄த்ொ நீங்கள் காட்டக்ஷூயௌ 
என்னெவன்றால் ைப ஆல் ைப ஆல் இ௠க்ஶம்.
  ௡ட் 3 ைப ௅ க்ஶ சமம் மற்ெறா௠ ேகள்௳ மனொல் எ௱ம், ைசன் ஆஃப் க்ஶம் ைமனஸ் இன் x x 
ைச௑க்ஶம் ஏதாவௌ ெதாடர௖் இ௠க்ழறதா, அேத ேபால் ைமனஸ் எக்ஸ் இன் காஸ் ஆஃப் 
எக்ஸ்என் காஸ் ைமனஸ் எக்ஸஓக்ஶ இைட௜ல் ஏதாவௌ 
ெதாடர௖் இ௠க்ழறதா? இௌ அசா் இௌ இௌேவ அசா் இௌ அசா் மற்௥ம் இங்ேக என்ற x x y p 
௖ள்ளி உள்ளௌ, அதன் மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் ௚ைறேய மற்௥ம் மற்௥ம் இந்த x y e b 
ாழற்஼௜ன் ேகாணம் எனேவ நான் இொ௧௠ந்ௌ ெசங்ஶத்தாக ைக௳ட்டால் x 
இந்த ௖ள்ளி௜ல் அச஼்ல் ௖ள்ளி ௔ன்னர ்இந்த நீளம் சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த x p a oa 

க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இந்த நீளம் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இப்ேபாௌ நாம் இந்த oa a b 
ேகாணத்ொல் ைமன௻ல் ஆரவ்மாக இ௠ப்பதால் ாழற்௥ேவாம் ௔றஶ நாம் ைமனஸ் ஐப் x x 
ெபற ேவண்௄ம், நாம் ஐப் ெபற ேவண்௄ம்  இந்த ேகாணம் க்ஶ நாம் ெசய்த அேத அள௵ r x 
ாழற்஼௜ன் ௛லம் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ஆரத்ைத கூகார ொைச௜ல் ஓட்ட௵ம், எனேவ நீங்கள் 
அைத அேத அள௵ ாழற்௥ம்ேபாௌ இந்த ேகாணம் ைமனஸ் ஆக௵ம், நாம் கூகார ொைச௜ல் x 
ாழ௩ம் ேபாௌ இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ழ ாழ௩ம் ேபாௌ  இங்ழ௠ந்ௌ இங்ழ௠ந்ௌ ெசல்௩ம் ேபாௌ 
நாம் ெசய்த அேத அள௵ ாழற்஼ைய நாம் என்ற ௖ள்ளிைய அைடேவாம் என்௥ ஷ௥ேவாம்.q 
  ௖ள்ளி என்பௌ மற்௥ம் ௔ன்னர ்ைமனஸ் இன் ைசன், எனேவ இன் ைசன் க்ஶ q c d x x b 
சமம், இௌ நாம் ஏற்கனேவ அ௣ந்த ஒன்௥ ைமனஸ் இன் ைசன் சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌx 
எொர,் எனேவ இௌ இந்த ௖ள்ளி இன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஆஶம் ah q y d 
க்ஶ சமமான ைஹப்ேபாெடன்௟௻ன் நீளத்தால் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ ைமனஸ் இன் s 
ைசன் க்ஶ சமம் எனேவ இந்த மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல் ஏேத௑ம் ெதாடர௖் இ௠க்ழறதா d d b 
என்௥ பாரக்்க ேவண்௄ம், 
இப்ேபாௌ இந்த ஆ ௚க்ேகாணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி இந்த இரண்௄ a 
௚க்ேகாணங்கைள௞ம் நாம் இங்ேக பாரத்்தால் எனேவ ஒ௠ ௚க்ேகாணம் ஓப் எனேவ இங்ேக 
இந்த ௚க்ேகாணம் மற்ற ௚க்ேகாணம் ஓக் ௔றஶ நாம் பாரப்்பௌ மன்னிக்க௵ம், இந்த இரண்௄ 
௚க்ேகாணங்க௬க்ஶம் இைட௜ல் அைவ ஒத்ௌப்ேபாழன்றன, எனேவ ௚க்ேகாணம் ஓப் என்பௌ 
௚க்ேகாண ஓக் ௚க்ேகாணத்ௌடன் ஒத்ௌப்ேபாழறௌ மற்௥ம் அதற்ஶக் காரணம்  நிசச்யமாக 
இந்தப் பக்கம் ஓ இ௠வ௠க்ஶம் ெபாௌவானௌ 
, இந்த ௚க்ேகாண ஓப்௔ன் இந்தப் பக்கமானௌ ஓக் ௚க்ேகாணத்ொன் நீளம் க்ஶ சமம், oq 
ஏெனனில் இைவ இரண்௄ம் இந்த அலஶ வட்டத்ொன் ஆரம் ஆஶம், எனேவ நமக்ஶ இரண்௄ 
பக்கங்க௬ம் சமமாக இ௠க்ஶம்.
 இங்ேக இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் ேகாணம் என்பௌ இந்தக் ேகாணத்ொற்ஶச ்சமம், ஏெனனில் x 
இைவ இரண்௄ம் அள௳ல் ஒேர அளவாக இ௠ப்பதால், இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் 
இப்ேபாௌ ஒேர மாொரியாக இ௠க்ழன்றன, 
இந்த ௖ள்ளிைய நாம் உண்ைம௜ல் வைரந்தேபாௌ, நாம் ைக௳டூ்௠ந்ேதாம் இந்த ௖ள்ளி௜ல் 
இ௠ந்ௌ ெசங்ஶத்தாக அசா்க்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ, எனேவ இௌ இப்ேபாௌ 90 ூழரி p x 
ஆஶம், ஏெனனில் இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பதால் இந்த 
ேகாண௚ம் இந்த ேகாணத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ 90 ூழரியாக௵ம் இ௠க்ஶம்.
 நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இந்த பாக் உண்ைம௜ல் ஒ௠ ேநர ்ேகாடாக இ௠க்ஶம், 
ஏெனனில் இந்த ேகாணம் 90 மற்௥ம் இௌ 90 எனேவ இங்ஶ ெமாத்த ேகாணம் இந்த ெமாத்த 
ேகாணம் 180 ூழரி ஆஶம் , எனேவ இந்த பாக் ஒ௠ ேநர ்ேகா௄ ஆஶம், இௌ அூப்பைட௜ல் 
ெவட௄்ழறௌ.

அசா் 90 ூழரி மற்௥ம் எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ க்ஶ சமமாக   x x a 
இ௠க்ஶம் என்பௌ ெவளிப்பைடயானௌ எனேவ என்பௌ q c a 
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க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ௚௱ வரி௞ம் ஒ௠ ேநர ்ேகா௄ மற்௥ம் இௌ அசா்டன் 90 ூழரி௜ல் x 
ெவட௄்ழறௌ, எனேவ அூப்பைட௜ல் இங்ேக இந்த ேகா௄ ௔ரி௵ இந்த ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசா்க்ஶ
இைணயாக உள்ளௌ ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠ப்பதால் இந்த இரண்௄ y 
ேகா௄க௬ம் இைணயாக இ௠ப்பதால் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைக க்ஶ c 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
  இங்ேக இங்ேக சரி , எனேவ என்பௌ க்ஶ சமம் ஆனால் இப்ேபாௌ பற்௣ என்ன, a c a d 
ஏெனனில் இங்ஶள்ள இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பதால் ௚தல் 
௚க்ேகாணத்ொன் இந்தப் பக்கத்ொன் நீளம் 

க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் அௌ ௚க்ேகாண ஓக்ழன் இந்தப் பக்கத்ொன் நீளத்ொற்ஶச ்சமமாக t 
இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த நீளத்ொன் அள௵ம் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இௌ நான்காவௌ b 
நான்ழல் இ௠ப்பதால் இௌ அசா்க்ஶக் வேழ உள்ளௌ எனேவ ைமனஸ் ௔ க்ஶ சமமாக ah x d 
இ௠ங்கள், இப்ேபாௌ இங்ழ௠ந்ௌ இங்ேக இ௠ந்ௌ 
ைமனஸ் இன் ைசன் ைமனஸ் ௔க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம், இௌ x 
ைசன் இன் ைமனஸஓக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.x 
  ெதாடங்ஶங்கள் , எனேவ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , ைமனஸ் இன் ைமனஸ் என்பௌx x 
ைசன் இன் ைமனஸஓக்ஶ சமம் , இௌ ஒ௠ ௘க அூப்பைடயான உற௵, இப்ேபாௌ இந்த x 
வைகயான ெசயல்பா௄க௬க்ஶ ைமனஸ் இன் ைமனஸ் ைமனஸ் எஃப்எக்ஸஓக்ஶச ்சமம் x 
என்பௌ ஒ௠ ஼றப்௖ப் ெபயைரக் ெகாண்௄ள்ளௌ.
 ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄கள் எனப்ப௄ம் ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄கள் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ம் அேத உ௠வத்ைத நாம் இங்ேக பயன்ப௄த்ொனால், அைவ ஒற்ைறப்பைட 
ெசயல்பா௄கள் எனப்ப௄ம், ௔ன்னர ்நாம் பாரக்்கக்ஷூயௌ என்னெவன்றால் 
, இந்த ௚க்ேகாண ஓப்ைபப் பாரத்்தால் , இன் காஸ் இந்த நீளத்ொற்ஶ சமம், இௌ ஒன்றால் x 
வஶக்கப்ப௄ம் ஒ௠ மற்௥ம்  க௯த்தல் இன் என்ன ைமனஸ் க்ஶ இந்த ௚க்ேகாண ஓக் x cos x 
மற்௥ம் ைமனஸ் இன் காஸ் பாரக்்ஶம்ேபாௌ, ைமனஸ் இன் காஸ், ைஹேபாெடன்௟ஸால் x x 
வஶக்கப்ப௄ம் அேத சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ நீளம் ஒன்௥, எனேவ இௌ௵ம் க்ஶ சமம் எனேவ a x 
இன் காஸ் மற்௥ம் ைமனஸ் இன் காஸ் எப்ேபாௌம் சமமாக இ௠க்ஶம்.x 
 மற்௥ம் இன் க்ஶ சமம் க்ஶ சமமான ெசயல்பா௄கள் இ௠ந்தால் க்ஶ சமமான x x f x f 
என்பௌ க்ஶ சமமான க்ஶ சமம்.x x 

இன் எனேவ இங்ேக இௌ௵ம் ஒ௠ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ என்௥ அைழக்கப்பட ேவண்௄ம் x 
என்றால், ெசயல்பா௄ இன் ஒ௠ மொப்௖க்ஶ மட௄்மல்ல , அதன் ெடாைமனில் உள்ள இன் x x 
அைனத்ௌ மொப்௖க௬க்ஶம் இந்த உறைவ ௗரத்்ொ ெசய்ய ேவண்௄ம், எனேவ சமமாக cos x 
இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.
 நிஜ எண்ைணச ்ேசரந்்த இன் அைனத்ௌ மொப்௖க௬க்ஶம் இன் ைமனஸ் காஸ் x x x, 
ெசயல்பாடூ்ன் களமாக இ௠க்ஶம் உண்ைமயான எண்களின் ெதாஶப்பாஶம், எனேவ 
அத்தைகய ெசயல்பா௄கள் சமமான ெசயல்பா௄கள் என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ, அைவ சம 
ெசயல்பா௄கள் என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ, எனேவ அ௄த்ததாக ஆராய்ேவாம்.

மற்௥ம் ேபான்ற மொப்௖களின் வரம்௔ல் ெகாஞ்சம் ஆழமாக அல்லௌ ெகாஞ்சம்  sin x cos x 
ஆழமாக ேதாண்ூ எ௄க்க௵ம் நாம் ஐ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ இரண்௄ க்ஶ அொகரிப்பதால் , x pi 
இந்த ேகாணம் ாழற்஼க் ேகாணம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ இைட௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ, 0 என்பௌ x x 
நீங்கள் இங்ேக இ௠க்ஶம் ேபாௌ மற்௥ம் நீங்கள் இந்த ௖ள்ளிைய எொர ்கூகார ொைச௜ல் 
நகரத்்ௌம்ேபாௌ இந்த ௖ள்ளிைய அைட௞ம் வைர நாம் அைனவ௠ம் எப்ேபாௌம் ௚தல் நான்ழல் 
இ௠க்ழேறாம், எனேவ மற்௥ம் ேரூயன்க௬க்ஶ இைட௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ ௖ள்ளி x 0 pi 2 p 
௚தல் நான்ழல் இ௠க்ஶம் மற்௥ம் ஆனௌ க்ஶ சமமாக இ௠ப்பதால் ஒ௠ங்ழைணப்௖  sin x b y 
௖ள்ளி மற்௥ம் cos x 
இப்ேபாௌ ௚தல் நான்ழல் உள்ள ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைகக்ஶ சமம், இங்ேக நீங்கள் x 
காணக்ஷூய ஆயத்ெதாஶப்௖ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் உள்ளௌ, எனேவ x cos x
என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ஒன்௥ என்ற இைடெவளி௜ல் இ௠க்ஶம் எனேவ ௗஜ்௷யத்ைத cos x 
௳ட அொகமாக௵ம் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக௵ம் இ௠க்ஶம் அேதசமயம் ைசன் என்பௌ இந்த x 
௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஆஶம்  இரண்௄ ைபைய ௳ட, பாவம் என்பௌ ஆக ah y x l 
இ௠க்க ேவண்௄ம்  ஒன்ைற ௳ட ஏெனனில் ஆ ைசன் ஒன்௥க்ஶ சமம் க்ஶ இரண்௄ess, x x pi 
சமமாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம அௌ இந்த மொப்ைப ஒ௠ேபாௌம் அைடயாௌ, எனேவ இங்ேக ஒ௠ 
ாற்௥ அைடப்௖க்ஶ௣ உள்ளௌ , அௌேபால் இந்த அட்டவைண௜ன் மற்ற உள்ள௄ீகைள௞ம் நாம் 
நிரப்பலாம்.
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நாம் வட்டத்ொன் வ௯யாக நகரந்்தால், இந்தப் ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ எொெரொர ்ொைச௜ல் நகரந்்தால், 
நாம் இரண்டாவௌ நான்ழல் இ௠க்ழேறாம், அதாவௌ ாழற்஼க் ேகாணம் ைப இரண்ூற்ஶ 
இைட௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ ைப இரண்டாக ைப ஆஶம்.

என்பௌ அைர ாழற்஼யாஶம், எனேவ இரண்டாவௌ ஶவாட்ரன்ூல் ைசன் என்பௌ  pi x 
அூப்பைட௜ல் நீங்கள் பாரத்்தால் என்பௌ ஒ௠ங்ழைணப்௖ வலௌ, எனேவ ைசன் sin x y x 
௙ண்௄ம் அதன் இைடேய இ௠க்ஶம் இன் ேநரம்ைற பக்கத்ொல் உள்ளௌ அதன் ேமல் ah 
பக்கத்ொல் இந்த ழைடமடட் அச஼்ல் உள்ளௌ எனேவ இரண்டாவௌ நான்ழல் உள்ள எந்தப் x 
௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ம் எப்ேபாௌம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம், y 
எனேவ இௌ௵ம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம், ஆனால் இந்த ௳ஷயத்ொல் அௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் 
ஒன்௥க்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம், ஆனால் இரண்டாவௌ நான்ழல் உள்ள ேகாைச௑க்ஶ cos x 
க்ஶ என்ன நடக்ழறௌ அந்த ௖ள்ளி  இந்த அச஼்ன் ம௥பக்கத்ொல் உள்ளௌ,t y 
 அதனால் என்ன நடக்ழறௌ என்றால் ஒ௠ங்ழைணப்௖ எொரம்ைறயாக மா௥ம் மற்௥ம் ஒ௠ x 
ேகாணத்ொன் ஆனௌ வட்டத்ொல் உள்ள ெதாடர௖்ைடய ௖ள்ளி௜ன் cossine x 
ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ சமமாக இ௠ப்பதால், இன் மொப்௖ நாம் இங்ஶ இ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த cos x 
ைப௜ன் ேகாைசன் உண்ைம௜ல் இரண்௄ ௗஜ்௷யமாஶம் , ேம௩ம் இந்த ௖ள்ளிைய அைட௞ம் 
ேபாௌ இௌ இந்த அள௳ற்ஶ சமம் இந்த ௖ள்ளி௜ன் இந்த ஆய ைமனஸ் ஒ௠ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் 
எனேவ ஆய ைமனஸ் ஒன்௥ ஆஶம்.x 
  ௏ற்௥ எண்பௌ ூழரி ெகாைசன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இன் இரண்டாவௌ x 
ஶவாட்ரன்ட் ேகாைசன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இைட௜ல் இ௠க்ஶம், இேத 
௚ைற௜ல் மற்ற உள்ள௄ீக௬ம் நிரப்பப்படலாம், எனேவ அூப்பைட௜ல் நாம் எொெரொர ்
ொைச௜ல் நகர ேவண்௄ம்.
 இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶம் ொைச௜ல் நாம் ேம௩ம் நக௠ம் ேபாௌ நாம் இந்த ௖ள்ளி வைர 
௛ன்றாவௌ நாற்௖றத்ொல் இ௠க்ழேறாம் , ௔ன்னர ்இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ நாம் ௙ண்௄ம் 
ெதாடங்ஶம் ேபாௌ நாம் நான்காவௌ நான்ழல் இ௠க்ழேறாம்.

ைசன் ெசயல்பாடூ்ன் வைரபடத்ைதத் ொட்ட௘ட அச஼்ல் ாழற்஼௜ன் ேகாணம்  y x x y 
அச஼்ல் ாழற்஼௜ன் ேகாணத்ொன் ைசனின் மொப்ைபக் ெகாண்௄ள்ேளாம், எனேவ இௌ ஒன்௥x 
மற்௥ம் இௌ க௯த்தல் ஒன்௥ என்௥ ெசால்லலாம்.
  இப்ேபாௌ நான் 
இங்ேக ௟னிட் ஆரம் ெகாண்ட ஒ௠ ஼௣ய வட்டத்ைத இந்த ௖ள்ளி௜ல் ைமயத்ௌடன் ah o 
வைரந்ௌள்ேளன் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ேம௩ம் 
இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶழேறாம் என்௥ ெசால்லலாம்.
  ௚ந்ைதய ஸ்ைல௄களில் இ௠ந்ௌ ௚த௧ல் நாம் அ௣ேவாம், எந்தப் ௖ள்ளி௜ன் இன் ைசன் x 
இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.y 
 ாழற்஼௜ன் ேகாணம் ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ அச஼்ல் நாம் இங்ேக ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்x x 
சமமாக இ௠க்ழேறாம், ேம௩ம் இங்ேக வட்டத்ொல் இந்த இடத்ொல் இ௠ப்பதால் y 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம் , எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இன் ைசன் ௗஜ்௷யமாக x 
இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ௖ள்ளிைய இவ்வா௥ வைரழேறாம்.
  நாம் எொெரொர ்ொைச௜ல் ேம௩ம் ெசல்௩ம்ேபாௌ இந்த நிைலக்ஶம் இங்ஶ இ௠க்ஶம் இந்த 
நிைலக்ஶம் இைட௜ல் நாம் பாொ வ௯ைய அைடழேறாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ 
நாம் எங்ேகா இ௠க்ழேறாம், எனேவ இௌ 90 ூழரி௜ல் பாொயாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ 
நான்ஶ அல்லௌ நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரி ைப ஆஶம், எனேவ நாம் இங்ஶ அைட௞ம் ேபாௌ இந்த 
ேகாணத்ொன் அைடயாளம் ஆ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைகக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ ௡ட்y 
இரண்ூல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ ேதாராயமாக ௗஜ்௷ய ௖ள்ளி ஏ௱ ௗஜ்௷யம் ஏ௱ 
ஆஶம், எனேவ இௌ ைப ஆல் 4 ஆக௵ம், ஼ன் ைப௜ன் மொப்௖ 4 ஆல் 0.
707 ஆக௵ம் இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.
  இௌ 1 மற்௥ம் அொல் பாொ இ௠க்ஶம் எனேவ இௌ 0.
5 ஆக இ௠க்ஶம் எனேவ 
மன்னிக்க௵ம் மன்னிக்க௵ம் இௌ 2 க்ஶ 3 ஆக இ௠க்ஶம், அௌ 0.
66 ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ இப்பூ இ௠க்ஶம் எனேவ இந்த நீளம் எொ௧௠ந்ௌ இ௠க்ஶம் இங்ேக
௚தல் இங்ஶ வைர ஒன்௥ ௛ன்௥ ஼௣ய சௌரங்களாகக் காட்டப்ப௄வதால், நான்கால் ஼ன் ைப 
என்பௌ ேதாராயமாக ஒ௠ ஆ ௗஜ்௷யப் ௖ள்ளி ஏழாக இ௠க்ஶம், எனேவ நீங்கள் 
ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ைபக்ஶ நான்காகச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ ைசன் இன் வைரபடத்ைதத் x 
ொட்ட௘௄ம் ேபாௌ அௌ இப்பூத் ெதரிழறௌ.
 ௔ன்னர ்நாம் ேம௩ம் ேபாௌ எொர ்கூகார ொைச௜ல் மற்ெறா௠ நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரி ெசல்க, 
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இந்த ௖ள்ளிைய அைடழேறாம், அதன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒன்௥க்ஶ சமம் y 
மற்௥ம் இந்த ாழற்஼௜ன் ேகாணம் இப்ேபாௌ 2 ஆல் ைப ஆஶம், எனேவ ைசன் ைப 2 ஆல் 1 
ஆஶம் , எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ௖ள்ளிைய அைடழேறாம்.
 வைரபடத்ைத இப்பூ இைணக்ழேறாம் , ௔ன்னர ்இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ ெதாடங்ழ கூகார 
ொைச௜ல் ேம௩ம் இந்த ொைச௜ல் ெசல்ழேறாம், நாங்கள் [இைச ] இரண்டாவௌ நான்ழல் 
இ௠க்ழேறாம், ஆனால் இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ நான்ழல் எந்த ௖ள்ளி௜௩ம் y 
ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் மொப்௖ ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.
  ஒன்ைற ௳ட நாம் இங்ஶ வ௠வதால் ைசன் ௙ண்௄ம் ஒன்௣௧௠ந்ௌ ஶைறயத் ெதாடங்ஶம், x 
இந்த ௖ள்ளிைய அைட௞ம் வைர இங்ேக ெமாத்த ாழற்஼ ேகாணம் 180 ூழரி அல்லௌ ைப 
ேரூயன்கள் மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒ௠ ேநர ்ேகா௄  இங்ேக க௯த்தல் ஒன்௥ 
ௗஜ்௷யம் எனேவ இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யமாஶம் , எனேவ எண்பௌ y 
ூழரி௜ன் ைசன் ௗஜ்௷யமாஶம் , எனேவ இரண்டாவௌ நான்ழல் இந்த வைரபடத்ைதத் 
ொட்ட௘ட ௚யற்஼த்தால் அௌ அப்பூத்தான் இ௠க்ஶம் எனேவ இங்ேக ைப௜ன் wi 
வைரபடத்ொல் உள்ள இந்த ௖ள்ளியானௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் , ௔ன்னர ்நாம் ேம௩ம் 
௚ன்ேனறலாம், ேம௩ம் இங்ஶ எந்தப் ௖ள்ளிக்ஶம் நாம் ெசய்ய ேவண்௄ம் எ௄த்ௌக்காட்டாக 
இங்ேக இந்த ௖ள்ளிைய இங்ேக ஷ௥ேவாம்.
  இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶம் ாழற்஼௜ன் ெமாத்த ேகாணத்ைதப் பாரக்்க ேவண்௄ம் , ௔ன்னர ்அந்த
ாழற்஼௜ன் ேகாணத்ௌடன் ெதாடர௖்ைடயதாக இந்த ௖ள்ளிையப் ெப௥ழேறாம், ௔ன்னர ்இந்த 
௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்ைபப் பாரக்்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் அந்த ஒ௠ங்ழைணப்௖ y y 
ொட்ட௘டப்பட ேவண்௄ம்.

அசா் இங்ேக , இந்த வைரபடத்ைத நாங்கள் எப்பூ ௚ூக்ழேறாம், எனேவ நீங்கள் அைத   y 
ேம௩ம் ௛ன்௥ ைப ைப ௅௳ல் ெசய்ய ௚யற்஼த்தால், இந்த இடத்ொல் ௛ன்௥ ைப ைப இரண்ூன்
ைசன் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ நீங்கள் இங்ேக எங்காவௌ இ௠க்க 
ேவண்௄ம், எனேவ நீங்கள் ௚யற்஼ ெசய்தால்  அைத இைணக்க நீங்கள் இௌ ேபான்ற ஒ௠ 
வைரபடத்ைதப் ெபறலாம் 
, எனேவ ைப௜ல் இ௠ந்ௌ 3 ைபக்ஶ 2 க்ஶ ெசல்வௌ நீங்கள் ௛ன்றாவௌ நான்ழல் 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ, ௔ன்னர ்நீங்கள் ெசன்றால் நீங்கள் நான்காவௌ நான்ழல் உள்ளரீக்ள், உங்கள் 
வைள௵ இ௠க்ஶம்.
  அப்பூ ஏதாவௌ
 அதனால் இௌ இன் ேகாைசனின் ஐ நீங்கள் எப்பூத் ொட்ட௘௄ழ௤ரக்ள் என்றால், x x ah sine 

இந்த ௖ள்ளிகளின் ஒ௠ங்ழைணப்ைபப் பாரப்்பதற்ஶப் பொலாக , இந்த ah y 
ஒவ்ெவா௠ ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௔ன் மொப்ைப௞ம் இங்ேக இல் ொட்ட௘ட ேவண்௄ம்.x y 
  அசா் எனேவ இன் ெகாைச௑க்கான வைரபடத்ைத நீங்கள் எவ்வா௥ ெப௥ழ௤ரக்ள், நாங்கள்x 
எங்களிடம் ெசல்ல மாடே்டாம், உங்களிடம் மற்௥ம் இரண்௄ ேகாணங்கள் உள்ளன என்௥ x y 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், 
ேம௩ம் உங்க௬க்ஶ ைசன் ைசன் காஸ் காஸ் மொப்௖கள் ெதரி௞ம், எனேவ நீங்கள் x y x y 
மொப்ைபக் கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞மா?  இந்த ேகாணத்ொல் க௯த்தல் இன் ைமனஸ் இன் x y x y 
ெகாைசன் மற்௥ம் ைமனஸ் இன் ெகாைசன் அல்லௌ ப்ளஸ் இன் ெகாைசன் அல்லௌ x y x y x
ப்ளஸ் ௅ ைசன் ப்ளஸ் ௅ அல்லௌ இரண்௄ மடங்ஶ இன் ேகாைசன் ஆழயவற்ைறக் y x y x 
கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞மா, எனேவ இைதத்தான் நாங்கள் அ௄த்ௌ உைரயாற்றப் ேபாழேறாம்  cos

அூப்பைட௜ல் ேவ௥பாட்ூன் ேகாைசன் மற்௥ம் ேகாணங்களின் x sine x cos y sin y 
ஷட௄்த்ெதாைகைய ெவளிப்ப௄த்ௌவதற்கான ித்ொரங்கைளப் ெபறப் ேபாழேறாம், எனேவ o 
என்பௌ இந்த அலஶ வட்டத்ொன் ைமயமாக இ௠க்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இங்ேக q 
ஐப் பயன்ப௄த்ௌழேறன், எனேவ நீல நிறத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறன்.
 ேபனா௵ம் எனேவ இந்த ாழற்஼௜ன் ேகாணம் ஆக இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ்நமக்ஶ மற்ெறா௠ x 
௖ள்ளி உள்ளௌ மற்௥ம் ௳௄ங்கள்  இந்த ௖ள்ளி௜ன் ாழற்஼௜ன் ேகாணம் என்௥ p p y 
ஷ௥ழேறாம், 
எனேவ 

இன் ைசன் மற்௥ம் ெகாைசன் வைரயைற௜௧௠ந்ௌ ஆயத்ெதாைல௵கள் மற்௥ம் இந்த x y 
௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாஶப்௖ ஆயத்ெதாைக இன் ஆக௵ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ x x cos y 
ைசனாக௵ம் இ௠க்ஶம் இந்த ௖ள்ளிக்ஶ இன் ஆய இன் ஆக௵ம், ஒ௠ங்ழைணப்௖ x x y cos y y
இன் ைசனாக௵ம் இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்நிசச்யமாக இங்ேக இந்த ேகாணம் க௯த்தல் x yx 
க௯த்தல் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் , இப்ேபாௌ நாம் மற்ெறா௠ ௖ள்ளிைய வைரழேறாம்  இௌ y 
இங்ழ௠ந்ௌ க்ஶ வ௠வதற்கான ாழற்஼௜ன் ேகாணம் சமம் எனேவ ஼வப்௖ நிறத்ொல் உள்ள r 

Pru
tor
@
IIT
K



இந்த ேகாணம் க௯த்தல் க்ஶம் சமம் எனேவ க௯த்தல் க்ஶம் சமம் எனேவ இப்ேபாௌ x y x y 
நம்௘டம் உள்ளௌ மற்௥ம் இங்ேக இந்த ௖ள்ளி க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம்.a 
 எனேவ இந்த ௖ள்ளி ஆனௌ ஒ௠ கமா ௗஜ்௷யத்ைத ஒ௠ ஆய ஆய இந்த ௖ள்ளி ஆய a r 
இ௠க்ஶம் ஏெனனில் இந்த ௖ள்ளி க்கான ாழற்஼௜ன் ேகாணம் ஼வப்௖ நிறத்ொல் ah r x 
க௯த்தல் ஆஶம், எனேவ ஆயங்கள் க௯த்தல் இன் ஆக இ௠க்ஶம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ y x y cos x 

ஒ௠ங்ழைணப்௖ ைமனஸ் இன் ைசன் ஆஶம், இப்ேபாௌ இரண்ூல் கவனம் y x y 
ெச௩த்ௌேவாம் ௚க்ேகாணங்கள் எனேவ நா௚ம் ேபாழேறாம் எனேவ ௚த௧ல் opq 
௚க்ேகாணத்ைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ இந்த பசை்சப் ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாட௄்டன் இங்ேக p 
மற்௥ம் ஐ இைணக்ழேறன், எனேவ q 
௚க்ேகாணங்களில் ஒன்௥ ௚க்ேகாணம் ஆஶம் , மற்ெறான்௥ க௠தப்பட ேவண்ூய opq 
௚க்ேகாணம் ௌ௄ப்௖ 
எனேவ ௚க்ேகாணத் ௌ௄ப்௖ .
 
இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்கைள௞ம் நீங்கள் பாரத்்தால், இப்ேபாௌ நாம் ஒன்றாகச ்ேசர 
ேவண்௄ம் என்றால், நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , ௚க்ேகாணத்ொல் இந்த opq 
௚க்ேகாணத்ொன் இந்த பக்கம் பக்கத்ொற்ஶ அல்லௌ ௚க்ேகாணத் ௌ௄ப்௔ன் நீளத்ொற்ஶ oq 
சமமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இரண்௄ம் மற்௥ம் அல்லௌ ஆரம் oq 
இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் இன் இந்த வட்டத்ொன் அ௄த்த பக்க௚ம் அலஶ நீளம் ெகாண்டௌ, opq 
ஏெனனில் இௌ மற்ெறா௠ ஆரம், எனேவ இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் இந்த இந்த opq 
௚க்ேகாணத்ொன் இந்த ௚க்ேகாண ௌ௄ப்௔ன் காரணமாக, இந்த ௟னிட் நீள௚ம் opq, opq 
உள்ளௌ.
 எனேவ இந்த ௚க்ேகாணத்ைத நீங்கள் பாரத்்தால் இௌ ௖ள்ளி மற்௥ம் ௔ன்னர ் எனேவ o aa r 
இந்த என்பௌம் ஆரம் எனேவ என்பௌ ௚க்ேகாணத்ொன் என்பௌ ௚க்ேகாண oa op opq 
ௌ௄ப்௔ன் பக்க மற்௥ம் இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் ேம௩ம் ேகாண க்ஶ சமமாஶம்.oa poq 

என்பௌ ௚க்ேகாண ௌவாரத்ொன் ேகாண க்ஶ சமம், ஏெனனில் இந்த இரண்௄  pq aor 
ேகாணங்க௬ம் க௯த்தல் க்ஶ சமம், எனேவ இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் சமமாக x y 
உள்ளன, எனேவ இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியாக 
இ௠க்ழன்றன, ஏெனனில் அைவ அவற்௣ன் அைனத்ௌ பக்கங்களின் நீள௚ம் ஒத்ொ௠ப்பதால் 
அைவ ஒேர மாொரியானைவ என்ற உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌழன்றன.
  பக்கங்க௬ம் சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் 
பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாட்டால் காட்டப்ப௄ம் இந்தப் பக்க ௜ன் நீளம் ௚க்ேகாணத் qp opq 
ௌ௄ப்௔ன் பக்க நீளத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  , ஏெனனில் இந்த இரண்௄ ar 
௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பதால் இப்ேபாௌ ௚யற்஼ப்ேபாம்.
  இந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்த இப்ேபாௌ 
இந்த வரி இந்த நீளம் என்பௌ மற்௥ம் ௖ள்ளிக௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரத்ைதத் ah qp q p 
த௳ர ேவ௣ல்ைல, அங்ஶ ௖ள்ளி மற்௥ம் ௖ள்ளி௜ல் மற்௥ம் q cos x sin x q cos y sin yi 
என்பௌ ஐக் ஶ௣க்ழறௌ  க்ஶ சமம் என்பௌ சௌரத்ைத எ௱ௌவௌ சமம் எனேவ qp ar qp 
இரண்௄ நீளங்க௬ம் சமமாக இ௠ந்தால் அவற்௣ன் சௌர நீள௚ம் சமமாக இ௠க்ஶம் இப்ேபாௌ 

சௌரம் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ௚௱ சௌரம் எனேவ இௌ சௌரம் qp cos xm inus cos y qp cos 
௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ைசன் ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் சரி , அௌ x minus cos phi x sin y qp 

சௌரம் மற்௥ம் அௌ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் சௌரம் என்ன  ௖ள்ளி ar ar a 
மற்௥ம் ௖ள்ளி இன் ஆயங்கைள அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள் ௖ள்ளி இன் ஆயத்ெதாைல௵கள் r a a 
ஒ௠ ௗஜ்௷யம் ௖ள்ளி௜ன் ஆயங்கள் க௯த்தல் மற்௥ம் க௯த்தல் எனேவ r cos x y sin x y 
இந்த வரிப் ௔ரி௳ன் வரக்்க சமநிைல நீளம் 

க௯த்தல் சமமாக இ௠க்ஶம்  க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ைசன் க௯த்தல் cos x ar y x y
க௯த்தல் ௗஜ்யம் ௚௱ சௌரம் இௌ க௯த்தல் இன் ைசன் சௌரமாக இ௠க்ஶம் x y 
எனேவ இைவ இரண்௄ம் சமம் எனேவ அ௄த்த ஸ்ைலூல் அவற்ைற ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்த 
௚யற்஼ப்ேபாம் ௚தல் ெவளிப்பா௄ ௚௱  சௌரம் ஷட்டல் ைசன் cos x minus cos y x 
க௯த்தல் பாவம் ௚௱ சௌரம் சமம் எனேவ ௚தல் சௌரம் சௌரம் ௔ளஸ் சௌரம் y cos x cos y 
க௯த்தல் இரண்௄ மற்௥ம் ௔ன்னர ்ஷட்டல் இரண்டாவௌ சௌரம் சமம் ைசன் cos x cos y 
சௌரம் ௔ளஸ் ைசன் சௌரம் க௯த்தல் 2 இரண்௄ ைசன் ைசன் ஆனால்  ௔ன்னர ்x y x y 
ட௔ள்௟  எந்த ேகாணத்ொற்ஶம் ைசன் ஸ்ெகாயர ் ௔ளஸ் காஸ் ஸ்ெகாயர ் ஒன்௥க்ஶ சமம் x x x 
என்பைத அ௣ேவாம், எனேவ இைவ இரண்௄ம் ஷட்டப்பட௄் ஒன்௥ ஷட்டல் இந்த இரண்௄ம் ஷூ 
ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ காஸ் காஸ் ஒய் க௯த்தல் இரண்௄ ைசன் பாவம் மற்௥ம் இௌ x x y 
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௚தல் ெவளிப்பாடூ்ன் எளிைமப்ப௄த்த௩க்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தௌ, இௌ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட 
ெசால்௩க்ஶச ்சமம் ஆ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ெவளிப்பா௄ இௌ இரண்டாவௌ ெவளிப்பா௄ எனேவ 
அைத௞ம் ௳ரி௵ப௄த்ௌேவாம் எனேவ இௌ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ெசான்ேனாம்.

ைமனஸ் ைமனஸ் 1 ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ைமனஸ் இன் ைசன் ஸ்ெகாயர,் இௌ  cos x y x y 
சௌரத்ொற்ஶ சமம் ைமனஸ் ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ காஸ் ைமனஸ் cos x y x y 

௔ளஸ் ைசன் ஸ்ெகாயர ்இன் ைமனஸ் இௌ இப்ேபாௌ இந்த காஸ் சௌரம்  ைமனஸ் x y, x y 
மற்௥ம் ஼ன் ஸ்ெகாயர ் ைமனஸ் ஆழயைவ ஒன்௥ ேசரக்்கப்ப௄ம், எனேவ இௌ ஒன்௥ x y 
ஷட்டல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ காஸ் ைமனஸ் ஆக எளிதாக்கப்ப௄ம், ஏெனனில் இௌ௵ம் x y 
இைவ௞ம் சமமாக இ௠ப்பதால் நீங்கள் சமன் ெசய்௞ம் ேபாௌ நாம் எைதப் ெப௥ழேறாம் x 
க௯த்தல் இன் என்பௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ y cos c os x cos y plus sine x sine y 
௘க௵ம் அூப்பைடயான ௚ூவாஶம் , இைத நாங்கள் எங்கள் மற்ற ௳ரி௵ைரகளில் ௔ன்னர ்ah 
பயன்ப௄த்ௌேவாம், 
எனேவ மற்௥ம் இன் ைமனஸ் க்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ பாரத்்ேதாம்.x y cos x y cos 

எப்பூ க்ஶ இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ  x cos y plus sin x sin y cos of x plus y 
க்ஶ ஒ௠ ெவளிப்பாட்ைட௞ம் ெபறலாம்  cos x plus y 

௔ன்னர ்இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்த௵ம், எனேவ இௌ இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ 
மா௥ம், இௌ ஆக cos x 
ைமனஸ் மற்௥ம் ைசன் ஆக மா௥ம், y x 
இௌ க்ஶ சமமான ைமனஸ் ஆக மா௥ம்  க்ஶ சமம் எனேவ இங்ஶ cos x y cos y cos y 
உள்ளௌ ஆனால் இன் ைசன் ஒ௠ சார௖் எனேவ ைமனஸ் இன் ைசன் ைமனஸ் ைசன் y r y y 
எனேவ இங்ேக ஒ௠ ைமனஸ் அைடயாளத்ைதப் ெப௥ழேறாம் , அௌ ைமனஸ் ஼ன் ைசன் x y 
ஆக மா௥ழறௌ எனேவ இத்ௌடன் ௚ூப்ேபாம்.
  இரண்டாவௌ ௳ரி௵ைர௜ல் நாங்கள் ைசன் மற்௥ம் ெகாைசன் இைடேய அொக உற௵க௬டன் 
ெதாடங்ழேனாம் எப்பூ ைசன் சார௖் என்பௌ ஒற்ைறப்பைட ெசயல்பா௄ என்பௌ ேகாைசன் 
சார௖் என்பௌ ஒ௠ சமமான ெசயல்பாடாஶம்.
  
அ௄த்த வஶப்௔ல் 
, இந்த சமன்பா௄களி௧௠ந்ேத ெதாடங்ஶம் ஐ எவ்வா௥ ெப௥வௌ என்பதற்கான ah 
அைடயாளத்ைதப் 
பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்.
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