
 िũकोणिमतीय फंƕɌवरील या दुस̴या ʩाƥानात ˢागत आहे पिहʞा लेƁरमȯे आʉी िũकोणिमतीय फंƕɌची पा Ŋ̫भूमी मांडली 
होती जी तुʉी दहावीत िशकली होती आʉी दोन िũकोणिमतीय फंƕɌ सायन आिण कोसाइन ची ओळख कŝन िदली होती आिण x 
आʉी ȑाǉा काही गुणधमाōवर चचाŊ सुŝ केली होती.
 ʉणून आपण या ʩाƥानात ते पुढे चालू ठेवू
 ȑामुळे आपण पुढील Ůʲाचे उȅर देऊ इİǅतो की 

बरोबर ची कोसाइन ʉणजे शूɊ कशासाठी आहे, जर आपʞाला आठवत असेल की आपʞाकडे एक एकक वतुŊळ आहे Ǜाचे x x 
कŐ ū होते आिण आपण हा िबंदू वर िवचार कŝ.o p 
 एकक वतुŊळ Ǜामȯे आिण समɋय असतातa b 
 ȑामुळे या रेषाखंडाची लांबी आहेoa 
 ȑामुळे हा िबंदू येथे आहे आिण हा लांबीचा आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की या रोटेशनǉा कोनाचा रोटेशनǉा a a b cos 
कोनाचा आहे  ʉणून आपण चा कोन शोधǻाचा Ůयȉ करत आहोत कारण चा शूɊ असतो कारण चा हा cos x x cos x cos 
ȑा िबंदूǉा समɋयाǉा बरोबरीचा असतो तर x 
आपण चे कोन शोधत आहोत.r 
 ओटेशन Ǜासाठी पįरűमणानंतर अंितम िबंदूचा समɋय शूɊ असतो ʉणून या वतुŊळावर दोन िबंदू आहेत Ǜासाठी समɋय x x 
शूɊाǉा बरोबरीचा आहे ʉणून येथे एक हा िबंदू आहे ʉणून हा अƗ आहे आिण हा आहे  अƗ ʉणून या िबंदूवर समɋय शूɊx y x 
आहे आिण नंतर दुसरा िबंदू हा िबंदू आहे जो शूɊ वजा एक आहे ʉणून हे दोन िबंदू आहेत जेथे समɋय शूɊ आहे आता हा िबंदू येथे x 
रोटेशनǉा कोनाशी संबंिधत आहे ʉणून आपण Ůारंभ कŝ तर  आपण येथे या िकरणाने सुŜवात करतो मग आपण हा िकरण येथे 
पोहोचतो तो येथे पोहोचतो जर आपण एका चतुथाōश Ţांतीǉा 90 अंशांनी िकंवा पाई ने 2 रेिडयनने िफरवले तर एक उपाय असा आहे की 

दोन रेिडयनने पाई आहे आिण दुसरा  उपाय ʉणजे जेʬा तुʉी या िबंदूवर पोहोचता तेʬा हा िबंदू x 
एका Ţांतीǉा तीन चतुथाōशांशी संबंिधत असतो आिण Ţांतीचा तीन चतुथाōश भाग 3 बाय 2 रेिडयन असतो ʉणून तो दुसरा उपाय pi 
आहे आिण आपण चे साइन आिण कोसाइन दोɎी ȑांǉा ची पुनरावृȅी पािहली आहे.x v 
 दोन ǉा Ůȑेक पूणाōक गुणाकारानंतर pi alues
 ȑामुळे ची ǉा Ůमाणे अिधक गुिणले दोन ǉा सारखीच असते ʉणून शूɊ बरोबर या x cos x cos x k pi cos cos x 
समीकरणाचे समाधान समान असते तेʬा x 

ते अिधक अधाŊ गुणा पाई जेथे पूणाōक आहे अशा काही कोनांचे साइन आिण कोसाइन शोधǻाचा Ůयȉ कŝया जे आपʞाला n n n 
अनेकदा आढळतात आपण या काटकोन िũकोणावर येथे लƗ कŐ िūत कŝ या जेथे हा कोन 90 अंश आहे आिण हा कोन थीटा आहेabc 
 अथाŊत हा ितसरा कोन पाई बाय दोन वजा थीटा आहे तर आपण इथे काय पाहणार आहोत की थीटाचा हा खंडाǉा ǉा cos ab 
लांबीǉा Ůमाणे आहे आिण चा उणे थीटा आहे आता आपण पाहǻाचा Ůयȉ करत आहोत.ac pi sine by 2 
  दुस̴या कोनात हा कोन पाई बाय 2 वजा थीटा आहे आता एका कोनाǉा साइनǉा ʩाƥेतील िचɎ या कोनाǉा िवŜȠǉा कोनाǉा 
बरोबर असेल ʉणून या कोनाǉा िवŜȠ बाजूने भागाकार केला आहे  कणŊ जे आहेac 
 ȑामुळे आपण येथे काय पाहतो ही दोन गुणोȅरे सारखीच आहेत आिण ʉणून थीटाचा पाई ǉा बाय दोन उणे थीटा cos sine 
इतका आहे, ʉणून जर तुʉाला कोणȑाही कोनाची साइन मािहत असेल तर तुʉाला Ůȑेक कोनाचे िचɎ मािहत असʞास तुʉी हे 
देखील ओळखू शकता.
  Ůȑेक कोनाचे हे कोसाइन जाणून ƽा
 ȑामुळे मूलत: ते एक आिण समान आहेत आिण हा ȑांǉातील संबंध चांगला आहे, चला आपण कॉस शोधǻाचा Ůयȉ कŝया आिण 
काही सामाɊतः  काही कोनांसाठी िचɎांिकत कŝया जे आपʞाला सामाɊतः  आढळतात
 ȑामुळे आपण याचा िवचार कŝया.
 
समिȪभुज काटकोन िũकोण जेथे हे ९० अंश आहे आिण हा समिȪभुज काटकोन िũकोण आहे ʉणून समान एक एकक abc ab bc 
आहे आिण समिȪभुज असʞामुळे ही बाजू आहे आिण ही बाजू समान लांबीची आहे हा कोन आिण हा कोन सुȠा समान असेल आिण 
ʉणून ते दोɎी Ůȑेकी ४५ अंश असतील जे दोɎी पाई Ȫारे ४ रेिडयन असतील आिण पायथागोरसǉा Ůमेयानुसार या कणाŊची लांबी ab 
चे वगŊमूळ असेल.
  चौरस अिधक बीसी वगŊ जो दोन एककांǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचा आहे 
आिण ʉणून या कोन चा चार ने pi cos 
भागाकार कणाŊने भािगले समीप असेल जे एक भािगले दोनचे वगŊमूळ असेल आिण ȑाच रीतीने चा ने भागेल pi sine 4 
कणाŊने िवŜȠ भागाकार समान असेल जो सुȠा समान असेल ʉणून जेʬा कोन पाई बरोबर 4 िकंवा 45 अंश असेल तेʬा ȑा कोनाचे 
कोसाइन आिण साइन दोɎी एक आिण समान असतात आिण ते दोन लेट्सǉा वगŊमूळावर एक समान असतात.
 आपण आणखी एक लहान उदाहरण घेऊ िजथे आपʞाला चा सायन आिण कोसाइन pi 
6 रेिडयनने शोधायचे आहे जे 30 अंश आहे ʉणून आपʞाकडे एक िũकोण काटकोन िũकोण आहे जेथे हा कोन 6 रेिडयन िकंवा abc 
30 अंशाने आहे आिण आʉाला आवडेल  साइन आिण कोसाइन शोधǻासाठी आपण ही रेषा या सरळ रेषा Ůमाणे वाढवू pi cb cb 
या आिण येथे दुसरा कोन बनवू या जो उणे पाई सह सह असेल तर आपण येथे हा दुसरा िकरण अशा Ůकारे तयार कŝया की हा कोन 
िकती आहे  हा कोन देखील पाई सह सह आहे ठीक आहे आता हा िकरण आिण ही सरळ रेषा या िबंदूला छेदणार आहेत याला आपण d 
ʉणू आिण आता आपण या िũकोणाǉा वर लƗ कŐ िūत कŝया पण ȑाआधी आपण जे पाहतो ते ʉणजे आपण फƅ acd ah 
पािहʞास या दोन िũकोणांवर हा िũकोणांपैकी एक आहे आिण दुसरा िũकोण आहेabc adb 

Pru
tor
@
IIT
K



 ȑामुळे हा िũकोण आिण आपʞा लƗात येते की हे दोɎी िũकोण एकŝप आहेत कारण ȑांची एक समान बाजू आहे आिण हा ab 
कोन 90 आहे आिण ही रेषा ही सरळ रेषा आहे.cd 
 कोन देखील 90 आहे आिण नंतर अथाŊतच बांधकामानुसार हा आिण हा कोन हा कोन आिण हा कोन देखील समान आहेत आिण ʉणून 
िũकोण आिण िũकोण abc abd
 ȑामुळे िũकोण आिण िũकोण abc abd 
एकŝप िकंवा तंतोतंत समान आहेत आिण ʉणून बाजंूǉा लांबी देखील आहेत समान ʉणजे समजा हा एका युिनटǉा बरोबरीचा ac 
असेल तर जािहरात देखील एक एकक आहे कारण हे दोन िũकोण एकŝप आहेत पुढे आपण मोǬा िũकोण वर लƗ कŐ िūत adc 
कŝया ʉणून मी आता मी आहे  या िũकोणािवषयी बोलतांना आपण पाहतो की या दोन िũकोणांǉा एकŝपतेने हा कोन आिण हा कोन 
समान असावा ʉणून जर या कोनाचे माप िथटा असेल तर हा कोन देखील थीटा असेल आिण येथे हा एकूण कोन आहे.pi 
  तीन िकंवा साठ अंशांनी तर आता आपण हे पाहतो की आपण हा िũकोण पािहʞास ȑाचा समिȪभुज िũकोण सुŝ होईल कारण adc 
हा कोन आिण हा कोन समान आहेत आिण ʉणून िũकोणाǉा सवŊ अंतगŊत कोनांची बेरीज 180 अंश आहे हे 60 अंश जे बाय 3 pi 
अिधक थीटा अिधक थीटा आहे
 ȑामुळे बाय 3 अिधक थीटा अिधक थीटा हे रेिडयन असणे आवʴक आहे आिण Ǜाचा अथŊ असा होतो की थीटा समान पाई pi pi 
बाय तीन रेिडयन आहे
 ȑामुळे ही थीटा देखील बाय तीन आहे हा कोन देखील आहे  बाय तीन आिण हे अथाŊतच बाय तीन आहे ʉणून हा िũकोण pi pi pi 

समभुज िũकोण आहे तो समभुज िũकोण आहे कारण ितɎी कोन पाई बरोबर 3 रेिडयन िकंवा 60 अंश आहेत आिण ʉणून  या adc 
रेषाखंडाची ची लांबी देखील इतर दोन बाजंूǉा इतर लांबीǉा समान असेल जी एक एकक आहेcd 
 ȑामुळे ही सुȠा एक एकक लांबीची आहेcd 
 ȑामुळे आता आपʞाकडे जे आहे ते ʉणजे ची लांबी पुढे एक एकक आहे कारण  आिण हे दोन िũकोण cd abc abd 

आिण या दोन बाजंूची लांबी एकŝप आहेतbc bd 
 ȑामुळे ही लांबी आिण ही लांबी समान असणे आवʴक आहे ʉणून जर संपूणŊ लांबी एक एकक असेल तर ही लांबी अधाŊ एकक cd 
असणे आवʴक आहे.
 अधाŊ एकक असणे आवʴक आहे आिण ʉणून आता आपण असे ʉणू शकतो की या कोनाǉा चा कोसाइन सह सह Ɨमˢ या pi 
कोनाचे हे िचɎ ʉणून या कोनाǉा पायची सायन बाय सहा समान आहे ʉणून पाई बाय 6 ची साइन बरोबर असेल  या कोनाचा तर 
आपण या िũकोणावर लƗ कŐ िūत कŝया Ǜाचे कणŊ एक एकक लांबीचे आहे आिण अȯाŊ एककाǉा बरोबरीचे आहे आिण abc cb 
ʉणून चा साइन सहा बाय सहा हा कणाŊǉा िवŜȠ असेल जो अधाŊ भाग एकाने अधाŊ असेल तर  या साȯा रचनेȪारे  pi ction 
आʉी दाखवले की ची हा अधाŊ असतो आिण ȑाचŮमाणे कारण मागील वगाŊत आʉी दाखवले होते की pi sine by six sine 
ˍेअर अिधक ˍेअर हा एक आहेx cos x 
 ȑामुळे तो संबंध वापŝन तुʉी दाखवू शकता की चा असेल.pi cos by six 
  समान बरोबर तीन बाय दोन असा आणखी एक Ůʲ मनात येईल तो ʉणजे ची साइन आिण वजा ची साइन आिण ȑाचŮमाणे x x x 
ची वजा ǉा यांǉात काही संबंध आहे का ʉणून आपण येथे पुɎा कŐ ū̾थानी एकक वतुŊळ काढले आहे.xn cos x cos o 
 हा अƗ आहे हा हा अƗ आहे हा अƗ आहे आिण आपʞाकडे येथे एक िबंदू आहे Ǜाचे आिण िनदőशांक अनुŢमे x x y p x y e
आिण आहेत आिण रोटेशनचा हा कोन आहे ʉणून मी यावŝन लंब सोडʞास b x 
या िबंदूवर अƗावर िबंदू नंतर ही लांबी ǉा बरोबरीची असेल तर ही ǉा बरोबरीची असेल आिण ही लांबी येथे x p a oa a oa a 

ǉा बरोबर असेल आता आपण िफŝ या कारण आपʞाला या कोनात उणे मȯे ˢार˟ आहे मग आपʞाला उणे b x x 
िमळवǻासाठी आवʴक आहे या िविशʼ िũǛाला घǰाळाǉा काǨाǉा िदशेने r 
आपण या कोन साठी जेवढे रोटेशन केले ȑाच Ůमाणात ओटेट करा ʉणजे जेʬा तुʉी तो ȑाच Ůमाणात िफरवता तेʬा हा कोन उणे x 

असेल आिण जेʬा आपण घǰाळाǉा काǨाǉा िदशेने िफरतो तेʬा येथून Ůारंभ होतो  इथून इकडे जाताना िजतके पįरűमण केले x 
िततकेच आपण असे ʉणू की आपण उणे चे िचɎ शोधǻासाठी िबंदूवर पोहोचतो वजा चे वजा चे िचɎ शोधूयाx q x x sin 
 ȑामुळे याचा समɋय समजा समान असेल 
िबंदू हा आिण नंतर वजा चा आहेq c d x sine 
 ȑामुळे ची ǉा बरोबरी आहे ʉणजे आपʞाला आधीच मािहत आहे की वजा ची समान असेल ʉणून हे x sine b x sine 
िवŜȠ आहे ʉणजे या िबंदूचा समɋय आहे जो आहे ला कणाŊǉा लांबीने भागले जे एक समान आहेah y q d 
 ȑामुळे वजा चा साइन ǉा बरोबरीचा आहे ʉणून मूलत: आपण या आिण मȯे काही संबंध आहे का ते पाहणे आवʴक s d d b 
आहे 
आता आपण हा िũकोण पाš या ʉणजे हा िबंदू आहे जर आपण येथे हे दोन िũकोण पािहले तर तर एक िũकोण ओअब आहे ah a 
ʉणजे हा िũकोण इथे आहे आिण दुसरा िũकोण ओक आहे मग आपण जे पाहतो ते Ɨमˢ आहे ʉणून या दोन िũकोणांमȯे ते एकŝप 
आहेत कारण ʉणून िũकोण ओप Ůयȉ आहे िũकोण ओकशी एकŝप आहे आिण ȑाचे कारण आहे  अथाŊत ही बाजू या दोघांमȯे o 
सामाईक आहे या िũकोणाǉा ओपची बाजू 
ओक िũकोणाǉा ǉा लांबीǉा समान आहे कारण ते दोɎी या एकक वतुŊळाची िũǛा आहेत ʉणून आपʞाकडे दोन बाजू आहेत oq 
Ǜा समान आहेत आिण नंतर  हा कोन येथे जो या िũकोणाचा कोन आहे तो या कोनाǉा बरोबरीचा आहे कारण ते दोɎी x aop 
पįरमाण समान आहेत ʉणून हे दोन िũकोण आता एकŝप आहेत जेʬा आपण हा िबंदू काढला होता तेʬा आपण सोडला होता या a 
िबंदू पासून अƗापयōत लंब आहेp x 
 ȑामुळे आता हे 90 अंश होते कारण हे दोन िũकोण एकŝप आहेत हा कोन देखील या कोनाǉा बरोबरीचा असावा जो 90 अंश असेल 
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आिण ʉणून आपण पाहतो की हा ŮȑƗात एक सरळ रेषा असेल कारण हा कोन 90 आहे आिण हा 90 आहे ʉणून येथे एकूण paq 
कोन हा एकूण कोन 180 अंश आहे आिण ʉणून ही एक सरळ रेषा आहे जी िȪभािजत आहे जी मुळात छेदत आहे.paq 

अƗ 90 अंशांवर आहे आिण ʉणून हे ˙ʼ आहे की या िबंदूचा समɋय बरोबरही असेल   x x q a
बरोबर ʉणून हे दशŊिवते की कारण ही संपूणŊ रेषा सरळ रेषा आहे आिण हे अƗाला 90 अंशांनी छेदत आहे ʉणून मूलत: so c a x 

येथे हा रेषाखंड या समɋय अƗाǉा समɋय अƗाǉा समांतर आहे कारण या दोन रेषा समांतर आहेत कारण या िविशʼ िबंदूचा y 
समɋय येथे समान असेल.c 
  हे अ येथे बरोबर आहे ʉणून ǉा बरोबरीचे आहे पण आता चे काय कारण येथे हे दोन िũकोण एकŝप आहेत पिहʞा c a d 
िũकोणाǉा या बाजूची लांबी 

बरोबर असेल ȑाची लांबी ओक िũकोणाǉा या बाजूǉा लांबीइतकी असेल ʉणून ही लांबी या लांबीची िवशालता देखील सारखीच t b 
असेल परंतु हे चौȚा चतुथाōशात असʞाने हे अƗाǉा खाली आहे ʉणून होईल  वजा ǉा बरोबरीचे ʬा िजथून आपण ah x d b 
असा िनʺषŊ काढतो की आता येथून आिण येथून आपण असा िनʺषŊ काढतो की वजा ची साइन उणे ǉा बरोबर असेल जी x b 
साइन ǉा वजा बरोबर असेल जी वˑुİ̾थतीवŝन येते की समान ची साइन  सह Ůारंभ करा आिण ʉणून आपण जे पाहतो ते x b x 
ʉणजे वजा ची सायन ǉा वजा बरोबर आहे आिण हा एक अितशय मूलभूत संबंध आहे आता या Ůकारǉा फंƕɌमȯे चे x x f 
वजा ǉा वजा चे एक िवशेष नाव आहे आिण ते आहेत िवषम फंƕɌ ʉणतात ȑांना िवषम फंƕɌ ʉणतात जर आपण इथे x fx 
तीच आकृती वापरली तर आपण हे देखील पाš शकतो की ची जर तुʉी या िũकोणी कडे बिघतले तर चा या x cos oap x cos 
लांबीला भािगले ʉणजे आिण  वजा ची ʉणजे काय वजा साठी आपण या िũकोणाकडे पाहतो आिण उणे चा a x cos x oaq x 

नंतर समान असेल भािगले कणŊ Ǜाची लांबी एक आहे ʉणून हे देखील ǉा समान आहे आिण ʉणून चा आिण cos a a x cos 
उणे चा नेहमी समान असतो आिण अशी फंƕɌ िजथे ǉा ǉा ǉा ǉा बरोबरीने ǉा ǉा वेळी x cos x f f f x f f 
फंƕन असेल तर चे सवŊ साठी वजा ǉा ǉा बरोबरीचे असेल तर ते फƅ ǉा एका मूʞासाठी नाही तर सवŊ f x f x x f x 
मूʞांसाठी असेल  चे तर येथे देखील हे जर ȑाला िवषम फंƕन ʉणायचे असेल तर फंƕनने हा संबंध फƅ ǉा एका x x 
मूʞापुरता नाही तर ȑाǉा डोमेनमधील ǉा सवŊ मूʞांसाठी पूणŊ केला पािहजे ʉणून आपण पाहतो की समान आहे  x cos x 
वाˑिवक संƥेशी संबंिधत ǉा सवŊ मूʞांसाठी वजा ǉा पयōत वाˑिवक संƥांचा संच जो फंƕनचा डोमेन आहे x x cos cos 
ʉणून अशी फंƕɌ सम फंƕɌ आहेत असे ʉटले जाते ते सम फंƕɌ आहेत असे ʉटले जाते ʉणून पुढे आपण एक शोधǻाचा 
Ůयȉ कŝ आिण ǉा मूʞांǉा ŵेणीमȯे थोडे खोल िकंवा थोडे खोल खणणे जसे आपण ला शूɊ वŝन दोन sin x cos x x pi
पयōत वाढवतो तेʬा आपण हलतो तेʬा जेʬा आपण दरʄान असतो तेʬा हा कोन रोटेशन कोन शूɊाǉा दरʄान असतो आिण x x 
तेʬा 0 असतो जेʬा आपण येथे असतो आिण जसे आपण वतुŊळावर हा िबंदू घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने हलवतो या िबंदूपयōत पोहोचेपयōत 
िदशा आपण सवŊ आहोत आपण नेहमी पिहʞा चतुथाōशात असतो ʉणून जेʬा आिण बाय 2 रेिडयɌ दरʄान असतो तेʬा x 0 pi 
िबंदू पिहʞा चतुथाōशात असतो आिण हा ǉा समɋयाǉा बरोबर असतो  िबंदू आिण हे िबंदूǉा p sin x b y cos x x 
समɋयाǉा बरोबरीचे आहे आता पिहʞा चतुथाōश मधील समɋय येथे शूɊ आिण एक दरʄान आहे आिण ʉणून हे x cos x 
मȯांतर शूɊ ते एक दरʄान असेल ʉणून शूɊापेƗा मोठे आिण एकापेƗा कमी समान असेल तर साइन जो या cos x x 
िबंदूचा समɋय आहे अंतराल शूɊ ते एक मȯे असेल ʉणून मी येथे एक कुरळे कंस ठेवतो कारण मी Ůथम चतुथाōश कमी ah y x 
असʞाचे पįरभािषत केले आहे पेƗा दोन बाय ʉणून ला असणे आवʴक आहे  पेƗा एक कारण pi sin x l ess ah sine 

फƅ एक ǉा बरोबरीचा असतो जेʬा बरोबर दोन असतो आिण ʉणून ते कधीही एक हे मूʞ Ůाɑ कŝ शकत नाही x x pi by 
आिण ʉणून येथे एक गोल कंस आहे आिण ȑाचŮमाणे आपण या टेबलǉा इतर नोदंी भŝ शकतो.
 जर आपण वतुŊळाǉा बाजूने िफरलो तर जर आपण या िबंदूपासून पुढे घǰाळाǉा उलट िदशेने पुढे गेलो तर आपण दुस̴या चतुभुŊजात 
आहोत ʉणजे जेʬा रोटेशन कोन बाय दोन मȯे असेल तर बाय दोन पयōत पयōत इतका असेल  हे अधő आवतŊन आहेpi pi pi pi 
 ȑामुळे दुस̴या चतुथाōश मȯे हे मुळात तुʉाला हा समɋय उजवीकडे िदसला तर पुɎा ǉा sine x sin x y sine x ah 
धनाǉा बाजूस आहे आिण या आडʩा अƗाǉा वरǉा बाजूला आहे.x 

 ȑामुळे दुस̴या चतुथाōशातील कोणȑाही िबंदूचा समɋय नेहमी शूɊ आिण एक दरʄान असेलy 
 ȑामुळे हे देखील दरʄान असेल परंतु या Ůकरणात ते शूɊ आिण एक दरʄान असेल परंतु दुस̴या चतुथाōशातील कोसाइनसाठी cos 

साठी काय होते तो मुȞा  या अƗाǉा दुस̴ या बाजूला आहेx t y 
 ȑामुळे काय होते समɋय ऋणाȏक होतो आिण कारण कोनाचा वतुŊळावरील संबंिधत िबंदूǉा समɋयाǉा x cos sine x 
बरोबरीचा असतो कारण चे मूʞ  दुसरा चतुथाōश येथून जाईल ʉणजे जेʬा आपण येथे असतो तेʬा या पाईचा कोसाइन बाय cos x 
दोन हा ŮȑƗात शूɊ असतो आिण जेʬा आपण या िबंदूवर पोहोचतो तेʬा हा िबंदू इतका असतो हा या िबंदूचा समɋय वजा एक 
ˢʙिवराम शूɊ आहे
 ȑामुळे समɋय वजा एक आहे  एकशे ऐशंी अंशाचा कोसाइन वजा एकǉा बरोबरीचा असतोx 
 ȑामुळे दुस̴या चतुथाōशात चा कोसाइन उणे एक आिण शूɊाǉा दरʄान असेल आिण ȑाच पȠतीने इतर नोदंी भरʞा जाऊ x 
शकतात ʉणून मुळात आपʞाला घǰाळाǉा उलट िदशेने िफरत राहावे लागेल इथून िदशा सुŝ होऊन जेʬा आपण पुढे जातो तेʬा 
या िबंदूपयōत आपण ितस̴या चतुथाōशात असतो आिण नंतर या िबंदूपासून पुढे गेʞावर आपण िजथून सुŜवात केली होती ितथून आपण 
चौȚा चतुथाōशात आहोत आता आपण कŝया.tr 

ला साइन फंƕनचा आलेख ɘॉट करायचा ʉणजे अƗावर आपʞाकडे अƗावर रोटेशनचा कोन आहे रोटेशनǉा   y x y x x 
कोनाǉा साइनचे मूʞ आहे ʉणून आपण ʉणू या की हे एक आहे आिण हे वजा एक आहे आिण  आपण असे ʉणूया की आता मी 
या िबंदूवर कŐ ū असलेʞा युिनट िũǛाचे एक लहान वतुŊळ काढले आहे आिण आपण ʉणू या की आपण या िबंदूपासून सुŜवात कŝah 
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या येथे या िबंदूपासून सुŝ करा आिण आता या िबंदूवर घǰाळाǉा उलट िदशेने जाǻाचा Ůयȉ करा आधीǉा ˠाईड्सवŝन 
आपʞाला माहीत आहे की , कोणȑाही िबंदूǉा ची साइन x 
आता या िबंदूǉा समɋयाइतके असेल जेʬा या िबंदूवर रोटेशनचा कोन नसतो तेʬा रोटेशन नसते.y x 
 रोटेशनचा कोन शूɊ आहे ʉणून अƗावर आपण येथे शूɊाǉा बरोबरीने आहोत आिण आपण येथे वतुŊळावर या िबंदूवर x x 
असʞामुळे समɋय शूɊ आहे आिण ʉणून ची साइन शूɊ बरोबर शूɊ असेल ʉणून आपण हा िबंदू काढू.y x 
 आʉी पुढील िदशेने पुढे जात असताना घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने  आपण ʉणू या की आपण या ̾थानाǉा आिण या ̾थानाǉा tion 
दरʄानǉा अȯाŊ वाटेने पोहोचू जे येथे आहे ʉणून आपण ितथे कुठेतरी आहोत ʉणून हे 90 अंशाǉा अधő असावे जे चा चार िकंवा pi 
पंचेचाळीस अंश आहे, ʉणून जेʬा आपण येथे पोहोचू तेʬा या कोनाचे िचɎ आहे हा िबंदू ǉा समɋयाǉा बरोबरीचा असेल जो ah y 
मूळ दोनǉा एक बरोबर असेल जो अंदाजे शूɊ िबंदू सात शूɊ सात आहे ʉणून आपण येथे पाहतो की हा बाय 4 आहे आिण 4 बायpi 

चे मूʞ 0.sin pi 
707 आहे आिण तेʬापासून  हे 1 आहे आिण ȑातील अधाŊ असेल ʉणजे हे 0.
5 असेल तर आपण काहीतरी ʉणू या अंदाजे इतके Ɨमˢ Ɨमˢ हे 2 बाय 3 असेल ʉणजे 0.
66 असेल तर हे असे काहीतरी असेल ʉणजे ही लांबी वŝन काहीतरी असेल येथे ते येथे कारण येथे एक तीन लहान चौरस दाखवले आहे
 ȑामुळे चार अंदाजे एक आह शूɊ िबंदू सात असेलsin pi by 
 ȑामुळे जेʬा तुʉी शूɊ वŝन चार वर जाता तेʬा तुʉी हा चा आलेख ɘॉट करता तेʬा ते असे काहीतरी िदसते pi by sine x 
आिण मग जेʬा आʉी पुढे घǰाळाǉा उलट िदशेने आणखी पंचेचाळीस अंशांनी आपण या िबंदूवर पोहोचतो Ǜाचा समɋय आहे 
Ǜाचा समɋय एक समान आहे आिण हा रोटेशनचा कोन आता पाई बाय 2 आहे ʉणून साइन पाई बाय 2 हा 1 आहे आिण ʉणून y 
आपण या िबंदूवर पोहोचू.
 आपण आलेख अशा रीतीने जोडतो मग पुढे घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने या िबंदूपासून सुŝ होऊन या िदशेला जाताना आपण [संगीत ] 
दुस̴या चतुथाōशात आहोत पण आता दुस̴या चतुथाōशातील कोणȑाही िबंदूवर समɋयाचे मूʞ कमी असणे आवʴक आहे.y 
  एकापेƗा एक कारण आपण इथे खाली येत आहोत
 ȑामुळे सायन पुɎा एक वŝन कमी होǻास सुŜवात होईल आिण जोपयōत आपण या िबंदूवर पोहोचू तोपयōत या िबंदूसाठी एकूण x 
रोटेशन कोन ही एक सरळ रेषा आहे जी 180 अंश िकंवा रेिडयन आहे आिण या िबंदूचा समɋय आहे  येथे वजा एक शूɊ आहेpi 
 ȑामुळे या िबंदूचा समɋय शूɊ आहे आिण ʉणून एक ऐशंी अंशाची साइन शूɊ आहे आिण ʉणून दुस̴या चतुथाōश मȯे जर आपण y 
हा आलेख ɘॉट करǻाचा Ůयȉ केला तर ते wi.
  असे काहीतरी िदसेल
 ȑामुळे येथे हा िबंदू येथे या िबंदूशी संबंिधत आहे चा बरोबर शूɊ आहे आिण नंतर आपण पुढे जाऊ शकतो आिण pi sine 
आपʞाला येथे कोणȑाही िबंदूसाठी आवʴक आहे उदाहरणाथŊ येथे हा िबंदू येथे सांगूया  आपʞाला फƅ येथून Ůारंभ होणारा 
रोटेशनचा एकूण कोन पाहǻाची आवʴकता आहे आिण नंतर ȑा रोटेशनǉा कोनाशी संबंिधत आपʞाला हा िबंदू िमळेल आिण 
आपʞाला या िबंदूचा समɋय पाहǻाची आवʴकता आहे आिण समɋय ɘॉटवर ɘॉट केला पािहजे  अƗ येथे असा आहे कीy y y 
आपण हा आलेख पूणŊ करतो, जर तुʉी याला तीन पाय बाय टू वर करǻाचा Ůयȉ केला तर या िबंदूवर तीन पाई बाय टू ची वजा sine 
एक असेल
 ȑामुळे तुʉी इथे कुठेतरी असाल तर तुʉी Ůयȉ केʞास  ते जोडǻासाठी तुʉाला असा काहीतरी आलेख िमळेल आिण मग
 ȑामुळे वŝन 3 वर जाणे ʉणजे तुʉी ितस̴या चतुथाōशात असाल आिण नंतर पुढे गेʞास तुʉी चौȚा चतुथाōशात pi pi by 2 
आहात आिण तुमचा वŢ िदसेल  असे काहीतरी ʉणून हे  तुʉी ǉा कोसाइनचे कसे ɘॉट करता ते ȑाच पȠतीने x x ah sine 
ɘॉट केले जाऊ शकते, फƅ या िबंदंूचा समɋय पाहǻाऐवजी तुʉाला y 
या Ůȑेक िबंदूǉा समɋयाचे मूʞ येथे वर ɘॉट करावे लागेल.x y 
  अƗ अशा Ůकारे तुʉाला ǉा कोसाइनचा आलेख िमळेल आʉी ˢतः कडे जात नाही असे समजा की तुमǉाकडे आिण असे x x y 
दोन कोन आहेत आिण तुʉाला ची मूʞे मािहत आहेत ʉणून तुʉी मूʞ शोधू शकता  या sine x sine y cos x cos y 
कोनात उणे चा कोसाइन वजा शोधू शकता आिण नंतर अिधक चा कोसाइन िकंवा अिधक दोन चा कोसाइन x y x y x y x y x
अिधक दोन िकंवा दुɔट ची कोसाइन शोधू शकता, ʉणून आपण पुढे हे संबोिधत करणार आहोत  y x cos x sine x cos y

ǉा संदभाŊत फरकाचा कोसाइन आिण कोनांची बेरीज ʩƅ करǻासाठी आपण सूũे काढणार आहोत आिण समजा की या sin y o 
एकक वतुŊळाचे कŐ ū आहे आिण हा िबंदू येथे िवचारात ƽा, ʉणून मी िनळा वापŝ.q 
 पेन देखील ʉणून हा रोटेशनचा कोन असू Ȩा आिण नंतर आपʞाकडे दुसरा िबंदू आिण आहे  आपण ʉणतो की या िबंदू x p let 

साठी रोटेशनचा कोन आहे ʉणून ǉा साइन आिण कोसाइनǉा ʩाƥेतील समɋय आिण या िबंदूचा समɋय हा p y x y q x 
समɋय असेल चा असेल आिण समɋय सायन असेल या िबंदू साठी चा समɋय चा असेल आिण x cos y p x x y cos y 
समɋय ची असेल आिण नंतर अथाŊतच येथे हा कोन उणे वजा असेल आिण आता आपण दुसरा िबंदू देखील काढू y sine x yx y 
अशा आहेत की 
येथून पयōत जाǻासाठी याǉा िफरǻाचा कोन समान आहे ʉणून लाल रंगातील हा कोन उणे देखील आहे ʉणजे तो उणे r x y x y
देखील आहे ʉणून आता आपʞाकडे आहे आिण आपण असे ʉणू की येथे हा िबंदू ǉा समान आहे ʉणून या िबंदू मȯे एक a a 
ˢʙिवराम शूɊ आहे या िबंदूचे समɋय असेल कारण या िबंदू साठी रोटेशनचा कोन वजा लाल रंगात आहेr r x y 
 ȑामुळे िनदőशांक उणे चे होणार आहेत समɋय  समɋय वजा ची साइन आहे आता आपण दोन वर लƗ x y cos x y x y 
कŐ िūत कŝया िũकोण ʉणून आपण देखील जात आहोत ʉणून आपण Ůथम िũकोण पाहणार आहोत, ʉणून मी येथे आिण opq p q
या िहरʩा िठपके असलेʞा रेषेसह जोडू या ʉणजे िũकोणांपैकी एक िũकोण आहे दुसरा िũकोण मानला जायचा आहे तर िũकोण opq 
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आहे  आता आपʞाला एकũ जोडǻाची गरज आहे oar 
जर तुʉी हे दोन िũकोण बिघतले तर आपʞाला असे िदसते की िũकोण मȯे या िũकोणाची ही बाजू बाजूǉा िकंवा anr opq oq 

िũकोणाǉा ओअरǉा लांबीǉा समान आहे कारण आिण िकंवा दोɎी िũǛा आहेत  या एकक वतुŊळाचे हे वतुŊळ oq 
या िũकोणाǉा ǉा पुढील बाजूचे देखील एकक लांबीचे आहे कारण ती दुसरी िũǛा आहेopq op 
 ȑामुळे या िũकोणाचा हा हा सवŊ देखील एकक लांबीचा आहे जो या िũकोणाǉा मुळे ǉा समान आहे.opq opq op oar oa 
 ʉणून जर तुʉाला हा िũकोण हा िबंदू आहे आिण नंतर िदसला तर हा देखील िũǛा आहे ʉणून िũकोणाचा आहे o aa r oa op 

हा िũकोण ǉा बाजूǉा opq oar oa 
सारखा आहे आिण या िũकोणाचा पुढील कोन आहे  हा िũकोण ǉा कोन सारखा आहे कारण हे दोɎी poq pq oaroar aor 
कोन उणे ǉा बरोबरीचे आहेत आिण ʉणून हे दोन िũकोण एकŝप आहेत ते आता एकŝप आहेत हे तȚ वापŝन ते एकŝप x y 
आहेत कारण ते ȑांǉा सवŊ बाजंूǉा लांबीशी एकŝप आहेत बाजू समान असाʩात आिण ʉणून या िũकोणाǉा 
िहरʩा िठपƐाǉा रेषेने दशŊिवलेʞा या बाजूǉा ची लांबी िũकोणाǉा बाजूǉा ǉा लांबीǉा समान असणे आवʴक  qp opq ar 
आहे कारण हे दोन िũकोण एकŝप आहेत आता आपण Ůयȉ कŝ  आता ही वˑुİ̾थती वापरǻासाठी आता ही ओळ ही लांबी ah qp
िबंदू आिण मधील अंतर आहे जेथे िबंदू मȯे समɋय आहे आिण िबंदू मȯे आिण q p q cos x sin x q cos y sin yi 
ʉणजे िलहा चौरस िलिहǻाइतके समान आहे ʉणून जर दोन लांबी समान असतील तर ȑांǉा वगाŊची लांबी देखील qp qp ar 
समान असेल आता वगŊ फƅ ǉा समान असेल पूणŊ चौरस ʉणून हा चौरस आहे उणे qp cos xm inus cos y qp cos x 

पूणŊ चौरस अिधक वजा संपूणŊ चौरस बरोबर ʉणजे तो चौरस आहे आिण तो चौरस आहे cos phi sine x sin y qp ar 
काय ˍेअर आता आपण  िबंदू आिण िबंदू चे समɋय जाणून ƽा िबंदू चे िनदőशांक एक शूɊ आहे िबंदू चे समɋय ar a r a r 

उणे आिण उणे आहे ʉणून या रेषाखंड ची वगŊ समतोल लांबी cos x y sin x y ar 
उणे समान असेल  वजा एक संपूणŊ चौरस अिधक साइन वजा वजा शूɊ संपूणŊ चौरस जो वजा चा वगŊ cos x y x y x y sine 

असेल
 ȑामुळे हे दोɎी समान आहेत ʉणून आपण पुढील ˠाइडमȯे Ůथम अिभʩƅी उणे पूणŊ करǻाचा Ůयȉ कŝया cos x cos y 
चौरस अिधक साइन वजा पाप संपूणŊ चौरस समान ʉणून पिहला चौरस चौरस अिधक वगŊ वजा दोन x y cos x cos y cos x 

आिण नंतर अिधक दुसरा वगŊ समान चौरस अिधक साइन चौरस वजा 2 दोन साइन साइन पण  नंतर मला cos y x y x y w  
मािहत आहे की कोणȑाही कोनासाठी साइन ˍेअर अिधक ˍेअर एक समान आहे ʉणून हे दोन जोडले जातात x x cos x 
आिण एक होतात आिण हे दोन देखील जोडले जातात आिण एक वजा दोन वजा दोन साइन होतात cos x cos y x sin y 
आिण  हे समान होते ʉणून ते पिहʞा अिभʩƅीचे सरलीकरण होते आिण ते या िविशʼ पदाǉा समान आहे अह ही िविशʼ the 
अिभʩƅी जी दुसरी अिभʩƅी आहे, ʉणून आपण ते देखील िवˑृत कŝया ʉणून आʉी ʉटले की हे समान असणे आवʴक आहे 

उणे वजा 1 संपूणŊ चौरस अिधक वजा चा साइन ˍेअर जो ˍेअर वजा अिधक एक वजा दोन cos x y x y cos x y cos x
वजा अिधक वजा चा साइन ˍेअर जो आता या ˍेअरǉा समान आहे  उणे आिण ˍेअर उणे y x y cos x y sin x y 
एक पयōत जोडले जाईल
 ȑामुळे हे एक अिधक एक वजा दोन वजा वजा आता सोपे होईल कारण हे आिण हे समान आहेत ʉणून जेʬा आपण x x y 
समीकरण करतो तेʬा आपण ȑांना समान करतो तेʬा आपʞाला काय िमळते उणे ची बरोबर आहे  x y cos c os x cos y

आिण हा एक अितशय मूलभूत पįरणाम आहे जो आपण नंतर आपʞा इतर ʩाƥानांमȯे plus sine x sine y ah 
वापरणार आहोत ठीक आहे ʉणून आपण आȅाच पािहले की आिण चे कोणतेही दोन कोन िदलेले वजा समान x y cos x y cos

अिधक ǉा बȞल कसे आहे आपण उणे साठी हे सूũ वापŝ  x cos y plus sin x sin y x y cos cos x y 
शकतो अिधक साठी देखील एक अिभʩƅी काढǻासाठी खालीलŮमाणे आपण हे िलš शकतो वजा cos x y cos of x y 
आिण  मग हे फॉʄुŊला वापरा ʉणजे हे सूũ वापŝन हे होईल ची मȯे मȯे cos x cos cos y y plus sine x sine 

ǉा मȯे जे ǉा बरोबरीचे आहे आता हे सम फंƕन आहे ʉणून चा of y sine cos x cos x cos cos of y cos 
होईल.

ǉा बरोबरी आहे ʉणून इथे आहे पण चा हे फंƕन आहे आिण ʉणून वजा ची वजा  cos y cos y y sine r y sine 
आहे आिण ʉणून आपʞाला येथे वजा िचɎ िमळते आिण ते उणे होतेsine y sin x sine y 

 ȑामुळे आपण यासह समाɑ करतो  दुसरे ʩाƥान िजथे आʉी साइन आिण कोसाइनमधील अिधक संबंधांसह सुŝ केले साइन 
फंƕन हे िवषम फंƕन आहे आिण कोसाइन फंƕन एक सम फंƕन आहे हे देखील आʉी साइन आिण कोसाइनसाठी आलेख कसे 
ɘॉट करायचे हे देखील दाखवले आिण शेवटी आʉी फरकाǉा कोसाइन आिण दोन कोनांǉा बेरीजसाठी येथे एक अिभʩƅी देखील 
काढली.
 पुढील वगाŊत आपण अह कसे काढायचे याǉा िचɎावर चचाŊ कŝ , मुळात या समीकरणांवŝनच आपण फरक आिण दोन कोनांची 
बेरीज आिण कोनांǉा दुɔट आिण ितɔट कोनांचे साइन आिण कोसाइन आिण इतर काही संबंध काढू.
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