
 ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹െളുׯറിتു׺ ഈ ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, ആദّ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ നി׹ൾ പ؋ാം ױാസിൽ പഠി׺ ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹ളുെട പحാ؋ലം 
ഞ׹ൾ അവതരിؚിു׺, ഞ׹ൾ ര؇് ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകളായ ൈസൻ, േകാൈസൻ എؗിവ x 
അവതരിؚിു׺, അതിന്െറ ചില സവിേശഷതകൾ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചإാൻ തുട׹ി. അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ അത് തുടരും, അതിനാൽ അടു؋ േചാദّ؋ിന് ഉ؋രം നൽകാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതായത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ േകാൈസൻ എؓാെണؗത് നി׹ൾ x 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു യൂണി്ئ സർׯിൾ ഉ؇ായിരുؗു, അതിന്െറ േകْؕം ആണ് , ഈ o 
േപായിന്റ് നമു്ׯ പരിഗണിׯാം .  യൂണി്ئ സർׯിളിന് േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഈ a , b 
െസഗ് െമന്റ ്ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ നീളം അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ഇവിെട ആണ്, ഇത് നീളം oa a b 
ആണ്, ഈ ْഭമണേകാണിന്െറ േകാസ് ആ ْഭമണേകാണിന്െറ േകാൈസൻ ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം. a x 
ന്െറ േകാസ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ ആംഗിൾ കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ നأൾ x 
എؓാണ്, കാരണം ന്െറ േകാസ് ആ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനئിന് തുലّമാണ്, കാരണം നأൾ x x 
ْപധാനമായും തിരയുؗത് ന്െറ ആ േകാണുകളാണ്  ْഭമണ؋ിന് േശഷമുت അവസാന ബിؕുവിന്െറ r 

േകാർഡിേന്ئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സർׯിളിൽ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉ؇് , x x 
േകാർഡിേന്ئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ഇവിെട ഈ േപായിന്റാണ് , ഇതാണ് അײം, x 
ഇതാണ്  അײം അതിനാൽ ഈ ഘ؋؂ിൽ േകാർഡിേന്ئ പൂജّമാണ്, പിെؗ മേئത് ഈ ബിؕുവാണ് ,y x 
അത് പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ േകാർഡിേന്ئ പൂജّമായിരിؗുׯ ര؇് x 
േപായിന്റുകളാണ് ഇവ. ഇേؚാൾ ഇവിെട ഈ ബിؕു ْഭമണേകാണുമായി േയാജിുؗുׯ, 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ നأൾ ആരംഭിുؗുׯ  നأൾ ഇവിെട ഈ കിരണ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിുؗുׯ, ഈ
 കിരണെ90 ؋ ഡിْഗി അെ׸بിൽ ൈപ 2 േറഡിയൻ െകാ؇് കറുׯകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട 
എുؗു؋, അതിനാൽ ഒരു പരിഹാരം ര؇് േറഡിയൻ െകാ؇് ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ് , മെئാ്ؗ നി׹ൾ x 
ഈ േപായിന്റിൽ എു؋േآാൾ പരിഹാരമാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ഒരു വി؛വ؋ിന്െറ മുׯാൽ 
ഭാഗവുമായി േയാജിുؗുׯ, ഒരു വി؛വ؋ിന്െറ മുׯാൽ ഭാഗവും 3 ൈപ ൈബ 2 േറഡിയൻ ആണ്, 
അതിനാൽ അതാണ് മെئാരു പരിഹാരം , ഞ׹ൾ ക؇തുേപാെല ൈസനും േകാൈസനും ന്െറ x- v 
ആവർ؋ിുؗുׯ. ര؇് യുെട ഓേരാ പൂർ؉സംഖّ ഗുണിത؋ിനുേശഷമുت  ◌ിനാൽ ന   െറ pi alues x 

 ◌്െറ ന്െറ ന്െറ  ◌്െറ ؛സ് ഇ ؂ി ര؇ു ആണ് അ   ◌ിനാൽ ഈ cos  cos cos cos  x k pi pi 
സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം പ   ജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  പകുതി മട്׹ വെര, cos x n    pi n 
പൂർ؉സംഖّയായിരിؗുׯ ചില േകാണുകളുെട ൈസനും േകാൈസനും ക؇ുപിടിׯാൻ ْശമിׯാം , 
നമു്ׯ പലേؚാഴും കാണാവുؗ ചില േകാണുകളുെട ൈസനും േകാൈസനും കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം, 
ഇവിെട ഈ വലത് േകാണിന്െറ ْതിേകാണ؋ിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം, ഇവിെട ഈ േകാൺ 90 
ഡിْഗിയും ഈ േകാൺ തീئയുമാണ്  ഈ മൂؗാമെ؋ ആംഗിൾ പിؗീട് ര؇് ൈമനസ് തീئയിൽ ൈപ 
ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട കാണുؗത് േകാസ് ഓഫ ്തീئ െസഗ് െമന്റിന്െറ നീള؋ിന് എബി 
ൈബ എസിയും ൈസനിന്െറ ൈസൻ 2 ൈമനസ് തീئയുമാണ് ഇേؚാൾ നأൾ േനാׯാൻ ْശമിؗുׯത്  
മെئാരു േകാണിൽ ഈ ആംഗിൾ ൈപ 2 ൈമനസ് തീئയിൽ നി്ؗ ഇേؚാൾ ഒരു േകാണിന്െറ ൈസനിന്െറ
നിർവചന؋ിൽ നിؗുت അടയാളം ഈ േകാണിന്െറ ൈസൻ ഈ േകാണിന്െറ വിപരീത؋ിന് 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ േകാണിന്െറ എതിർവശം ഈ വശം െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  ആയ ab ac 
ൈഹേؚാെടനസ് അതിനാൽ നأൾ ഇവിെട കാണുؗത് ഈ ര؇് അനുപാത׹ളും ഒؗുതെؗയാണ്, 
അതിനാൽ േകാസ് ഓഫ ്തീئ ര؇് ൈമനസ് തീئയുെട ൈസൻ ഓഫ് ൈപ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
നി׹ൾ്ׯ ഏെത׸ിലും േകാണിന്െറ ൈസൻ അറിയാെമ׸ിൽ, ഓേരാ േകാണിന്െറയും അടയാളം 
നി׹ൾׯറിയാെമ׸ിൽ നി׹ൾׯറിയാൻ കഴിയും.  ഓേരാ േകാണിന്െറയും ഈ േകാൈസനുകൾ 
അറിയുക , അതിനാൽ അടിرാനപരമായി അവ ഒؗുതെؗയാണ്, ഇതാണ് അവ തأിലുت ബؖം , 
നമു്ׯ െപാതുവായി കാണുؗ ചില േകാണുകളിൽ േകാസ് കെ؇؋ാനും അടയാളെؚടു؋ാനും 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ  ഇതിെനുׯറി്׺ ചിؓിׯാം. ഐേസാസിലിസ് വലത് ْതിേകാണ 
ْതിേകാണം ഇവിെട ഇത് 90 ഡിْഗിയാണ്, ഇത് ഒരു ഐേസാസിലിസ് വലത്േകാണ ْതിേകാണമാണ് abc 
അതിനാൽ എؗത് ന് തുലّമാണ്, ഒരു യൂണിئിന് തുലّമാണ് , കാരണം ഇത് ഈ വശവും ഈ ab bc 
വശവും തുലّ നീളമുتതാണ് ഈ േകാണും ഈ േകാണും ഇതും തുലّമായിരിുׯം , അതിനാൽ ഇവ 
ര؇ും 45 ഡിْഗി വീതമായിരിുׯം, അവ ര؇ും 4 േറഡിയൻ െകാ؇് ൈപ ആയിരിുׯം , ൈപതേഗാറസ് 
സിؑാؓം അനുസരി്׺ ഈ ൈഹേؚാെടനസിന്െറ നീളം യുെട വർ״മൂലമായിരിുׯം.  സ്കٔയർ ؛സ്ab 
ബിസി ചതുരം ര؇് യൂണിുئകളുെട വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ൈപയുെട 
േകാസ് നാല് െകാ؇് െതാ؂ടുتു؋ ൈഹേؚാെടനّൂസ് െകാ؇് ഹരിؗുׯതിന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് 
ഒؗിെന ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ ഹരിുׯകയും സമാനമായ രീതിയിൽ ൈപെയ 4 െകാ؇് 
ഹരിുׯകയും െചുإം. എതിർവശം ൈഹേؚാെടനّൂസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് തുലّമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ േകാൺ ൈപ്4 ׯ അെ׸بിൽ 45 ഡിْഗി തുലّമാകുേآാൾ ആ േകാണിന്െറ േകാൈസനും 
ൈസനും ഒؗുതെؗയാണ്, അവ ര؇് െലئിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് നമു്ׯ മെئാരു െചറിയ 
ഉദാഹരണം എടുׯാം, അവിെട ൈപയുെട ൈസനും േകാൈസനും 30 ഡിْഗി 6 േറഡിയൻ ഉപേയാഗി്׺ 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ,  അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു ْതിേകാണ വലത് േകാണ 
ْതിേകാണമു؇്, ഇവിെട ഈ ആംഗിൾ 6 േറഡിയൻ അെ׸بിൽ 30 ഡിْഗി െകാ؇് ൈപ ആണ് , ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ. ൈസനും േകാൈസനും കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ ഈ േരഖ േനർേരഖ ഇതുേപാെല cb cb 
നീ؂ാം , നമു്ׯ ഇവിെട ൈമനസ് ൈപ്ׯ തുലّമായ മെئാരു ആംഗിൾ ഉ؇ാׯാം, അതിനാൽ ഈ 
േകാണിന്െറ വّാلിٝയുت തര؋ിൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട മെئാരു േറ നിർأിׯാം .  ഈ േകാണും ൈപ 
ആറിനാൽ ശരിയാണ്, ഇേؚാൾ ഈ കിരണവും ഈ േനർേരഖയും ഈ ഘ؋؂ിൽ വിഭജിׯാൻ േപാകുؗു, 
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നമു്ׯ ഇതിെന എ്ؗ വിളിׯാം , ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ْടയാംഗിൾ എസിഡിയിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം,d 
എؗാൽ അതിനുമു്آ നأൾ കാണുؗത് അതാണ് നأൾ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ ര؇് 
ْതിേകാണ׹ളിലും ْതിേകാണ׹ളിൽ ഒؗാണ്, മേئ ْതിേകാണം ആണ്, അതിനാൽ ഈ abc adb 
ْതിേകാണം , ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും സമാനമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാുؗുׯ, കാരണം അവയ്്ׯ 
ഒരു െപാതു വശമു؇് , ഈ േകാണിന് 90 ആണ്, കാരണം ഈ േരഖ ഒരു േനർേരഖയാണ്. േകാണും 90 cd 
ആണ് , പിെؗ നിർأാണ؋ിലൂെട തീർ׺യായും ഇതും ഈ േകാണും ഈ േകാണും ഈ േകാണും 
തുലّമാണ് , അതിനാൽ ْടയാംഗിൾ എബിസിയും ْടയാംഗിൾ എബിഡിയും 
അ׹െന ْതിേകാണം എബിസിയും ْടയാംഗിൾ എബിഡിയും സമാനമാണ് അെ׸بിൽ കൃതّമായി 
തുലّമാണ് , അതിനാൽ വശ׹ളുെട നീളവും ഈ എസി ഒരു യൂണിئിന് തുലّമാെണ׸ിൽ പരസّവും ഒരു
യൂണി്ئ ആെണ്ؗ കരുതുക, കാരണം ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും േയാജി׺താണ്, ഇനി നമു്ׯ വലിയ 
ْതിേകാണമായ യിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ ഞാനാണ്  ഈ ْതിേകാണം, adc 
ഈ ْപേതّക ْതിേകാണം എؗിവെയുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ, ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളുേടയും 
െപാരു؋മനുസരി്׺ ഈ േകാണും ഈ േകാണും തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ േകാണിന്െറ 
അളവ് തീئയാെണ׸ിൽ ഈ േകാണും തീئയും ഈ േകാണും തീئയും ഇവിെട ഈ േകാണും ൈപയുമാണ്.  
മൂേؗാ അറുപേതാ ഡിْഗി െകാ؇് ഇേؚാൾ നأൾ കാണുؗത്, നി׹ൾ ഈ ْതിേകാണം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ േകാണും ഈ േകാണും തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഒരു ْതിേകാണ؋ിന്െറ 
എبാ ആؓരിക േകാണുകളുെടയും ആെകു؋ക 180 ഡിْഗി ആയതിനാൽ ആരംഭിേׯ؇ ഒരു സമതല 
ْതിേകാണമാണ്. ഈ 60 ഡിْഗി, അതായത് ൈപ ൈബ 3 ؛സ് തീئയും തീئയും അതിനാൽ ൈപ ൈബ 3 
 മൂ്ؗ ئത് തീؗുׯിൽ സൂചിؚി؋،ണം , ഇത് യഥാർׯയും ൈപ േറഡിയൻ ആയിരിئയും തീئസ് തീ؛
േറഡിയൻ െകാ؇് ൈപ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ തീئയും മൂؗിൽ ൈപ ആണ് ഈ േകാണും  pi 
മൂ്ؗ െകാ؇് ആണ്, ഇത് തീർ׺യായും മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണം ഒരു സമഭുജ pi pi adc 
ْതിേകാണമാണ് , ഇത് ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമാണ്, കാരണം മൂ്ؗ േകാണുകളും 3 േറഡിയൻ അെ׸بിൽ 

 ഡിْഗി െകാ؇് ൈപ്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ  ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ് യുെട നീളം മ്ئ ര؇് 60 cd 
വശ׹ളിെല മ്ئ നീള؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അത് ഒരു യൂണിئാണ്, അതിനാൽ ഈ യും ഒരു യൂണി്ئcd 
കൂടി നീളമുتതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഉتത് യുെട നീളം ഒരു യൂണി്ئ കൂടുതലാണ്, cd 
കാരണം  ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും എؗിവ ഈ ര؇് വശ׹ളുെടയും എؗിവയുെട abc, abd bc , bd 
നീള؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ നീളവും ഈ നീളവും തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ മുഴുവൻ 
നീളം ഒരു യൂണിئാെണ׸ിൽ , ഈ നീളം ഇതിന്െറ പകുതി യൂണി്ئ ആയിരിׯണെമ്ؗ മാറുؗു. cd 
പകുതി യൂണി്ئ ആയിരിׯണം , അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ആംഗിൾ ൈപയുെട േകാൈസൻ 
സിക് സ് ײമിׯണം, ഈ േകാണിന്െറ ഈ അടയാളം ײമിׯണം, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ൈപയുെട 
ൈസൻ സിക് സിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈസൻ ൈപയുെട ൈസൻ  ന് തുലّമായിരിുׯം ഈ 6
േകാണിന്െറ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ْതിേകാണം ൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം, അതിന്െറ abc-
ൈഹേؚാെടനൂസ് ഒരു യൂണി്ئ നീളവും പകുതി യൂണിئിന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ൈപയുെട cb 
ൈസൻ ആറിന് വിപരീതമായി ൈഹേؚാെടനസ് ആയിരിുׯം, അത് പകുതി്ׯ തുലّമായ ഒؗുെകാ؇് 
ഹരിׯെؚടും.  ഈ ലളിതമായ ഘടനയിലൂെട  സിക് സിന്െറ ൈസൻ ൈബ സിക് സ് പകുതി്ׯ 
തുലّമാെണؗും സമാനമായി ഞ׹ൾ കാണിു׺, കാരണം മുൻ ױാസിൽ ൈസൻ സ് കٔയർ ؛സ് േകാസ്x 
സ് കٔയർ ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺, അതിനാൽ ആ ബؖം ഉപേയാഗി്׺ നി׹ൾ്ׯ കാണിׯാൻ x 
കഴിയുؗത് ൈപയുെട സിക് സ് ആകും  റൂ؂് ْതീ ടു ടു തുലّമായ മെئാരു േചാദّം മനشിൽ വരും , ൈസൻ 
ഓഫ് നും ൈമനസ് ന്െറ ൈസനും തأിൽ എെؓ׸ിലും ബؖമുേ؇ാ, അതുേപാെല തെؗ x x 
ൈമനസ് ന്െറ േകാസ് തأിൽ എെؓ׸ിലും ബؖമുേ؇ാ എؗതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട x xn 
വീ؇ും േകْؕ؋ിൽ ഒരു യൂണി്ئ വൃ؋ം വരു׺. ഇതാണ് അײം ഇത് ഇതാണ് അײം ഇതാണ് o x x y 
അײം , ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ് ഉ؇്, അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ യഥാْകമം p x, y e, b 
എؗിവയാണ് , ഈ ْഭമണേകാണം ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇതിൽ നി്ؗ ഒരു ലംബമായി േْഡാ്ؚ x 
െചᅃٝാൽ ഈ ബിؕുവിൽ അ؋ײിേല്ׯ േപായിന്റ് െചുإക അേؚാൾ ഈ നീളം ന് x p a oa a 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ യ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം , ഇവിെട ഈ നീളം യ്്ׯ oa a b 
തുലّമായിരിുׯം, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ േകാണിൽ ൈമനസ് ൽ താൽؚരّമുتതിനാൽ നമു്ׯ x-
തിരിׯാം അേؚാൾ നമു്ׯ ൈമനസ് ലഭിേׯ؇തു؇്, നമു്ׯ ലഭിേׯ؇തു؇്  ഘടികാരദിശയിൽx r 
ഈ ْപേതّക ആരം ഘടികാരദിശയിൽ ْഭമണം െചുإക , ഈ േകാണിൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝ അേത x 
അളവിലുت ْഭമണം െചുإക, അതിനാൽ നി׹ൾ അേത അളവിൽ തിരിുׯേآാൾ ഈ േകാൺ ൈമനസ്

ആണ്  ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂് േപാകുേآാൾ നأൾ െചᅃٝ അേത അളവിലുت ْഭമണ؋ിന്െറ അളവ് x 
നമു്ׯ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് ൈസൻ ന്െറ അടയാളം കെ؇؋ാൻ ഒരു x x x 
ബിؕുവിൽ എു؋െമ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ എ്ؗ കരുതുؗതിന് 
തുലّമായിരിുׯം േപായിന്റ ് ഉം ഉം ആണ്, അേؚാൾ ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ ന് തുലّമാണ്, q c d x b 
അത് നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാവുؗ ഒؗാണ് ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ തുലّമായിരിുׯം, x 
അതിനാൽ ഇത് വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഇതാണ് ah y q d 
ൈഹേؚാെടനّൂസിന്െറ നീളം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ s 
ൈസൻ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഈ യും യും തأിൽ എെؓ׸ിലും d d b 
ബؖമുേ؇ാ എ്ؗ േനാേׯ؇തു؇്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ْതിേകാണം േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ ah 
േപായിന്റ് ആണ് ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും നأൾ ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ അതിനാൽ ഒരു a 
ْതിേകാണം ഓ്ׯ ആണ്, അത് ഇവിെട ഈ ْതിേകാണം ആണ് , മേئ ْതിേകാണം ഓ്ׯ ആണ്, അേؚാൾ 
നأൾ കാണുؗത് ײമിׯണം, ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ൾׯിടയിലും അവ സമാനമാണ്, കാരണം 
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ْടയാംഗിൾ ഓ്ؚ ൈْടയാംഗിൾ ഓ്ׯ ْതിേകാണേ؋ാട് േയാജിുؗുׯ .  ഈ വശം ഒ ര؇ിനും 
െപാതുവായതാണ് , ഈ ْതിേകാണ ഓؚിന്െറ ഈ ൈസഡ് ഓപ് ْതിേകാണം ഓ്ׯ ْതിേകാണ؋ിന്െറ 
നീളം ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇവ ര؇ും ഈ യൂണി്ئ സർׯിളിന്െറ ആരം ആയതിനാൽ നമു്ׯ ര؇്oq 
വശ׹ളു؇്, അത് തുലّവും പിؗീട്  ഇവിെട ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ആംഗിൾ ആയ ഈ ആംഗിൾ aop x
ഈ േകാണിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇവ ര؇ും കാؓിമാന؋ിൽ ഒؗുതെؗയാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
ْതിേകാണ׹ളും നأൾ യഥാർ،؋ിൽ ഈ േപായിന്റ ്വര׺േؚാൾ ഞ׹ൾ ഉേപײി׺ിരുؗു ഈ 
ബിؕുവിൽ നി്ؗ അ؋ײിേല്ׯ ലംബമായി ഇത് ഇേؚാൾ 90 ഡിْഗിയാണ്, കാരണം ഈ ര؇് x 
ْതിേകാണ׹ളും േയാജി׺തിനാൽ ഈ േകാണും ഈ േകാണിന് തുലّമായിരിׯണം, അത് 90 ഡിْഗി 
ആയിരിുׯം. നأൾ കാണുؗത്, ഈ പാ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ഒരു േനർേരഖയായിരിുׯം, കാരണം ഈ 
േകാൺ 90 ആണ്, ഇത് 90 ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട െമാ؋ം േകാൺ 180 ഡിْഗിയാണ് , അതിനാൽ ഈ 
പാ്ׯ ഒരു േനർേരഖയാണ്, ഇത് അടിرാനപരമായി വിഭജിؗുׯതാണ്.  90 ഡിْഗിയിൽ അു׺ത؇് , x 
അതിനാൽ ഈ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ യും ന് തുലّമായിരിുׯം എ്ؗ വّװമാണ്, x q a 
അതിനാൽ എؗത് യ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് കാണിؗുׯത് ഈ മുഴുവൻ േരഖയും ഒരു c a 
േനർേരഖയാണ് എؗതാണ്. ഇത് 90 ഡിْഗിയിൽ അു׺ത؇ുമായി വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ x 
ْപധാനമായും ഇവിെട ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ് ഈ േകാർഡിേന്ئ അײമായ േകാർഡിേന്ئ y 
അ؋ײിന് സമാؓരമാണ്, കാരണം ഈ ര؇് വരികളും സമാؓരമായതിനാൽ ഈ ْപേതّക 
ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഇവിെട തുലّമായിരിׯണം  ഇവിെട ഇവിെട ശരിയാണ് , അതിനാൽ c a c 
എؗത് ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇേؚാൾ െയ സംബؖിെ്ؓ׺, കാരണം ഇവിെടയുت ഈ ര؇് a d 
ْതിേകാണ׹ളും േയാജി׺തിനാൽ ആദّെ؋ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ വശ؋ിന്െറ നീളം ന് t 
തുലّമായിരിുׯം ഓ്ׯ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ വശ؋ിന്െറ നീള؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ 
ഈ നീള؋ിന്െറ വّാلിٝയും ന് തുലّമായിരിുׯം, എؗാൽ ഇത് നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റിലായതിനാൽ b 
ഇത് അ؋ײിന് താെഴയാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ബി്ׯ തുലّമായിരിുׯക , ഇേؚാൾ ah x d 
ഇവിെടയും ഇവിെടയും നി്ؗ ൈമനസ് ന്െറ ൈസൻ ൈമനസ് ബി്ׯ തുലّമായിരിുׯം എ്ؗ ഞ׹ൾ x 
നിഗമനം െചുؗുإ, ഇത് ൈസൻ ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ്, ഇത് ബി ൈസൻ ന് തുലّമാണ് എؗ x x 
വُٝു തയിൽ നി്ؗ പിؓുടരുؗു  ആരംഭിുׯക , അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ്x 

ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമാണ് , ഇത് വളെര അടിرാനപരമായ ഒരു ബؖമാണ്, ഇേؚാൾ x 
ഇ؋ര؋ിലുت ഫംഗ്ഷനുകൾ്ׯ ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് എഫ്എ٧عിന് തുലّമാണ്, അവയ്്ׯ ഒരു x 
ْപേതّക നാമമു؇്. ഓഡ് ഫംഗ് ഷനുകൾ എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ ഓഡ് ഫംഗ് ഷനുകൾ നأൾ ഇവിെട 
അേത കണ്ׯ ഉപേയാഗി׺ാൽ അവെയ ഒئ ഫംഗ് ഷനുകൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അേؚാൾ നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയുؗത് നി׹ൾ ഈ ْതിേകാണ ഓؚിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ന്െറ േകാസ് ഈ നീള؋ിന് x 
തുലّമാണ് .  ൈമനസ് ന്െറ എؓാണ് ൈമനസ് ന് നأൾ ഈ ْതിേകാണ ഓ്ׯ േനാുؗുׯ, x cos x-
തുടർ്ؗ ൈമനസ് ന്െറ േകാസ് ഒേര ൈഹേؚാെടനّൂസ് െകാ؇് ഹരി׺തിന് തുലّമായിരിുׯം, അത് x 
നീളം ഒؗായതിനാൽ ഇതും യ്്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ ന്െറ ഉം ൈമനസ് ന്െറ യും a x cos x cos 
എേؚാഴും തുലّമാണ് കൂടാെത എؗ ഫംഗ് ഷനുകൾ, ന്െറ ന്െറ എഫ്-ന്െറ എഫ്-ന് തുലّമായ f x- x-
ഫംഗ് ഷനുകൾ. ന്െറ അതിനാൽ ഇവിെട ഇതും ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷൻ എ്ؗ x 
വിളിׯെؚടണെമ׸ിൽ ഫംഗ് ഷൻ ന്െറ ഒരു മൂലّ؋ിന് മാْതമب, അതിന്െറ െഡാെമയ ്നിെല ന്െറ x x 
എبാ മൂലّ׹ൾുׯം ഈ ബؖം തൃلിٝെؚടു؋ണം, അതിനാൽ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ cos x 
കാണുؗു. േകാസ് ഫംഗ് ഷന്െറ െഡാെമയ ്നായ റിയൽ നآറുകളുെട െസ്ئ റിയൽ സംഖّയിൽ െപടുؗ x
ന്െറ എبാ മൂലّ׹ൾുׯം ൈമനസ് ന്െറ േകാസ്, അതിനാൽ അ؋രം ഫംഗ് ഷനുകൾ ഇര؂ x 
ഫംഗ് ഷനുകളായി പറയെؚടുؗു, അവ ഇര؂ ഫംഗ് ഷനുകൾ എ്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ 
അടു؋തായി ഞ׹ൾ ഒരു പരിേശാധിׯാൻ ْശമിുؗുׯ. എؗി׹െനയുت sin x, cos x 
മൂലّ׹ളുെട പരിധിയിേല്ׯ കുറു׺കൂടി ആഴ؋ിൽ അെ׸بിൽ കുറു׺കൂടി ആഴ؋ിൽ കുഴിുׯക 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ൈപയിേല്ׯ വർؑിؚിുׯേآാൾ ഞ׹ൾ നീുؗു׹, അതിനാൽ ഈ x 
േകാണിന് ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ ْഭമണേകാണം പൂജّ؋ിന് ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ 0 ആണ്, x x 
നി׹ൾ ഇവിെട ആയിരിുׯേآാൾ 0 ആണ് ഈ ബിؕുവിെലؗു؋തുവെരയുت ദിശ നാെമبാവരും 
എبായ് േؚാഴും ഒؗാം കٔാْഡാന്റിലാണ്, അതിനാൽ  നും  േറഡിയനും ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ x 0 pi 2

േപായിന്റ് ആദّ കٔാْഡന്റിലായിരിുׯം , കൂടാെത യുെട േകാർഡിേനئിന് p sin x b y 
തുലّമായതിനാൽ േപായിന്റും ഇേؚാൾ ആദّെ؋ കٔാْഡന്റിെല േപായിന്റിന്െറ cos x , x 
േകാർഡിേനئിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല േകാർഡിേന്ئ പൂജّ؋ിനും x 
ഒؗിനും ഇടയിലാണ് , അതിനാൽ അതിനിടയിലായിരിുׯം പൂജّം മുതൽ ഒ്ؗ വെരയുت cos x 
ഇടേവളയിൽ 
അ׹െന പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതും ഒؗിന് തുലّവും ആയിരിുׯം, അേതസമയം ഈ cos x 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനئായ ഒؗിന്െറ ഇടേവള പൂജّ؋ിലായിരിുׯം, അതിനാൽ ah y sine x 
ഞാൻ ഇവിെട ഒരു ചുരു؇ ْബാئ്ׯ ഇ؂ു, കാരണം ഞാൻ ആദّെ؋ കٔാْഡന്റ് കുറവാെണ്ؗ x 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ  ൈപ ര؇ിേനׯാൾ, അതിനാൽ ആയിരിׯണം  ഒؗിെനׯാളും sin x l ess, 
കാരണം ന് ര؇ായി തുലّമാകുേآാൾ മാْതേമ ഒؗിന് തുലّമാകൂ, അതിനാൽ അത് x pi ahsine x 
ഒരിׯലും ഈ മൂലّം ഒؗിൽ എു؋കയിب, അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു റൗ؇് ْബാئ്ׯ ഉ؇് , അതുേപാെല 
നമു്ׯ ഈ പ؂ികയിെല മ്ئ എൻْടികൾ പൂരിؚിׯാം. നأൾ വൃ؋؋ിലുടനീളം നീു׹േآാൾ, ഈ 
േപായിന്റിൽ നി്ؗ എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ മുേؗാ؂് നീു׹കയാെണ׸ിൽ, നأൾ ര؇ാമെ؋ 
കٔാْഡന്റിലാണ്, 
അ׹െനയാണ് ْഭമണേകാണം ൈപ ര؇ിന് ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ, ൈപ ര؇് ൈപ ആകുേآാൾ ൈപ 
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വെര അْതയും  ൈപ പകുതി ْഭമണമാണ്, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ ൈസൻ x 
അടിرാനപരമായി നി׹ൾ കാണുകയാെണ׸ിൽ േകാർഡിേന്ئ വലത് ആണ്, അതിനാൽ sin x y 

വീ؇ും അതിനിടയിൽ കിടؗുׯതാണ് യുെട േപാസിئീവ് വശ്؋ അതിന്െറ ഈ തിരحീനsine x ah 
അ؋ײിന്െറ മുകൾ വശ؋ാണ് അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിെല ഏത് ബിؕുവിന്െറയും x y 

േകാർഡിേന്ئ എبായ്േؚാഴും പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിലായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇതും 
ഇടയിലായിരിുׯം, എؗാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ അത് പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിലായിരിുׯം, 
എؗാൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിെല േകാൈസനിനുت ന് എؓാണ് സംഭവിؗുׯത് ആ cos x 
േപായിന്റ്  ഈ അ؋ײിന്െറ മറുവശ؋ാണ്, അതിനാൽ സംഭവിؗുׯത് േകാർഡിേന്ئ t y x 
െനഗئീവ് ആകുകയും ഒരു േകാണിന്െറ േകാസ് ൈസൻ സർׯിളിെല അനുബؖ േപായിന്റിന്െറ x 
േകാർഡിേനئിന് തുലّമാകുകയും െചുؗുإ, കാരണം ന്െറ മൂലّം നأൾ ഇവിെട cos x 
ആയിരിുׯേآാൾ ഈ ൈപയുെട ര؇് േകാൈസൻ യഥാർ،؋ിൽ പൂജّമാണ് , ഈ 
േപായിന്റിെലു؋േآാൾ ഇത് ഈ േപായിന്റിന്െറ ഈ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ഒരു േകാമ പൂജّമാണ്, 
അതിനാൽ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്. നൂئി എൺപത് ഡിْഗി േകാൈസൻ ൈമനസ് ഒؗിന് x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡൻറ ്േകാൈസൻ ൈമനസ് ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും x 
ഇടയിലായിരിുׯം , സമാനമായ രീതിയിൽ മ്ئ എൻْടികൾ പൂരിؚിׯാം, അതിനാൽ 
അടിرാനപരമായി നأൾ എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ നീ׹ിെׯാ؇ിരിׯണം ഇവിെട നി്ؗ 
തുടؗു׹ ദിശ , നأൾ കൂടുതൽ മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ , ഈ േപായിന്റ് വെര ഞ׹ൾ മൂؗാം 
കٔാْഡന്റിലാണ്, തുടർ്ؗ ഈ േപായിന്റിൽ നി്ؗ വീ؇ും മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ , ഞ׹ൾ നാലാം 
കٔാْഡന്റിലാെണ്ؗ ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം.  ൈസൻ ഫംഗ് ഷന്െറ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചإാൻ y x 
അു׺ത؇ിൽ നമു്ׯ ْഭമണേകാണം ഉ؇്, അ؋ײിൽ നമു്ׯ ْഭമണേകാണിന്െറ ൈസനിന്െറ x y x 
മൂലّമു؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാെണؗും ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആെണؗും നമു്ׯ പറയാം. ഇേؚാൾ ഞാൻ 
ഇവിെട യൂണി്ئ േറഡിയസിന്െറ ഒരു െചറിയ വൃ؋ം ഈ ബിؕുവിൽ േകْؕേ؋ാടുകൂടിയാണ് ah o 
വര׺ിരിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ പറയാം, ഈ ബിؕുവിൽ നി്ؗ തുട׹ാം ഇവിെട ഈ ബിؕുവിൽ നി്ؗ 
ആരംഭിുׯക, ഈ ഘ؋؂ിൽ ഇേؚാൾ എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ നീ׹ാൻ ْശമിുׯക. മുآെ؋ 
ൈسഡുകളിൽ നി്ؗ നമുׯറിയാം , ഏത് ബിؕുവിന്െറയും ന്െറ ൈസൻ ഈ േപായിന്റിന്െറ x y 
േകാർഡിേനئിന് തുലّമാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , ഈ ഘ؋؂ിൽ ഈ ബിؕുവിൽ x 
ْഭമണേകാണിبാ؋േؚാൾ ْഭമണം ഇب അതിനാൽ ْഭമണേകാണ് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ അു׺ത؇ിൽ x 
നأൾ ഇവിെട പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ ഇവിെട വൃ؋؋ിൽ ഉتതിനാൽ േകാർഡിേന്ئ x y 
പൂജّമാണ് , അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന്െറ ൈസൻ പൂജّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ x 
േപായിന്റ് ഇതുേപാെല വരയ്ുؗുׯ  നأൾ എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ ഈ 
 ,പറയാം ׯിെയ്ؗ നമു്؋ിനും ഇടയിൽ പാതി വഴിയിൽ എ؋ാനر ഈ تിനും ഇവിെടയു؋ാനر
അതിനാൽ ഞ׹ൾ അവിെട എവിെടേയാ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 90 ഡിْഗിയുെട പകുതി ആയിരിׯണം,
അതായത് നാേലാ നാൽؚ؋ിയേ؀ാ ഡിْഗി ൈപ, അതിനാൽ ഇവിെട എു؋േآാൾ ഈ േകാണിന്െറ 
അടയാളം  ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനئിന് തുലّമായിരിുׯം, ഇത് റൂ؂് ര؇ിന് ഒؗിന് ah y 
തുലّമായിരിുׯം, അത് ഏകേദശം പൂജّം േപായിന്റ് ഏഴ് പൂജّം ഏഴ് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 4 െകാ؇് pi
ആെണؗും ന്െറ മൂലّം 0.707 ആെണؗും ഇവിെട കാണുؗു.  ഇത് 1 ആണ് , അതിനാൽ ഇത് 0.5 sin pi 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഏകേദശം എെؓ׸ിലും പറയാം ײമിׯണം ഇത് 2 ൈബ 3 
ആയിരിുׯം, അത് 0.66 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇതുേപാെല ആയിരിുׯം അതിനാൽ ഈ ൈദർഘّം 
േപാെല ആയിരിുׯം ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂് ഇവിെട ഒ്ؗ മൂ്ؗ െചറിയ ചതുര׹ളാെണ്ؗ 
കാണി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ സിൻ ൈപ നാല് െകാ؇് ഏകേദശം ഒരു ആഹ് സീേറാ േപായിന്റ ്ഏഴ് 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ നാലിൽ നി്ؗ ൈപയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ൈസൻ x
ന്െറ ഈ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചുإേآാൾ ഇത് ഇതുേപാെല േതാؗുؗു തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ 
മെئാരു നാൽؚ؋ിയ؀് ഡിْഗി എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ േപാകുക, ഈ േപായിന്റിെല؋ാം, 
അതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ അതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഒؗിന് തുലّമാണ് , ഈ ْഭമണേകാണം ഇേؚാൾ y pi 
ൈബ 2 ആണ്, അതിനാൽ ൈസൻ ൈപ 2 െകാ؇് 1 ആണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ 
േപായിന്റിെലുؗു؋. ഞ׹ൾ ْഗാഫിെന ഇതുേപാെല ബؖിؚിുؗുׯ , തുടർ്ؗ ഈ േപായിന്റിൽ നി്ؗ
ആരംഭി്׺ ഈ ദിശയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഞ׹ൾ [സംഗീതം ] ര؇ാം കٔാْഡന്റിലാണ്, എؗാൽ 
ഇേؚാൾ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിെല ഏത് േപായിന്റിലും േകാർഡിേനئിന്െറ മൂലّം y 
കുറവായിരിׯണം  ഒؗിെനׯാളും, കാരണം നأൾ ഇവിെട ഇറു׹കയാണ്, അതിനാൽ ൈസൻ x 
വീ؇ും ഒؗിൽ നി്ؗ കുറയാൻ തുടു׹ം , ഈ േപായിന്റിൽ എؗു؋തുവെര ഇവിെട െമാ؋ം 
ْഭമണേകാണം ഒരു േനർേരഖയാണ്, അത് 180 ഡിْഗി അെ׸بിൽ ൈപ േറഡിയൻസും ഈ േപായിന്റിന്െറ 
േകാർഡിേനുئം ആണ്.  ഇവിെട ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ y 
േകാർഡിേന്ئ പൂജّമാണ് , അതിനാൽ ഒരു എൺപത് ഡിْഗിയിെല ൈസൻ പൂജّമാണ് , അതിനാൽ ഈ 
ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചإാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിൽ  അ؋ര؋ിെലാ്ؗ 
കാണെؚടും, അതിനാൽ ഇവിെട ഈ േപായിന്റ് ഈ േപായിന്റുമായി െപാരു؋െؚടുؗു ൈപയുെട 
ْഗാഫ് ൈസൻ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം, ഇവിെട ഏത് 
േപായിന്റിേലുׯം നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം, ഉദാഹരണ؋ിന് ഇവിെട ഈ േപായിന്റ് ഇവിെട പറയാം.  
ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭിؗുׯ ْഭമണ؋ിന്െറ ആെക േകാണിേല്ׯ േനാേׯ؇തു؇്, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ 
േപായിന്റ് ലഭിുׯം, തുടർ്ؗ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ േനാേׯ؇തു؇്, കൂടാെത y y 
േകാർഡിേന്ئ േ؛ാ؂് െചേإ؇തുമു؇്.  അײം ഇവിെട y 
അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ ഈ ْഗാഫ് പൂർ؋ിയാؗുׯത്, അതിനാൽ നി׹ൾ അത് ْതീ ൈപ ൈബ ടു ടു 
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എؗതിൽ കൂടുതൽ െചإാൻ ْശമി׺ാൽ, ഈ േപായിന്റിെല ൈസൻ ഓഫ് ْതീ ൈപ ൈബ ടു ൈമനസ് 
ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ 
നി׹ൾ ْശമി׺ാൽ  ഇത് ബؖിؚിؗുׯതിന് നി׹ൾ്ׯ ഇതുേപാെലാരു ْഗാഫ് ലഭിേׯ׺ാം , അതിനാൽ 
ൈപയിൽ നി്ؗ 3 ൈപയിൽ നി്ؗ 2-േല്ׯ േപാകുؗത് നി׹ൾ മൂؗാം കٔാْഡന്റിലായിരിുׯേآാഴാണ് 
, തുടർ്ؗ മുേؗാ؂് േപായാൽ നി׹ൾ നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റിലാണ്, നി׹ളുെട വْകം േനാുׯം. 
അ׹െന എെؓ׸ിലും 
അ׹െന ഇത്  നി׹ൾ എ׹െനയാണ് ആഹ് ൈസൻ ഓഫ് േകാൈസൻ ഓഫ് എ്ؗ േ؛ാ؂് െചؗുإത് x x 
അേത രീതിയിൽ േ؛ാ؂് െചإാം, ഈ േപായിന്റുകളുെട േകാർഡിേന്ئ േനാؗുׯതിന് പകരം ഈ y 
ഓേരാ േപായിന്റിന്െറയും േകാർഡിേനئിന്െറ മൂലّം നി׹ൾ ഇവിെട യിൽ േ؛ാ؂് െചإണം  x y-
അു׺ത؇് , 
അ׹െനയാണ് നി׹ൾ്ׯ ന്െറ േകാൈസനിനുت ْഗാഫ് ലഭിؗുׯത്, ഞ׹ൾ ഞ׹ളിേല്ׯ x 
ഞ׹ളിേല്ׯ േപാകുؗിب, നി׹ൾ്ׯ എؗീ ര؇് േകാണുകൾ ഉെ؇ؗും നി׹ൾ്ׯ ൈസൻ x, y x 
ൈസൻ യുെട മൂലّ׹ൾ അറിയാെമؗും കരുതുക, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ മൂലّം y cos x cos y 
കെ؇؋ാനാകും  ഈ േകാണിന്െറ ൈമനസ് നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് യുെട േകാൈസൻ x y x y 
കെ؇؋ാനാകുേമാ , തുടർ്ؗ ؛സ് യുെട േകാൈസൻ അെ׸بിൽ ؛സ് ടു യുെട േകാൈസൻ x y x y x 
 ിൽ ഇര؂ി ന്െറ ൈസൻ y x y x׸بിൽ ര؇് ന്െറ േകാൈസൻ അെ׸بസ് ടു യുെട േകാൈസൻ അെ؛
കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ഇതാണ് ഞ׹ൾ അടു؋തായി അഭിസംേബാധന െചإാൻ േപാകുؗത്  cos x 

എؗതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ വّതّാസ؋ിന്െറ േകാൈസനും േകാണുകളുെട sine x cos y sin y 
ആെകു؋കയും ْപകടിؚിؗുׯതിനുت സൂْതവാകّ׹ൾ ഞ׹ൾ ഉരുവിടാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ o
ആണ് ഈ യൂണി്ئ സർׯിളിന്െറ േകْؕം എ്ؗ കരുതുക ഇവിെട ഈ േപായിന്റ് പരിഗണിുׯക, q 
അതിനാൽ ഞാൻ ഒരു നീല ഉപേയാഗിׯെ؂  േപനയും അതിനാൽ ഈ ْഭമണേകാണം ആയിരിׯെ؂ , x 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ മെئാരു േപായിന്റ് ഉ؇് , അനുവദിുׯക  ഈ ബിؕുവിനുت ْഭമണേകാണം p y 
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അതിനാൽ ന്െറ എؗിവയുെട നിർവചന؋ിൽ നിؗുتx sine, cosine 
േകാർഡിേനുئകൾ ഉം ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ േകാർഡിേന്ئ ന്െറ ഉം q y x x cos y 
േകാർഡിേന്ئ ഉം ആയിരിുׯം ഈ ബിؕുവിനുت ന്െറ േകാർഡിേന്ئ യുെട േകാസ് sine x x y 
ആയിരിുׯം, േകാർഡിേന്ئ യുെട ൈസൻ ആയിരിുׯം , അേؚാൾ തീർ׺യായും ഇവിെടയുت ഈ y y 
ആംഗിൾ ൈമനസ് ൈമനസ് യ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം , ഇേؚാൾ നأൾ മെئാരു േപായിന്റും x yx y 
വരയ്ുؗുׯ ഇവിെട നി്ؗ േല്ׯ എؗു؋തിനുت ْഭമണേകാണ് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ചുവؚിലുتr 
ഈ േകാണും ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അതും ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ x y x y 
നമു്ׯ ഉ؇്, ഇവിെട ഈ േപായിന്റ് ന് തുലّമാെണ്ؗ പറയാം. അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ് യ്്ׯ ഒരു a a 
േകാമ പൂജّം േകാർഡിേന്ئ െചുؗുإ, ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ആയിരിുׯം, കാരണം r 
ഈ േപായിന്റ ് ന്െറ ْഭമണേകാണം ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ േകാർഡിേനുئകൾ ൈമനസ് ah r x y x 

യുെട േകാസ് ആകും ൈമനസ് ആണ് േകാർഡിേന്ئ  േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ന്െറ y x y x y x y sine 
ആണ് നമു്ׯ ഇേؚാൾ ര؇ിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം ْതിേകാണ׹ൾ 
അ׹െന നാമും േപാകുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّം എؗ ْതിേകാണ؋ിേല്ׯ േനാׯാം, opq 
അതിനാൽ ഈ പ׺ േഡാت؂ു വരയ ്െׯാؚം ഇവിെട എؗിവ േചരെ؂, അതിനാൽ p, q 
ْതിേകാണ׹ളിെലാ്ؗ ْതിേകാണം ആണ് , പരിഗണിേׯ؇ മെئാരു ْതിേകാണം തുഴയാണ്, opq 
അതിനാൽ ْതിേകാണ തുഴയാണ്  നി׹ൾ ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, നأൾ 
ഇേؚാൾ കാണുؗത്, ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ വശം വശം അെ׸بിൽ ْതിേകാണ തുഴയുെട opq oq 
നീളം തുലّമാണ്, കാരണം അെ׸بിൽ േറഡിയസ് ഇവയാണ്.  ഈ യൂണി്ئ സർׯിളിന്െറ ഈ oq 
വൃ؋؋ിന്െറ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ മെئാരു വശവും യൂണി്ئ നീളമുتതാണ്, കാരണം അത് opq 
മെئാരു ആരമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ ന്െറ ഈ യൂണി്ئ നീളവും ഈ opq opq 
ْതിേകാണ തുഴയുെട കാരണം ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ْതിേകാണം Oa 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇത് േപായിന്റ ് ആണ്, തുടർ്ؗ അതിനാൽ ഈ യും ആരമാണ്, o aa r oa 
അതിനാൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ എؗത് ْതിേകാണ തുഴയുെട വശ؋ിന് തുലّമാണ്  , ഈ op opq 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ കൂടുതൽ ആംഗിൾ എؗത് ْതിേകാണ ഓേറാറിന്െറ ആംഗിൾ ന് poq o  pq aor 
തുലّമാണ്, കാരണം ഈ ര؇് േകാണുകളും ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് x y 
ْതിേകാണ׹ളും േയാജി׺താണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും ഇേؚാൾ േയാജി׺താണ്, കാരണം 
അവ അവയുെട എبാ വശ׹ളുെടയും നീളം തുലّമാണ്.  വശ׹ൾ തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ ഈ 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ പ׺ േഡാ؂് േരഖ കാണിؗുׯ ഈ വശ؋ിന്െറ യുെട നീളം ْതിേകാണ qp opq 
തുഴയുെട വശ؋ിന്െറ ന്െറ നീള؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, കാരണം ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും ar 
േയാജിؚുتതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ْശമിുׯം.  ഈ വസ് തുത ഇേؚാൾ കൂടുതലായി 
ഉപേയാഗിؗുׯതിന്, ഈ വരി ഈ നീളം എؗത് േപായിന്റുകൾ തأിലുت ദൂരമبാെത ah qp q, p 
മെئാؗുമب, ഇവിെട േപായിന്റിന് േകാർഡിേനുئകളും േപായിന്റിന് q cos x sin x q cos y 
േകാർഡിേനുئകളും ഉ؇് , അർ،മാؗുׯത് എഴുതുؗു  സമം എؗത് ചതുരം sin yi qp ar qp 
എഴുതുؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇് നീളവും തുലّമാെണ׸ിൽ അവയുെട ചതുര നീളവും 
തുലّമാണ് ഇേؚാൾ ചതുരം ന് തുലّമായിരിുׯം പൂർ؉ ചതുരം അതിനാൽ ഇത് qp cos xm inus cos y 

സ്കٔയർ തുലّമാണ് ൈമനസ് മുഴുവൻ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് qp cos x cos phi sine x sin y 
പൂർ؉ ചതുരം വലത്, അതായത് സ്കٔയർ ആണ് , അത് ചതുര؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, ഇേؚാൾqp ar 
നأൾ സ്കٔയർ എؓാണ്  േപായിന്റ ് േപായിന്റ് എؗിവയുെട േകാർഡിേനുئകൾ അറിയുക ar a, r a 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഒ്ؗ പൂജّമാണ്, േപായിന്റ ് ന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ r- cos x 
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ൈമനസ് ൈമനസ് അതിനാൽ ഈ േരഖാ െസഗ് െമന്റിന്െറ സമചതുര സؓുലിത y, sin x y, 
ൈദർഘّം ൈമനസിന് തുലّമായിരിുׯം  ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ സ്കٔയർ ؛സ് ൈസൻ cos x y x 
ൈമനസ് ൈമനസ് പൂജّം മുഴുവൻ ചതുരവും ൈമനസ് യുെട ൈസൻ സ്കٔയർ ആകും അതിനാൽy x y 
ഇവ ര؇ും തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അടു؋ ൈسഡിൽ അവെയ കൂടുതൽ ലളിതമാׯാൻ 
ْശമിׯാം സ്കٔയർ ؛സ് ൈസൻ ൈമനസ് സിൻ പൂർ؉ ചതുരം cos x minus cos y whole  x y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആദّെ؋ ചതുരം േകാസ് സ്കٔയർ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് x y 
േകാസ് േകാസ് തുടർ്ؗ ര؇ാമെ؋ ചതുരം ൈസൻ സ്കٔയർ ؛സ് ൈസൻ സ്കٔയർ x y , x y 
ൈമനസ് 2 ര؇് ൈസൻ ൈസൻ എؗാൽ  തുടർ്ؗ ഡുّؠ  ഏത് േകാണിലും ൈസൻ സ്കٔയർ x y x x 
 ർ്ؗ ഒؗായി x׺സ് േകാസ് ചതുരം ഒؗിന് തുലّമാെണ്ؗ അറിയുക, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും കൂടിേ؛
മാറുകയും ഇവ ര؇ും കൂടിേ׺ർ്ؗ ഒരു ൈമനസ് ര؇് േകാസ് േകാസ് ൈവ ൈമനസ് ര؇് ൈസൻ x x 

ആയി മാറുകയും െചുؗുإ.  ഇത് ആദّെ؋ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ ലളിതവൽׯരണ؋ിന് sin y 
തുലّമായിരുؗു, ഇത് ഈ ْപേതّക പദ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഈ ْപേതّക പദْപേയാഗ؋ിന് തുലّമാണ്, 
ഇത് ര؇ാമെ؋ പദْപേയാഗമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ വിപുലീകരിׯാം , അതിനാൽ ഇത് ഇതിന് 
തുലّമായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു. ൈമനസ് ൈമനസ് 1 പൂർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് cos x y x y
ന്െറ ൈസൻ ചതുരവും േകാസ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ؛സ് വൺ ൈമനസ് ര؇് േകാസ് x y x
ൈമനസ് ؛സ് ൈസൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് ؛സ് ൈസൻ സ്കٔയർ ഇേؚാൾ ഈ േകാസ് സ്കٔയർ  y x y x 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് എؗിവ ഒؗിേല്ׯ കൂ؂ിേ׺ർുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ y, sin x y 
ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ആയി ലളിതമാുׯം, കാരണം ഇതും ഇവയും തുലّമാണ്,cos x y 
അതിനാൽ നി׹ൾ തുലّമാുׯേآാൾ നമു്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം ൈമനസ് യുെട േകാസ് ന് x y c 
തുലّമാണ്  ഇത് വളെര അടിرാനപരമായ ഒരു ഫലമാണ്, ഇത് os x cos y plus sine x sine y , 
പിؗീട് ഞ׹ളുെട മ്ئ ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ ah x y x, y cos 
ന്െറ ഏെത׸ിലും ര؇് േകാണുകൾ നൽകിയാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ക؇ു. ؛സ് x cos y sin x sin y 
എ׹െന േകാസ് ഓഫ ്  x y cos x y cos ്׺സ് എؗതിന് ൈമനസ് എؗതിന് ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി؛

എؗതിന് ഒരു പദْപേയാഗം ഉ؇ാׯാം  തുടർ്ؗ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯക, അതിനാൽ x plus y 
ഇത് ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ മാറും, ഇത് ൈമനസ് ؛സ് ൈസൻ ആയി മാറും , ഇത് ന്cos x y x cos x 
തുലّമാണ്, ഒരു ഇര؂ ഫംഗ്ഷനാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ന്െറ ആണ് ഇേؚാൾ നأൾ cos y cos 
കാണി׺ത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉ؇്, എؗാൽ യുെട ൈസൻ ഒരു cos y cos y y r 
ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് യുെട ൈസൻ ൈമനസ് ൈസൻ ആണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ y y 
ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് ചിصം ലഭിുׯം , അത് ൈമനസ് ൈസൻ ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ഇത് sin x y 
അവസാനിുؗുׯ ൈസനും േകാൈസനും തأിലുت കൂടുതൽ ബؖ׹ളുമായി ഞ׹ൾ ആരംഭി׺ 
ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണം  ൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു വിചിْതമായ ഫംഗ് ഷനാണ്, േകാൈസൻ ഫംഗ് ഷൻ ഒരു 
ഇര؂ ഫംഗ് ഷനാണ്, ൈസൻ, േകാൈസൻ എؗിവയ് ׯായുت ْഗാഫുകൾ എ׹െന േ؛ാ؂് െചإാെമؗും 
ഞ׹ൾ കാണിു׺തؗു, ഒടുവിൽ വّതّാസ؋ിന്െറ വّതُّ ٝേകാൈസനും ര؇് േകാണുകളുെട 
ആെകു؋കയ്ുׯം ഞ׹ൾ ഇവിെട ഒരു പദْപേയാഗം ഉ؇ാׯി. അടിرാനപരമായി ഈ 
സമവാകّ׹ളിൽ നി്ؗ ആരംഭിؗുׯ ആഹ് എ׹െന േനടാം എؗതിന്െറ അടയാളം അടുױ ؋ാസിൽ
ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإം , ര؇് േകാണുകളുെട ൈസനും േകാൈസനും ര؇ും മൂؗും േകാണുകളുെട 
വّതّാസ؋ിന്െറയും ആെകു؋കയുെടയും അടയാളവും മ്ئ ചില ബؖ׹ളും ഞ׹ൾ േനടും. 
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