
  िũकोणिमतीय कायŘ पर इस दूसरे ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है पहले ʩाƥान मŐ हमने िũकोणिमतीय कायŘ की पृʿभूिम पेश की थी 
जो आपने दसवी ंकƗा मŐ पढ़ी थी हमने एƛ के दो िũकोणिमतीय कायŘ साइन और कोसाइन की शुŜआत की थी और हमने इसके कुछ 
गुणो ंपर चचाŊ करना शुŝ कर िदया था।

 इसिलए हम इस ʩाƥान मŐ इसे जारी रखŐगे,
 इसिलए हम अगले Ůʲ का उȅर देना चाहŐगे जो िक के िलए के कोǛा बराबर शूɊ है यिद आपको याद है िक हमारे पास एक x x 
इकाई वृȅ था िजसका कŐ ū था और आइए हम इस िबंदु पर िवचार करŐ  यूिनट सकŊ ल िजसमŐ ए और बी समɋय होता है,o p 
 इसिलए इस सेगमŐट लाइन सेगमŐट की लंबाई ओए
 इसिलए यह िबंदु यहां ए है और यह लंबाई बी है और हम जानते हœ िक रोटेशन के इस कोण का कोसाइन रोटेशन के कोण का कोǛा है  
तो हम Ɛा हœ यिद हम कोण का पता लगाने की कोिशश कर रहे हœ Ɛोिंक का शूɊ के बराबर है Ɛोिंक का उस x x cos x cos 
िबंदु के िनदőशांक के बराबर है x 
िजसे हम अिनवायŊ ŝप से के कोणो ंकी तलाश कर रहे हœ ओटेशन िजसके िलए रोटेशन के बाद अंितम िबंदु का एƛ िनदőशांक शूɊ r 
के बराबर है,
 इसिलए इस सकŊ ल पर दो िबंदु हœ िजनके िलए एƛ िनदőशांक शूɊ के बराबर है,
 इसिलए यहां एक िबंदु है तो यह एƛ अƗ है और यह है  अƗ तो इस िबंदु पर िनदőशांक शूɊ है और िफर दूसरा िबंदु यह िबंदु है y x 
जो शूɊ शूɊ से एक है
 इसिलए ये दो िबंदु हœ जहां िनदőशांक शूɊ है अब यह िबंदु यहां रोटेशन के कोण से मेल खाता हैx 
 इसिलए हम शुŝ करते हœ  हम यहाँ इस िकरण से शुŝ करते हœ तो हम इस िकरण तक पŠँचते हœ यहाँ पŠँचते हœ यिद हम इसे एक 
चौथाई चſर से घुमाते हœ जो िक 90 िडŤी या से 2 रेिडयन है तोpi 
 इसिलए एक समाधान यह है िक दो रेिडयन Ȫारा के बराबर है और दूसरा  समाधान यह है िक जब आप इस िबंदु तक पŠँचते हœ x pi 
तो यह िबंदु एक Ţांित के तीन चौथाई से मेल खाता है और एक Ţांित का तीन चौथाई भाग 3 पाई गुणा 2 रेिडयन है,
 इसिलए यह दूसरा समाधान है और जैसा िक हमने देखा है िक की साइन और कोसाइन दोनो ंअपने को दोहराते हœ दो के x v pi 
Ůȑेक पूणाōक गुणज के बाद तो का वही होता है जैसे का का का जमा गुना दो alues x cos x cos cos, x cos k pi 
होता है,
 इसिलए इस समीकरण का हल बराबर शूɊ होता है जब बराबर होता है  से जोड़ आधा गुना जहां पूणाōक है cos x x n pi n 
आइए हम कुछ कोणो ंकी Ǜा और कोǛा का पता लगाने का Ůयास करŐ  जो अƛर हमारे सामने आते हœ आइए हम इस समकोण िũभुज 
पर ȯान कŐ िūत करते हœ जहां यह कोण 90 िडŤी है और यह कोण िकसका थीटा है  बेशक यह तीसरा कोण पीआई बटा टू माइनसabc 
थीटा है तो हम यहां जो देखŐगे वह यह है िक थीटा का कॉस सेगमŐट एब बटा एसी की लंबाई के बराबर है और पीआई बटा 2 माइनस थीटा
के बराबर है जो अब हम देखने की कोिशश कर रहे हœ  दूसरे कोण पर जो यह कोण बटा 2 घटा थीटा है अब एक कोण की Ǜा की pi 
पįरभाषा से संकेत इस कोण की Ǜा इस कोण के िवपरीत के बराबर होगी
 इसिलए इस कोण के िवपरीत यह भुजा से िवभािजत है  कणŊ जो एसी है तो हम यहां Ɛा देखते हœ  यह है िक ये दो अनुपात समान हœ ab 
और
 इसिलए थीटा का बराबर है की Ǜा बटा दो घटा थीटाcos pi 
 इसिलए यिद आप िकसी भी कोण की Ǜा जानते हœ तो आप यह भी जान सकते हœ िक Ɛा आप Ůȑेक कोण का संकेत जानते हœ जो आप
कर सकते हœ  Ůȑेक कोण के इन कोसाइन को अिनवायŊ ŝप से जानते हœ,
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से वे एक और समान हœ और यह उनके बीच का संबंध है, आइए हम कुछ सामाɊ कोणो ंके िलए कॉस और साइन
खोजने का Ůयास करŐ  , जो हम आम तौर पर देखते हœ तो आइए हम इसके बारे मŐ सोचŐ समिȪबाŠ समकोण िũभुज जहाँ यह 90 abc 
िडŤी है और यह एक समिȪबाŠ समकोण िũभुज है
 इसिलए बराबर एक इकाई के बराबर है और Ɛोिंक यह समिȪबाŠ है जो िक यह भुजा है और यह भुजा समान लंबाई की है ab bc 
यह कोण और यह कोण भी बराबर होगें और
 इसिलए दोनो ंमŐ से Ůȑेक 45 िडŤी होगा जो िक दोनो ं4 रेिडयन से होगा और पाइथागोरस Ůमेय Ȫारा इस कणŊ की लंबाई pi 

का वगŊमूल होगी  वगŊ जोड़ बीसी वगŊ जो दो इकाइयो ंके वगŊमूल के बराबर है ab 
और
 इसिलए इस कोण का बटा चार cos pi 
कणŊ से िवभािजत आसɄ के बराबर होगा जो एक को दो के वगŊमूल से िवभािजत िकया जाता है और इसी तरह से की Ǜा 4 से pi 
िवभािजत होगी  िवपरीत के बराबर हो जो कणŊ से िवभािजत हो जो भी समान होगा
 इसिलए जब कोण बटा 4 या 45 िडŤी के बराबर हो तो उस कोण के कोसाइन और Ǜा दोनो ंएक और समान होते हœ और वे दो के pi 
वगŊमूल पर एक के बराबर होते हœ  हम एक और छोटा उदाहरण लेते हœ जहां हम 6 रेिडयन Ȫारा पाई की साइन और कोसाइन का पता 
लगाना चाहते हœ जो िक 30 िडŤी है
 इसिलए हमारे पास यहां एक िũभुज समकोण िũभुज है जहां यह कोण 6 रेिडयन या 30 िडŤी से पाई है और हम चाहŐगे  Ǜा और कोǛा 
ǒात करने के िलए आइए हम इस रेखा को सीधी रेखा को इस तरह बढ़ाते हœ और आइए हम यहां एक और कोण बनाते हœ जो cb cb 
माइनस बटा छह के बराबर है,pi 
 इसिलए हम यहां एक और िकरण की रचना करते हœ जैसे िक यह कोण का पįरमाण है  यह कोण भी छह गुणा है ठीक है अब यह pi 
िकरण और यह सीधी रेखा इस िबंदु पर Ůितǅेद करने जा रही है आइए हम इसे कहते हœ और अब हम इस िũभुज पर ȯान d AC 
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कŐ िūत करते हœ 
लेिकन इससे पहले हम जो देखते हœ वह यह है िक यिद हम केवल देखते हœ इन दो िũभुजो ंमŐ एबीसी िũभुजो ंमŐ से एक है और दूसरा ah 
िũभुज एडीबी है
 इसिलए यह िũभुज और हमŐ पता चलता है िक ये दोनो ंिũभुज सवाōगसम हœ Ɛोिंक उनकी एक उभयिनʿ भुजा है और यह कोण 90 है 
और Ɛोिंक यह रेखा सीडी एक सीधी रेखा है कोण भी 90 है और िफर िनिʮत ŝप से इस और इस कोण की रचना से यह कोण और यह
कोण भी बराबर हœ और
 इसिलए िũभुज एबीसी और िũभुज अɨ हœ
 इसिलए िũभुज एबीसी और िũभुज एबीडी 
सवाōगसम हœ या िबʋुल समान हœ और
 इसिलए पƗो ंकी लंबाई भी है बराबर तो मान लीिजए िक अगर यह एसी एक इकाई के बराबर है तो िवǒापन भी एक इकाई है Ɛोिंक ये 
दो िũकोण सवाōगसम हœ , आइए हम बड़े िũभुज एडीसी पर ȯान कŐ िūत करŐ
 इसिलए अब मœ šं  इस िũभुज की बात करŐ  तो हम देखते हœ िक इन दोनो ंिũभुजो ंकी सवाōगसमता से यह कोण और यह कोण बराबर होना
चािहए,
 इसिलए यिद इस कोण का माप थीटा है तो यह कोण भी थीटा है और यहाँ यह कुल कोण है  तीन या साठ िडŤी से तो अब हम जो pi 
देखते हœ वह यह है िक यिद आप इस िũभुज को देखते हœ तो यह एक समिȪबाŠ िũभुज है Ɛोिंक यह कोण और यह कोण बराबर हœ और
 इसिलए िũभुज के सभी आंतįरक कोणो ंका योग 180 िडŤी है।
 यह 60 िडŤी जो पीआई ब 3 ɘस थीटा ɘस थीटा है सो पीआई बटा 3 ɘस थीटा ɘस थीटा को पीआई रेिडयन होना चािहए और 
िजसका वाˑव मŐ मतलब है िक थीटा तीन रेिडयन से पाई के बराबर है 
इसिलए यह थीटा भी तीन से पीआई है यह कोण भी है  पीआई बटा Ūी और यह िनिʮत ŝप से पीआई बटा Ūी है
 इसिलए यह िũभुज एडीसी एक समबाŠ िũभुज है यह एक समबाŠ िũभुज है Ɛोिंक सभी तीन कोण पीआई बटा 3 रेिडयन या 60 िडŤी 
के बराबर हœ और
 इसिलए  इस रेखा खंड की 
लंबाई भी अɊ दो पƗो ंकी लंबाई के बराबर होगी जो एक इकाई है
 इसिलए यह सीडी भी एक इकाई आगे की लंबाई की है
 इसिलए अब हमारे पास यह है िक सीडी की लंबाई 
एक इकाई आगे है Ɛोिंक  ये दो िũभुज और इन दोनो ंभुजाओ ंकी लंबाई और के सवाōगसम हœabc abd bc bd 
 इसिलए यह लंबाई और यह लंबाई बराबर होनी चािहए
 इसिलए यिद पूरी लंबाई एक इकाई है तो यह पता चलता है िक यह लंबाई आधी इकाई होनी चािहए आधी इकाई होनी चािहए औरcd 
 इसिलए अब हम कह सकते हœ िक इस कोण की कोǛा बटा छह Ɨमा करŐ  इस कोण का यह िचɎpi 
 इसिलए इस कोण की Ǜा बटा छह बराबर है,pi 
 इसिलए बटा 6 की Ǜा बराबर Ǜा होगी  तो आइए हम इस िũभुज एबीसी पर ȯान कŐ िūत करŐ  िजसका कणŊ लंबाई एक इकाई है pi 
और सीबी आधा इकाई के बराबर है और
 इसिलए पाई बटा छह की Ǜा कणŊ से िवपरीत होगी जो एक से आधा िवभािजत होगा जो आधा के बराबर है
 इसिलए  इस सरल रचना के माȯम से  हमने िदखाया िक पाई बटा छह की Ǜा आधे के बराबर होती है और इसी तरह Ɛोिंक िपछली 
कƗा मŐ हमने िदखाया था िक Ǜा वगŊ जोड़ वगŊ एक हैx cos x 
 इसिलए उस संबंध का उपयोग करके आप जो िदखा सकते हœ वह यह है िक बटा छह का होगा  बराबर मूल तीन बटा दो एकpi cos 
और Ůʲ जो मन मŐ आता है िक Ɛा की Ǜा और ऋणाȏक की Ǜा के बीच कोई संबंध है और इसी तरह के के बीच x x xn cos 
शूɊ से का है,x cos 
 इसिलए हमने िफर से यहां एक इकाई वृȅ खीचंा है िजसका कŐ ū है यह एƛ अƗ है यह एƛ अƗ है यह वाई अƗ है और हमारे यहां o 
एक िबंदु पी है िजसका एƛ और वाई िनदőशांक Ţमशः  ई और बी हœ और रोटेशन का यह कोण एƛ है
 इसिलए यिद मœ इससे लंबवत छोड़ देता šं 
इस िबंदु पर अƗ पर िबंदु तो यह लंबाई बराबर होगी,x p, o 
 इसिलए यह बराबर होगा और यह लंबाई यहाँ के बराबर होगी, o b 
अब हम इस कोण को घटाकर मŐ Ŝिच रखते हœ।x 
 तो हमŐ शूɊ से Ůाɑ करने की आवʴकता है, हमŐ x r .
 की आवʴकता है इस िवशेष िũǛा को दिƗणावतŊ िदशा मŐ उसी माũा मŐ घुमाएँ जो हमने इस कोण के िलए िकया था,x 
 इसिलए जब आप इसे उसी रािश से घुमाते हœ तो यह कोण माइनस होता है और जब हम यहाँ से शुŝ करते हœ जब हम दिƗणावतŊ x 
िदशा मŐ घूमते हœ  रोटेशन की उतनी ही माũा जो हमने यहां से यहां जाने पर की थी, हम कहते हœ िक हम एक िबंदु पर पŠंचकर q 
माइनस का साइन ढंूढते हœ माइनस का साइन माइनस का पता लगाते हœ,x x x 
 इसिलए यह मान लेने के बराबर होगा िक इसका कोऑिडŊनेट िबंदु और है, तो माइनस की Ǜा है, तो की Ǜा के q, c d x x b 
बराबर है, िजसे हम पहले से ही जानते हœ िक माइनस की साइन बराबर होगी,x 
 इसिलए यह िवपरीत है,
 इसिलए का िनदőशांक इस िबंदु है जो िक है को कणŊ की लंबाई से िवभािजत िकया जाता है जो एक के बराबर होता हैah y q d 
 इसिलए ऋणाȏक की Ǜा के बराबर होती हैs d 
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 इसिलए अिनवायŊ ŝप से हमŐ यह देखने की आवʴकता है िक Ɛा इस और के बीच कोई संबंध है अब आइए हम इस िũभुज को d b 
देखŐ तो यह िबंदु एक है यिद हम इन दो िũभुजो ंको यहाँ देखŐ तो एक िũभुज है तो यह यहाँ िũभुज है और दूसरा िũभुज है तो oab oaq 
हम जो देखते हœ वह खेद है िक इन दोनो ंिũभुजो ंके बीच वे सवाōगसम हœ Ɛोिंक
 इसिलए िũभुज िũभुज के सवाōगसम है और इसका कारण यह है िक  बेशक यह भुजा उन दोनो ंके िलए उभयिनʿ है oap oaq o 
, इस िũभुज का यह भुजा िũभुज की लंबाई के बराबर है Ɛोिंक ये दोनो ंइस इकाई वृȅ की िũǛा हœoap op oaq oq 
 इसिलए हमारे पास दो भुजाएँ हœ जो समान हœ और िफर  यह कोण यहाँ जो इस िũभुज का कोण है, इस कोण के बराबर है Ɛोिंक ये x 
दोनो ंपįरमाण मŐ समान हœ
 इसिलए ये दोनो ंिũभुज अब सवाōगसम हœ जब हमने वाˑव मŐ इस िबंदु को खीचंा था िजसे हमने िगरा िदया था इस िबंदु से अƗ पर p x 
लंबवत
 इसिलए यह अब 90 िडŤी था Ɛोिंक ये दोनो ंिũभुज सवाōगसम हœ यह कोण भी इस कोण के बराबर होना चािहए जो िक 90 िडŤी भी 
होगा और
 इसिलए हम जो देखते हœ वह यह है िक यह पाक वाˑव मŐ एक सीधी रेखा होगी Ɛोिंक यह कोण 90 है और यह 90 है
 इसिलए यहाँ कुल कोण यह कुल कोण 180 िडŤी है और
 इसिलए यह पाक एक सीधी रेखा है जो समिȪभाजक है जो मूल ŝप से Ůितǅेद करती है  अƗ 90 िडŤी पर है औरx 
 इसिलए यह ˙ʼ है िक इस िबंदु का िनदőशांक भी के बराबर होगाq x a 
 इसिलए बराबर हैc 
 इसिलए यह दशाŊता है िक Ɛोिंक यह इस तȚ के कारण है िक यह पूरी रेखा एक सीधी रेखा है और यह एƛ अƗ के साथ 90 िडŤी पर 
Ůितǅेद कर रहा है,
 इसिलए अिनवायŊ ŝप से यहां यह रेखा खंड इस समɋय अƗ के समानांतर है, समɋय अƗ Ɛोिंक ये दो रेखाएं समानांतर हœ , इस y 
िवशेष िबंदु के समɋय सी के बराबर होना होगा के बराबर होगा  यह यहाँ ठीक है
 इसिलए बराबर है, लेिकन अब का Ɛा होगा Ɛोिंक यहाँ ये दो िũभुज सवाōगसम हœ , पहले िũभुज की इस भुजा की लंबाई c d 

के बराबर होगी  उसकी इǅा िũभुज के इस पƗ की लंबाई के बराबर होगीt oaq 
 इसिलए यह लंबाई इस लंबाई का पįरमाण भी के बराबर होगी लेिकन चंूिक यह चौथे चतुथाōश मŐ है, यह इस पर अƗ के नीचे b ah x 
है
 इसिलए होगा माइनस बी के बराबर हो जहां से हम यह िनʺषŊ िनकालते हœ िक अब यहां और यहां से हम यह िनʺषŊ िनकालते हœ िकd 
माइनस एƛ की साइन माइनस बी के बराबर होगी जो िक साइन एƛ के माइनस के बराबर है जो इस तȚ से आगे बढ़ती है िक बी 
बराबर है साइन एƛ से  के साथ शुŝ करŐ  और
 इसिलए हम जो देखते हœ वह यह है िक माइनस एƛ की साइन साइन एƛ के माइनस के बराबर है और यह एक बŠत ही मौिलक संबंध
है अब इस Ůकार के फ़ंƕन जहां माइनस एƛ का माइनस एफएƛ के बराबर है, उनका एक िवशेष नाम है और वे हœ िवषम फलन 
कहलाते हœ, वे िवषम फलन कहलाते हœ यिद हम यहाँ समान आकृित का उपयोग करते हœ तो हम यह भी देख सकते हœ िक का x cos 
यिद आप इस िũभुज को देखते हœ तो का इस लंबाई के बराबर होता है जो एक से िवभािजत होता है जो िक और  oap x cos a 
माइनस का Ɛा होता है माइनस के िलए हम इस िũभुज को देखते हœ और माइनस का तब बराबर होगा, x cos x oaq x cos 
जो िक एक लंबाई वाले कणŊ से िवभािजत है,
 इसिलए यह भी के बराबर है औरa 
 इसिलए का और माइनस का हमेशा बराबर होता है।x cos x cos 
 और ऐसे फलन जहां का के के के बराबर है, यिद कोई फलन है, तो का सभी के िलए ऋण के केx f, x f f f x f, x x f 
बराबर है, जो िक के केवल एक मान के िलए नही ंहै, बİʋ सभी मानो ंके िलए है  का तो यहाँ भी यह है िक यिद इसे एक िवषम x x 
फलन कहा जाना है तो फलन को इस संबंध को न केवल के एक मान के िलए बİʋ उसके डोमेन मŐ के सभी मानो ंके िलए संतुʼ x x 
करना चािहए,
 इसिलए हम देखते हœ िक बराबर है  वाˑिवक संƥा से संबंिधत के सभी मानो ंके िलए ऋणाȏक का वाˑिवकcos x x x cos, 
संƥाओ ंका समुǄय जो िक फलन का डोमेन है,cos 
 इसिलए ऐसे फलनो ंको सम फलन कहा जाता है , उɎŐ सम फलन कहा जाता है ,
 इसिलए आगे हम एक तʟीन करने का Ůयास करते हœ पाप और x cos x as .
 के मानो ंकी ŵेणी मŐ थोड़ा गहरा या थोड़ा गहरा खोदŐ  हम आगे बढ़ते हœ Ɛोिंक हम को शूɊ से दो तक बढ़ाते हœ,x pi 
 इसिलए जब हम इस कोण के बीच होते हœ तो रोटेशन कोण शूɊ के बीच होता है औरx x 
 इसिलए 0 तब होता है जब आप यहां होते हœ और जैसे ही आप इस िबंदु को वृȅ पर वामावतŊ मŐ घुमाते हœ  िदशा जब तक हम इस िबंदु 
तक नही ंपŠँचते हœ हम सभी हमेशा पहले चतुथाōश मŐ होते हœ
 इसिलए जब और बटा 2 रेिडयन के बीच होता है तो िबंदु पहले चतुथाōश मŐ होता है और चँूिक के x 0 pi p sin x, b y 
िनदőशांक के बराबर होता है  िबंदु और cos x 
अब पहले चतुथाōश मŐ िबंदु के िनदőशांक के बराबर है, जैसा िक आप यहां देख सकते हœ िक िनदőशांक शूɊ और एक के बीच है औरx x 
 इसिलए इसके बीच होगा शूɊ से एक के अंतराल मŐ होगाcos x 
 इसिलए शूɊ से बड़ा और एक के बराबर से कम होगा जबिक साइन एƛ जो िक इस िबंदु का एएच वाई िनदőशांक है, अंतरालcos x 
शूɊ से एक मŐ भी होगा,
 इसिलए मœने यहां एक घंुघराले Űैकेट रखा है Ɛोिंक मœने पहले चतुथाōश को कम के ŝप मŐ पįरभािषत िकया है से दो तो x pi sin x
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होगा एक से अिधक Ɛोिंक आह साइन एƛ केवल एक के बराबर है जब एƛ बराबर पीआई बटा दो औरl  
 इसिलए यह इस मान को कभी Ůाɑ नही ंकरेगा और
 इसिलए यहां एक गोल Űैकेट है और इसी तरह हम उदाहरण के िलए इस तािलका की अɊ Ůिविʼयो ंको भर सकते हœ यिद हम वृȅ के 
साथ आगे बढ़ते हœ यिद हम इस िबंदु से वामावतŊ िदशा मŐ आगे बढ़ते हœ तो हम दूसरे चतुथाōश मŐ होते हœ,
 इसिलए जब रोटेशन कोण बटा दो के बीच होता है तो बटा दो इतना ही होता है तक तो  पीआई आधा घूणŊन हैpi pi pi 
 इसिलए दूसरे चतुथाōश मŐ साइन एƛ मूल ŝप से है यिद आप पाप एƛ को वाई समɋय सही देखते हœ तो साइन एƛ िफर 
से इस Ɨैितज एƛ अƗ के ऊपरी तरफ आह के सकाराȏक पƗ पर İ̾थत होगा।
 तो दूसरे चतुथाōश मŐ िकसी भी िबंदु का िनदőशांक हमेशा शूɊ और एक के बीच होगाy 
 इसिलए यह भी बीच मŐ होगा लेिकन इस मामले मŐ यह शूɊ और एक के बीच होगा लेिकन दूसरे चतुथाōश मŐ कोसाइन के िलए cos x 
के िलए Ɛा होता है वह िबंदु  इस अƗ के दूसरी ओर है तो Ɛा होता है िक िनदőशांक ऋणाȏक हो जाता है और चँूिक कोण कीt y x 

वृȅ पर संबंिधत िबंदु के िनदőशांक के बराबर होती है Ɛोिंक का मान  दूसरा चतुथाōश cos sine x cos x 
तब से जाएगा जब हम यहां इस पीआई की कोǛा दो से वाˑव मŐ शूɊ है और जब हम इस िबंदु पर पŠंचते हœ तो यह बराबर होता है इस
िबंदु का यह समɋय शूɊ से एक अʙिवराम शूɊ है
 इसिलए एƛ समɋय शूɊ से एक है
 इसिलए  एक सौ अˣी िडŤी का कोǛा शूɊ से एक के बराबर है,
 इसिलए दूसरे चतुथाōश मŐ की कोǛा शूɊ से एक और शूɊ के बीच होगी और इसी तरह से अɊ Ůिविʼयां भरी जा सकती हœx 
 इसिलए मूल ŝप से हमŐ वामावतŊ मŐ चलते रहना होगा यहां से शुŝ होकर जब हम आगे बढ़ते हœ तो हम इस िबंदु तक तीसरे चतुथाōश मŐ 
होते हœ और िफर जब हम इस िबंदु से आगे बढ़ते हœ जहां से हमने शुŝ िकया था तो हम चौथे चतुथाōश मŐ हœ अब आइए टŌ   साइन y 
फ़ंƕन के Ťाफ को ɘॉट करने के िलए
 इसिलए अƗ पर हमारे पास अƗ पर रोटेशन का कोण है, हमारे पास रोटेशन के कोण के साइन का मान है तो मान लŐ िक x y x x 
यह एक है और यह माइनस एक है और  मान लीिजए िक अब मœने 
इस िबंदु पर कŐ ū के साथ इकाई िũǛा का एक छोटा वृȅ खीचंा है और हम कहते हœ िक हम इस िबंदु से शुŝ करते हœ यहाँ इस o ah 
िबंदु से शुŝ करते हœ और अब इस िबंदु पर वामावतŊ िदशा मŐ जाने की कोिशश करते हœ हम जानते हœ िक सबसे पहले िपछली ˠाइड्स से
हम जानते हœ िक िकसी भी िबंदु के की साइन इस िबंदु के िनदőशांक के बराबर होगी, अब इस िबंदु पर जब इस िबंदु पर रोटेशन x y x 
का कोई कोण नही ंहै,
 इसिलए कोई रोटेशन नही ंहै रोटेशन का कोण शूɊ है
 इसिलए एƛ अƗ पर हम यहां शूɊ के बराबर हœ और चंूिक हम इस िबंदु पर सकŊ ल पर हœ,
 इसिलए वाई िनदőशांक शूɊ है और
 इसिलए शूɊ के बराबर की साइन शूɊ होगीx 
 इसिलए हम इस िबंदु को इस Ůकार खीचंते हœ हम जैसे-जैसे वामावतŊ िदशा मŐ आगे बढ़ते हœ, हम कहते हœ िक हम इस İ̾थित और इस 
İ̾थित के बीच आधे राˑे तक पŠँचते हœ जो यहाँ है
 इसिलए हम कही ंहœ
 इसिलए इसे 90 िडŤी का आधा होना चािहए जो िक चार या पœतालीस िडŤी से हैpi 
 इसिलए जब हम यहाँ पŠँचते हœ तो इस कोण का िचɎ यह िबंदु के िनदőशांक के बराबर होगा जो एक बटा ŝट दो के बराबर ah y 
होगा जो लगभग शूɊ दशमलव सात शूɊ सात है
 इसिलए हम यहां देखते हœ िक यह बटा 4 है और का मान 4 0.pi sin pi 
707 है और
 इसिलए तब से  यह 1 है और इसका आधा होगा तो यह 0.
5 होगा तो चिलए कुछ इस बारे मŐ कुछ कहते हœ Ɨमा करŐ  Ɨमा करŐ  यह 2 बटा 3 होगा तो यह 0.
66 है तो यह कुछ ऐसा होगा
 इसिलए यह लंबाई कुछ इस तरह से होगी यहाँ से यहाँ Ɛोिंक एक को यहाँ तीन छोटे वगŊ िदखाए गए हœ
 इसिलए लगभग एक ज़ीरो पॉइंट सात होगाsin pi by four ah 
 इसिलए जब आप ज़ीरो से तक चार जाते हœ जब आप साइन के इस Ťाफ को ɘॉट करते हœ तो यह कुछ इस तरह िदखता है और pi x 
िफर जब हम आगे वामावतŊ िदशा मŐ एक और पœतालीस िडŤी से चलते हœ, जो हम इस िबंदु तक पŠँचते हœ िजसका िनदőशांक है िजसका y 
िनदőशांक एक के बराबर है और रोटेशन का यह कोण अब बटा 2 हैpi 
 इसिलए बटा 2 1 है औरsine pi 
 इसिलए हम अब इस िबंदु पर पŠँचते हœ  हम Ťाफ को इस तरह जोड़ते हœ, िफर इस िबंदु से शुŝ करते Šए आगे की घड़ी की िवपरीत 
िदशा मŐ और िफर इस िदशा मŐ जाने पर हम [संगीत ] दूसरे चतुथाōश मŐ हœ लेिकन अब दूसरे चतुथाōश मŐ िकसी भी िबंदु पर िनदőशांक काy 
मान कम होना चािहए।
  एक से अिधक Ɛोिंक हम यहां नीचे आ रहे हœ
 इसिलए साइन एƛ िफर से एक से घटने लगेगा और जब तक हम यहां इस िबंदु तक नही ंपŠंच जाते हœ, तो इस िबंदु के िलए यहां कुल 
रोटेशन कोण एक सीधी रेखा है जो 180 िडŤी या पीआई रेिडयन है और इस िबंदु का समɋय  यहाँ शूɊ से एक शूɊ है
 इसिलए इस िबंदु का िनदőशांक शूɊ है औरy 
 इसिलए एक अˣी िडŤी की साइन शूɊ है और
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 इसिलए दूसरे चतुथाōश मŐ यिद हम इस Ťाफ को ɘॉट करने का Ůयास करते हœ 
कुछ इस तरह िदखेगा तो यह िबंदु यहाँ इस िबंदु से मेल खाता है यहाँ पर पीआई की साइन शूɊ के बराबर है और िफर हम आगे बढ़ 
सकते हœ और हमŐ यहां िकसी भी िबंदु के िलए उदाहरण के िलए यहां आइए हम इस िबंदु को यहां कहŐ  हमŐ बस यहां से शुŝ होने वाले 
रोटेशन के कुल कोण को देखने की जŝरत है और िफर उस रोटेशन के कोण के अनुŝप हमŐ यह िबंदु िमलता है और हमŐ बस इस िबंदु 
के िनदőशांक को देखने की जŝरत है और उस िनदőशांक को ɘॉट िकया जाना है  अƗ यहाँ है िक हम इस Ťाफ को कैसे पूरा y y y 
करते हœ,
 इसिलए यिद आप इसे तीन पीआई बटा दो पर आगे करने की कोिशश करते हœ जो इस िबंदु पर तीन पीआई बटा दो की साइन माइनस 
वन के बराबर होगी तो आपको यहां कही ंहोना चािहए,
 इसिलए यिद आप कोिशश करते हœ  इसे जोड़ने के िलए आपको कुछ इस तरह का एक Ťाफ िमल सकता है 
और िफर
 इसिलए पीआई से 3 पीआई तक 2 तक जाना तब होता है जब आप तीसरे चतुथाōश मŐ होते हœ और िफर आगे जाते हœ तो आप चौथे 
चतुथाōश मŐ होते हœ और आपका वŢ िदखेगा  ऐसा कुछ तो यह  आप कैसे ɘॉट करते हœ एƛ की एƛ कोसाइन की एह साइन को इसी 
तरह से ɘॉट िकया जा सकता है, बस इस िबंदु के िनदőशांक को देखने के बजाय आपको y y 
पर इनमŐ से Ůȑेक िबंदु के िनदőशांक का मान ɘॉट करना होगा ।x 
  अƗ इस Ůकार है िक आप एƛ के कोसाइन के िलए Ťाफ कैसे Ůाɑ करते हœ हम खुद के पास नही ंजा रहे हœ मान लीिजए िक आपके 
पास दो कोण और हœ और आप साइन साइन के मान जानते हœ तो Ɛा आप मान पा सकते हœ  इस कोण x y x y cos x cos y 
का घटा Ɛा आप घटा का कोǛा और िफर जमा का कोǛा या का जोड़ दो का कोǛा और का जोड़ दो x y x y x y x y x 

का कोǛा या दो बार का Ǜा ǒात कर सकते हœ, तो यह है िजसे हम आगे संबोिधत करने जा रहे हœ हम अंतर की कोǛा और कोणो ंy 
के योग को के ŝप मŐ ʩƅ करने के िलए सूũ Ůाɑ करने जा रहे हœ और मान लीिजए िक cos x sine x cos y sin y o 
इस इकाई वृȅ का कŐ ū है और इस िबंदु पर िवचार करŐ  तो मुझे नीले रंग का उपयोग करने दŐ   कलम भी तो मान लीिजए िक यह घूणŊन q 
कोण है और िफर हमारे पास एक और िबंदु है और मान लीिजए  हम कहते हœ िक इस िबंदु के िलए रोटेशन का कोण हैx p y 
 इसिलए और की साइन और कोसाइन की पįरभाषा से िनदőशांक इस िबंदु के िनदőशांक होगें िनदőशांक का होगा x y q x x cos 
और िनदőशांक साइन होगा इस िबंदु के िलए का िनदőशांक का होगा और िनदőशांक का Ǜा होगा और िफर y x x y cos y y 
िनिʮत ŝप से यहां यह कोण घटा घटा के बराबर होगा और अब हम एक और िबंदु भी खीचंते हœ जैसे िक  इसके िलए यहां से x yx y 

तक पŠंचने के िलए रोटेशन का कोण बराबर है,r 
 इसिलए लाल रंग मŐ यह कोण भी घटा के बराबर है, जो िक माइनस भी है,x y x y 
 इसिलए अब हमारे पास है और हम कहते हœ िक यहां यह िबंदु एक के बराबर है
 इसिलए इस िबंदु मŐ एक अʙिवराम शूɊ है , इस िबंदु के िनदőशांक होगें Ɛोिंक इस िबंदु के िलए रोटेशन का कोण a r ah r x 
माइनस लाल रंग मŐ है,y 
 इसिलए िनदőशांक माइनस के होने जा रहे हœ, िनदőशांक है  िनदőशांक घटा का Ǜा है आइए अब हम दो पर x y cos x y x y 
ȯान दŐ  िũभुज
 इसिलए हम भी जा रहे हœ
 इसिलए हम पहले िũभुज को देखŐगे तो मुझे इस हरे रंग की िबंदीदार रेखा के साथ और को िमलाने दŐ ,opq p q 
 इसिलए िũभुजो ंमŐ से एक िũभुज है िजसे माना जाने वाला अɊ िũभुज ऊर हैopq 
 इसिलए िũभुज ऊर
 इसिलए के िलए 
यिद आप इन दो िũभुजो ंको देखते हœ तो हमŐ एक साथ जुड़ने की आवʴकता है, तो हम जो देखते हœ वह यह है िक िũभुज opq 
मŐ इस िũभुज की भुजा भुजा या िũभुज ऊर की लंबाई के बराबर होती है Ɛोिंक और या दोनो ंकी िũǛा होती है  इस इकाई oq oq 
वृȅ का यह वृȅ इस िũभुज के आगे की ओर का भी इकाई लंबाई का है Ɛोिंक यह एक और िũǛा हैopq 
 इसिलए इस िũभुज का यह भी इकाई लंबाई का है जो इस िũभुज ऊर के कारण के बराबर भी है।opq op o 

 इसिलए यिद आप इस िũभुज को देखते हœ यह िबंदु है और िफर है तो यह भी िũǛा हैo a r o 
 इसिलए िũभुज का है िũभुज की भुजा के बराबर है और इस िũभुज का आगे का कोण है।op opq oar  o poq o 
  pq 
िũभुज ऊअर के कोण या के बराबर है Ɛोिंक ये दोनो ंकोण घटा के बराबर हœ औरa x y 
 इसिलए ये दोनो ंिũभुज सवाōगसम हœ, इस तȚ का उपयोग करते Šए िक वे सवाōगसम हœ Ɛोिंक वे सवाōगसम हœ Ɛोिंक वे सभी संगत पƗो ं
की लंबाई के अनुŝप हœ।
  भुजाएँ समान होनी चािहए और
 इसिलए इस िũभुज opq 
की हरी िबंदीदार रेखा Ȫारा दशाŊई गई इस भुजा की लंबाई िũभुज ऊर की भुजा की लंबाई के बराबर होनी चािहए , Ɛोिंक ये qp ar 
दोनो ंिũभुज सवाōगसम हœ, अब हम कोिशश करŐ गे  इस तȚ का उपयोग करने के िलए अब आगे यह रेखा आह यह लंबाई और कुछ qp 
नही ंबİʋ िबंदु और के बीच की दूरी है जहां िबंदु के िनदőशांक हœ और िबंदु के िनदőशांक औरq p q cos x sin x q cos y 

का अथŊ है िलखना  बराबर समान है वगŊ िलखना बराबर हैsin yi qp ar qp 
 इसिलए यिद दो लंबाई समान हœ तो उनकी वगŊ लंबाई भी बराबर है अब वगŊ बस के बराबर होगा पूरा qp cos xm inus cos y 
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वगŊ तो यह वगŊ बराबर है माइनस पूरा वगŊ ɘस साइन माइनस पूरा वगŊ दाएँ तो वह वगŊ है qp cos x cos phi x sin y qp 
और वह वगŊ के बराबर होना चािहए अब वगŊ Ɛा है  िबंदु और िबंदु के िनदőशांको ंको जानŐ िबंदु के िनदőशांक एक ar ar a r a 
शूɊ है, िबंदु के िनदőशांक घटा और घटा है,r cos x y sin x y 
 इसिलए इस रेखा खंड की वगŊ संतुलन लंबाई ar 

घटा के बराबर होगी  घटा एक पूणŊ वगŊ जोड़ साइन घटा घटा शूɊ पूरा वगŊ जो घटा का साइन वगŊ होगा,cos x y x y x y 
 इसिलए ये दोनो ंबराबर हœ तो आइए अगली ˠाइड मŐ उɎŐ और सरल बनाने का Ůयास करŐ  पहला ʩंजक घटा cos x cos y 
संपूणŊ  वगŊ जोड़ साइन घटा पाप पूरा वगŊ बराबर होता है तो पहला वगŊ बराबर होता है वगŊ जोड़ वगŊ घटा दो x y cos x cos y 

और िफर जमा दूसरा वगŊ साइन वगŊ जमा साइन वगŊ घटा 2 दो साइन साइन के बराबर होता है लेिकन  cos x cos y x y x y 
तो िफर  ई जानते हœ िक िकसी भी कोण के िलए साइन ˍायर एƛ ɘस कॉस ˍायर एƛ एक के बराबर हैx 
 इसिलए ये दोनो ंजुड़ जाते हœ और एक ɘस बन जाते हœ ये दोनो ंभी जुड़ जाते हœ और एक माइनस टू कॉस एƛ कॉस वाई माइनस टू 
साइन एƛ साइन वाई और बन जाते हœ।
  यह उस के बराबर था जो पहली अिभʩİƅ का सरलीकरण था और वह इस िवशेष शɨ के बराबर है, यह िवशेष अिभʩİƅ जो दूसरी
अिभʩİƅ है तो आइए हम इसका िवˑार करŐ  तािक हमने कहा िक यह बराबर होना चािहए कॉस एƛ माइनस वाई माइनस 1 पूरा वगŊ 
ɘस साइन ˍायर ऑफ एƛ माइनस वाई जो िक कॉस ˍायर एƛ माइनस वाई ɘस वन माइनस टू कॉस एƛ माइनस वाई ɘस 
साइन ˍायर ऑफ एƛ माइनस वाई के बराबर है जो अब इस कॉस ˍायर के बराबर है  एƛ माइनस वाई और पाप ˍायर एƛ 
माइनस वाई एक तक जोड़ देगा,
 इसिलए यह एक ɘस वन माइनस टू कॉस एƛ माइनस को सरल कर देगा Ɛोिंक यह और ये बराबर हœy 
 इसिलए जब आप बराबर करते हœ तो हम उɎŐ बराबर करते हœ जो हमŐ िमल रहा है  िक घटा का x y cos c .
 के बराबर है  और यह एक बŠत ही मौिलक पįरणाम है िजसका उपयोग हम अपने os x cos y plus sine x sine y 

अɊ ʩाƥानो ंमŐ बाद मŐ ओके पर करŐ गे ,ah 
 इसिलए हमने अभी देखा िक िकसी भी दो कोण और िदए गए हœ , घटाकर के बराबर x y x y cos  x cos y plus sin 

कैसे जमा के के बारे मŐ हम इस सूũ का उपयोग घटा के िलए भी जमा के िलए एक x sin y x y cos cos x y cos x y 
ʩंजक ʩुȋɄ करने के िलए 
कर सकते हœ, हम इसे माइनस के माइनस के के ŝप मŐ िलख सकते हœ और  िफर इस फॉमूŊले का उपयोग करŐ  तािक यह y x cos 
इस फॉमूŊले का उपयोग कर सके यह कॉस मŐ माइनस के कॉस मŐ माइनस के x y y 
साइन मŐ बन जाएगा जो िक कॉस के बराबर है अब हमने िदखाया था िक कॉस एक सम फंƕन हैx 
 इसिलए माइनस का कॉस  के बराबर हैy cos y 
 इसिलए हमारे यहाँ है लेिकन की साइन एक फ़ंƕन है औरcos y y r 
 इसिलए माइनस की साइन माइनस साइन है औरy y 
 इसिलए हमŐ यहाँ एक माइनस साइन िमलता है और यह माइनस हो जाता हैsin x sine y 
 इसिलए इसके साथ हम समाɑ करते हœ  दूसरा ʩाƥान जहां हमने साइन और कोसाइन के बीच अिधक संबंधो ंके साथ शुŜआत की थी
कैसे िकया गया िक साइन फ़ंƕन एक िवषम फ़ंƕन है कोसाइन फ़ंƕन एक सम फ़ंƕन है हमने यह भी िदखाया िक साइन और 
कोसाइन के िलए Ťाफ़ कैसे ɘॉट करŐ  और अंत मŐ हमने अंतर के कोसाइन और दो कोणो ंके योग के िलए यहां एक अिभʩİƅ भी Ůाɑ 
की अगली कƗा मŐ हम इस बात पर चचाŊ करŐ गे िक मूल ŝप से इन समीकरणो ंसे ही आह कैसे िनकाला जाए, हम अंतर का िचɎ और दो
कोणो ंकी साइन और कोसाइन और कुछ अɊ संबंधो ंका योग Ůाɑ करŐ गे।
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