
 ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾߤ ల߯ ࠴దܽ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, 
ఇపओ ࡏࠬ ङޢపߝ ంతڜ ࢑న޴చ ࡹޒ10వ తరగ ࠬ ښܽ ऒߖ  చࡍऐ ంచడం ޳छ फࣃࠚరంߦऴ ࠭࠲ ࡌ ࠭, ఇ޴ 
ऴߦథࠫకంڴ ऴڕڶ పదం, ఇ޴ व݅ߠڿ మ࠱ ࠾ࡍऴ  జంࠜޒऴ ޒణࠫڝޒబܽद ऴڒ ޴ఉంܿం ݟږ ޜల ߤ݇
ऴ࠱ .లతڜ అం݄ ࠹ߟ݇
బܽद ࠭ఖङڒ  ంڴ ऴ܉ࠜޒల ࠜ܉లڜ ߘలవడం మ࠾ࡍ ऴ܉ࠜޒల ࡱހڝ మ܉ࠜ ࠾ࡍల మధङ  సంబంߖ߄ऒ  
కھߘనడం అߝ అధङ యనం, 
ఉ޳హరణڕ, ఈ లంబ ڝణ ऴߖ܉ࠜޒऒ  ఇకए డ ڕࣆޓం޳ం, ڒబܽद ఇݟ 90 ޴ऴࡱڶ, ఈ ڝణం ࠬࡏ abc 
అధङ యనం ࣄۯన ڒ ܼޓవ۪ऐ .
  ࠬ ऴ݃ంࣃ ݭद ండ࡛ न ࠬࡏ ࠬ ऴڝޒణࠫߖ ޒషओ ఎకए ߘफలޔ డ ߖరछ ۨంచవ۪ऐ , ఉ޳హరణܼޓ ߤࣄ ܼޓ ࣒ڒ ڕ 
మ࠾ࡍ ܼంܐం݋ ఆڒ ,ܼޓ ࠆబܽद ఈ ࠻ంڝ ܼޓ ࡽڵసం ࠭࠲ ఈ ࣌ݭ అࠗ అߖ ऴపకए ఉనऒ ߝ  ࠾ࡍమ ߩ࢙ 
ఈ ࣌ݭ ఎߩ࢙ ݟڕ ߖࣄన లంబ ړߖހڝ వङ ऒߖ܉ࠜޒణ ऴڝ ࠭ޑࠋۮ ߖకం అࡔޒ ङߙ݃߱ࣝ  ࣒ అࣃࡱߧ ߖफ  ࡏ
మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ڝ ܼޓసం ఈ ࢙ߩ ఈ ࢙ߩ ऴపకए ఉనऒ ߝ फࣃࡱߧ ߖఅ ݭࣄ ࠾ࡍమ ߩ࢙   ab.ࡏ

ఈ ࠻ంڕܼޓ ࡽڵ ఎڴࡏ޶ సओ షदంڴ ఎߧ ڴࡏ޶లవబޔݡం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ అߖ ऴ࢐࣋   e cos theta 
కएࡅ ܼޓ  cos ߖఅ ߤ࣌ڜ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ పంࡐ సంऀపफ ړ ߤ࣌ڜ ړߖ܉ߖ వ࣋फ ڕफࡏڷ ߤ࣌ڜ 
ऴ࢐యబޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ సంऀపफ ࡐపం.cos 
  ఇڒ ܼޓ ࣒ڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇపओ ऴపకए ړߖ࢐సफ࢐ ޴ఇ , ࡏ࢐޴చ ߖߖ޵ ښܽ ఉనऒ ߝ  ڴసࠪనం ޜ࢓డ߰ ߩ࢙ 
ఉంܿం޴, ఇߙ݃߱ࣝ ޴ङ కएࡅ ࣒  ߰డ߯࢓ ఉంڻ࣊ ݦघ ం݋ ߰డ࢓, ఇܼޓ ߤ࣌ ޴ ߰డ࢓, మࢁच  ab ac sin 
అߖ࣌ ޴ߝए  సంऀపफ ࡐపం.
ఉనऒ ڴࡏ޶ఎ ܼޓ ߤࣄ ߤ࣌   ߰డڕ࢓ సࠪనం , ఈ సందరग ంڻ࣊ ߤࡷ ࡹघ ం݋ అߙ݃߱ࣝ ޴ߝङ ࣒ bc 
కएࡅ  ߰డڵ࠙ ޜ࢓ంచబޔݡం޴, ఇ޴ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త ఈ ࠻ంࡅ ܼޓ ࡽڵకए  ܼంܐం݋ అ࠼న ac 
సࠪనం  ऴపకए ڕ࢓డ߰ ܼޓ ߤܼ ఉనऒ ߝ ఉనऒ ߯࢓డ߰ ߩ࢙   ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ࠜజం , 
ఇ޴ ఇపओ అధङ ࡏࠬ ښܽ యనం ࣄۯన޴, ఈ ऴڝޒణࠫߖ ޒషओ ࢑࢑ధ సమసङ ࡏࠬ ߘफలޔ లߘ పࡍషए  ړߖݞంచࡍ
ఉపڵࡆంۧࡏ.

ంۨన సమసङ߅సంబం ڕలࡌ޷ फనޘఒకܽ  ఎౖ ࡹ࢐ܽ బܽदڒ ङޙఈ ऴప ڕహరణ޳ఉ ,ࡱ క సమసङ  ఇకए డ   ms 
ఆࣣ, ఇకए డ ࠬڕ ఎౖޘफన భవనం ఉంߖ޵ ,޴ ఎޔफ ࠬ࡯ޘ ڕయߖ޵ ,޶ ఎޔफ ࠬటࡏऱ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ h 
ఇకए ࡹఈ సమయం ࡏࠬ డ ߖలబݟ ఉనऒ ओߩ ऒߖڴ࠙߯ ۃनం࡯ࠉ  ࠾ࡍమ ݡ  ۫డంࡏࠬ , ݟ భవనం ࢙ߩ a 
మࡖక ࠼ߦం10 ړ ݋ ࠬటࡏऱ ࢀࢗऱనߩओ  c ࡱڶऴݟ ణం 30ڝ ߤష࢘࡯ఎ ۯ࡯ڜ ࡏࠬ ంۨ߅సంబం ړࠫࠝ ݡ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ޷రం ࠬటࡏऱ మ࠾ࡍ మࢁऱ ߯࠙ړߖڴ ۫డంݟ భవనం ఎޔफ సओ షदంݟ 60 ڴऴڶల ac 10 
వరޔڷࡏ߭ ڕం޴ , ఆ߯ ࠬࡏ ఈ ఎ࢘࡯షހڝ ߤల ڜలత 
ఆ߄రంڴ భవనం ࡅకए  ఎޔफߘ కھߘనమ޳ࡶ ߖ ఎޔफߘ అంచߕ ࢘యమߖ అడగబడࡏޑ, 
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ फࣃۨࣇ ߖబܽद ఆࣣ అڒ నం߄࢑ ࣋ۯ  ࠭  ఇకए డ ఎޔफ ߖࡌ޷ऒ  మనం ࠬటࡏऱ అߖ h bcb s 
పओۮ వछߖ ంݟ , ఆ߯ ࠬࡏ ܼంܐంࡏ߷ ݋घ  ݋ంܐల ܼంڶऴݟ సం 30ڝ ణంڝ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ݟంచంڵࡆఉప ߘ࡮
घࡏ߷ న  ప߯ ࡱڶऴݟ 30  ޴ంޔ࢓అ ߤܼ ޴޻ం߰ ࡏࠬ फ࣋ڵࡆఉప ߘ࡮ ऱ࣒  కం݄ ఈ h s h޶సࠪనం ఎం ړ10 
పऱ࣒  ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴࡏ޶ఎ ޴ߝణం అڝ లڶऴݟ 30  10 ఇకए డ ऴపకए ࡎథ ߤܼ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߝ द h s 
అࡹ3 ݋ࡐ ޴ߝ ఒకړߖ޳ సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ , ఆ߯ ࠬࡏ  ఇతర ऴࠜޒజం ఈ ऴߖ܉ࠜޒऒ  ۫డంݟ cdb 
మࡏࠬ ࠾ࡍ మࢁऱ ڝణం ࡅకए  ܼంܐంݟ  ߘ ݋ऴڶల ఎ࢘࡯షߖހڝ ߤऒ  ऴࣄ࢐, అࣇ ޻ऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ 60
ఈ సందరग , ࡏޑ࢓సࠪనం అ ړ నݟంచబڵ࠙ ޜ ߖߖ޳ ࡏࠬ ంࡹ అర࢙ ࡅకए సࠪనంs ړݡ࠮ ݋ࡐ ߤܼ  s
ओߩబܽद  ఇڒ ऒߕఉ ࢑ߖయ࡯ޘ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ڕࠬ ݡ  h s ߗంܽݟంࡓ ࠾ࡍమ ࡏࠬ ,࠼
కھߘనగలڒ ࡏబܽद ఇకए డ ޴ڜभڴ ऴపశऒ  ఉంڒ ޴బܽद ࠭ߘపܽ ߮࠭࠲ ࡹ܋ ఈ ࣝ߱݃ߙङ  ah ڴࡏ޶ఎ ړ ࣒
మ࠾ࡍ ऴపకए ఉనऒ ߝ ऐࡍంۨ చࡍڷ ߩ࢙  फనऒࣆ ओߩ సओ ࡮ۧ ޾ఉం ڴࡏ޶ఎ ߩ࢙ ఏ ݡ షदంڴ ఉం޴  ఎం޶కం݄ 
ఇ޴ 
ఈ ࠻ంڕܼޓ ࡽڵ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ  ࠜజం ڒబܽद ఉ޳హరణߘߝ ڕ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄ అ޻ లంబڝణ 
ऴߖ܉ࠜޒऒ  మࢁऱ ۮపओ వछߖ ంݟ, అޙ࠼ ఈ ߖހڝऒ  పࡍగణనڕڝࣆޓ ړࡹంܼޓ ݞ ఉం݄ ܼޓ ఉం࡯ݞ  e 
ఇతర ࠻ం࠻ ࡽڵంࡽڵ ఇܼޓ ޴ అߙ݃߱ࣝ ,ޙ࠼ङ కएࡅ ࣒ రछߖ  చనం ఇపओ  acb , ޴ఉంܿం ڼ࡮అ ڔܽ
ఎం޶కం݄ ࣝ߱݃ߙङ ࣒ లంబ ړߖހڝ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ ఇపओ ޴బܽद ఇڒ ߩ࢙  ङߙ݃߱ࣝ ڔܽ ߗڒ ޴ఉంܿం ڴ ࣒
ऴపకए వङ ࠾ࡍమ ߝ .޴ంޔ࢓కం అࡔޒ
ओߩఇ ࡱ܉ࠜ   ऴపకए ߩ࢙ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ߩ࢙ బܽद ఈڒ ࠼ޑࡏࠪ ݡ  ఈ bc bc ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߝ
ओߩకం݄ ఇ޶ఎం ޴ఉంܿం ڴࡏ޶ఎ ߩ࢙ ओߩఇ ޴ߝఈ అ ݡ ఉనऒ ڴࡏ޶ఎ ړߖ࢐సफ࢐ ړߖހڝ ఈ ݡ  ab ab 
 ߩ࢙
एࡖ޶ఎ ۲ܼޒऴప ࡏࠬ ޳ࡶ ࡱހڝ రణం  ఆࣣڒ ޙ࠼అ ࡏࠬ బܽदڒ  ߘలހڝ బܽद ఈڒ ࡏ࢐࣋۫ ߖ࢐ܽ ߝ
ఎڜ ࡮ల࡯࢐ అ޴ߝ సహజ࠳న ऴపశऒ  మన ޶ం࠭ ړߖ޳ ߗڒ ,ࡱڶऴݟ లతڜ రణ߄ࣃ న ఒకࣄ࡯ޘ ڕబܽद మనڒ ,
రछߖ ణం ఏࠫ݇ڝ ۨంచంݟ ఇߩओ ऒߖހరړ మనం ఈ ࠾ࡍరణం మړ ఒక ޴బܽद ఇڒ ఓ࢐ ࡔ ఈ ݡ  ఈ ࠉం࢓޶ 
۪ द݀ ओߩޒ   o o ڴ ࠆఎ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔఉం۪ ڴबరంࣄ  ߘ࢓޶ంࠉ ఈ ޴బܽद ఇڒ ࠭ޑ
ఉం۪࠭ޑ  మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మనం ఈ ࢑ధంڴ కڒ ࠭ޑࡱ޶బܽद ఈ ࣄबర ࠉంࢣ ߘ࢓޶ర लం అߖ ixed 
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फࣃࡱߧ ࠭ మ࠾ࡍ మనం ߖߖ޳ అపసవङ ఇకए ࠾ࡍంۧ࠭ మ࡯޴క ࡹశ޴  డ ఈ ۨ एܼ  ݟంߘ ߖ޵ 
కޔࡱ޶ంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ڜతफ ࠉంڕ࢓޶ అۮ ߖపओ వछߖ ంڒ ݟబܽद ఈ ߰డ࢓  మ࠾ࡍ ఈ a b 
߰డ࢓ ఒ࡮ښ ఉంܿం޴ మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇߩޒ ࡮ओ ओߩఇ ࡔస ࠭ޑ  ణం oaڝ ڴరణం߄ࣃ ߘ ߩ࢙ ఈ ݡ
కएࡅ  ऴߦరంభ ࢙ߩ అంܼڒ ࡏబܽद ࠬߧޒ ߖߖ޳ ࡏओ నߩओ ऒߖހఎంత ऴభమ ࡏࠬ ణంڝ ఈ ݡ फࣃۯ   ࡗ
లࠪనం తపओڜ  మࡖకܽ ޶ڒ.
बࣃ ఈ ࡏࠬ  నం ߘంݟ ఈ ࣃब चࢀࢗ ړߖߕ నߩओ ऒߖހఎంత ऴభమ ݡ రछߖ  फࣃࣕ కएࡅ ߖ޳ ߝఅ ࡏ  బܽद ఈڒ లతڜ 
కएࡅ ణంڝ ޴ߝఅ ߩ࢙  ऴߦరంభ ࢙ߩ అࣃࡱߧ ߖफ ऴభమణ వङ ࡵవ ࡹహరణ޳ఈ ఉ ,ࡏ క సవङࡔޒ  o ࡹశ޴
ఉనऒ ओߩ घࡍ݃ ߘ ఓࠗ ߩ࢙ ఈ ݡ నߩ࢙ ࡽ అంܼࡏ.
ओߩۮ ޴క ఇߘక ޙ࠼ऴభమణం అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږߘࣃ ణంڝ    ڕహరణ޳ం, ఉ޳ంڕ
, ఈ ఓߘ࠻ సవङ ओߧޒ ࡹశ޴ వङ ޙ క సవङࡔޒ పओޒ ࡹశ޴ ओߩఇ ߘߝ ڴࡱ޶బ ړߖݞ ऒߖ޳కࡖమ ݡ  ఇకए డ 
फࣃڶ బܽद మనం ఇకएڒ ߘ డ ߘంݟ ఇకए भࡿࢗ ړݟ ం.
घࡍ݃ ޴ఇ ߩ࢙ రంభߦऴ ޴బܽद  ఇڒ  నڒ ߩ࢙ ࡽబܽद ࠭࠲ ఇߩओ సవङ ߖߖ޳ ݡ ओߩޒ ࡹశ޴ ऒߕޔ  బܽद ఆڒ ࠭
సందరग ం߄ࣃ ࡹరణంڴ ఈ ڝణం ऴపږޒలంڴ ఉంܿంހڝ ,޴లڜ ߘలవࡓ ړߖݞంݡ ऴపࣄదम ހڝల ڜలతࡱ 
ఉߕऒ  ,࠼
ఒకܽ ߄ࣃరణంڴ ఒక ࠪర ठం అࣃࡱߧ ߖफ  కࡖమ ړߖݞలవڜ ߖߖ޳ ,޴ఉంܿం ڴల పరంڶऴݟ లవడంڜ ߖߖ޳ ࡏ
ࠪరठం ऴపڒశం పరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠴ ࠭࠲దట ݟऴڶలߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ ఎం޶కం݄ అࡏࠬ ޴ ఇపओ  ښܽ
చڕ࢓޶నऒ ࡍߪ ఒక ࡏࠬ బܽदڒ ޴ फ ࢑పऱవంޜ ऴߦరం࣋ࠚफ కߘక  మర࡮ మనం ఈ ࡔ ఓߘ࢐ పࡍగణړࡹ 
ओߩޒ ࡮ఇ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ऒߖఅ ߖߖ޳ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭ޑ  ంܼ࠭ڕࣆޓ ڴࡱ߄࢑ 
మڕࣆޓ ڵࡍޒ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍవࣃफ ࡍߪ బܽद ఒకڒ ࠭ फ ࢑పऱవం ڒబܽद ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం 360 ݟऴࡱڶ అߖ 
ఇߩओ  720 ޳ࡶ 800 ޳ࡶ 450 ޴ݦలవబߧ ߖఅ 360 ߖߖ޵  ࣃࡱޘ ڕ޶బܽद ఎంڒ ޶ࡶ ࠬ࠲తށక గߘࢗ ࠬ ݡ
లవవ۪ऐߧ ߖఅ ࡱހరڒ , ఇߩओ నࣄ࡯ޘ ڕమన ݡ ऱܿڴ ऴߦథࠫకంࡍۧ ڴऴޑతघ క࠳నڒ ࢑బܽद ࠭࠲ ఆࣣ ऴޓ 
అర࢙ړ క दܿబݟ ఉంܼ࠭ , ఆ߯ ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం 360 ݟऴࡱڶ  మ࢐ ࠾ࡍసफݟ 1 ړߖ࢐ऴࡍߪ ڶ फ ࢑పऱవం1 ࡹ ees 
రछߖ ࡮ఎ ߖڶऴݟ బܽद ఒకڒ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖڴ࠙ 360వ ݟంߘ ۨంۧڒ ࡏబܽद ఒక ݟऴڶ తపओ ࡍߪ ڴࡍసߖ फ
࢑పऱవం360 ࡹవ ࠙ړߖڴ ఒకܽ అߖ 
ఇߩओ भ޳۫ ߖఓ࢐ ࡔ ऱ ఆࢁమనం మ ݡ ం.
 ఇߩओ ࡍߪ फ, ఒక࣋۫ ࡏࠬ ݡ फ ࢑పऱవం 360 ݟऴࡱڶ అߧ ߖలవబޔݡం޳ అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ, మనం ࢑పऱవంࡹ 
నऒڕݡప ڴఅడनం ړߖ࢐సफ࢐ , ڕహరణ޳फ, ఉ࣋ۯ ࠲ऴతࠪ ޔగవ వంࡱߕ  ఈ ఓߘ ࢐ంޙࢀࢗ ݟ 
ఉనऒ ݟలబߖ ,  ఓࠗ అۮ ߖపओ ంݟ ఇڴࡏܼߖ ڴࡏܼߖ ޴ ఉం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ߖހڝऒ  ఇకए డ ۫࣋फ 
ओߧޒ ޜߖ޳కࡖऱ మࢁమ ߖ ఈ ఓࠗ ࡏࠬ , పओۮ ߖసࠪనం అ ڕܼޓ ణంڝ फ , ఈ࣋۫ ࡏࠬ ޙ ంڒ ,ݟబܽद మనం 
ऒߖ޵  మࢁऱ ߧޒओ ओߩޒ ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ ఓࠗ ޙ .࠭ޑ
  మࡖక ޳ ܼޓछ అపసవङ ࡌ ओߩఅ ,ݟయంۯ రణంړ ࡹశ޴  ठڴࡍమనం స ݡ  మࢁऱ సڴࡍठ  పޜ ߗڒ ࡯࢐ڝݡ oa
फ వङ࣋࡯߱  ࡹశ޴ కࡔޒ
ఇ޴ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇڼ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇܼޓ ݞږ ޴ అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఆ߯ ߘంݟ oc 
ऴߦరంభమࡃङ  మࡖక పం܉ అపసవङ छ޳ ܼޓ ڵࡍޒ ߩࡱమ ࡹశ޴  ఇకए ߘమనల ࡌ ऱࡿࢗڕࣆޓ ړݟ  కߘక ,࡯
ఇ޴ మࡖక ܼޓ , ఆ߯ మࢁऱ అڝ ޻ణంࡹ ఉనऒ  మࡖక అపసవङ ఉనऒ ࡹశ޴   పదం 
మనం ࠴దట ऴߦరంࠚంۨన ۲ܽࢂڙࣆޓ ړफం޴, అ޴ ఓ࢐ అޙ࠼ మనం ۫࣋޴  ఆ ߕలठవࡍࣃ ఎం޶కం݄ 
ऒߖలހڝ ఈ ࡏࠬ ంܽ࣋ݟܔ ߖफ ࡓ ڷࡱߕ ऱܿ ܼޓ అ޴ߝ మనం ۨవࣄ۫ ࡹ܋߮ ࡍన ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱړߖ࢐ సڴࡍठ  
సࠪనం, 
అݟ 360 ޴ऴڶలڕ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࠻ంڿࡱߕ ࡹ360 ܼޓ ࡽڵ వంޔ, అం݄ 90 
.ࡱڶऴݟ

 అంࡏࠬ ښ޶ పڕݡనऒ बࣃ  నం ߘంࡍࠪ ړߩ࢙ݟڕ ڴࡏߝ ݟనటऱޙ࠼ , ఈ ړరణం 90 ݟऴࡱڶ ऴభమణం 
.޴ంޔ޶ంۮ
 ࠼ఉంܼ ࡱڶऴݟ ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړ ఆࣣ ࡏࠬ  
फࡿࢗ ڵࡍޒ ړ ݭ࠼సऱ ࡍవۨ ࠭࠲ फ࣋ࠚరంߦऴ ݟంߘ ࡏࠬ , ࠭ మݟ  ࡏࠬ ࠾ࡍऴڶల ऴభమހలߘ oa 2 90
oa t  90 ݟంߘ ఆ߯ ఓࠗ ,ࣄۯ ల ऴభమణంڶऴݟ  ࡍࣃఒక ޴అ ޙࢀࢗ ړ ఓࠗ ݟంߘ ࡏࠬ ڕహరణ޳ం݄, ఉڕࣆޓ
ठڴࡍస ࣄఏࠫటం݄, ఈ ఓ ޴࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍల ऴభమణం మڶऴݟ  ࡗమ ړ ڡ࣎  పڕݡనऒ ऱܿڴ ఉంܿం90 ޴
మ࠾ࡍ ఈ ఓఎړ సڴࡍठ  ఎڴࡏ޶ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭ఖङ ంڴ ఈ ࣄఎ సరళ ࡔఖ ڒబܽद ࢐ڝ అ޴ߝ సరళ ࡔఖ 
మ࠾ࡍ ऴభమణ ڝణం ఇ90 ޴ ప ऱ࣒  ఈ 90 మ࠾ࡍ అݟ 180 ޴ऴڒ ࡱڶబܽद మనం ߄ࣃరణంڴ ఒక సరళ ࡔఖ 180 
 ࡱڶऴݟ
అހڝ ,࠭ޑࠋۮ ߖల ࡅకए  మࡖక ڜలతݟࡔ ߘయߤ అంܼࡏ మ࠾ࡍ ఇڜ ޴తफڒ ޴వ۪ऐ  ࡏందڜ ࡹࠬ  
రछߖ ߖߖ޵ ۨంۨన ߄࢑నం ఇకए డ ఉనऒ  సࡍए भ޳۫ ߖ ࡽ ం ޳ࡶ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ఎవښ ࡍంऴదం ఉం޴ మ࠾ࡍ 
࢐ङ ߖ޵ రࣃ बం ఒక ڒ ݋ߖ࠿బܽद ఇ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए   ఒక ޴బܽद ఇڒ ݟంచంށగࡍప ߘ࠻ఓ ࡔ ఆ߯ ఈ , ࡔస ࡽ
࢐ङ రࣃ बం ߰డ࢓ ఇߩओ అపసవङ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,ం޳ంڕߘఅ ࡏࠬ ߖఅ ݋ߖ࠿ ఒక ݡ పओޒ ࡹశ޴  డం oa 

Pru
tor
@
IIT
K



ऴߦరంࠚంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ۨ एܼ छ޳   ,ݟद ߭టदంࢳరం߯ దృ޷ నݟంచబ࡯తర ࡌ
ఉ޳హరణࡏࠬ ڕ ఈ ޴ڜ ߘभڴ క࣋࡯޴फ, ఈ ړరణం ఏ޾ ఒక ࢑ధంڴ కࣆߧߖफం޴  ఇ޴ మ࠾ࡍ ۨ एܼ  ఇకए డ oa 
వࣆफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ऴభమణ ߖހڝऒ  ߭ం۪ޕ ఉం݄ ఇ޴ ऴపࣆफతం ऴపށ࠻ంۨన ޷రం , ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   
߰డ࢓ సڴࡍठ ۨ ఉం݄ మనం ޕం۪߭ ڕవర ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭  एܼ a ݋ం࠼ߦ  ంۧ࠭ࠚరంߦऴ ޜ
వదभ ࠼ߦ ࠉ ࠭࠲ంړ ݋ తరࣃ࡯फ ࠭ అం݄ ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   ߰డݞږ ࢓ ఒక ݋ߖ࠿, ఇ޴ ఈ ݋ߖ࠿ ab 
సࡍए కएࡅ ࡽ  ࢐ङ बࡌࣃ ओߩనڵࡍజ ޴బܽद అڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ  ߖఅ ߤయݟࡔ ణం ఒకڝ ऴభమణ ݡ
పओۮ బޔݡంڒ ޴బܽद ఒక ޳࢑ङ ࡍ ब మࡹ޴ తޙࡵफ సహజ࠳న ऴపశऒ  ఏࠫటం݄, ڕߕ ఇకए డ ఓ࢐ ࣄङ రࣃ बం a  
ఉందڝߘంݟ మ࠾ࡍ ఇߩओ ओߩޒ ړݟఓ ݟంߘ ࣄఓ ޜణంڝ ల ߤయݟࡔ ݡంࡓ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ  ఈ ࠾ࡍమ ߘޑ
ఆ࡛ए .ం޳ంڕߘఅ ߖఎంత అ ࢓డ߰ ݟࣄ 
  ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఒక 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࢡబࣗ ݋ߖ࠿ వ ߖ࠿ ऱܿ ڒక߱వ۪ऐ  ߗڒ 
ఈ ڝణం ࡓంݟࡔ ݡయࡱ ߤ ఏࠬ ڒనం޶న ఇ޴ ఎంత ఖۨऐ తంڴ ۫డటం ۧ࡮ కషदం ߗڒ ޶ڒ ఇ޴ ఒక 
छ޳ ߤయݟࡔ ऒߖހరړ ࡌ .޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలހస ऴభమࡏవ ݡంࡓ ڼࡍޒ 
కएࡅ రణంړ వదभ ࢓޶ంࠉ దట ఈ࠴ బܽद మనంڒ ऱࡏࣃ ݡంࡓ   దట࠴ మనం ࠾ࡍంۧ࠭ మࠚరంߦऴ ޜనڜ 
ఒక ݟࡔయߦޒ ޜ ߤओ ऒߕڕࡏۯ ڕ࢓޶ంࠉ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ࠭ ࠭ అۮ ߖపओ ంݟ మߖ ࠾ࡍరछ చనం ऴపڒరం b 
మనం ۫ࣄన޴ ఏࠫటం݄ ఇ޴ ऴభమణ ڝణం ఒక ݟࡔయߤ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   ߰డ࢓ ఇకए డ 
ణం మధङڝ ޙ࠼అ ,݋ߖ࠿ ఒక ݞږ ࢓ఈ ߰డ ڕవర ࢓޶ంࠉ ఈ ࡷద࠴ ݟంߘ  b ࡹ
ఉపసంహࡍంచబݟనߩओ ఆ࡛ए ࠭࠲ ݡ కएࡅ   ߰డߘ࢓ కߕھߘలࣆ۫ ߖफߕऒ ࠭ ఆ ఆ࡛ए  ࡱ ߤయݟࡔ ݡంࡓ 
फࡿࢗ ڕ޶ం࠭ ݟంߘ ఏࠫటం݄, మనం ޴࣋ۯ బܽद మనంڒ ࠭ మ࠾ࡍ మనం మࡖక ݟࡔయ޳ ߤछ  క bࡖమ ࡌ
࠭ޑڷࡏޒ ޜ ߤయݟࡔ ऱ ఒకࢁంۨ, ఆ߯ మనం మࠚరంߦऴ ࡮బܽद మనం ఇڒ ,࠭ޑڷࡏޒ ڕ޶ం࠭ ޜ ߤయݟࡔ
ओߩۮ ࣄ ݋ం࠼ߦ ంతڜ మనం ړࡍబܽद ۨవڒ .ం޳ంڕ
  ఇకए డ ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఒక ݟࡔయڴ ߤ కߧߖంచక߱వ۪ऐ , అࡏࠬ ޙ࠼ ఈ ࠼ߦంڕࡏۯ ړ ݋నऒ ओߩ ఇకए ݡ డ 
ࡍߖ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ݟంచంࠚరంߦऴ ߘ࢓޶ంࠉ ࣄ भషद ࣊ڒद࡛ ߖ ۫࣋फ ߘం࠼ߦ ݟం݋ వరڕ obc b c 
ऴߦరంࠚంచంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫࣋फ  ࣊ڒद࡛ అం݄ ఈ రంగం ఖۨऐ తంڴ ఒ࡮ښ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ o  ab 
అం޶వలऱ ఈ ߰డݞږ ࢓ ఒక ړ ݋ߖ࠿ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ మࢁऱ ߘంړ ݟ bc ob oc
ऴߦరంభమࡃङ  ऴభమణ ڝణం ߘంړ ݟ ఒక ݟࡔయڒ ߤబܽद ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   ఈ ߰డ࢓ ఉం࡯ݞ  ఒక ob oc bc 
ఖۨऐ ࠭࠲ ఆ߯ ,ݟఉం ڴ ߤయݟࡔ తంڴ సࠪ߄నం ߰ం࠭ޑ޶ ఎం޶కం݄ ఈ ऴపశऒ ओߩఇ ࡏࠬ ڕ  ݡ
సࠪߖߕ߄ऒ  కھߘం݄, వృతफం మధङ ऒߖހڝ ల ߤయݟࡔ ݡంࡓ ࡹ  ఉపసంహࡍం۪ߝڕ ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   CD 
߰డߘ࢓ కھߘనమ࠭࠲ ߖ ࠫమघ ऒ࡯  అߕޔڷݡऒ ࠭.
 ఇకए డ మన దగ ठర ఉనऒ ఆ࡛ए ޴  ఏڒ ࣅబܽद ߘߝ ఈ ఆ࡛ए  ఏࡍڷ ࣅంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ఇకए ,ߘ డ మధङ ఉనऒ ࡹ  
పऱ࣒ ߤయݟࡔ  ణంڝ ఆ࡛ए ࠾ࡍమ ࡱ ߤయݟࡔ  అం݄ ߤయݟࡔ   కएࡅ   ߰డ࢓ ఇ޴ ఒక ݟࡔయߤ మ1 ࠾ࡍ 1 2
ࣾࠫంచంݟ  ఒక ݋ߖ࠿ మ࠾ࡍ ఈ ఒక ڒ ݋ߖ࠿బܽद ࠴ ߖ޳తफం ఒక ݋ߖ࠿ మ࠾ࡍ ఒక ࡓ ݋ߖ࠿ంݡ 
ߖ࠿ ऱܿ ڒబܽद మధङ ఆ࡛ए ߕ޼ఏ ࡹ छ޳  ఆ ఆ࡛ए ޙ࠼అ ࡱ ߤయݟࡔ ݡంࡓ ణంڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ  
కएࡅ  ߰డࡓ ࢓ంߖ࠿ ݡ ऱܿ సڴࡍठ  ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ కࣆߧߖफంࡏࠬ  ࡏࠬ  ޴ ऴభమణ ߖހڝऒ  ߩदంܽࡓ 
త ఆ࡛ए߅फ, సంబం࣋ۯ  ߰డܽࡓ ݞږ ࢓दంߩ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఆ࡛ए  ߰డ࢓ ఉం݄ ޴ڜ ړߖ޳भࡽࠋ݄ ڴ ఉంܿం޴,
ఆࣣ అޙ࠼ ఆ࡛ए  ߰డ࢓ ఒక ݋ߖ࠿ అߩۮ ߖओ ం, ఆ߯ మధङ޳ంڕ ఉనऒ ࡹ झࡌࢗ ࣒࢙ ޳ࡶ ߤయݟࡔ ణం ఒకڝ 
మధङ ࡏࠬ ఉనऒ ࡹ ऒߖހڝ   ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޙ࠼ంۨనటऱ߭ ڕల ߤయݟࡔ ݡంࡓ 
నࣄ۫ ऱܿڴ మధङ ఉనऒ ࡹ ఉం݄ ఆ࡛ए ڕహరణ޳ణం ఉڝ  కएࡅ   ߰డ࢓ ఒక ߘ ݋ߖ࠿ంࡓ ݟంߖ࠿ ݡటऱڕ 
.޴ంޔ࢓అ ߩदంܽࡓ
 ఏࠚ ߕ޼నऒ ం ޳ࡶ దࢡంశ సంఖङ ం࠼ߦ ݡ࠮  ऱܿ ఒక ఏݟࡔ ݡయߤ ల వంܽ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  అޙ࠼ 
ఆ࡛ए  ߰డ࠼ߦ ݡ࠮ ࢓ం ऱܿ ఒక ఏߖ࠿ ݡ ऱܿڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ఒక వృతफం ڝసం ߘߝ ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ
ऴߦరం࣋ࠚफ ఒక ࢐ ݋ߖ࠿ङ రࣃ बం అۮ ߖపओ గలమߖ ఇߩओ .ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
 ఈ ఓ࠻ మࡍߪ ߘߝ ࠾ࡍफ ࢑పऱߖ࢐ऒ फࣃۯ   ࡮ఇ ߘߝ అం݄ ߘ
फ, ఆ࡛ए࣋ۯ ࢑పऱవం फࡍߪ ࡏࠬ ऱ, ఆ߯ࢀࢗ  ߰డࡓ ࢓ంࡓ ݡ ऱܿ ߯ ݋ߖ࠿ లڕ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߷ڡ 
छ޳ ఆ࡛ए ޴ంޔࢂࢗ ࡌ  ߰డ࢓ మڝ ࠾ࡍణం సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ అం݄ ఆ࡛ए  ߰డ࢓ ఒక ݋ߖ࠿ అޙ࠼ t 
మధङ ఉనऒ ࡹ फ మధङ࣋ۯ ߩदంܽࡓ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߤయݟࡔ ణం ఒకڝ  ఉనऒ ࡹ  ߩदంܽࡓ ݞږ ణంڝ 
అޔ࢓ం޴.
छ޳ ߖ޵   ఆ࡛ए ࡌ  ߰డ࢓ ఒక ߘ ݋ߖ࠿ంࡓ ݟం݋ߖ࠿ ߯ ݡ లޙڵࡍ߭ ڕ 
, ఈ ࡍߪ फ ࢑పऱవం ޳छ మధङ ࡌ ఉనऒ ࡹ  ఒక ޴బܽद ఇڒ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕల ߤయݟࡔ ߯ ݡంࡓ ణంڝ 
ࡍߪ फ ࢑పऱవం ࡓంړ߯ ݡ సࠪనం అࣆߧ۫ ߖफం޴.
 
झ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ ޴బܽद ఇڒ ऱߘయݟࡔ న ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఇకए డ ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం ߯ ݟࡔయߤ లڕ సࠪనం 
అߖ ࠬ అందࣄ࡯ޘ ڔࡍన ऱܿڴ, ࠬ అందࣄ࡯ޘ ڔࡍన ऱܿڴ ఇࣃ ޴రछ ऴޒక ࣄबࡌంకం మ࠾ࡍ ఇ޴ 
ఒక వృతफం ۪ दܿڜలత ߖషओ షओߖ నݟంచబڵ࠙ ޜफޒ కएࡅ సࠪనం  వృతफం ړफޒ  ࢐ङ సం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ࢑శछ ంࡹ 
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ఏߕ޼ వృޑफ ऒߖ  ۨనऒ एࡍస ޻అ ,ࡏంܼڕࣆޓ ڴ޴దभ߭ ޳ࡶ ڴ ۪ ࡏࠬ సంڝ ࡽ दܿڜలతړࡵ ߘए ంۨనటऱޙ࠼ , 
అ޻ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ ऒߖࣃ .ࡏంܼھߘక ࡏࠬ 

۪ ࡏࠬ दܿڜలత࢐ ߘङ సం࣋ڵ࠙ ޜफ ఎంత ߭దभ޳ࡶ ߕ޼ ۨనऒ फޑఏ వృ ࡏࠬ ޳ࡶ ߕ޼ ऒߖ ऒߕڕࣆڶ    d 
షओߖ ओߩफ ఎలऱޒ ऒߖڒంࡌबࣄ ఆ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ  అࣃࡱߧ ߖफ  త ऴపశऒpi߅క సంబంࡖమ ࠾ࡍమ ࡏ
వ۪ऐࡌ ڕफࡏڷ ఈ అంతర ޴బܽद ఇڒ  ठత వృతफం అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ
 ఇకए డ ࠬࡏ ఈ ۨऴతంࣆ۫ ࡹफనऒ ऱܿࡓ ڕߕ ڴంښ ݡంऴ޵కృత వృޑफ ऒߕఉ ࡱ బܽद ఒకܽ ۨనऒڒ ࠼  ࢐ङ రࣃ बం 
కڵ࡯న ఈ ఆࣣ వృతफం మ࠾ࡍ మࡖకܽ బయܽ వృతफం ߭దभ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ
ऒߖ޳ంऴښ ښఒ ݢంࡓ  కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ మన࠭ ఇకए డ ఈ ऴపޙङ క࠳న ړరߖހऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ o  
మߖߖ޳ ࠾ࡍ వङ క సవङࡔޒ छ޳ యనऱݟࡔ ఒక ࡹశ޴ ओߩޒ ࡌ छ޳త ,࠭ޑ ओߩఇ ࡔ ࡌ ఇకए ݡ డڕ వࣆफంߖ޵ , ޴ 
࢐ङ రࣃ बం ఒక ݋ߖ࠿ ఉనऒ సం ఈ ఆ࡛एڝ వృతफం ࡯పࡹ  కएࡅ   ߰డ࢓ మనࣆࡱޘ ڕ.
 ఒక ߩ࢙ݟڕ ݋ߖ࠿ ఉనऒ  ࢐ङ बࡌࣃ  టऱ rߖ࠿ ఈ బయܽ వృతफం ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݞږ ړߖ
࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉందۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࡍڷ ߖ޵ ߘߝంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ  ޴ంޔڷࡏޒ ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߘ
ࡍߖ ఈ ࠭࠲ भషद ړరߖހऒ  ఒక ݟࡔయߤ మ޳ ࠾ࡍछ ओߩޒ ࡌ ఆ࡛ए ࡹబయܽ వృతफం  ࠭ޑ కएࡅ   ߰డߘ࢓w e 
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ झࡏڝ ࢓ఈ ߰డ ޴ఇ ,ߘ కएࡅ   ఒక ޶ڒ ݋ߖ࠿ ఎం޶కం݄ ఒక ݋ߖ࠿ x 
एࡍస ࡯పࡹ ఆ࡛ए ߖࡹ ࡽ కएࡅ   ߰డ࢓ మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఉనऒ ऱܿ కࣆߧߖफం޴.
 ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ߖ࠿ ऱܿ ࡏࠬ ߗڒ ఈ పܽदకࡹ బయܽ వృతफం ڝసం ۫࣋फ, ఈ ఆ࡛ए  ߰డ࢓ మనڕ 
పओۮ ߖయద࡯ޘ ంڒ ,ݟబܽद బయܽ వృޑफ ఈ ఆ࡛ए ړߖ  ߰డߖ࠿ ࢓టऱڕ సࠪనం అޙ࠼ మనం ࣄڶన ऱܿڴ x 
ఇకए డ మధङ ఉనऒ ࡹ ࡍߪ ఒక ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠾ࡍమ ښఓ ߤయݟࡔ ణం ఒకڝ  फ ࢑పऱవం ఎߖऒ  
ࡍߪ ఒక ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ڕల ߤయݟࡔ फ ࢑పऱవం ࡓంݟࡔ ߯ ݡయߤ లڕ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࡍߪ फ
࢑పऱవం ڒబܽद  ఒక࢘ళ ࠬࡏ మధङ ఒక ఆ࡛ए ࡹ छ޳   pi ޙ࠼అ ࡱ ߤయݟࡔ ݡంࡓ ణంڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ
అ޴ ఒక ࢑పऱړߖ࢐ అڷߘణంڴ ఉం݄, ࠬࡏ ఆ࡛ए छ޳  ऒߖހڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ  ఒక ݟࡔయߘ ߤంࡓ ݟంݡ

ࡍߪ ఒక ޴ఇ ,ޙ࠼ంۨనటऱ߭ ڕల ߤయݟࡔ फ ࢑పऱవం అ࠼నߩओ ఆ࡛ए ݡ షओߖ ޻అ ݞږ  ۃంࡵ   pi th ࡹफޒ
߭ర࡯ڴ అం݄ ఇకए డ ߘంߖހڝ ࡏࠬ ݟऒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ߭ం۪ޔనऒ టऱޙ࠼, ఆ࡛ए  ߰డߘ ࢓ంࡓ ݟంݡ pi x 

వరޔڷࡏ߭ ڕం޴, అߘ ޴ంࡓ ݟంޔڷࡏ߭ ړ ݡంߗڒ ,޴ అߩओ ఆ࡛ए ݡ  అߖ మనࣆࡱޘ ڕ pi x x pi x
ࡍߪ फࡍߪ फ ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం ڝసం ߰డࠈ ࢓హङ  వృతफం ࡅకए  ۪ दܿڜలత తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ 
ࡓ ݡంࡓ ऱܿ ࡏࣃऱ మ࠾ࡍ అࡓ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ ࡏࣃऱ ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఈ పܽदక ߘంݟ pi r pi x
మనڕ లࠚంۨన޴ అڒ ޻బܽद ఈ ఉంߖ࠿  ࡯ݞటऱڕ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, x r 
మన࢐ ڕङ రࣃ बం ࡅకए  వృతफం ఉం݄ ߄ࣃరణం࢐ ݋ߖ࠿ ڴङ రࣃ बం ࡅకए  వృޑफ ऒߖ  ۫࣋ బࡱ޶ r 
మ࠾ࡍ మనం ߧޒओ నటऱޙ࠼ మనం ఒక ݟࡔయߖ ݞږ ߘ ߤరछ ۨంచవ۪ऐ .
  ఈ ߖߦࡐऒ  ఇకए డ బయܽ వృతफ ࢐ङ రࣃ बంࡹ ఈ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ भ޳۫  ం ఇߩओ  r ޜ ߤయݟࡔ ఒక ߖ ߤయݟࡔ ఈ ݡ
ओߧޒ మనం ఇకए ޙ డڕࡏۯ ڕంܼ࠭, ఎం޶కం݄ మనం ߖߖ޳ ఒక ݟࡔయ޳ ߤछ ङޙఈ ऴప ࡌ క ఆ࡛ए  ޜ 
ओߩޒ .࠭ޑ
  ߰డ࢐ ࢓ङ बࡌࣃ బܽद తపओڒ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ  r ڴణంڝ ऴభమణ ߘ ߤయݟࡔ ఒక ڴࡍసߖ
రछߖ ۨంచవ۪ऐ , ఆ ऴభమణ ړߖހڝ సంబం߅ంۨన ఆ࡛ए కएࡅ   ߰డ࢓ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ बࡌࣃ  ڴసࠪనం ړߖ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ త޶పࡍ దశ.
ऐࡍచ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ࠭࠲   ऒߕफࣆ ࢐ङ ڕࠬ ,࠭ రࣃ बం ࡅకए  వృతफం ఉం݄ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ࡔ r 
ఓߘ࠻ ఒక ݟࡔయߤ లߧޒ ޜओ నటऱߖߖ޳ ࡏࠬ ޙ࠼ ۫࣋फ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   ߰డ࢐ ࢓ङ రࣃ बంޜ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇߖ࠿ ޴ ऱܿ త޶పࡍ ऴపశऒ .r 
 మన దగ ठర ఒక ࡔ ఉందߖ అڕߘం޳ం మݟࡔ ܼޓ ߖߖ޳ ߘߝ ࠾ࡍయߤ ల ޳छ ओߩޒ ࡌ  ఈ oc ࠾ࡍమ ߘޑ
ఆ࡛ए  ߰డࡅ ࢓కए  ऴతం ఏࠫܽ cdࣇ రణ߄ࣃ 
ऱ ఇకएࢁబܽद మڒ డ ఒక ݄ߖ ࡽࠋ కڵ࡯ ఉߕऒ ࢐ङ ఈ ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ڕబܽद మనڒ ࠭ రࣃ बం ࡅకए  ఈ r 
సࡍए ఆ࡛ए ޙ࠼అ ߤయݟࡔ ణం ఒకڝ ఉం݄  ऴభమణ ࡹ ࡽ  ߰డࡓ ࢓ంݟࡔ ݡయࡱ ߤ అ࢐ ޙ࠼ङ बࡌࣃ  ړߖ
సࠪనంߖ࠿ ڴ ऱܿ ఉంܿం޴ , అޙ࠼ ఆ࡛ए  ߰డܽࡓ ݞږ ࢓दంߩ అޔ࢓ం޴ , అ޴ ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  r 
అޙ࠼ ఒక ݟࡔయࡓ ߤ ऱܿ ߄ࣃరణంࡓ ڴంߖ࠿ ݡ ऱܿ అޔ࢓ంࠂ  ޴  ఉ޳హరణ ࠼ߦ ݡ࠮ం݋ r r 
घࠫޛ ओߩల వదभ అ ߤయݟࡔ ޴ ఆ࡛ए ݡ  ߰డࢲࠪ޳ ݞږ ࢓ ऴపڒరం 3.

झߤయݟࡔ ܼޓ ంతڜ ڴరణం߄ࣃ ణంڝ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ ړ  అޙ࠼ ఇకए డ ఇ98 ࡮ r 
ఉంܿం޴, అߩओ ఆ࡛ए ݡ  ߰డݞږ ࢓ ߭ర࡯ڴ ఎం޶కం݄ అ࡮ అޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ అ޴ 
߱లऐ బޔݡం޴  ఒక ݟࡔయڕ ߤ మనం ߖߖ޳ ߭ం۪ߕޔऒ ڵత ڕల ߤయݟࡔ ܼޓ ޳ࡶ ࠭ ठࣆफߕऒ  బܽदڒ ࠭
ఇకए డ ࡅ ܼޓకए వలऱ ఆ࡛ए޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ڕܼޓ ݟంߘ రకం ఒకܽڒ రڒణڷ   ߰డݞږ ࢓ 

ऒߖߕ߄వలऱ మన సࠪ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭ రంڒऴప ࢲࠪ޳ ڕవర ܼޓ ݟంߘ  ఎ࡮ ߰ం࠭ޑ޶r r 

ऴభమణ ࡅ ܼޓకए  ఈ ړߖހڝ సంబం߅ంۨన ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   ߰డ࢓ 
ఈ చరङ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕల ݋ߖ࠿ ऱࡏࣃ ܼޓ ల మధङ  సంబంధం ఉంద࡮ۧ ࡹࠬ ߖ మం޴ ఇపओ ܽ r 
వరڕ ఊࣕంۧߝߖ޳ ,ࡏ మనం ఇߩओ ऐࡍచ ݡ फࣃ ओߦۮ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ࠭  ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం 
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అం݄ 360 ݟऴࡱڶ అం݄ ݟऴڶ అం݄ ఏࠫ݇ ߖరछ फనऒࣆۨ ओߩ ࡍߪ ࢐త ఒకࡏత ࠾ࡍమ ݡ फ ࢑పऱవం ړ సࠪనం tw
అߦۮ ݞږ ߖओ  o pi ښఒ వలऱ అ࢑޶అం ࠾ࡍమ ࡱ ߤయݟࡔ  ࠭
࢑ధంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࡓంݟࡔ ݡయݡ࠮ ࡱ ߤ వందల అర࢙ ݟऴڶలڕ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ pi 
అం޶వలऱ ఒక ݟࡔయݡ࠮ ߤ అర࢙ړ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬړ ࡏ సࠪనం అߝ ఉ܉ण pi ߘߩం࠼
ఉప࣋ڵࡆफ .
  ఇర࢙ ࡓం޳ ݡछ ण܉అం݄ ఉ ݡఏ ࡌ छ޳ 44 ߖవలం 360ښ ࡏࠬ ޙ࠼అ ߩం࠼  అం݄ ݟంచంڵ࠙ ޜ7 ࡌ
.57 ࡏࠪࣆ

బܽद ఇకएڒ ࡱڶऴݟ  డ ఉనऒ  ఈ ߷ࡏघ 27 ڕలڶऴݟ ݟంߘ ల ߤయݟࡔ ڕࠬ ࡱڶऴݟ ߯  ࠑ  ߤయݟࡔ  ࡮ 1 360 2
ओࡍࠪ छ޳ ల ߤయݟࡔ  ޙ࠼అ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,޴फంࣆఇ ߖݟ ऒߖఎ ޴ߝఎంత అ ߯ ࡌ 4 ߖసࠪనం అ ڕలڶऴݟ 
ࠫమघ ऒ࡯  అడగంڒ ,ݟబܽद  ݟࡔయݟࡔ  ߯ ߯  ࠑ  ߤయࡏࣃ  ࡱ ߤऱ  ߯  ߯ ݟऴࡱڶ అޔ࢓ం1 ,޴ 360 2 4 pi 4 360 2
ఇړ45 ޴ సࠪనం అޔ࢓ం޴.
फࣃࡏࠪ ࡮ఎ ڕలڶऴݟ ݟంߘ ల ߤయݟࡔ ࡏࠬ అం݄ ࡱڶऴݟ  ऒߖހڝ ఒక ڴల పరంڶऴݟ ڕࠬ ߘߝ ఆ߯ , ࡏ  ఇ࣋ फ 
फࣃࡏࠪ ࡮ఎ ڴࡱ ߤయݟࡔ ߖߖ޳ ࡏࠬ మघࠫ ߕࡕబܽद ఎవڒ ࡏ ऒ࡯  సࡔ అߖ అడగవ۪ऐ ࡮ۧ ݞږ ޴బܽद అڒ 
ओߩఇ ,ࣄۯ ࡏࠪࡏޑ ߘ࢐దన తफం࠴ మంࡹ࢑  ߘߝ వలంښ ࠭࠲ బܽदڒ లభంࣆ  ߯ ࡱڶऴݟ అర࢙ ݡ࠮ ݡ
పओۮ ߖసࠪనం అ ڕల ߤయݟࡔ ంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఒక ݟऴݡ࠮ ڶ అర࢙ ݟࡔయߤ లࡓ ڕంݡ ߯లڕ 
సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఎవߕࡕ ࠫమघ ऒ࡯  అޙڵݟ 
ఎߖऒ పओۮ ߖఅ ࡱవంద ݡ࠮ ࡱ ߤయݟࡔ  ంݟ మߙ ࠾ࡍట ࠭߯ओ  ఐݟ ޶ऴࣆ ࡮ۧ ࡱڶలభం ఎం޶కం݄ 
ఒక ݟऴࡓ ڶంݡ࠮ ߯ ݡ అర࢙ ݟࡔయࡱ ߤ అޙ࠼ ఒక ࠭߯ओ  ఐݟ ޶ऴݡ࠮ ࡱڶ అర࢙ ݟࡔయߤ ల߯ ࡓంݡ 
फ ఒక ࠭߯ओ࣋ށڷ ޜ߯  ఐݟ ޶ऴړ߯ ݡ࠮ ࡱڶ సࠪనం  ڒబܽद ݟࡔ ڷࡱߕ ݡ࠮యߤ లޜ pi 
࢑భ܊ంచబݟంڒ ޴బܽद ࠪࡍओ బܽद ఇకएڒ లభంࣆ ࡮ۧ ݟ డ ఒక ۨనऒ  ఉ޳హరణ ڕࣆޓం޳ం , ߘߝ ఇకए డ 
కएࡅ రం࠻ݟగ  ࠾ࡍమ ࡱగంట 9 ࡱగంట 6 ࡱగంట 3 ࡱగంట 12 ࡏࠬ బܽदڒ రం࠻ݟగ ޴నࣄڶ  షంࠫߖ 
 ऱࡱ࠭
߰డ࢓ ఐ޶ ࣊ంܾࠬటర ऱڕ సࠪనం అࡏޑࠋۮ ߖ, ఇߩओ ۨ ݡ एܼ  ఐ޶ ࣊ంܾࠬటర ऱڕ సࠪనం అߖ 
పओۮ బݟం޴, ఇߩओ ۨ ݡ एܼ  ఎంత కޔࡱ޶ంࠫߖ , ޴షం ࠭ࡱऱ ࡅకए  ఎంత ࡹలࢲࠫߖ ݡంࡓ న నలࠢڜ 
కޔࡱ޶ంڒ ޴బܽद మనం ڕࣆࡱޘం޳ం ࠫߖషం ࠼ۯ ఈ ࣃब నంࡹ ఉందߘߝ ߖ ऴߦరంࠚంۧߘ , ఆ߯ అ޴ 
ఏ޾ ఒక ڝణంߦޒ ࡹओ छࡌల తࢲࠫߖ 42 ړࡍవۨ ࠾ࡍమ ࡯ త అ޴ ఇకए డڕࡏۯ ڕంܿంڒ ޴బܽद ࠴దట ఈ 
ऴభమణ ߖހڝऒ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝࣆࡱޘ  भ޳ ం, 
ఇߩओ ࡍߪ ఒక ݡ फ ࢑పऱవం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
ࡍߪ ఒక ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ڕల ߤయݟࡔ ݡంࡓ  फ ࢑పऱవం ڒ ޶ڒబܽद ఇښ ޴వలం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ pi 
కएࡅ ࢐۶ కएࡅ ޒۯ షంࠫߖ   ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం ఒక అޔ࢓ం޴, ఇ࢐ ޴సफࢲࠫߖ 60 ړߖ࢐లڕ సࠪనం r 
అޙ࠼ మనࣆࡱޘ ڕ  ఈ సమసङ ऱࡹࢲࠫߖ 42 ࡹ  ۨ एܼ  ఎంత క࡯޴ం࢐ڝࣆࡱޘ ޾లߖ మన࡯ऒ  అࡏڴݟ 
మ60 42 ࠾ࡍ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ం޶న ఇࡍߪ ޴ फ ࢑పऱవం ࢐ ,޶ڒసफړߖ࢐ ఇ޴ ఇߩओ కएࡅ ࢑పऱవం ఒక ݡ  
నలࠢ ࡓంߘ ݡంݟ అర࢙ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఒక ࡍߪ फ ࢑పऱవం అڷߘణంڴ ఉంܿం޴.
 pi pi ݡంࡓ ऱࡏࣃ అర࢙ ړݡంࡓ ࢑పऱవం నలࠢ ఒక ړఅర࢙ ݟంߘ ݡంࡓ నలࠢ ړߖހల ऴభమ ߤయݟࡔ ݡంࡓ 
ओߩఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕల ߤయݟࡔ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕల ߤయݟࡔ  pi ݡ
మనం ߘ ߤࡵ ఎ࡮ కھߘంܼ࠭ ఈ ఆ࡛ए కएࡅ   ఇకए డ ఉం޴, ఎం޶కం݄ ࠫߖషం ࡅ ޒۯకए  న gth 42ڜ 
ऴపశऒ ߝఅ ޴ంޔࡱ޶రం క޷ ఎంత ࡹలࢲࠫߖ  ࠫమघ ऒ࡯  అޜڷݡంڒ ޴బܽद ߘ࠭ ࠭࠲పܽ సऱࡹ ݭ࠼ 
నࣄ۫ ऱܿ࠻ ڴం޳ ܼޓ ࡽڵछ న ఆ࡛ए߄ఈ ऴప ڴణంڷߘఅ ړߖހఈ ऴభమ ࡌ  
కएࡅ  ߰డߘ࢓ కھߘనړߖݞ  ఈ ఆ࡛ए  ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  ऴభమణ ړߖހڝ సࠪనంڴ l 
ఉంܿం޴, ఈ సందరग ంࡹ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ఐ޶ ࣊ంܾࠬటర ऱ ఈ ࠫߖషం ޒۯ ߰డڕ࢓ సࠪనం 
ण܉ఉ ࡏࠬ ࠾ࡍऱ మࡏంܾࠬట࣊ ޶ऱ ఐࡏࣃ ࡛ࠂ ݋ం࠼ߦ  సࠪనం ړߖ޳నం ఒక߄బܽद సࠪڒ  pi ڴߩం࠼
ఇర࢙ ࡓంߘ ݡంݟ ఏړݡ సࠪన࠳న ߖ ఉప࣋ڵࡆफ, ࠬߖߖ޳ ࡏ ఒక ࠼ߦంࡏࣃ ڷࡱߕ ړ ݋ऱ ఇర࢙ ࡓంݡ pi
బܽद 22ڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕ ంܾࠬట࡛࣊  ޴ఇ ,ࡏంܼڕ޶అం ڕంܾࠬట࡛ ల࣊ ޶ऱ ఐࡏࣃ ݡఏ ݟంߘ
ఇ޴ ఒక  ࠬ࡮ۧ ࡹ 
మంړ޴ ఈ ࣊షࡅ ߤకए  ఉ޻भశङ ం మࡃࠓࡌ ࠾ࡍ ఇతర ࣊షࡱ ߤ 
ఇߩओ ఇపओ ࡏࠬ ࡹ ࠬ ݡ ऐࡏߝ ښܽ షओߖ ޒణࠫڝޒఈ ऴ ߝڕ p ߝڕࣆࡱޘ ంۨࡍڷ ంచడంࡍకނర߄ࣃ ߘफలޔ
పథङߝ ంతڜ ం తరగࡓ ࡱޔంݡ ऴڝޒణࠫޒ ఫంࣾڒ ࡱ ߤబܽद మనం మࢁऱ ࣌ߤ మڵࡍޒ ړ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍ revious 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍకނర߄ࣃ ڕల ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ ߖ࢐ܽ ऱࢀࢗ फࣃ  ڕమన ࡹ ݭ࠼బܽद ఈ సऱڒ ࠭
ఇకए డ ఉనऒ एࡍస ݋ߖ࠿ ޴ ࢐ङ ݋ߖ࠿ ఒక ޴ఇ ,ࡽ రࣃ बం కڵ࡯ ఉంܿంښ ߖ޵ ,޴ంऴదం ఈ ࠼ߦం݋ వదभ 
ఉంܿం޴.
 ఈ ऀޒజ సࠪంతర అࣿߖऒ  అࣾం అߖ మߘ࢓ࡱߖ ࠾ࡍ అࣾం అߧ ߖలవంݟ, ఇߩओ  x y pߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ
ఇకए డ ݋ߖ࠿ సࡍए ࡍఆڝ ࠾ࡍమ ߖ޵ ,ݟంచంށగࡍప ࡹ ࡽ नࡱ ݋ߝ వࡏసڴ మ࠾ࡍ ఉంܼ࠼ x y a b 
అర ߖ޵ బܽदڒ बం ఏࠫటం݄ ࠬࡏ ఈ ࠼ߦంړ ߖ ݋ ऴ߰ڡܐ द ࣋ۯफ  అࣾం అߩओ x ړ ݋ߖ࠿ ఒక ࢓ఈ ߰డ ݡ
సࠪనం ఇ޴ ఒక ݋ߖ࠿ మ࠾ࡍ ఈ ߰డ࢓ అࣾం ࠬద ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  ऴ߰ߤࣾܐ మ࠾ࡍ ఇ޴ y b 
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ڡߜక ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕల ݋ߖ࠿ द ޳ۯभ ం కߘక  మనం ߖ޵ऒ  o p 
फࣃ۫ బܽद ఇకएڒ ࠭ డ ఉనऒ ऒߖހڝ ఈ ࠾ࡍజం మࠜޒణ ऴڝ లంబ ޴  అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ ఇߩओ  x࠭࠲ ݡ
ఈ ఫంࣾߤ లߤ࣌ ߘ ఆࠆ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఆࠆ అߖ అࡍڒ߅కంߖ ڴరछ ۨంచࣄ ړߖݞదमంڴ ఉߕऒ  బܽद x x xڒ ࠭
కएࡅ ఇపओ ࡏࠬ ߤ࣌  ఉనऒ ڵ࡯క ښܽ ऒߕڕ࢓޶చ ڴ޶फ ࠭ం࣋۫ ࡏࠬ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޳   ఈ t  ࡏ
ऴࠜޒజం మ࠾ࡍ ఈ ࠉంࡅ ߘ࢓޶కए ङߙ݃߱ࣝ ߤ࣌  కएࡅ ࣒  ߰డڵ࠙ ޜ࢓ంచబݟన ړ op x b b 
సࠪనం అ޳ࡱߧ ߖभ ం, అޙ࠼ ఇ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए ङߙ݃߱ࣝ న ఈ޶నం࠼అ ࡽ  ޜ࢓డ߰ ݋ߖ࠿ ࣒
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए కएࡅ ݋ం࠼ߦ సࠪనం  ఈ ړ ఈ ߤ࣌  ࡍఆڝ  न݋ߝ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ x y p x 
కएࡅ  ߤ࣌ڜ 
మࢁऱ ݋ߖ࠿ ߰డ࢓ ఉనऒ ङߙ݃߱ࣝ  छ޳ ࣒ కएaࡅ బܽदڒ వలం ఒకښ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ࡌ x 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ߤ࣌ڜ ࡍఆڝ  नڕ ݋ߝ సࠪనం, ఇ޴ x 
ఇߩओ ఖۨऐ ݡ తంڴ ఉంߤ࣌ ࠭࠲  ޴ మߤ࣌ڜ ࠾ࡍ అߝ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ లߖ ߘరछ ऒߕफࣆۨ  ఈ x ࡏࠬ ,࠭
ఈ ߖజ࠳న ࡱ࢑వࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼, ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ప߅ࡍ మߖ ࠭࠲ ߘ ߤ࠳ݨ ࠾ࡍరछ ۨంచవలࣄ x 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఏߖ ߕ޼జ࠳న ࡱ࢑వڝࣆޓ ߘవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఈ ߤ࠳ݨ 
ఫంࣾࡓ ࡱ ߤంݢ మ࢐  ߤ࣌ ࠾ࡍసफవ సంఖङ ల సࠫڒ ޒబܽद ࢐ ߤ࠳ݨసफవ సంఖङ ల సࠫړޒ cos r r 
సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए ࡍఆڝ సంڝ ߕ޼సం ఏڝ సం ఈڝ ڕహరణ޳సం ఉڝ ߤఫంࣾ ߤ࣌  नڕ ݋ߝ x x x x y 
సࠪనం అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ ఇߩओ ࠪ ంۨࡍڷ ߅ࡍప ݡ ऱܼ .ం޳ంڕݡ
 
ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ఇߩओ फ ఇకए࣋ࠚరంߦऴ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔࡱ޶క ݋ం࠼ߦ  ࡵవ ݡ డ p thi s p p 
ఉంద࠴ ߖదట ޙࠉۮ, ఇకए డ ఉనऒ ओߩ ऒߕࣆ ݡ  p x ࡏࠬ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ
కޔࡱ޶నऒ ओߩ एࡍఈ స ݡ ߯ ࡽ  అపసవङ  x.޴फంࣆࠚరంߦరగడం ऴ߭ ࡹశ޴ 
  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇڜ ڼ࡮నڵࣃంచవ۪ऐ , త޳छ కएࡅ ࡏࠬ ࡌ నऒࠚ࢑   x x ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑ 
కएࡅ  ऴపࡱ࢑ ޒవ࢐ ࡏࠬ ڕసफړߖ࢐ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नڜ ߘ ݋ߝలవవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ऴపࠚ࢑ ޒనऒ  సం x y xڝ 
ࠬ వదभ ఉనऒ एࡍస ޴ ߯ ࡽ  ఒక ࠼ߦం݋ .
एࡍస ݋ߖ࠿   అకए ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡽ డ ߘంࡏࠬ ݟ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नߘ ݋ߝ కھߘనవ۪ऐ  మ࠾ࡍ x y 
అం޶వలऱ ࠬߖ ࡏజంڴ అ࡮ంܽ ఏࡅ ߕ޼కए నవ۪ऐھߘక ߘల ࣒ڒ ࠾ࡍమ ߤ࣌  , అޙ࠼ ۫డవలࣄన x 
࢑షయం ఏࠫటం݄ , ࡅకए  ఈ ࡱ࢑వ మࡅ ࠾ࡍకए  ఏ ࠼ߦంࡱ࢑ ߕڛ ݋వ  వృతफం ఒకܽ కం݄ b p p 
తڕए వڴ ఉంڒ , ࡯ݞరణం ఈ ࠉం࢓޶ వృతफం మ߯ߖ޳ ࠾ࡍ ఉండటం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࢐ङ రࣃ बం ఒక 
एڕకం݄ త ݋ߖ࠿ ఒక ݢంࡓ ࠾ࡍఈ మ ࠾ࡍబܽद మڒ సࠪనం ڕ ݋ߖ࠿ వڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ a b 
ऒߖ܉ࠜޒణ ऴڝ ఈ లంబ ڕహరణ޳ఉ  ࡏࠬ  ఇకए డ ۫డంࡏࠬ  ݟ ఈ ࡍߖ भషद ࠉంߘ࢓޶ ۫࣋फ ڒబܽद ఇ޴ p a 
సओ షदంڴ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ఇకए డ ఈ ࢐ङ రࣃ बం కం݄ తڕए వڴ ఉంࡏࠬ ,࡯ݞ b 
ऒߖ޵  ఇకए డ ऴ߰ڡܐ द ࣋ۯफ, ఇړ ޴ సࠪనం ڒబܽद అ࢐ ݞږ ޴ङ రࣃ बం కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ  b
࢐ङ రࣃ बం ఒక ڒ ݋ߖ࠿బܽद ఒక ࢑షయం ఖۨऐ తంۮ ڴపओ వ۪ऐ एڕఒకܽ కం݄ త ݢంࡓ , వڴ ఉం࡯ݞ, అ࢑ 
ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉండవ۪ऐ  ఇߩओ ओߩۮ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ఈ ,ڕహరణ޳ఉ ݡ  వ pڷఎ ޴బܽद ఇڒ ,ం޳ంڕ
సࡍహ޶भ ڒబܽद ఎలऱߩओ एڕత ݢ వڴ ఉం࡯ݞ  ఒకܽ కం݄ ఈ వృతफంߖࡹ ఏࠉ ߕ޼ంࡅ ࢓޶కए  అ߭ޒదभ x 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఈ ࠉంߘ࢓޶ ࠫంచڒ ޶బܽद ఇకए డ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न0 ࠪڒ 1 ݋ߝ.
एࡍబܽद సڒ  ߯ ࡽ  ఏࠉ ߕ޼ంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఉండږడ޶,x 
 అంښ޶ వృతफంߖࡹ ఏࠉ ߕ޼ంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ a  y 
ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ࠉంߕࣆ ࢓޶ऒ  ఒకܽ ڒబܽद ߤڒఆࡍ न݋ߝ ߯న ఉండږడ޳ࡶ ޶ ఈ ࡍߖ भషद y ah 
బܽद మనం ఇకएڒ ޶డږన ఉండ߯ ڕఖࡔ డ ఈ ࡔఖߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࡍఆڝ  ޶ࡶ బܽदڒ ࠭ न޳ࡶ ݋ߝ ah y 
 మనం b ڕహరణ޳ఉ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜߖ޳ఒక ߩ࢙ కࡖబܽद మڒ  బܽदڒ ޶న ఉండ߯ ߤࡷ ఈ ݋ం࠼ߦ
एڕల కం݄ ఎڶऴݟ ంࠢޛ ߖߖ޳ వߧޒ ڴओ మనం ఇకए ,ޙ డ ఒక ࠼ߦం݋ ఉందߩۮ ߖओ బܽद సओڒ ం޳ంڕ షदంڴq 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡏࠬ ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ ۫డవ۪ऐ  ऴపږޒల మ࠾ࡍ ఈ వృతफంߖࡹ ఏࠉ ߕ޼ంࡅ ࢓޶కए  x 

ࡍఆڝ नࡅ ݋ߝకए  అ߭ޒదभ ऴపږޒల ࡱ࢑వ ఏࠫటం݄, x 
మనం ࣄۯ ݋݄ࡖ, ఈ ࡍߖ भషद ࠉంڕࡏۯ ߘ࢓޶నऒ ओߩ ࡍఆڝ ߖ޵ ,ݡ न࠳ ݋ߝన࣒ వߕࣆ ࠪڒ ߤऒ  అ࠼నం޶న, 
ఏ࠼ߦ ߕ޼ంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఎڕए వڴ ఉం࠳  ࡯ݞన࣒ ఒకܽ కం݄ సࠪనం అ࢑ ޻ధంڝ ڴఆࡍ न݋ߝ x y 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݞږ వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠬࡏ ఈ ࣌ߤ మߤ࣌ڜ ࠾ࡍ ఫంࣾࡓ ߤంݟంܽ పߖ߅ࡍ ۫డగలࡏ 
 x b cos x  a ߤఫంࣾ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍమ ߤ࣌ బܽदڒ ࠾ࡍమ ߤ࣌ కం݄޶ఎం ߅ࡍంܽ పݟంࡓ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ
పऱ࣒ ݟంߘ ߤన࣒ వ࠳ ߅ࡍంܽ పݟంࡓ  వߤ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఈ ఫంࣾߤ లߖ ߘరछ ۨంۨన ߖڜऒ  ఇతర
లࣾࡱހ ఉߕऒ  బܽदڒ ࠼
మనం ఈ ఫంࣾࡱ ߤ సంతృߧफ పరచగల ߖڜऒ  లࣾހలߘ చࡍऐ ంచవ۪ऐ .
एࡍస ࠭࠲   k ڕ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ నࣄڶ ߘ ࡽ
అߖ ఇߩओ फޑసం ఒక వృڝ ࠬ ݡ ऒߖ फࣃڶ  ࡍఆڝ ޴బܽद ఇڒ ߘ न݋ߝ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ అࣾం x x y 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ లޜ మ࠾ࡍ  వࡏసڴ ఇ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ p x y a b x a 
ఈ ߰డ࢓ ఇ޴ ఇకए డ ఈ ࠼ߦం݋ అߩۮ ߖओ కएࡅ फ࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍం మ޳ంڕ ఈకछ ܘఈ ߤ࣌   b o a x ࡽ
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ܿ మ࣒ڒ ࠾ࡍ ఆࠆ ఇߩओ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ ݡ ࠭.b x a 
 ఈ లంబ ڝణ ऴࠜޒజం వదभ ఓߵ తࡌछ త ߯ޢగర࣒ ޳ࣄम ంతం ߘంݟ మనࣆࡱޘ ڕ ࣋ए छ  బܽद ఈ osڒ ࡛
घڻ࣊ ంࡅ ݋కए  ߰డ࢓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ ࣋ए छ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛  oaoa ap op oa ޴ߝఈ అ ݡ
ఖङ࠭ ࡮ۧ తపओ ޴న࠳  మࡖకܽ ޶ڒ.
ऒߕޔࠋۮ ࠭࠲  ࠭ అం݄ ఇߩओ ఒక ࣋ए ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ࣋ए छ  op ݋ߖ࠿ ޴కం݄ ఇ޶సࠪనం ఎం ړ ࡛
సࡍए తపओ ࣒ڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޳ఒక ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳బܽद ఈ ఒకڒ ࡽ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽदop a x 
మనڕ లࠚం࣒ڒ ޴ۯ ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఏߕ޼ ࣋ए छ ࡛ x d sin x sin x x sin x

࣋ए छ ࡛ ఎలऱߩओ ओߩఇ ޴ఉంܿం ڴఒకܽ ݢ  plu  s cos x x cos x ߤన࣒ వ࠳ ࡱफࡏڷ ࠾ࡍమ ࠭࠲ ݡ
మ࠾ࡍ పऱ࣒  వߤ మధङ  ఉంܼయ࠭࠲ ߖ ఇపओ ओߦۮ ښܽ  బܽदڒ ࠭
एࡍऱ ఈ సࢁమ ࡏࠬ ఇకए ߖ ࡽ డ 
एࡍపం సߦ ऒߕࣆ फࡏڷ फ࣋۫ ޜ ࡽ  అޔ࢓ం޴  ఈ వృతफంࠉ ߖࡹం࢓޶ల ڝఆࡍ नړ ݋ߝ సࠪనం ऴభమణx x y x 
ऒߕࣆ ߤࣄ బܽदڒ ణంڝ ࡍఆڝ అం݄ ڴథࠫకంߦసࠪనం అం݄ ऴ ړ नߕࣆ ݋ߝऒ  వడం ఏ x yڒ సࠪనం ړ
ऒߕంܿڕߘ࢐లڝࣆࡱޘ మనం ޾ంޔڷࡏజ ڕ࢓޶ంࠉ ࠭ .
एࡍస ࠾ࡍఈ వృతफం మ ࡏࠬ  ऒߖఅ ߖࡹ ࡽ फ, ఇకए࣋࡯ࢣࡍప ߘల ݋ం࠼ߦ  డ ڝఆࡍ नߕࣆ ݋ߝऒ ఉనऒ ڴ  y ݡంࡓ 
ऒߕఉ ࠲ऴతࠪ ࡱ ݋ం࠼ߦ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఒకܽ, ఇ޴ ఇߩओ ऒߕࣆ ఒక ݡ , ఈ ࠼ߦంڝ ړ ݋ణం ߕࣆऒ  x ړ
సࠪనం 
ࡍఆڝ  ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ नߕࣆ ݋ߝऒ  అ࠼న మࡖక ࠉంߕࣆ ࢓޶ऒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ऒߕࣆ ߤ࣌ ݡ  y x x 
అߝ పࢲࡍए రం 
ఈ ࠉం࢓޶ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ړరߖހऒ ࢐ङ ఈ ޳ࡶ  बࡌࣃ ऒߖ छ޳ ల ߤయݟࡔ ߯  छ޳ లڶऴݟ  ޳ࡶ ࡌ 180 ࡌ
పओޒ డం ޳छ తపओ ޴ఇ ,ࡏంܼڕࡏۯ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡌ .࢑పऱవం సగం ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ బܽदڒ  ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ޳ࡶ సࠪనం ړ ऒߕࣆ తంښసం ݡ ఖۨऐ ߖసࠪనం అ ړ తంڴ x x pi x 
फࣃ۫ ࠭, అޙ࠼ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾࡱ ߤ మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ఫంࣾࡱ ߤ మనం ڷ ߖణڒల ޳छ sin x cos x xࡌ
߭ంۨ޳ࡶ ߕ తڵ ठంۨࡱ࢑ ࢐ܽ ߕవ ߩనࡌవృతమޔ࢓ందݞږ ߖ మనం ऴగࣕంۧ࡯.
కएࡅ ݡంࡓ  ࡍߪ ఒక ࡱ ߤయݟࡔ ݡంࡓ  फ ࢑పऱړߖ࢐ అڷߘణంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఉ޳హరణڕ మనం pi pi 
ఈ ࠼ߦంߖ ݋ అߖ అڕߘం޳ం, ఇకए డ ڝఆࡍ नړ ݋ߝ సࠪనం అ࠼న ߦపం ఇߩओ  మనం ఈ p sin x y ݡ
ओߩޒ ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ फ࣋ۯ ߖߖ޳ంۨ ఒక࡯తర ࡹశ޴ మనం op x ڴࡱ޶బ ړ బܽद ఈڒ फ ऴభమణంࡍߪ ࠭ޑ
ఏ ڝణంࡹ ఉండߕޔࠓऒ ం అం݄ మనం ఇ࡮ంܽۯ ࢑యߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ఒక ࡍߪ फ ऴభమణం మ࠾ࡍ మࡖక x 
ओߩబܽद మనం ఇڒ फనऒࣆ۫ ݡ ప  ޶ڒ ణంڝ  ऱ࣒  x x pi ޴ۯమనం ऴగࣕం ߗڒ న࢑ࡕऱ సߘయݟࡔ ݡంࡓ 
ఏࠫటం݄ , ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ అڷߘణంڴ ఉంܼ࠼ ఎం޶కం݄  ప ऱ࣒  x piݞږ ࡱ ߤయݟࡔ ݀ 
మనం అ࠼ߦ ޻ంړ ݋ p
मࡌߖ ߖంܼ࠭ అڕࡏۯ ࠾ࡍమ ړ ݋ం࠼ߦ ޻బܽद మనం అڒ ంܼ࠭ڕࡏۯ ంచవ۪ऐࡍ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ x y 
ఖۨऐ తంڴ ఒ࢑ ښధంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡅకए పऱ࣒  ࠾ࡍమ ߤ࣌  కएࡅ ߯ ݀   x x ࡮ښఒ ߤ࣌ 
ఉంܼయߖ మ࠾ࡍ మనం  ప ऱ࣒ ప  ޳ࡶ ࡛ࠂ  ऱ࣒ झڡࣄ   కం݄ x pi x޶ఎం ޴ంޔڷࡏజ ޻फ అ࣋۫ ߖ߯ 
.޴ంޔڷࡏజ ޴ంచడం వలన ఇݟܔ
ࡍߪ వలం ఒకښ ࡱ ߤయݟࡔ ݡంࡓ   फ ࢑పऱవం ࠪऴత࠲ అߕޔ࢓ऒ ࡍߪ ఒక ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ फ ࢑పऱړߖ࢐ pi 
ओߩऱనࢀࢗ एࡍస ڴథࠫకంߦऴ ࠭࠲ ,޶ڒ ݡ ߯ ࡽ  ఒࠉ ښం࢓޶ వదभڕ వ ऐۧ మࡏࠬ ߖ ࠪరऐ  బܽदڒ ࡏࡶ
కएࡅ ڴరణం߄ࣃ  x ࠆఆ ߤ࣌ ߤ࣌ 

అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .x 
  ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڝసం పऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࡓంݟࡔ ݡయࡱ ߤ  మݞږ ړ ߤ࣌ڜ ࠾ࡍ ఇߖ ޻జం ࡅకए  k k pi x 
ప  ߤ࣌ڜ ऱ࣒ ప  ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤ࣌ڜ ݀  ऱ࣒ కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ڜ ࡛ࠂ   x pi x pi x ߤ࣌ڜ 
पࡌߪ ߕ޼ఏ ݞږ ంకం ڝసం  ప ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ࡓంړ ߤ࣌ڜ ݡ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇߩओ  k x k pi ࠭࠲ ݡ
ऴߦరంࠚంۨన ఈ సమసङ ऒߕޔࢂࢗ ڵࡍޒ ڕ కएࡅ ݟంߘ ߖ޵ ,࠭  సం xڝ తంښనడం ఏ సంھߘక ߘవలࡱ࢑ 

ऒߕࣆ ऒߕࣆ ܿߦ ޜ సࠪనం ړ క ఇతర x xߝఅ  ޴సࠪనం ఉంܿం ړ ࠾ࡍసࠪనం  మ ړ x x pi l 
పࢲࡍए ऒߕࣆ కం݄޶ఎం ࡱࡌ एࢲࡍన ప࠳సࠪన ړ రం ߕࣆऒ  ఒక x x pi ݞږ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
పࢲࡍए రం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ݞږ ڷࡱߕ ఈ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రం అޔ࢓ం޴ pi sin x 
ऒߕࣆ ంచవ۪ऐڵ࠭ ߖߖ޵ మనం ݟంߘ ߖ޳ బܽदڒ సࠪనం ړ  సంښతం ߕࣆऒ  x ߖఅ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ
కएࡅ ޴ߝఅ ޴फంࣆۨࣇ पࡌߪ  ంకం ށڷంړߖޑ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ࠬࡅ ࡏకए  ఏߕ޼ n pi pi 
पࡌߪ ంకం ށڷంߖޑऒ కएࡅ ణంڝ ఆ ,ࡏంܼڕࣆޓ   ۨ ऒࣔ ऒߖ ऒߕࣆ ڕࠬ ం݄ڕࣆޓ ࡏࠬ   న x࠳సࠪన ړ
వ۪ऐڒ బܽदڒ ޴फంࣆफ వࡏڷ   ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڒబܽद అ޴ ऴపږޒలంݞږ ڴ ఉండవ۪ऐ  kࡹޒబܽद ఈ తరగڒ 
కएࡅ ߖ޳ ࢑న޴చ ࡹ10 ݭڼऴ ࠬ ࡏࠬ ޴࢑న޴చ ࠭࠲ పథङߝ ڴभ޴ڜ  ం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ऴߦథࠫక ऴڝޒణࠫޒ 
షओߖ కएࡅ ࠾ࡍమ ߘफలޔ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍకނర߄ࣃ ڕల ߤఫంࣾ ޒణࠫڝޒऴ ݡంࡓ  फࣃ ࠭.x cos 

కएࡅ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ ల ࡅకए ऒߖڜ   ऴߦథࠫక లࣾހలߘ త޶పࡍ తరగࡹޒ  x 
చࡍऐ ంۧ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ఫంࣾߤ ల ࡅకए  మߖڜࡍऒ  లࣾހలڜ ޜన࠭ޑڷࣃ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత 
ऒߖࡍవంܽ మ ߤఇతర ఫంࣾ ࠾ࡍమ ࠆఆ ߤܼ  ఫంࣾߤ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭.x 
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