
ङ޳࢑  छࣃ ڕबలࡏ గతం, సంబంధం߯ ޴ޔ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం ڒబܽद ۨవరڴ మనం ఈߕޔࢂࢗ ړ܌ࡗऒ ࠭, 
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ సంࡹ ఫంࣾߤ ల ࡍڷంۨ మߖڜࡍऒ  ࢑ష࠻లߘ ۫డవలࣄ ఉంܿం࢐ܽ ,  ޴ లࣾހల వంܽ 
ࡍߖ भషद ࢐సफࡱ࢐ అࡱߧ ߖవబࡍڷ ࢐ܽ ݦంۨ ߖڜऒ  ࢐సफ࢐ల࠭ࢡ۫ ߘ.
  ఫంࣾనऱ ࡅకए  లࣾࡱހ ఎ࡮ ఉంܼ࠼ అ࢑ ఖండనࡱ మߖ࠿ ࠾ࡍయߤ లࡹ ఎ࡮ ऴపవࡍ फࣃफ  ܌ࡗ ఈ ࠼
మనం ڒంߧऱ࠱ంࡹ ݋ ఫంࣾߤ ఎ࡮ ऴపవࡍ फࣆफం޾ ఇߩओ  ࠬ ݡ
కएࡅ ࡏࠬ బܽदڒ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఉంద ߤఫంࣾ ڕవర ݋࣊ ݟంߘ ݋࣊ ݟంߘ  ఉపసࠫޒ అޙ࠼ x y x x 
కएࡅ  ఉపసࠫߖޒ కڵ࡯ ఉߕऒ ओߩఇ ޴ߝఅ ࡌ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄, ఈ ऴړంߖ࢐ܽ ޴ ప दܿڕనऒ ޴ߝఅ ߕ࠲జߖ ޴
మనం సరళ࠳నߖ޳ऒ भ޳۫  ం, ڒబܽद మనం ڕࡏڝనऒ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴ కएࡅ న࣒࠳ ޴న࠳  ఒక అం݄ x a f 

సࠪనతछ ޴ంړఈ ऴ ߝڴ࡮ న࣒࠳ ం ߖజࠪ fx FA 
ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  అర बం ڝࣆۯవړߖݞ ऴపయޒऒ ంۯ ࠭ంࡏࠬ ޶ ࠪङ f f ۯంށగࡍప ߖ ߤఫంࣾ ޳ࡶ ߵ
ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం ࠳ ޳ࡶన࣒ ߘ ࡛ࠂం࠳ ݟన࣒ ߘ ڷࡱߕంߘ ڷࡱߕ ݟంݟ వరࡌ࢑ ڕమం ࠳న࣒ 4 r 
 ڷࡱߕ ݟంߘ
వరڕ ࣋ए छ छ޳ న࠳సࠪన ړ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟన ఈ ఫంࣾ޳۫ ߖ ߤभ ం, ఇߩओ भ޳۫ ߘ ߤఈ ఫంࣾ ݡ ం x fx a  
ఓ߭ .4 ޴ంݟయబ࢘ࣄ࠮ ڴ 0 ߤ
 ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠬ࠳ ࡏన࣒ ࡅకए ऒߖڒరߪ   గమ࣋ߖफ అߕࣆ ޴ऒ దగ ړ ठర࠳ ڴన࣒ ړڷࡱߕ x a in x 
దగ ठరڴ ఉంܿం޴ మߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ ۫࣋फ ఇ޴ సڴࡍठ ऒߕࣆ  దగ ړ ठరڴ ఉంܿంࡅ ޴కए  పదࣔ࢑ࠈ ࡏ ఎࠆ fx a 
ఓ߭ ऒߕࣆ ߤ దగ ړࡏపదࣔ ݟంߘ  ठరڴ ఉం࠳ ࡏࠬ ,޴న࣒ ఎߖ ࠆ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࠬ వదभ ఇߩओ  fx  ޴తफం ఉం࠴ ݡ
ऒߕࣆ దగ ړ ठరࡓ ڴంߘ ݡంݟ పదࣔࡏ వరڕ దగ ठరڴ మనం ఇకए డ గమߖంۨన ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࠳న࣒ fx 
కएࡅ న࣒࠳ ߹ ठڴࡍస ࡹ   ఉంܿంߝ޵ ޴ऒ  మనం ఇߩओ छ޳ హరణ޳ఈ ఉ ݡ x f ޴ంړంۧ࠭, ఈ ऴߖగమ ࡌ a 
ऴపశऒ  ఇ޴ ఎలऱߩओ ऒߖజం  అߖ ݢ  ఫంࣾڒ ߤబܽद ఈ ࠳న࣒ ఎ࠳ ࡹ ࠆన࣒ ఎࡹ ࠆ ఉంܿంߘ ,޴ంݟ f fx x xy 
ఏߕ޼ ఫంࣾڝ ߤసం ړߖ܉ߖ సࠪ߄నం అڒ ߘ࢓బܽद ఈ అ࠳ ޴ߝన࣒ ߹ۮ ړం޴నదߖ f y fx 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ भ޳ ం, ఇۮ ړ ޴ం޴నదࣆۨࣇ ߖफంࣆۯ ߗڒ ޴फం޴  ఇߩओ కएࡅ ݡ y fx ړ  y f f 
మన దగ ,޶ڒ ޴న޴ంۮ ठర ఉనऒ కएࡅ ޴ కएࡅ ందړ ࡹ   ۨऴతం, అ޴ x f y  f x 
ङڒ కएࡅ ࡽటߧ ओߩఅం݄ ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߝంటࢗ ߖఉంద ߕ࠼సం ఒక అߗక ࡹలకం࠮   x x y fx ݡ
కएࡅ ߩ࢙ࡗమ , ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ  ఒక y f f ޴फంࣆۨࣇ ߝంటࢗ ߖదࡶ ޵ఏ ࡹߖ޳ ,޶ڒ ޴న޴ంۮ ړ 
ङڒ ߖ లకం࠮  a y a x x న࢑޴ంۮ ړ ࡱ ݋ం࠱ ݋द࣋ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ అం݄ ݟయంۯ ߵ
అڒ ޙ࠼ङ మన దగ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޶ڒ ޴న޴ంۮ ړ ࡽటߧ ठర ఉనऒ ङڒ ޴ కएࡅ ࡽటߧ  ऒx xߖڒల࠮ 
ఉతओ కएࡅ న࣒࠳ ऴతంۨ ߖ޵ ޶ڒ ޴అ ,࠭ࣃۯ फޒ  a yfx x f ,޴న޴ంۮ ړ 
అం޶వలన ࠳న࣒ ࡅకए ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ߤࠀ న࣒࠳  ఉనऒ ڵ࡯మనం ఖండన క ݡ  fx FA f x f f 
भ޳۫ ߘల࠻࢑ష ݡంࡓ ం b 
ఖండన ࡅకए  f f b fx ࡹ ࠆన࣒ ఎ࠳ ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ  ޴ఉం ࡹ 

गࡌఅం݄ ఈ సంద ޴ߖࡶ ڕ ߤఫంࣾ ޴అ ,޴ఉం ࡹ ࠆన࣒ ఎ࠳ లࡹ సࠪనతछ ం సࡕన޳ࡶ ޴ మనڕ ఏ޴ x 
ఎڕए వ ࡯࢐ڒ అం݄ సࠪనతछ ం ࢐సफవంڴ ఉం۪ޔం޴.
ఉనऒ ڴహరణ޳ఉ ࠭࠲   ఉ޳హరణߘ ۫డం࠭࠲  ݟ కڵ࡯ ఉనऒ  e 
ఉనऒ ڕవర ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳  ࠪङ ए࣋ ۃంߧ छ छ޳ న࠳సࠪన ڕ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟన޴, r x fx 
ఇ޴ ࣋ए छ ఉనऒ ڵ࡯క ߖ న࠳సࠪన ڕ ࡛  ఫంࣾߤ,  అࡏࠬ ޙ࠼ ఈ ఫంࣾߖ ߤ గమߖంۨనటऱޙ࠼ ఇంࡹ޶x fx f
ఏࠫ ࡓ  ޶ࡶంݡ సࠪన࠳న ࠳న࣒ ࡅకए  ఎࡓ ړ ࠆంݡ సࠪనం ࢐ ڷࡱߕసफړߖ࢐ మన࠳ ڕన࣒ ړ x
సࠪన࠳న ఎࠆ ఎڡझ  అం݄ ఏࠫܽ, అ޴ మన వదभ ఉనऒ ࡍऴపవ ࡹޒబܽद ఈ పదमڒ ޴ फంచߖ ఫంࣾ޳۫ ߖ ߤभ ం ڒబܽद 
మనం ऴߦరం޳ࠚभ ం  ߖ߸ݥష࠭࠲ ޜ ߤ ఫంࣾࣆ۫ ߖ ߤफߕऒ  లకం࠮ ߕ޼ఏ ߖࡹ ߤ࠳ݨ ࡹ ߤ࠳ ݭڝ ࡏࠬ ,࠭
కएࡅ  ఇܘ࠲ అ࠼న ఎ࠱࡯ంߘ ݋ కھߘనऒ ओߩ కएࡅ లకం࠮ बరࣄ ఏࠫటం݄, ఆ ޴న࠳అవసర ڕࠪ ,ݡ  
ۨऴతం ఉనऒ  ఏڛక ࠮లకం.
 బܽद మనంڒ  

भ޳ऴ࢐ ڕవర ݟంߘ ం ڒబܽद ఒకܽ ޳ࡶ ఇంߤࣾܐ ఒకܽ ࡅ ޳ࡶకए కएࡅ ݡంࡓ  x y fs fs x f x f ړ 
సࠪనం అࢗ ޙ࠼ంటߝ ఒకܽ అࣆۨࣇ ߖफం޴, అߩओ ए࣋ ڴఒకܽ ߘ ߤఅܿవంܽ ఫంࣾ ݡ फࣃۯ ࡽ ࠭x x two 
ړܐఇం ޳ࡶ द࢟  మనం ࠭ߘపܽߖ ۫࣋फ ఒక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం  ఉ޳హరణ ࣋ए छ  s fx x f ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡛
ఒకए ओߩఇ ,޶ڒ ఒకܽ ޴ఇ ޴ంۨనߖమనం గమ ,޶ڒ ܽ भ޳۫ హరణ޳క ఉࡖమ ݡ ం, ఇߩओ ङږ ݡ  x ړ ࠗ
సࠪన࠳న ఇۨऐ న ߘంݟ వరڕ ఫంࣾ޳۫  ߖ ߤभ ం.fx r r 
  వߤ వߤ ఫంࣾߤ ఇߩओ  f x f x x ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ړ޴ంతమంڜ ,ం޳ߩ۫ ߖఒకܽ అ ޴ߝమనం అ ݡ
రछߖ ޙ࠼సࠪనం అ ړݡంࡓ సంڝ చనం ऴపڒరం ఒక ږङ  f x f x x  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړݡంࡓ ࠗ
ङږ ࠗ ఇߩओ ङږ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݡ ङږ ఒక ڕం݄ మనڕࣆޓ ߘల ݋ࡐ ࠗ ࠗ ఉం޴ x 
ङږ ߖ޳ ङږ ݡంࡓ ݋ࡐ ࠗ కएࡅ ࠗ ङږ  ओߩఇ ݋ࡐ ࠗ ङږ ఒక ݡ ङږ ߖ޳ ࠗ  ఒకܽ x x x ڕࠬ ݋ࡐ ࠗ
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ మࡖక ࢙࠭࠲ ߩ ఇࣃफ ङږ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ݡంࡓ  ࠭ కएࡅ ࠗ  x x 
ङږ ఒకܽ ఇకए ޴ߝబܽद అڒ ݡంࡓ ݋ࡐ ࠗ డ అడڴలߝڕߘ సహజ࠳న ऴపశऒ  x f y ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ 
ఒకए ܽ ࣋ए छ ऒߕఉ ڷࡱߕ ڕࠬ ڕహరణ޳भ ఉ޶వڝࣆޓ ݋ࡐ ࡛ కएࡅ ڷࡱߕ  ࠭ࡶڝࣆޓ ڕ޶ఎం ࠼  
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వర ठ࠮లం ఆ߯ ఫంࣾߤ ఒకܽ అۮ ߖపओ ంࡏࠬ ߗڒ ݟ అࡅ ڷࡱߕ  ޙ࠼కए  వర ठ࠮లం అڕࠬ ޙ࠼ ta 
ऒߕఉ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ఒకܽ పऱ࣒ ࠼  ݀ మ࠾ࡍ మࡖకܽ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠬࡅ ڷࡱߕ ڕకए  ݡంࡓ 
వర ठࡱ࡮࠮ ఉߕऒ ఆ సందరग ,޶ڒ ఒకܽ ߤబܽद ఫంࣾڒ ࠼ ంࡹ మࡖక ఉ޳హరణ సࠪనం ۫޳भ ం 1 2 3 4 x 
మ5 ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ం , y޳ంڕఎం۪ ߖఅ ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍమ ݡఏ ࡏఆ ޶ఐ ڷࡱߕ ݡ࠮ ߖ మనం ݡ
ఇߩओ भ޳࡯ࢣࡍప ڕవర ݟంߘ ߖ ߤఈ ఫంࣾ ݡ ం, ߖߖ޳ ఈకछ ప  ܿ ࡽ ऱ࣒  వࡎࣃ ߤ  ప ऱ࣒  ݀ f x y fx x x 
రछߖ ۨంచంݟ.

 ప ऱ࣒  ݀ ఇߩओ ऒߖ޵ ݡ  ۨऴత࠳న పదमۨࣇ ࡹޒంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ   x 
మ࠾ࡍ ఐڷࡱߕ ݡ࠮ ޶ ఐ޶ ఆࡏ ఏݡ మ࠾ࡍ ఎڕࠬ ޴ࠫߖ ఇߩओ ऒߕఉ ࡱ࠻࢑ష ఈ ݡ  ఒకܽ , ࠼
ङࠪ ڴݡంࡓ ݡ࠮ ङࠪ ڴݡ࠮ ڷࡱߕ ޴నݟయబۯ ߵ ङࠪ ڴڷࡱߕ ޶ఐ ޴ంݟయబۯ ߵ  ޴ంݟయబۯ ߵ
ఆړࡏ ࠪङ ङࠪ ړݡఏ ޶ఐ ڕవరۨ ࠾ࡍమ ޴ంݟయబۯ ߵ ఇకए ޴ంݟయబۯ ߵ ఉనऒ ࡹ߅ࡍప 6 5 4 3 ࡏࠬ ݦ  
ऴప࠮ ޒలకం ఒక ऴపޙङ క࠳న ऴߨ ఇߖ ܘ࠲ కڵ࡯ ఉనऒ ऱܿ ࠬࡏ గమߖంచవ۪ऐ కएࡅ ݡ࠮ బܽदڒ ,  ऴݭ࠲ߨ 
ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ మ࠾ࡍ అకए డ ఉంܿం޴.

ऐۯఇ ߖ కएࡅ   ఇతర ࠮లకం ޶ڒ ఈ ఎߘ ݡ࠮ ࡹ ࠆంݟ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ నࡓ ړࡍڷࡱంݡ   r x 
ࠪऴత࠲ ऴߨ ఇܘ࠲ మ࠾ࡍ ఐݡ࠮ ړ޶ ࠪऴత࠲ ऴݭ࠲ߨ ఆࡏࠂ ࡏऱ ࠪऴత࠲ ऴݭ࠲ߨ మ࠾ࡍ ఏݡ ఐڝ ޶సం 
ࠪऴత࠲ ऴߨ ఇڒ ܘ࠲బܽद ఇంࡹ޶ ఒకܽ f 
ఈ రక࠳న ఉ޳హరణల ࢑షయంࡹ , పࣄࡍबߖޒ ۨऴతపరం࢑ ڴవࡍంచడం ࣆలభం అ࠼నߩओ  ߯ߖ޳ ࡏࠬ , ݡ
ఒక ۨڣࡔऴߖޑऒ ओߩయడం ఎలऱڶ  ధङߖޒߦన ۨऴత ऴ࠳ఈ రక ޳ࡶ ऴతంۨڣࡔ కం݄޶ఎం ,޴మంۨ ݢ ం ఒక 
ఫంࣾߤ ఒకܽ ޳ڒ అߖ అర बం ڝࣆۯవడంڕࠪ ࡹ సࣔయపޔݡం޴.
ओߩఇ ޳ࡶ  भ޳۫ ߘక ࠙వనࡖమనం మ ݡ ం   , ࡅకए  సహ ߤ࠳ݨ ࠬ పړ߅ࡍ సࠪన࠳నߩओ డ࡮ऱ  f f f 
కएࡅ  సహ ߤࠫݨ పړ߅ࡍ సࠪనం అߘ ޙ࠼ంݟ వరڕ ఫంࣾߤ ఆ޳ࡶ ߤ సࡓ णړ द࢟ పओۮ ڴ  బޔݡం޴.f x y f 
 అܿవంܽ ఫంࣾ޳ࡶ ڴࠈ ߤ సࡓ णړ द࢟  అۮ ߖపओ ంݟ, ఇߩओ  r ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ మనం ݡ
వరڕ ఉనऒ  అ޻ ఫంࣾ޳۫ ߖ ߤभ ం 

࣋ए छ छ޳ న࠳సࠪన ڕ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟన ऴపశऒ  మ࠾ࡍ ఇߩओ ߯ ߤఫంࣾ ݡ  ఉంߖ޵ ࡏࠬ  ޴ऒ  ۫࣋फ , x fx f 
సహ ۯయంݟ  ఈ సందరग ంࡅ ࡹకए  ऴప߄న ࠙గం ښవలం 0 ߘం16 ݟ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘ 0 ߘߝంݟ f 
16 మధङ ऒߖڒల࠮ ߖࡶ   ఎం۪ڕం݄ ߘߝ ޳ࡶ ఏߕ޼ ऴపږޒల࠳న ࠮లߖڒऒ  ఎం۪ڕం݄ 16 ߘߝ ޳ࡶ 
కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ  ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ  x ࡹړߖఒక ఉ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ ం݄ڕఎం۪ ߘ
࢐సफవ సంఖङ ఆ ڕߕ అం݄ ޶ࡶ ठڴࡍస ߘ  ఇࣆफంڒ  ޴బܽद కం݄ తڕए వ ఉం݄ ߕࣆ ߖߖ޳ऒ  కం݄ fx y y 
కం݄ తڕए వ 16 ޳ࡶ కం݄ y 
ఎڕए వ అߖ ऴ࢐యߖవछ ంݟ.
 x ޵ఏ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ కߧకం݄ మన ఎం޶న ఎం࠳సࠪన ړ అం݄ ޶ࡶ  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ పదࣔࡏ కం݄ ߭దभ޴ y fx y y 
ओߩబܽद ఇڒ भ޳ۯ హరణ޳క ఉࡖబܽद మనం మڒ ޶ࡶ ݡ ం ۫޳भ ం  ఇ޴ f 
ऒߕࣆ  ఒకܽ ߘంݟ వరڕ ఉనऒ ऒߕࣆ ڕవర ݟంߘ మంࡌ࢑   ఒకܽ ߘంݟ అనంతం ߘంߕࣆ ݟऒ  r r ࠪڒ 
అనంతం ߘంߕࣆ ݟऒ छ޳ ࠭޳ం࢓ ڴ ओߩసࠪనం ఇ ޜߖ޳ఒక ࡌ ܿ ߤఆ ޴ఇ ݡ  ఫంࣾ݋ࡵ ߤ fx x y 
ऒߕࣆ ओߩబܽद ఇڒ  ߤ࠳ݨ సహ ࠪ ޴బܽद ఇڒ ޴న޴ంۮ ړߖޑఅనం ࠪڒ   లకం࠮ ݟంߘ ߤ࠳ݨ ڝ మనం ݡ

ऒߕࣆ ం޳ంڕఎం۪ ߖ औߖఇ ࠪڒ  ऒߖڒల࠮ ݟంߘ ܾߖ  ఉతओ ऒyߖ޵ బܽद మనంڒ అం݄ ࡯࠻ۯ फޒ x fx y 
ఎం۪ڕనऒ   తࡌछ త ఈ అనంత࠳న ࡌ࢑మంࡹ ఓ߭ ఓ߭ ࡗ܋ ߤ औߖఇ ߤ న x y࠳సࠪన ړ అం݄ ,޴ఉం ࡹܾߖ fx

ఇߩओ ఉతओ ࡮ఎ ߖ ఈ ݡ ఉతओ ࡮ఎ ߖ ఈ ࡯࠻ۯ फޒ ओߩఇ ࡹ࠻ۯ फޒ y ݡ x
छ޳ ం అం݄޳ంڕߘన అ࠳సࠪన ړ ఇవछ ڕమన ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓అ ߕ ఒకܽ ࡌ బݟన޴ ఈ y fx x y y 

छ޳ 1 ݟంڝఎం۪ ߖ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࠑ 1 ߖ ߝంటࢗ బܽदڒ x    ݟంڝసࠪనం ఎం۪ ړ1 ߖ ޳ࡶ ࡌ y x y x
బܽद , ఓ߭ڒ छࡓఇంట ߤ औߖఇ ࠪڒ 0 ࡽ ఓ߭ ݟంߘ ܾߖ छࡓఇంట ߤ औߖఇ ࠪڒ 0 ࡽ छ޳ 1 ڕవర ܾߖ x ړ ࡌ
సࠪన࠳న ఫంࣾߤ అ޴ߝ ఆߤ ܿ  ఫంࣾߤ అߖ ఇߩओ కएࡅ ల ߤంۨన ఫంࣾߧ۫ మనం ݡ  మࡖక ࠭ఖङ  న fx࠳
࠙వన޳۫ ߘभ ం.
  ఫంࣾనऱ ࡏږओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘల ߤఫంࣾ ݡంࡓ ڕవర ݟంߘ ࡏࠬ  రߖ అڕߘం޳ం  ߘంݟ వరڕ ఒకx y y z 
ఫంࣾڒ ߤబܽद ߘంߘ ݟంݟ వరڕ మߘ ࠾ࡍంݟ వరࡓ ڕంݡ ఫంࣾࡱ ߤ ఇవछ బݞन  g f x y g z ࠼

కएࡅ నݟంచబۨࣇ ࠾ࡍన మݟږ ޜ ओࡏږ   ऴړం࢑ ޴ధంߖ ڴరछ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ , f f g g 
ऴށࠪߦక ऴభమߖހऒ  ఉపࣆڵࡆफం޴ ఇߤ࠳ݨ ޴.f 
  ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ఉంܿం޴ మࡅ ߖ޳ ࠾ࡍకए  గ޳ ݭڝ ߖछ ఇవछ ࡌ బޔݡంړ ޜ ,޴ సࠪన࠳న x z f x g

ओߩఇ ,޴ంݟయబۯ ܘకం߱ ޜ ओࡏږ ఫంࣾనऱ ݡ ऒߖڜ సంڝ   ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.fx
࣋ए छ छ޳ న࠳సࠪన ړ ࡛ ఇవछ ڕవర ݟంߘ ࡌ బޔݡం޴ మږ ࠾ࡍङ  న  x fx r r x gx࠳సࠪన ڕ ࠗ

छ޳ ఇవछ ࡌ బݟన ߘంݟ వరڕ మࡖక ఫంࣾߤ ఇవछ బޔݡంږ  ޴ङ కएࡅ ࠗ छ޳  ఇవछ ࡌ బݟన r r x f gx, 
ఇږ ޴ङ తफం ࣋ए࠴ ࠗ छ ࡛ అޔ࢓ం޴ , ఇ޴ సڴࡍठ  పవ࡛ ڡࣄझ  అޔ࢓ం޴, మࡏࠬ ߩ࢙ࡗ వదभ ޜ కం߱ܘ x x f f
కएࡅ ޴फ, ఇ࣋۫ ߖ నࣄۯ  అం݄ ړ సࠪనం  చޔరऴసం ࣋ए छ ङږ తफం࠴ ࡛ g ޴సࠪనం, ఇ ړ ࠗ fx g x x x 
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పవ࡛ ڡࣄझ ఈ సందరग ࡏࠬ  ంࡹ గమߖంచవ۪ऐ సࠪనం, t  g ړ నݟږ ޜ ޴ߝన అݟږ ޜ  hat f f g 
ఇߩओ छ޳ ڕవర ݟంߘ ࡏࠬ ݡ ఇۨऐ ࡌ న ߘంݟ వరڕ ఉనऒ  మࡗ ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం r r fx r r 

మߘ ࠾ࡍంݟ వరڕ ఇۨऐ న ࣋ए छ ओߩసࠪనం ఇ ړ ࡛ ऒޒమనం ऴపయ ݡ भ޳ ం  ఎޜ ࠆ కం߱ܘ x g r r gx x 
ए࣋ ޴ఇ ,޴फంࣆۯ ܘకం߱ ࠆవదभ ఎ ߖ ࠆన ఎࣄۯ ܘకం߱ ޜ ࠆఎ ࠾ࡍమ ࠆన ఎࣄۯ छ కएࡅ ࡛  ఎࠆ x x 
అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ఎࠆ అޔ࢓ం޴,  మߩ࢙ࡗ ࣋ए छ ङߪకం ߖ܊ నࣄۯ ܘకం߱ ޜ ࡛  x x ړߖݞయۯ ݋
ऴపయޒऒ भ޳ ం.

ఇߩओ న  f frtxݟయబۯ ܘకం߱ ޜ ݡ
కएࡅ  అޔ࢓ం޴, ఇࡅ ޴కए ए࣋ ߤ࣌ ޴సࠪనం, ఇ ړ  छ బܽद ఈ g fx g g sin x xڒ సࠪనం ړ ࡛

సందరग ంࡹ మనం గమߖంۨన޴ ఏࠫటం݄ ޜ కం߱ࣄۯ ܘన కం߱ޜ ܘ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद  ڒబܽद f g f g
కం߱܊షߘ ߤ కంߪङ ఖङ࠭ ࡮ۧ ऴకమం ࣋ۯ ܘమనం కం߱ ړߖݞయۯ ݋ ङ࠮క ߤష܊బܽद కం߱ڒ ޴న࠳  ݋
యక߱వ۪ऐۯ , ఈ ఉ޳హరణ ߘంݟ మనం గమߖంۨనޜ ޴ కం߱ۯ ܘయబݟనޜ ޴ సࠪనంڴ f f
ఉండక߱వ۪ऐ , 
మనం మࡖక޳۫ ߖߖ޳भ ం ఉ޳హరణ 
1 2 3 4 మړ5 ࠾ࡍ సࠪన࠳న ఒక ߄ࣃరణ ఉ޳హరణ޳۫ ߘभ ం మ30 ࠾ࡍ b 0 1 4 9 10 16 20 25 
మ࠾ࡍ ఎࠫޛ ޴ࠫߖघ ऒߜప ݡంڜపద ޴ప ޴ ంݡ పߜऒ ంݡ పߜऒ ంݡ ప޳ऒ  c 0 1 2 3 4 5 6 7 ڷࡱ
ప޳ऒ ओߩఇ ڕవర ڷࡱ  ݡ

కएࡅ ݟంߘ  ఇۨऐ న ఫంࣾ޳۫ ߖ ߤभ ం ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए छ޳   f a f b g g ࡌ
ఇۨऐ న ߘంݟ వరࡅ ڕకए  వర ठ࠮లంڴ అޙ࠼, b c b b 
అ޴ ఒక ఖۨऐ త࠳న ࣋ए छ ࡛ అ࠼నߩओ డ࡮ऱ  అࡅ ޴కए రछߖ ڴలం࠮  ۨంచంࡶ ,ݟక߱ڒ ޙక߱ޙ b b a b 
छ޳ छ޳ 2 ࡌ రछߖ ࡌ ۨంచంݟ పࡓऔ ڡ द చޔరऴసం ఒక ఖۨऐ త࠳న చޔరऴసం అڴ ݋ࡐ ߖߖ޳ ޙ࠼ b
రछߖ ۨంచంݟ, అ޴ ఖۨऐ త࠳న చޔరऴసం ڒక߱޳ ߖߖ޳ ޙछ छ޳ 2 ࡌ రछߖ ࡌ ۨంచంݟ.b 
 ఇߩओ ओࡏږ ఫంࣾనऱ ݡంࡓ ఈ ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞంచ࡯ࢣࡍప ߘ भ޳ ం.

ओߩఇ ݟంߘ ఉనऒ ڕవర ݡ  ఫంࣾޜ ,ڴ ߤ కం߱ۯ ܘయబݟన అߖ ऴࣃ࢐भ ࠭, ఇࡅ ޴కए   f a c g f g a g 
కएࡅ ఇవछ ڴ  బޔݡం޴, అޙ࠼ ఒక చޔరऴసం ఎలऱߩओ ఖۨऐ ݢ త࠳న పߪࡍరप చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴  g 
కएࡅ ࢑ࠈ ڕߕ  వర ठߖ࡮࠮ऒ  ఇవछ ऒߕޔࠓ వర ,ߘ ठ࠮లం ఎంߧక ږߘࣃల వర ठ࠮లం ࠪऴతڒ ࠲బܽद ࠬࡏ 
ఏࠫ ࣃۯफ ఒక ࣋ए ޴ߝఅ ޴ఉంܿం ڵ࡯క  ࡏ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం, ఇ޴ వదभ ޜ కం߱ۯ ܘయబݟన సڴࡍठ  a f g 
ఉంܿంࡏࠬ , ޴ అߝ ఫంࣾߖ ߤ ۫࣋फ, అړ ࡮ۧ ޴ ऱషद࠳న ఫంࣾڴ ߤ కࣆߧߖफం޴, అ޴ ఒక ࡱ࢑వߘ g 
ऒߖڜ ڕࠬ ޴ఇ  ޴అ ޳ࡶ ޴ంܿంڕࣆޓ కएࡅ ంటऱ వదभ࠼ߦ   వర ठߖ࡮࠮ऒ  b ࠾ࡍమ ޴ంޜࢂࢗڕࣆޓ 
మࡖక ࠼ߦంߖڜ ࡹ ݋ऒ छ޳  ࡹ ݋࣊ ల ݋ం࠼ߦ  ړ ࡮ۧ ޴ఇ , ޴ంܿంڕࣆޓ ߖࠉ ࡌ ऱషदంڴ ఉంܿం2 ߗڒ ,޴
ओࡏږ ࡏࠬ ऒߖڜ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసరళం ࡮ۧ ޴फ అ࣋۫ ߘ సओ ࡮ۧ ߘల࠻࢑ష ߤష܊ऱ  కం߱ࡏࣃ షदంڴ 
నऒڕࡏڝ బܽद మనంڒ ,޴फంࣆۯ ࡎవ ߖߖ޳ ठకࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद మనం ࢐సफړߖ࢐ ఈ ऴړం޴ f 
ఖండన ޜ ऴߦరంࠚంۧ࠭ ࡅకए  ఖండన ࡹ ఉంܿం޴, ఆ ఉ޳హరణల ߘంݟ మనం ۫ࣄన ޜߖ޳ f b f f 
ऴߦరంࠚంۧ࠭.

అ޴ߝ ఒకܽ ޳ڒ అ޴ߝ ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄, అ޴ߝ ఒకܽ అڕߘం޳ం, అߖ ޴జߕ࠲, ఖండన  f f b b
కएࡅ  ఖండన ړ సࠪనం, ړߖ܉ߖ ఈ ऴړం޴ ࣋द࠱ ݋ంࡱ ݋ మన ࣋द࠱ ݋ంࡱ ݋ ఏࠫܽ సࠪనం  f f fir st 
ఒకܽ ఖండన ࡅకए  సࠪనం ఖండన ࡓండవ޴ ఒకܽ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఏࡓ ߕ޼ంݡ b faf f fbe fs 
అసమघ అవङ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ޴డవ࠮ ࠾ࡍఒకܽ మ ڕల ݋࣊ ޒ క फంڴ ఉంܼ࠴ , ࠼దܽ޴ ఒక a bfa fb 
ఖండన ࡅకए  అࡅ ޴ߝకए కएࡅ సࠪనం ړ  f, b a f ݡంࡓ ߕ޼ఏ ޴ߝండవ ఖండన అࡓ  b f f 
అసమघ కएࡅ ࠾ࡍమ ࠾ࡍఒకܽ మ ޔడవ వం࠮ ڕల ݋࣊ ޒ కएࡅ   అసమघ ऒߕఉ ߝڴࠈ ޒ  a b b b ࠼
ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ߘఈ ऴపకటన ݡ भ޳ ం ఇߩओ  ߖఒకܽ అ ޴फంࣆۨࣇ ݡంࡓ ఈ ఒకܽ ݡ
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ भ޳ ం ڒబܽद అ޴ߝ ఒకܽ అߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद f 
ఖండన ࡅకए  b 

ఖండన ڕݡږ ޜ ࡹనऒ దߖ మనࣄ࡯ޘ ڕన ޜߖ޳ ऴߦరం޳ࠚभ ం, ڒబܽद మనం ߧࡐߖంۧ࡯झ ం޴ మࡖక f f b
࢑ధంۯ ڴరऐ డం అࡅ ޴ߝకए నऒڕݡږ ޜ   ఖండన ఖండన ࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࢑ధంڴ f b f f b
࠭ంࡿࢗ ڕ޶भ ం ఖండన ࡅకए నऒڕݡږ ޜ  కएࡅ ޴ߝఅ ޴ఇ ,޴ y f b ࠾ࡍమ ߖనద޴ంۮ ړ  y a f y 
అࡅ ޴ߝకए b f.޴फంࣆۨࣇ ߝంటࢗ ߖనద޴ంۮ ړ 
 ఇߩओ కएࡅ ޴ߝఅ ݡ y a f ,޴న޴ంۮ ړ 

అ࠮ ߝలకం ఉందࣆۨࣇ ߖफంڒ  ޴ङ కएࡅ ڴ࢑ధం ޻అం݄ అ ࡽటߧ  a in a y y f ࡹపంࡐ 
ఉంܿం޴, ఇࢗ ޴ంటڒ ߝङ కएࡅ ޴ߝఅం݄ అ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఉంద ࡹ ࡽటߧ b ࡹపంࡐ పంࡐ  b y b f 
ఉం޴, ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ .޴లకం ఉం࠮ ఒక ڕఅం݄ మన ޴

అۮ ړߖߦࡐ ޴ߝం޴నదߖ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనࡹ ڕ ఒక ࠮లకం ఉంܿం޴, అం݄ అ޴ߝ   y a b y 
బܽद మన దగڒ సࠪనం ړ ݞږ ޴న ఏࠫܽ , అ࠳సࠪన ړ ڕబܽद మనڒ ޴న޴ంۮ ړߖߦࡐ ठర b y FA fb

ఉనऒ కएࡅ ޴ కएࡅ న࠳సࠪన ړ  రछߖ  చనం 1 1 ړ సࠪన࠳న ړ సࠪనం అ࠼నం޶న అ޴ߝ f f f fa fb f 
ఒక ఖండనڕ సࠪన࠳న ࣆۨࣇ ߖफం޴.b 
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 ఉ޳హరణڕ ࣋ए छ వ࡛झࡍ బܽद మనంڒ ޶ࡶ ఒకܽ ޴ంۨనߧࡹ ޴న ఇ࠳సࠪన ړ ࡛  అసࠪనతߘ x fx 
 బܽद అం݄ y fxڒ ࠭ࡶంచߧࡐߖ
అ޴ߝ ఖండన ࡅకए ओߩఇ ޴న޴ంۮ ړ  भ޳۫ మనం ݡ ం  త޶పࡍ సࠪనతछ ం ఒకܽ ࣆۨࣇ ݡ࠮फం޴ b f
ఒక ఖండన ࡅకए  ఒక ࡌߪप ంకం ࡅకए కएࡅ  ం޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ  ఉనऒ ޜ   b f f b f rsection 
ఇߩओ కएࡅ ࠾ࡍమ ݡ  అవङ క फ ఉపసࠫڴࡱޔ ఉండߖవछ ంڒ ,ݟబܽद మన వదभ ఉనऒ  ఖండన a b x f f ޴
అࡅ ޴ߝకए  ఖండన ࡅకए ऒߖఅ ޴సࠪనం, ఇ ړ   ఉపసࠫޔల మڝ ࠾ࡍసం ఇߩओ b f f ڕమన ݡ a b 
ఇవछ బݟన޴  మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए  ఏ࢙ࡓ ߕంݡ అసమघ  a b x b ޴ߝఒక ఖండన అ ޴అ ,ࡱޔఉపసࠫ ޒ
ఇߩओ రछߖ ߖ ߤమనం ఒక ఫంࣾ ݡ ۨంۨన ࢑ధంڴ ఉం޴, ఇ޴ ఒక ఫంࣾߖ ߖ ߤరछ ۨంۨన ߄࢑నం ߘంݟ mt x 
ओߩరం మనం ఎలऱڒయం ऴప޳బܽद సంऴపڒ ޴ఉంܿం ڕవర ݋࣊ ߖࡶ ࢁڣ  కएyࡅ ݋࣊ ࢁڣ ޴ߝڕఎం۪ ݢ
ۨऴతం ڴࢁڣ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ కߜछ నल޳ ߤछ కएࡅ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ  ఖండన ࡅకए  m f b 

కएࡅ ఖండన ޙ࠼అ ,޴ంޔ࢓అ ݋࣊ ࢁڣ వలంښ  మన ఊహ ऴపڒరం అޔ࢓ం޴ f b f f 
మన ఊహ ऴపڒరం ࡅకए నऒڕݡږ ޜ   ఖండన ࡅకए  అڴࢁڣ ޴ߝ ఉనऒ  ఒక ఖండన ࡅకए  అߖb f f b f 
࣊ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍంۧ࠭, మߧ۫ ࠭࠲ ऱܿ FA fb 
అసమघ ओߩఇ ݢంࡓ ఈ ߖఅ ޒ छޑడవ సࠪన࠮ ݡ ऒߖ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ  ం ࣆۨࣇ ݡ࠮फంࡓ ޴ంݡ ఆ f 
అసమघ ݡంࡓ  ޴ంܿంڕࣆޓ ం޳ంڕߘఅ ޴ంܿంڕࣆޓ  f s disjoin ,޴फంࣆۯ ݋࣊ ߘల ݋࣊ ޒ
అߩओ झ࡯ంۧߧ۫ మనం ݡ ం޴ ఏࠫటం݄ ఒకܽ ڒబܽद ఒక ࡓ ࠪڒంۮ ړ ݋࣊ ݡం޴న޴ అڝߘంݟ f x x x x
కएࡅ  ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए  ం.f x f޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ 
 ఒకܽ అ޴ߝ మనం ۫ߧంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄ ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం అߖ ఇߩओ  x x f ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ݡ
కڵ࡯ ఉߕऒ రߖ అڕߘం޳ం ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद ࡏ࢑ ړߖ޵దमంڴ ఒకܽ 2ړ సࠪనం ޶ڒ x x x x 
అߖ అڕߘం޳ం.
 అ1 1 ޶ڒ ޴ సࡕన޴ అߖ మనం ఊࣕంۨన1 1 ޶ڒ ޴ ఇߩओ ङ߄ࡏ࢙ మనం ݡ ऒߖ  ఎ࡮ ఉతओ फࣃۯ फޒ ం f f 
మన వదभ ఉనऒ ङ߄ࡏ࢙  ऒߖ  ఎ࡮ ఉతओ నऒࠚ࢑ ࡱڒల࠮ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍఅం݄ ఒకܽ మ ࡯࠻ۯ फޒ  x x 
కएࡅ ߗڒ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱڒల࠮  ఒకܽ ړ సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ ࡓంݡ x x f x x 2 x x 
అసమघ ݡంࡓ ߤట ࡽڵంࣄ ࠾ࡍమ ߤవ ߤట ࡽڵంࣄ ࡱ ݋࣊ ߤ݃ ࡽڵంࣄ ݡంࡓ ఈ ߝంటࢗ అం݄ ޶ڒ  x x ޒ
అޔࠋۮ ߖం޴, అޙ࠼ ࠪ ఊహ ऴపڒరం అసమघ  f ޴ంܿంڕࣆޓ ړߖݞయ޵࢑డ ߘల ݋࣊ ޒ
కएࡅ ߤవ ߤలदڵంࣄ  అࣄ ޴ߝంڵలदࡅ ݀ ߤకए ࣊ ۯంۨࣇ ߖదڒ సࠪనం ړ  ऱܿ అం݄ ݋࣊  ޤ x f x f s 
సڴࡍठ ఒకܽړ ఉం޴, ఇࡓ ޴ంࡅ ݡకए x f x f ߤఏࠫటం݄ , వ ޴ంۨనߧ۫ ࠭࠲ ,޶ڒ సࠪనం ޜ ݋࣊  x 
కएࡅ  కڵ࡯ ఉనऒ కएࡅ ࠾ࡍమ ݋࣊  ఉనऒ ڵ࡯క ߤలदڵంࣄ   f x2 f.޶ڒ ఒకܽ ݢంࡓ ఈ ݋࣊ 
 

ఒకܽ ࡅకए ధङࡏ࢙ ఒక ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߝంటࢗ ߖదڒ సࠪనం ړݡంࡓ  ం ڒబܽद అ޴ߝ ఒకܽ x f f x f 
ړܐఒక ఇం ޳ࡶ द࢟  ఫంࣾߤ ఇߩओ  ڴవరۨ ݡ
కం߱܊షߤ పరంڴ మ࠾ࡍ ఫంࣾߘ ݋ࡵ ߤంݟ ఒక ఫంࣾڒ ړ ߤङ కࡓ दܑࡕషߤ ఇ޳भ ం.f 

ఉనऒ ߤఒక ఫంࣾ ݟంߘ  ,ఒకܽ ݟంߘ టऱޙ࠼ ఒకܽ   b fs b fs 
ࡍڷ ߯ ޴ߝదܽ ఒక అ࠴ నݟయబۯ ܘకం߱ ޜ फంߩ ఫంࣾڴ ߤ ఉంܿం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ అ޴ߝ , f g a g 

ఒకܽ ࡓంڕࠬ ݡ ఆߘद ఫంࣾߘ ߤంݟ అవసరం అం݄ ޜ కం߱ۯ ܘయబݟన అ޴ߝ ఒక ࡍڷ फంߩ g b f g 
ఫంࣾڴ ߤ ప࡯࠻ۯ ߖ, ఇ޴ ఇߩओ నऒڕࡏڝ మనం ݡ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ ߖఅ ޻ఇ ޴ भ޳ ం, 

అࡏࠬ ޴ߝ కڵ࡯ ఉనऒ  ఒక ఫంࣾߤ అߖ అڕߘం޳ం.f 
 ఒకܽ ఇߩओ మనం ఉతओ ݡ  g b a ڴࠈ బܽदڒ ߤఒక ఫంࣾ ڕవర ݟంߘ ޴ߝఅ ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ फޒ
రछߖ ۨంచంݟ ఇ޴ ఇ޴ అߖ అڕߘం޳ం ఇڕࠬ ޴ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ మڷࡱߕ ࠾ࡍ ah x y x y 
ఉߕऒ भ޳ࡱߧ ߖఅ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡮మర ࠾ࡍమ ࠼ ం మ࠾ࡍ  ఐڒ ޶బܽद ࠬ వదभ 
ఉనऒ ङࠪ ڴݡంࡓ ఒకܽ ޴ ङࠪ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ంݟయబۯ ߵ ङࠪ ݡ࠮ ఒకܽ ޴ంݟయబۯ ߵ  ޴ంݟయబۯ ߵ
ఐ޶ మݡ࠮ ڷࡱߕ ࠾ࡍ ࠪङ ओߩమనం ఇ ޴ఇ ޴ంݟయబۯ ߵ రछߖ ݡ ۨంۨన ఫంࣾڒ ߤబܽद ఈ 
ఉ޳హరణߘ మన ࠵డڴ ࡽ ఉంۨ, ఆ߯ ߖరछ ۨంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.
  ఈ g 

ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڴ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ړ ݟంߘ  సహజ b a g y ړࡍఒక ࡹ , फ࣋࡯ࢣࡍప ߘహరణ޳ఈ ఉ ࡏࠬ ݡ
ఎంߧక ښవలం ࡓంݡ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఇదभړࡍ అڷ࠭ ޴ठړࡍ ఒకܽ అޔ࢓ంڷࡱߕ  ޴ మړ5 ࠾ࡍ ఇ3 ޴ 
రछߖ ߖࡹపంࡐ ࡹపంࡐ ޴ߝబܽद మనం అڒ भ޳ۨ ం ڒబܽद ࠬࡏ ఒక ࡓంݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ఐ޶ a if b a f 
మ࠾ࡍ అ࠮ ߝలڒలߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, మనڕ ఉనऒ  ఉ޳హరణࡹ ఇవߗऒ  జߕޔڷࡏऒ  y.࠼
 ఇవߗऒ కएࡅ  కएࡅ లڒల࠮   ۨऴࡱޑ x 
ࠪऴత࠲ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ వ࢘࡯޴యబݟన ఏڛక ࢑షړߖ࠻ ఇ޴ అర म4 ࠲ అࡅ ޴ߝకए  బܽद xڒ లకం࠮ 
మనం ఏ࠮ ߕ޼లߖڒऒ  సࣄۯࡍ ఆ߯ ࡅకए  ఏ࠮ ߕ޼లߖڒऒ  పࡍషए भ޳ࡍ ం, ఆ߯ ߖߖ޳ ఏకపࣾంڴ x 
రछߖ भ޳ۨ ం ڒబܽद ߖ ڴ ࣁݞ ߖߖ޳రछ भ޳ۨ ం 
ऒߖڒల࠮ ఒక ߖࡶ ࡹ߅ࡍప ޙక߱ࡶ  పࡍషए भ޳ࡍ ం.
 ఆ ࠮లకం ڝసం మనం ఏకపࣾంڴ ఒక ఎ࠱࡯ంߖ ݋ ఎం۪ߖڕ, ఆ ߖ ఈ ړ ࣁݞ ࠪङ भ޳ۯ ߵ ం ڒబܽद ఈ ࣁݞ b
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అ޴ߝ మనం ࣋ۯ ఎంߧక ఇ޴ ఒకࡍ సछ ంత ఎంߧక߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ݡంࡓ మనం ݡ
࢑ష࠻లߖ ߘజమߧࡐߖ ߖం۪࡯࢐ڝझ  ఉంܿం޴.

అࡓ ޴ߝంࡹܽݟ ఉం޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ అޜ ޴ߝ కం߱ۯ ܘయబݟన޴ ఐݥంܾܽ ఫంࣾߤ  అޙ࠼,   g g f g 
కएࡅ రछߖ  చߖߕऒ  ప࣋࡯ࢣࡍफ, ࡅకए రछߖ  చనం ऴపڒరం, వదभ వదभ ޜ కం߱ࣄۯ ܘన ࠴దܽ޴ అߖ g f b f g 
भ޳ۯ ࢓܌ࡏ ం ࠉ ߕ అ޴ߝ ࠪङ కएࡅ ߵ  ߷రࡹ ࠹ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ , ఇߩओ కएࡅ వదभ ߕ ݡ  a f ޴లకం ఉం࠮ 
ङ࡮࠮ ఒక ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ ړ ޴బܽद ఇڒ ంకనంࡹ ఖۨऐ తంࡍڷ ڴ फంߩ ఫంࣾߤ అ࠼న ޔࢂࢗ ړం޴, ఇߘߝ ޴e e
ऒߕంܿڕߘంۧలڵࣃనڜ ޴ండవࡓ ऒߖڒల࠮ న ఒక޴ంۮ ړߖߕలధ࠮  ߘ  ఉతओ  g ޴ఉంܿం ࣄయవలۯ फޒ

ङڒ ङڒ ޳ࡶ ࡽటߧ కएࡅ అం݄ ࡹ ࡽటߧ  అڕߕ ޙ࠼ ఉనऒ ओߩ డ࡮ऱ కएࡅ   b y b b b g a a in af g 
రछߖ చనం ऴపڒరం ړ ࠪङ ऒߘబܽद నڒ ޴ంޔݡయబۯ ߵ వछߖڝఎం۪ ߖ  ంڒ ݟబܽद ࡅ ߘకए a ڴ  b b a f 
ఎం۪ߖڝవछ ంࡅ ݟకए  అࡅ ޴ߝకए కएࡅ   అޔ࢓ం޴, ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ అం݄ ఇߩओ  మనంb g a f g f ݡ
వ࡛झࡍ ࡛ߦ  द ޳ࡶ కనछ ࡛झ ࡛ߦ  द అߧࡐߖ ߖంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం 

 b g f.޴ఉం ߤद ఫంࣾߘఒక ఆ ڕవర ߖ޳ నݟయబۯ ܘకం߱ ޜ ݟంߘ
 ఐݥంܾܽ ఫంࣾߤ అߧ۫ ߘߝ ޴ߝంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄, అ޴ߝ ఒకܽ ڒబܽद ߖ ࠭࠲రछ చߖߕऒ  f 
ధృ࢒కࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం 
, ఒక ࡓంݟంܽړ ࡹ సࠪన࠳న ࠬڕ ఇవछ బݟం޴ .f f 

అ޴ߝ మనం ۫ߧంచవలࣄం޴ ఏࠫటం݄, ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం , అޙ࠼ ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए a two f f  ړ 
సࠪనం అڕࣆࡱޘ ࡏࠬ ߖనऒ  తࡌछ త, అ޴ ఆ ࡅకए  ఒకࡅ ߖ޳కए g f g f.޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ 
 
ఈ ऴړంڒ ޴ం߱ߖ ݋܊ ఒకࡹߖ޳ ఎޜ ࠆ కం߱ࣄۯ ܘన ړ సࠪన࠳న ݀ࡌ ޜయడం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴, g f g e 
ఖۨऐ ߤష܊న కం߱ࣄۯ ܘటం݄ కం߱ࠫ޻నࣄ࡯ޘ ڕమన ߗڒ త࠳న޴ ఐݥంܾܽ ఫంࣾߤ అం݄ 1 ړ g f 
సࠪన࠳న 2ړ ఎࠆ అం݄ ఇߩओ న ऴపశऒ࠳࢑ధ ޻ఇ ݡ  తޔࡵफޔం޴, అం݄ ఫంࣾనऱ߯  ఇ࡮ంܽ ڒङ కࡓ दܑࡕషߤ 
ఉం࢐ ޳సफړߖ࢐ సࠪ߄నం అڒ ߘ࢓బܽद అߩओ ద ఉం݄ a b fࠬ ݟయܑయం࡯ޘ ߖ ڕవర ݟంߘ ݡ fs 
మߘ ࠾ࡍంݟ ఒక ఫంࣾߤ ఉనऒ టऱޙ࠼ ࠪऴత࠲ b 

g ߤఒక ఫంࣾ ڕࠬ బܽदڒ ండవ ఒకܽࡓ ࠾ࡍమ ߤంܾܽ ఫంࣾݥఐ ޴దܽ࠴ నݟయబۯ ܘకం߱ ޜ f b g 
ఉం݄ ߘంݟ సంబం߅త ఫంࣾߤ జޔڷࡏం޴ ఆߤ ܿ ݇ ߤఆ ړ ݟంߘ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ړߖఉండܼ ڴ  g a b
ఫంࣾߖ ߤ కڵ࡯ ఉనऒ టऱߘ ,ޙ࠼ంݟ వరڕ సంబం߅త ఫంࣾߤ ఒకܽڴ ఉంܿంࡅ ߖ޵ , ޴కए  b a ߘ࢓܌ࡏ 
भ޳۫ ం.
 ఒక ࠙ړߖڴ సంబం߅ంۨన ۨڣࡔऴతం ߖ޵ ߘߝऒ  ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ఐ޶ అࣃࡱߧ ߖफ  ߘ
మ࠾ࡍ ఇߩओ  ޴ఇ ڕߕ ߩ࢙ కࡖమ ݡ
వछߖఉండ ڴࠈ ంڕߕ ,ݟ ఒక ߄ࣃరణ ࣊݋ ఉండߖవछ ంݟ, త޳छ సओ ࡱ࠻࢑ష ࡌ షदంڴ కࣃߧߖफ  ఒకܽ , ࠼
ङࠪ ݡంࡓ ङࠪ ޴ంݟయబۯ ߵ ङࠪ ݡ࠮ ݡంࡓ  ޴ంݟయబۯ ߵ ङࠪ ڷࡱߕ ఒకܽ ޴ంݟయబۯ ߵ  ߵ
पࡌߪ ޴ంݟయబۯ ంࡓ  ړߖڒంݡ మ࠾ࡍ ఐࡓ ݞږ ޶ంڴݡ ࠪङ नݞయబۯ ߵ  o ࠾ࡍమ ࡱ ߤఫంࣾ ޴ఇ ,࠼
ࠬ వదभ ఉనऒ ܿ ߤఆ ޴  ఫంࣾڒ ߤబܽद ߷ࡌछ ࡛ न ఇంߧऱښషߤ అߖ అڕߘం޳ం , ߘ ߘߝంݟ వరڕ ఒక f b a 
ఫంࣾߖ ߖ ߤరछ ۨంచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴపڔߖ޳ ޒ ఈ ऴړంߖ࢐ܽ ޴ గమߖంచంߖ ݋࣊ ࡹ ࡹ ݟ b b a ab
రछߖ ۨంచߖవछ ంݟ , ఇకए డ ࠬࡏ ఒక ࠮లకంࡅ ࡹకए  ఉనऒ టऱޙ࠼, ఇ޴ ఒకࡹߖ޳ ఒకܽ మ࠾ࡍ f f 
షएࡍబܽद పڒ ޴ఉంܿం ޶ఐ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ݡ࠮  ݟంచంࡍ

ङޙఒక ऴప ࡹ క࠳నڒ ,޴బܽद ఇ޴ అ࠮ ߝలకం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ అݞږ ߖ ऴࣃ࢐फ ab ߘ b ab 
ऒߖڒల࠮ ఒక ߘߝ సంڝ ޒऴప ߖࡹ ݭڝ ߕ బܽदڒ ޴ంޔࠋۮ ߖఅ ݟంߘ ݋࣊ ޴బܽद ఇڒ  ఎం۪ߕڕऒ  ab b ߘ

ओߩఇ ݟంߘ ݋࣊ రछߖ ࡮ఎ ڴ సࠪనం ړ ړ ړ ݟంߘ ߖ ݡ ۨంۧࡹ సओ షदంڴ a  a gg b a g b ab 
ओߩక ఎలऱߧఈ ఎం ޴फంࣆࡱޘ ओߩక ఎలऱߧఅܿవంܽ ఎం ޴ఉంܿం ݢ  g 2 ࡹ కం݄޶ఎం ޴ఉంܿం ݢ
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఒకߖ޳ऒ  ఎం۪ڝవలࣄ ఉంܿం޴  ఈ ࣊݋ లࡹ ऴపޒ ఒకए  బܽद abڒ లకం࠮ ݟంߘ ܽ
మనం ߖ޵ऒ రछߖ  ۨంۨన తࡌछ త మనం ࡯࠻ۯझ ంద࡮ऱ  ఆ ऴపదరज న ޜ కం߱ࣄۯ ܘన ࠴దܽ ࢑షయం ߯g b 
भ޳۫ࡍస ڴࠈ ߖߖ޳ఒక ޴ߝఅ ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ߩफంࡍڷ ం, ࠭ంڴ޶ ఒڜए కए  ఏ g f g ߖ నࣄۯ ܘకం߱ ڴܽ

వదभ అ޳۫ ߕ࠼भ ం, అࡅ ޴కए  అޙ࠼ b b g gb 
అࠗࠈ  ۨనऒ  ఇڒ ݋࣊ ޴ङ వۨऐ ݟంߘ ࡽటߧ ంڒ ޴ङ ङڒ ݋࣊ ࡽటߧ ऒߖఅ ߖࡹ ࡽటߧ  ఎ࠱࡯ం݋ లߘab ab ab 
కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ࠮ ࢑లకం ړ ࠪङ ఈ ۨనऒ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ ߵ  ఎంߧక ఎంߧకలࡹ ఒకܽ మ࠾ࡍ b a 
ङޙఒక ऴప ࠭࠲ క࠳న ఎంߧక ࠭ࣃۯ ఎంߧక సࡕన޴ మ࠾ࡍ ఆ ࣊ߘ ݋ంڒ ݟబܽद ఇߖ ڕߕ ޴ ఇࣆफం޴ , ఇ޴ b
ఖۨऐ తంࡓ ڴండవࡍڷ ߯ߖ޳ फంࣆߖߩफం޴, మనం ڕࡏڝనऒ  ఒకܽ g g ,࡯ంۧࡍక࢒ధృ ߖఏࠫటం݄ , ఒకܽ అ ޴

ఒకܽ ࡓంࡅ ݡకए కएࡅ సࠪనం ړ  కएࡅ  ࡍవ ߖ ߯  फంపܑ޳भ ం , ఇ޴ వదभ కం߱ࣄۯ ܘన b p g b f f f b f g
 ంܾܽ b b f g b f gݥఐ ޴ߝఅ ܘకం߱ ߗڒ ޴फంࣆۯ ܘవదभ కం߱ ݡంࡓ ߖ ܘసࠪనం కం߱ ړవదभ ఒకܽ ߖ
ఫంࣾڒ ߤబܽद ఒకܽ ړ సࠪనం  ࡓంڒ ݡబܽद ఒకܽ ఒకܽ ఆࡹ ߤ ఉందߖ అڕߘం޳ం సం࠙షణ ࠙ߖڴऒ  b b g 
भ޳ۯ ࢓܌ࡏ ం 

ఒక ఫంࣾߘ ߤంߘ ݟంݟ వరڕ అޜ ޴ߝ కం߱ۯ ܘయబݟన ࡍڷ फంߩ ఫంࣾߤ అߖ మనం e g b a f g 
b bi ࡯ంۧޒమߘఅ ࡹ ߖ , ޴ఉంܿం ࣄంచవలߧ۫
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ఉతफమ ఎంߧక 
కएࡅ ओߩఅ ,ߘంܼڕఎం۪ ڴ  మన వదभ ఉనऒ ݡ కएࡅ ߘߝ ,ఏࠫటం݄ ޴  అߧ۫ ߖంచవలࣄ b g f f 

ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࡅకए కएࡅ  కएࡅ  కएࡅ   అޔ࢓ం޴, ఇݟږ ޜ ޴ ఉంܿం޴ వదभ ߗڒ f a f g b f g v 
అޜ ޴ߝ కం߱ۯ ܘయబݟన޴ ఐݥంܾܽ ఫంࣾߤ , ఇ޴ ఖۨऐ తంڒ ڴబܽद ఆࡹ ߤ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࢑ f g b f 

మనڕ ఉనऒ ङڒ ݡంࡓ  కࡓ दܑࡕషࡱ ߤ , ఒకܽ ఆߠद  ఫంࣾߤ పరంڴ ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए ङڒ  కࡓ दܑࡕషߤ మ࠾ࡍ 
మࡖకܽ ڒङ కࡓ दܑࡕషߤ  ఒక ఫంࣾߤ పరంڴ ఆߤ ܿ  ఫంࣾߤ మޜߖ޵ ࠾ࡍ ࠬ అందڔࡍ ధనङ  ࡱ޳࢐
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